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Prólogo 


I  escribir  este  libro  me  he  guiado  por  mi  amplia  experiencia  e  interés  en  la  enseñan/a  de  la 


matemática  discreta.  Para  el  estudiante,  mi  propósito  era  presentar  el  material  de  forma 


/  ^.precisa  y  legible,  con  los  conceptos  y  técnicas  en  matemática  discreta  presentados  y  de¬ 
mostrados  con  claridad.  Mi  meta  era  mostrar  la  relevancia  y  utilidad  de  esta  disciplina  a  los  estu¬ 
diantes,  los  cuales  a  menudo  se  muestran  escépticos.  Quería  dar  a  los  estudiantes  de  ciencias  de  la 
computación  toda  la  base  matemática  que  necesiten  en  sus  estudios.  A  los  estudiantes  de  mate¬ 
máticas  quería  ofrecerles  una  forma  de  entender  los  conceptos  matemáticos  importantes  junto  con 
una  idea  de  por  qué  estos  conceptos  son  importantes  en  las  aplicaciones.  Y  quería  llevar  a  cabo  es¬ 
tas  metas  sin  rebajar  el  material. 

Para  el  profesor,  mi  propósito  era  diseñar  una  herramienta  didáctica  flexible  y  de  amplío  es¬ 
pectro  empleando  técnicas  pedagógicas  contrastadas  en  matemáticas.  Quería  proporcionar  a  los  pro¬ 
fesores  un  volumen  de  material  que  pudieran  utilizar  para  enseñar  matemática  discreta  efectiva  y  efi¬ 
cientemente  de  la  forma  más  apropiada  para  sus  alumnos.  Esperó  haber  alcanzado  estas  metas. 

El  tremendo  éxito  de  este  libro  de  texto  ha  sido  extremadamente  gratificante  para  mí.  Las  mu¬ 
chas  mejoras  de  esta  quinta  edición  han  sido  posibles  gracias  a  las  sugerencias  de  un  gran  número  de 
profesores  y  alumnos  de  más  de  quinientas  instituciones  donde  el  libro  ha  sido  usado  con  éxito.  Hay 
bastantes  mejoras  en  esta  edición.  El  material  auxiliar  ha  sido  enriquecido.  La  página  web  de  apoyo 
proporciona  un  material  útil,  haciendo  más  fácil  a  estudiantes  y  profesores  cumplir  sus  objetivos. 

Este  texto  está  diseñado  como  curso  de  introducción  de  uno  o  dos  semestres  pirra  estudiantes 
de  un  amplio  número  de  licenciaturas  e  ingenierías,  entre  las  que  se  incluyen  matemáticas,  inge¬ 
niería  informática  y  ciencias  de  la  computación.  El  único  prcnfeqtiisito  que  se  exige  explícitamente 
es  el  conocimiento  de  álgebra  de  bachillerato. 


Objetivos  ele  un  curso  de  matemática  discreta 


Un  curso  de  matemática  discreta  tiene  más  de  un  propósito,  Los  estudiantes  deberían  aprender  un 
conjunto  particular  de  realidades  matemáticas  y  como  aplicarlas;  y  más  importante,  este  curso  de¬ 
bería  enseñar  a  los  estudiantes  cómo  pensar  desde  un  punto  de  vista  matemático.  Para  alcanzar  este 
objetivo,  el  texto  enfatiza  el  razonamiento  matemático  y  las  diferentes  formáis  en  que  se  resuelven 
los  problemas.  Cinco  temas  importantes  se  entrelazan  en  este  libro:  el  razonamiento  matemático, 
el  análisis  combinatorio,  las  estructuras  discretas,  el  pensamiento  algorítmico  y  las  aplicaciones  y 
el  modelado.  Un  curso  acertado  de  matemática  discreta  debería  mantener  un  cuidadoso  equilibrio 
entre  estos  cinco  lemas. 

1 .  ¡iaionamim  to  matemático :  Los  estudi  an  les  deber  i  en  t  c  nú  creí  razón  a  rn  i  en  t  o  m  at  cm  á  ti  - 
co  para  leer,  comprender  y  construir  argumentos  matemáticos.  Este  texto  comienza  con 
una  discusión  sobre  lógica  matemática- que  sirve  como  sustrato  para  posteriores  discu¬ 
siones  sobre  métodos  de  demostración.  La  técnica  de  inducción  matemática  se  muestra  a 
través  de  variados  y  diferentes  tipos  de  ejemplos  y  de  una  cuidadosa  explicación  de  por 
qué  la  inducción  matemática  es  una  tédbicá  de  demostración  válida. 

2.  Análisis  combinatorio:  Una  técnica  importante  para  resolver  problemas  es  la  capacidad 
de  contar  o  enumerar  objetos.  La  discusión  sobre  enumeración  en  este  libro  comienza 
con  tas  técnicas  básicas  de  recuento.  Se  eníaii/a  el  desarrollo  del  análisis  combinatorio 
para  resolver  problemas  de  enumeración  en  l  ugar  de  la  aplicación  de  fórmulas. 

3.  Estructuras  discretas:  Un  curso  de  matemática  discreta  debería  enseñar  a  los  estudian¬ 

tes  cómo  trabajar  con  estructuras  discretas,  que  son  las  estructuras  abstractas  in&temári 
cas  usadas  para  representar  objetos  discretos  y  relaciones  entre  ellos.  Estas  estructuras 
discretas  engloban  conjuntos,  permutaciones,  relaciones,  grajos,  árboles  y  máquinas  de 
estados  finitos.  a 


xi 
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4*  Pensamiento  algorítmico:  Cierta  clase  de  problemas  se  resuelve  especificando  un  al¬ 
goritmo,  Una  vez  descrito  el  algoritmo,  se  puede  implementar  mediante  un  programa  de 
ordenador*  Las  panes  matemáticas  de  esta  actividad,  que  incluyen  la  especificación  del 
algoritmo,  la  verificación  de  que  funciona  adecuadamente,  así  como  el  análisis  de  la  me¬ 
moria  y  tiempo  requeridos  en  su  ejecución,  se  cubren  en  este  texto.  Los  algoritmos  se 
describen  usando  tanto  lenguaje  natural  como  una  forma  de  pseudocódigo  fácil  de  en¬ 
tender, 

5 ♦  Aplicaciones  y  modelado ;  La  matemática  discreta  se  puede  aplicar  en  casi  cualquier  área 
concebible  de  estudio.  En  este  texto  hay  muchas  aplicaciones  a  ciencias  de  la  computa¬ 
ción  y  comunicación  de  datos,  así  como  aplicaciones  a  campos  tan  diversos  como  la  quí¬ 
mica,  la  botánica,  la  zoología,  la  lingüística,  la  geografía,  las  ciencias  empresariales  e  in¬ 
ternet,  Estas  aplicaciones  son  usos  naturales  e  importantes  de  la  matemática  discreta,  en 
ningún  caso  forzados.  Li  modelado  con  matemática  discreta  es  una  herramienta  de  ex¬ 
trema  importancia  para  la  resolución  de  problemas  que  los  estudiantes  tienen  la  posibi¬ 
lidad  de  desarrollar  construyendo  sus  propios  modelos  en  algunos  de  los  problemas. 


Cambios  en  la  quinta  edición 


La  cuarta  edición  de  este  libro  se  ha  utilizado  con  éxito  en  más  de  quinientas  facultades  y  escuelas 
de  Estados  Unidos,  docenas  de  universidades  en  Canadá  y  en  universidades  de  Europa,  Asia  y 
Oceanía.  Aunque  la  cuarta  edición  ha  sido  un  libro  de  texto  muy  eficaz,  muchos  profesores  (in¬ 
cluyendo  entre  ellos  a  usuarios  con  amplia  experiencia)  han  requerido  algunos  cambios  destinados 
a  hacer  este  libro  más  eficiente.  He  dedicado  una  cantidad  significativa  de  tiempo  y  energía  para 
satisfacer  este  propósito. 

El  resultado  es  una  quinta  edición  que  ofrece  mucho  más  que  la  cuarta  tanto  a  profesores 
como  a  estudiantes.  Es  especialmente  significativo  que  en  la  quinta  edición  se  ha  mejorado  la 
presentación  de  tos  conceptos,  haciendo  el  libro  más  didáctico.  Se  ofrecen  mejoras  sustanciales 
en  lógica,  métodos  de  demostración  y  estrategias  de  demostración  para  ayudar  ai  estudiante  a  do¬ 
minar  el  razonamiento  matemático.  Se  han  añadido  ejemplos  y  explicaciones  adicionales  para 
clarificar  aquellas  áreas  en  las  que  el  estudiante  suele  encontrar  problemas.  Nuevos  problemas, 
tanto  rutinarios  como  más  exigentes,  se  han  añadido  a  ios  bloques  de  problemas.  También  se  han 
añadido  aplicaciones  relevantes,  incluyendo  muchas  relacionadas  con  Internet  y  ciencias  de  la 
computación.  La  página  web  de  apoyo  se  ha  ampliado  y  ahora  proporciona  herramientas  que  el 
estudiante  puede  utilizar  para  dominar  conceptos  fundamentales  y  explorar  el  mundo  de  la 
matemática  discreta. 


Mejora  de  la  organización 

*  El  tratamiento  del  razonamiento  matemático  se  con¬ 
centra  en  el  Capítulo  1,  desarrollándose  desde  la  lógi¬ 
ca  preposicional  y  de  predicados  hasta  las  reglas  de  in¬ 
ferencia  y  las  técnicas  básicas  de  demostración. 

*  La  notación  O  y  otras  relacionadas  se  discuten  inme¬ 
diatamente  antes  de  la  complejidad  de  algoritmos. 

*  Las  sucesiones  y  los  súmalo  ríos  se  tratan  ivtmedia- 

Légica 

*  Se  profundiza  en  las  implicaciones,  con  un  tratamien- 
to  adicional  de  la  inversa,  recíproca  y  coutmnecíproca 
de  una  implicación, 

*  Se  ha  añadido  una  subsección  sobre  juegos  de  lógica. 

*  Los  euantificadores  se  tratan  ahora  en  dos  secciones. 


lamente  antes  de  la  sección  sobre  inducción  mate¬ 
mática. 

*  Los  coeficientes  binomiales  se  mitán  en  una  sección 

separada.  ■ 

*  La  teoría  de  probabilidades  tiene  un  capítulo  propio. 

*  Los  algoritmos  de  ordenación  se  introducen  en  el  Ca¬ 
pítulo  2,  haciendo  referencia  a  más  algoritmos. 


•  Se  ofrecen  más  explicaciones  sobre  cómo  traducir  len¬ 
guaje  natural  y  enunciados  matemáticos  a  expresiones 
lógicas,  y  viceversa. 

•  La  negación  de  euantificadores  se  estudia  con  mayor 
profundidad. 


Prólogo  xüi 


*  Se  tratan  la  resolución  y  el  uso  de  la  lógica  de  predi¬ 
cados  en  Prolog. 


Construir  y  entender  demostraciones 

*  Los  métodos  de  demostración  se  incluyen  ahora  en  el 
Capítulo  L  lo  que  permite  asar  explícitamente  este 
material  en  capítulos  posteriores. 

*  Se  presentan  explícitamente  demostraciones  de  unicidad. 

*  La  Sección  3.1  explora  con  más  profundidad  las  es¬ 
trategias  de  demostración.  Su  tratamiento  inicial  se 
amplía  a  lo  largo  del  Capítulo  I. 

Algoritmos 

*  Los  algoritmos  voraces  se  presentan  en  el  Capítulo  2. 

*  El  tratamiento  de  algoritmos  recursivos  se  ha  exten¬ 
dido. 

*  Se  ha  ampliado  el  tratamiento  de  las  búsquedas  en 
profundidad  y  en  anchura. 

*  Se  analiza  o  discute  la  complejidad  de  un  número  ma¬ 
yor  de  algoritmos. 

Aplicaciones 

*  Se  han  añadido  nuevos  ejemplos  de  gratos,  entre  los 
que  están  el  de  la  red  de  Internet,  el  de  las  llamadas  te¬ 
lefónicas,  el  de  Hollywood  y  los  de  relación  y  de  co¬ 
laboración. 

*  Se  describen  las  técnicas  que  usan  los  buscadores  en 

Internet. 


*  Se  describe  la  aplicación  de  la  lógica  a  especificacio¬ 
nes  de  sistemas,  un  tema  de  interés  para  ingenieros  de 
sistemas,  tanto  de  hardware  como  de  software. 


*  El  tratamiento  de  la  inducción  matemática  se  ha  re¬ 
forzado  con  explicaciones  adicionales  y  nuevos  ejem¬ 
plos. 

*  Se  cubre  explícitamente  la  inducción  estructural. 

*  En  esta  edición  se  estudia  el  problema  de  demostrar 
que  un  algoritmo  recursivo  está  correctamente  cons¬ 
truido. 


*  Se  ha  ampliado  el  tratamiento  de  los  algoritmos  «di¬ 
vide  y  vencerás»  y  de  las  relaciones  de  recurrencia 
que  se  emplean  para  estudiar  su  complejidad. 

*  Se  han  añadido  los  algoritmos  de  exponenciación  mo¬ 
dular  rápida,  la  solución  del  problema  del  par  más 
cercano,  la  codificación  de  Huffman  y  el  algoritmo 
voraz  para  dar  cambio. 


*  Se  tratan  los  códigos  de  Cray  usados  en  K -mapas. 

*  Se  ha  incrementado  el  tratamiento  de  la  forma  de 
Backus-Naur. 

*  Se  ha  ampliado  el  tratamiento  de  las  relaciones  //-arias 
y  de  las  bases  de  datos  relaciónales. 


Teoría  de  números,  combinatoria  y  teoría  de  probabilidades 


*  La  teoría  de  números  relevante  para  criptografía  en 
clave  pública,  incluyendo  pseudoprimos,  números  de 
Carmiehael  y  tests  probabilísticos  de  primal  idad,  se 
cubre  con  mayor  profundidad. 


*  Se  ha  ampliado  el  material  sobre  la  conversión  entre 
expresiones  en  bases  diferentes. 


Grafos  y  arboles 

•  Se  ha  añadido  una  explicación  sobre  cómo  construir 
inductivamente  cubos  //-dimensionales. 

*  Se  tratan  con  mayor  detalle  las  condiciones  suficientes 
para  la  existencia  de  circuitos  de  I  lamilton. 


•  Se  discuten  árbol  ís  de  juego  y  estrategias  de  minimax, 

•  Se  presenta  La  codificación  de  Huffman, 

•  Las  búsquedas  en  profundidad  y  en  anchura  reciben 
ahora  un  tratamiento  más  amplio. 


Colecciones  de  problemas 

*  Se  han  añadido  más  de  seiscientos  problemas,  desde 
rutinarios  a  muy  exigentes,  con  un  énfasis  especial  en 
nuevos  problemas  relacionados  con  la  lógica  y  las  de¬ 
mostraciones,  incluyendo  inducción. 


*  Se  han  añadido  problemas  para  equilibrar  los  proble¬ 
mas  pares  (sin  resolver)  y  los  impares  (resueltos  al  fi¬ 
nal  del  libro),  * 


Biografías  y  notas  históricas  adicionales 

*  Se  han  incluido  las  biografías  de  Aristóteles,  Shefíer. 
Sniullyan,  Rivest*  Shamir,  Ad lemán,  CarmiehaeL 
McCarthy  y  Muflirían. 

*  Se  incorporan  imágenes  de  todas  las  personas  descritas 
en  las  biografías,  excepto  en  algunos  pocos  casos. 

La  página  web  ( www.mhhe.com/rosen) 

*  Se  han  incluido  enlaces  a  cientos  de  páginas  en  Internet. 

*  Se  incluyen  ejemplos  adicionales  en  áreas  clave. 

*  Se  proporcionan  explicaciones  y  demostraciones  más 
detalladas  para  cienos  ejemplos. 

*  Se  ofrecen  métodos  de  a u devaluación  en  temas  clave, 
entre  los  que  se  incluyen  implicaciones,  cuantificado- 


*  Muchas  de  las  biografías  que  aparecían  en  la  versión 
anterior  se  han  ampliado. 

*  Se  han  añadido  nuevas  notas  históricas. 


res,  métodos  tic  demostración,  funciones,  notación 
con  la  función  O ,  inducción  y  problemas  de  recuento. 

*  Se  han  incluido  en  el  libro  iconos  que  indican  el  tipo 
de  contenido  asociado  en  Internet. 

•  Se  han  desarrollado  demos  interactivas  de  algoritmos 
fundamentales  para  uso  integrado  con  el  texto. 


Características  especiales 


ACCESIBILIDAD  Este  texto  ha  demostrado  ser  fácil  de  leer  y  entender  para  principiantes.  No 
es  obligatorio  ningún  prerrequisito  matemático  más  allá  de!  álgebra  de  bachillerato  para  la  casi 
totalidad  del  texto.  Los  pocos  lugares  del  libro  en  que  se  hace  referencia  al  cálculo  diferencial  o 
integral  se  señalan  explícitamente.  La  mayoría  de  los  estudiantes  debería  entender  el  pseudo- 
código  usado  en  el  texto  para  desarrollar  los  algoritmos  sin  necesidad  de  haber  estudiado  for¬ 
malmente  lenguajes  de  programación.  No  se  requieren  conocimientos  de  ciencias  de  la  compu¬ 
tación, 

FLEXIBILIDAD  El  texto  ha  sido  cuidadosamente  diseñado  para  que  su  uso  sea  flexible.  La  de¬ 
pendencia  de  los  capítulos  en  relación  con  el  material  previo  se  ha  minimizado.  Cada  capítulo  se 
divide  en  secciones  de  longitud  aproximadamente  similar  y  cada  sección  se  divide  en  subseccio¬ 
nes  que  forman  bloques  naturales  de  material  didáctico.  Los  profesores  pueden  organizar  fácil¬ 
mente  sus  clases  utilizando  estos  bloques. 

ESTILO  El  estilo  con  que  se  ha  escrito  este  libro  es  directo  y  pragmático.  El  lenguaje  mate¬ 
mático  se  usa  sin  excesivo  formalismo  ni  abstracción.  Se  ha  tenido  cuidado  en  ponderar  la  com¬ 
binación  entre  notación  y  texto  en  los  enunciados  matemáticos. 

AMPLIO  USO  EN  EL  AULA  Este  libro  se  ha  empleado  en  más  de  quinientas  facultades  y  es¬ 
cuelas  universitarias,  y  en  más  de  cuatrocientas  se  ha  utilizado  más  de  una  vez.  La  interacción  con 
profesores  y  alumnos  de  muchas  de  esas  instituciones  ha  ayudado  a  que  esta  quima  edición  sea  una 
herramienta  más  acertada  aún  para  la  enseñanza. 

! 

PRECISION  Y  RIGOR  MATEMÁTICOS  Todas  las  definiciones  y  teoremas  se  1  an  enun¬ 
ciado  de  forma  extremadamente  cuidadosa,  de  tal  forma  que  los  estudiantes  podrán  aprec  ar  la  pre¬ 
cisión  en  el  lenguaje  y  el  rigor  necesarios  en  matemáticas.  Las  demostraciones  se  desarrollan  des¬ 
pacio;  los  pasos  se  justifican  detalladamente.  Las  definiciones  recursivas  se  explican  y  usan  con 
mucha  frecuencia. 


EJEMPLOS  TRABAJADOS  Se  presentan  más  de  setecientos  ejemplos  para  ilustrar  conceptos, 
relacionar  diferentes  materias  y  exponer  posibles  aplicaciones.  En  la  mayoría  de  los  ejemplos  se 
plantea  primero  una  pregunta;  luego  se  presenta  la  solución  con  suficiente  grado  de  detalle. 

APLICACIONES  Las  aplicaciones  que  se  incluyen  en  d  texto  demuestran  la  utilidad  de  la  ma¬ 
temática  discreta  para  solucionar  problemas  del  mundo  real.  El  texto  incluye  aplicaciones  a  una 
amplia  variedad  de  áreas,  entre  las  que  se  incluyen  ciencias  de  la  computación,  comunicación  de 
datos,  psicología,  química,  ingeniería,  lingüistica,  biología,  empresariales  e  Internet. 
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AIXiORITMOS  En  matemática  discreta,  los  resultados  se  expresan  a  menudo  con  algoritmos. 
Por  tanto,  en  cada  capítulo  del  libro  se  presentan  algunos  algoritmos  importantes.  Estos  algoritmos 
se  formulan  haciendo  uso  de  palabras  y  de  una  forma  de  pseudocódigo  estructurado  sencillo,  que 
se  describe  y  especifica  en  el  Apéndice  A. 2.  También  se  analiza  a  un  nivel  elemental  la  comple¬ 
jidad  computación  al  de  los  algoritmos  del  texto. 

INFORMACION  HISTORICA  En  este  texto  se  describe  de  forma  sucinta  el  sustrato  de  mu¬ 
chos  temas.  Se  incluyen  como  pie  de  página  breves  biografías  de  más  de  sesenta  matemáticos  y 
científicos  Junio  con  sus  fotos  (o  imágenes).  Estas  biografías  incluyen  información  sobre  las  vidas, 
carreras  y  logros  de  estas  personas  que  lian  contribuido  al  desarrollo  de  la  matemática  discreta. 
Además,  se  han  insertado  numerosos  pies  de  página  con  reseñas  históricas  a  fin  de  complementar 
la  información  histórica  de)  cuerpo  principal  del  texto. 

TÉRMINOS  CLAVE  V  RESULTADOS  A  cada  capítulo  le  sigue  una  lista  de  los  términos 
fundamentales.  Los  términos  clave  incluyen  sólo  aquellos  más  importantes  que  el  estudiante  de¬ 
bería  aprender,  no  todos  los  definidos  en  el  capítulo. 

PROBLEMAS  Hay  más  de  ires  mil  quinientos  problemas  en  el  libro.  Se  plantean  muchos  tipos 
de  preguntas  diferentes.  Hay  un  amplio  suministro  de  problemas  directos  que  desarrollan  técnicas 
básicas,  bastantes  problemas  de  nivel  intermedio,  y  muchos  problemas  pensados  para  desafiara! 
estudiante.  Se  enuncian  claramente  y  sin  ambigüedades,  y  todos  ellos  están  graduados  en  función 
de  su  dificultad.  Los  bloques  de  problemas  contienen  discusiones  particulares,  con  problemas  que 
desarrollan  conceptos  nuevos,  no  cubiertos  en  el  texto,  que  permiten  a  los  estudiantes  descubrir 
nuevas  ideas  a  través  de  su  propio  esfuerzo. 

Los  problemas  que  son  más  difíciles  que  el  promedio  se  marcan  con  un  asterisco  simple. 
Aquellos  que  son  mucho  más  difíciles  se  marcan  con  dos  asteriscos.  Los  que  requieren  nociones  de 
cálculo  infinitesimal  se  marcan  explícitamente.  Los  que  desarrollan  resultados  usados  en  el  texto 
se  identifican  con  el  símbolo  i  *  .  Al  final  del  texto  .se  incluyen  respuestas  a  todos  los  problemas 
con  numeración  impar.  Las  respuestas  incluyen  demostraciones  en  las  que  se  detalla  con  claridad 
la  mayoría  de  los  pasos. 


CUESTIONES  DE  REPASO  Al  final  de  cada  capítulo  se  proporciona  un  conjunto  de  cuestiones 
de  repaso.  Se  han  preparado  para  ayudar  al  alumno  a  concentrar  su  estudio  en  los  conceptos  y  téc¬ 
nicas  importantes  del  capítulo.  Para  responder  a  estas  cuestiones,  los  estudiantes  deben  desarrollar 
respuestas  largas,  no  dar  simplemente  algunos  cálculos  o  respuestas  cortas. 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS  Cada  capítulo  se  acompaña  de  un  rico  y  variado 
surtido  de  problemas  complementarios.  Estos  problemas  son  genéricamente  más  difíciles  que  los 
que  se  exponen  al  final  de  cada  sección.  Los  problemas  complementarios  refuerzan  los  conceptos 
aprendidos  en  el  capítulo  e  integran  materias  diferentes  de  un  modo  más  eficaz, 


EJERCICIOS  DE  PROGRAMACIÓN  Cada  capítulo  se  acompaña  con  un  conjumo  de  ejer¬ 
cicios  pura  desarrollar  con  el  ordenador.  Los  aproximadamente  ciento  cincuenta  ejercicios  para  or¬ 
denador  enlazan  lo  que  los  estudiantes  han  podido  aprender  en  matemática  discreta  y  computación. 
Los  más  difíciles  de  lo  normal T  bien  desde  el  punto  de  vista  matemático  o  desde  el  de  programa¬ 
ción,  se  marcan  con  un  asterisco.  Los  de  dificultad  extrema  se  marcan  con  dos  asteriscos. 


CÁLCULO  Y  EXPERIMENTACION  Al  final  de  cada  capítulo  se  ofrece  una  colección  de 
problemas  pensados  tanto  para  calcular  como  para  experimentar.  Estos  problemas  (aproximada¬ 
mente  unos  cien  en  total )  se  han  diseñado  como  complemento  a  las  herramientas  de  softw  are  exis¬ 
tentes,  tales  como  programas  escritos  por  estudiantes  o  profesores  o  paquetes  de  cálculo  como 
MAPLE  o  Mathematica,  Muchos  de  estos  problemas  dan  al  estudiante  la  oportunidad  de  descubrir 
nuevas  realidades  e  ideas  a  través  de  la  informática,  (Algunos  de  estos  problemas  se  discuten  en  el 
libro  lixploring  Di  serete  Mat  hematíes  with  MAPLE). 


REDACCIÓN  DE  PROYECTOS  A  cada  capítulo  1c  sigue  un  paquete  de  proyectos  propues¬ 
tos  a)  alumno.  Para  completados,  los  estudiantes  necesitan  consultar  bibliografía  matemática.  Al¬ 
gunos  de  estos  proyectos  son  de  naturaleza  histórica  y  pueden  involucrar  búsquedas  en  la  docu¬ 
mentación  original.  Otros  se  han  confeccionado  para  servir  de  punto  de  partida  a  oirás  áreas  c 
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ideas.  Todos  ellos  se  han  concebido  para  ofrecer  al  estudiante  ideas  no  tratadas  con  profundidad  en 
el  texto.  Estos  proyectos  enlazan  conceptos  matemáticos  con  el  proceso  de  redacción,  mostrando 
al  estudiante  posibles  áreas  de  estudio  futuro.  (Pueden  encontrarse  referencias  sugeridas  para  es¬ 
tos  proyectos  en  la  Student  Solutions  Cuide). 

APENDICES  Hay  dos  apéndices  en  el  texto.  El  primero  cubre  las  funciones  exponenciales  y  lo* 
gurítmicas,  repasando  material  básico  usado  con  frecuencia  a  lo  largo  del  curso.  El  segundo  es¬ 
pecifica  el  pseudocódigo  utilizado  en  los  algoritmos  dei  texto. 

LECTURAS  SUGERIDAS  Al  final  del  texto  se  proporciona  una  lista  de  lecturas  recomendadas. 
Incluye  libros  de  un  nivel  similar,  o  inferior,  al  de  este  libro,  libros  más  difíciles,  artículos  de  di¬ 
vulgación  y  artículos  en  los  que  se  publicaren  originalmente  descubrimientos  en  matemática  discreta. 


Cómo  usar  este  libro 


Este  texto  se  ha  organizado  y  escrito  cuidadosamente  como  soporte  de  cursos  de  matemática  dis¬ 
creta  a  varios  niveles  y  con  objetivos  diferenciados.  La  tabla  siguiente  identifica  las  secciones  cen¬ 
trales  y  opcionales  del  texto.  Un  curso  de  introducción  a  la  matemática  discreta  de  un  semestre  en 
primer  curso  universitario  se  puede  basar  en  las  secciones  centrales  del  libro,  cubriéndose  las  op¬ 
cionales  a  discreción  del  profesor,  Un  curso  de  introducción  de  dos  semestres  podría  incluir  todas 
las  secciones  opcionales  junto  con  las  centrales.  Un  curso  con  fuerte  enfoque  informático  puede 
impartirse  cubriendo  todas  o  parte  de  las  secciones  sobre  ciencias  de  la  computación. 


Capítulo 

Secciones  centrales 

Scec ñones  t  >p  na  i vas 
pura  ciencias  de  la  computación 

Secciones  optativas 
para  matemáticas 

1 

1.1  *1.8  (opcional) 

2 

2.1-2.4, 2.7  (opcional) 

2.5 

2.6 

3 

3, 1-3.4 

3,5,  3-6 

4 

4.1-43 

4.6 

4.4,  4.5 

5 

5.1 

5.3 

5,2 

6 

6,1,  6.5 

6.3 

6,2, 6 .4,  6.6 

7 

7,1,7.3,73 

7,2 

7.4, 7.6 

8 

8, 1-8.5 

8.6-83 

9 

9,1 

9.2, 9,3 

9,4, 9.5 

10 

10.1-10.4 

ü 

11.1-1 1,5 

Los  profesores  que  utilicen  este  libro  pueden  ajustar  el  nivel  de  dificultad  de  su  curso  eligiendo  dar 
u  omitir  los  ejemplos  más  complicados  del  final  de  las  secciones,  al  igual  que  los  problemas.  La 
dependencia  de  cada  capítulo  con  capítulos  anteriores  se  muestra  en  el  siguiente  gráfico. 


Capítulo  I 

t 

Capítulo  2 

¡ 

f  apítulo  3 


Capitulo  4 


Capítulos  Capítulo  6  Capítulo  7  Capítulo  &  Capítulo  10  Capítulo  1 1 

Capítulo  9 
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Material  auxiliar 

APLICACIONES  DE  LA  MATEMÁTICA  DISCRETA  Ü  material  auxiliar,  disponible  en  for- 

malo  impreso  y  en  la  página  web,  se  puede  usar  junto  con  el  texto  o  independientemente.  Contiene  más 
de  20  capítulos  (cada  uno  de  ellos  con  su  propia  colección  de  problemas)  escrito  por  profesores  que  han 
utilizado  el  libra  Siguiendo  un  formato  similar  al  del  texto,  los  capítulos  de  este  libro  se  pueden  emplear 
como  texto  para  un  curso,  para  un  seminario  o  para  que  el  estudiante  desarrolle  su  estudio  independiente. 
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Se  ha  habilitado  una  extensa  página  web  que  se  mantendrá  y  mejorará  de  forma  continuada. 
Se  puede  hacer  uso  de  ella  de  varias  formas  corno  complemento  ctí  el  estudio  de  la  mate¬ 
mática  discreta.  La  dirección  de  esta  página  es:  www.mhhe.com/rosen,  que  está  disponible 
en  inglés. 

Desde  esta  página  principal  encontrarás  enlaces  a: 

*  Ei  Centro  de  Información, 

*  El  Centro  para  el  Estudiante. 

*  El  Centro  para  ei  Profesor. 

EL  CENTRO  DE  IN FORMACION  El  Centro  de  Información  contiene  información  básica  so¬ 
bre  el  libro  y  el  material  auxiliar  disponible.  Siguiendo  los  enlaces  accesibles  desde  el  Centro  de 
Información  se  puede  obtener  una  visión  general  de  la  página  web  de  este  libro. 

El,  CENTRO  PAR  A  EL  ESTUDIANTE  El  Centro  para  el  Estudiante  contiene  un  conjunto  de 
recursos  disponibles  para  uso  del  estudiante,  incluyendo  los  que  a  continuación  se  presentan.  Para 
hacer  referencia  a  ellos  en  el  texto  se  hace  uso  de  un  icono  especial;  indicado  en  eí  margen. 

*  La  guía  de  recursos  de  Internet  Esta  guía  proporciona  enlaces  a  cientos  de  páginas  ex¬ 
ternas  de  Internet  que  contiene  material  relevante.  Puedes  pinchar  directamente  en  esos  en- 
laces  o  acceder  a  ellos  mediante  ei  número  de  la  página  del  texto  o  por  palabras  clave.  Es¬ 
tos  enlaces  te  llevarán  a  páginas  de  contenido  histórico  y  material  bibliográfico,  cuestiones 
y  problemas,  disensiones,  applets,  programas  y  otros  tipos  de  recursos. 

*  Ejemplos  adicionales  Puedes  encontrar  un  gran  número  rio  ejemplos  adicionales  en  la  pá¬ 
gina  web.  Estos  ejemplos  se  concentran  en  áreas  donde  el  estudiante  a  menudo  redama  ma¬ 
terial  adicional.  Aunque  la  mayoría  de  los  ejemplos  recalcan  conceptos  básicos,  se  pueden 
encontrar  también  algunos  más  exigentes. 

*  Pasos  adicionales  Se  proporcionan  explicaciones  más  profundas  para:  ayudar  a  entender 
algunos  puntos  problemáticos  del  texto,  en  especial  en  determinadas  demostraciones  y 
ejemplos 

*  Evaluaciones  Puedes  evaluar  tu  conocimiento  de  siete  conceptos  fundamentales. 
Cada  evaluación  proporciona  una  colección  de  preguntas,  cada  Una  con  un  breve 
tutor  tal,  seguido  de  cuestiones  de  elección  múltiple.  Si  seleccionas  una  respuesta 
incorrecta,  le  proporciona  ayuda  para  entender  tu  error.  Usando  estas  evaluaciones, 
deberías  ser  capaz  de  diagnosticar  tus  carencias  y  centrarte  en  los  métodos  de  solu¬ 
ción  disponibles. 

*  Demostraciones  interactivas  Hemos  desafroíiado  ocho  demostraciones  interactivas  que 
puedes  usar  pata  explorar  el  íuncionamlcnto  de  algoritmos  importantes.  Estas  demos  Ira  - 
c  ion  es  se  relacionan  con  material  dei  texto. 

Desde  el  Centro  para  eí  Estudiante  puedes  acceder  a  Neí  Tutor™,  que  proporciona  un  tutoría! 
interactivo.  Puedes  hacer  preguntas  relacionadas  con  el  texto  y  recibir  las  respuestas  en  tiempo  real 
en  el  horario  regular  establecido  o  recibir  las  respuestas  con  posterioridad. 

El  Centro  para  el  Estudíame  también  mantiene  un  Tablón  {Buttetm  Board)  en  el  que  puedes 
pinchar  mensajes.  Se  pueden  enviar  preguntas  y  responder  mensajes  de  (jiros  estudiantes  que  ha¬ 
yan  usado  este  recurso.  * 

xlx 


xx  La  página  Web  üe  ayuda 


Otros  recursos  adicionales  del  Centro  para  el  Estudiante  incluyen: 

•  Una  guía  para  desarrollar  demostraciones. 

•  Errores  comunes  en  matemática  discreta. 

■  Recomendaciones  sobre  redacción  de  proyectos. 

•  Software  MAPLE. 


EL  CENTRO  PARA  EL  PROFESOR  Esta  parte  de  la  página  web  proporciona  enlaces  a  los 
recursos  del  Centro  para  el  Estudiante  y  el  Centro  de  Información,  así  como: 

•  Muestras  de  planes  de  estudios. 

•  Sugerencias  docentes. 

•  Muestras  de  transparencias. 

■  Varios  capítulos  del  libro  Applications  ofDiscrete  Mathematics. 


Al  estudiante 


ó 


,Q 


ité  es  la  materna  lira  discuta?  La  matemática  discreta  es  la  paite  de  ia  matemática 
que  se  dedica  al  estudio  de  los  objetos  discretos.  (Aquí  discreto  significa  constituido 
por  elementos  distintos  o  inconexos).  Los  tipos  de  preguntas  que  se  resuelven  ha¬ 


ciendo  uso  de  ia  matemática  discreta  incluyen: 


m  ¿De  cuántas  formas  se  puede  elegir  una  clave  de  acceso  a  un  equipo  informático? 

■  ¿Cuál  es  la  probabilidad  deque  le  toque  la  lotería? 

w  ¿Hay  algún  enlace  entre  dos  ordenadores  en  una  red? 

■  ¿Cual  es  el  camino  más  corto  entre  dos  ciudades  usando  un  sistema  de  transporte? 

■  ¿Como  se  puede  ordenar  una  lista  de  enteros  para  que  se  dispongan  en  orden  creciente? 

■  ¿Cómo  se  puede  demostrar  que  un  algoritmo  ordena  correctamente  una  lista? 

■  ¿Cómo  se  puede  diseñar  un  circuito  para  sumar  dos  enteros? 

v  ¿Cuántas  direcciones  válidas  de  Internet  existen? 

Aprenderás  tas  estructuras  discretas  y  las  técnicas  necesarias  para  responder  a  preguntas  como  éstas. 

Más  genéricamente,  la  matemática  discreta  se  usa  siempre  que  se  cuentan  objetos,  cuando  se 
estudian  relaciones  entre  conjuntos  finitos  (o  numerables)  y  cuando  se  analizan  procesos  con  un 
numero  finito  de  pasos.  Una  razón  fundamenta!  para  el  crecimiento  de  la  importancia  de  la  mate¬ 
mática  discreta  es  que  en  equipos  informáticos  la  información  se  almacena  y  manipula  de  forma 
discreta. 

¿POR  QUÉ  ESTUDIAR  MATEMÁTICA  DISCRETA?  Hay  varias  razones  importantes 
para  estudiar  matemática  discreta.  Prii  neio,  a  través  de  este  curso  puedes  desarrollar  iu  madurez  en 
matemáticas,  es  decir,  tu  habilidad  para  entender  y  crear  argumentos  matemáticos.  No  llegarás 
muy  lejos  en  matemáticas  sin  estas  técnicas. 

Segundo,  la  matemática  discreta  es  la  puerta  a  cursos  más  avanzados  en  todas  las  paites  de  la 
matemática.  Proporciona  la  base  matemática  a  muchos  cursos  de  ciencias  de  la  computación,  in¬ 
cluyendo  estructura  tic  datos,  algoritmos,  teoría  de  base  de  datos,  teoría  de  autómatas,  lenguajes 
formales,  teoría  de  compiladores,  seguridad  informática  y  sistemas: operativos.  Los  estudiantes  en¬ 
cuentran  estos  cursos  mucho  más  difíciles  cuando  no  tienen  la  base  apropiada  de  matemática  dis¬ 
creta,  ¡Una  estudiante  me  envió  un  correo  electrónico  diciéndome  que  usaba  el  índice  de  este  libro 
en  todos  cursos  de  ciencias  de  la  computación  que  daba! 

Los  cursos  de  matemáticas  que  se  basan  en  el  material  que  se  estudia  en  matemática  discre¬ 
ta  incluyen  lógica,  teoría  de  conjuntos,  teoría  de  números,  álgebra  lineal,  álgebra  abstracta,  com¬ 
binatoria,  teoría  de  gratos  y  teoría  de  probabilidades  (la  parte  discreta  do  las  probabilidades). 

Por  otra  parle,  la  matemática  discreta  contiene  el  sustrato  matemático  necesario  para  resolver 
problemas  en  investigación  operativa  (incluyendo  muchas  técnicas  discretas  de  optimización),  quí¬ 
mica,  ingeniería,  biología...  En  este  texto  estudiaremos  aplicaciones  a  algunas  de  estas  arcas. 

Muchos  estudiantes  encuentran  un  curso  de  introducción  a  la  matemática  discreta  mucho  más 
difícil  que  otras  asignaturas  que  ya  han  cursado.  Una  razón  para  esto  es  que  uno  de  los  objetivos 
primarios  de  este  curso  es  enseñar  razonamiento  matemático  y  resolución  de  problemas  más  que 
un  conjunto  discreto  de  técnicas.  Los  problemas  de  este  libro  se  han  preparado  para  reflejar  este 
objetivo.  Aunque  en  este  texto  hay  una  gran  cantidad  de  problemas  similares  a  los  que  se  exponen 
en  los  ejemplos,  un  gran  porcentaje  de  ellos  requiere  deducciones  originales.  Esto  es  intencionado, 
til  material  tratado  en  el  texto  proporciona  las  herramientas  necesarias  para  resolver  estos  pro¬ 
blemas,  pero  tu  trabajo  consiste  en  aplicar  estas  herramientas  usando  tu  creatividad.  Uno  de  los  ob¬ 
jetivos  primeros  de  este  libro  es  aprender  cómo  atacar  problemas  que  pueden  ser.  en  alguna  me¬ 
dida,  diferentes  a  ios  que  se  han  visto  con  anterioridad;  Lamentablemente,  aprender  a  resolver  sólo 
unos  tipos  particulares  de  problemas  no  es  suficiente  para  tener  éxito  en  el  desarrollo  de  las  téc¬ 
nicas  de  resolución  de  problemas  que  se  necesitan  en  cursos  superiores  y  en  la  carrera  profesional. 
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Este  texto  afronta  muchos  temas  diferentes,  pero  la  matemática  discreta  es  un  área  de  estudio  ex¬ 
tremad  amerite  diversa  y  amplia.  Una  de  ruis  metas  como  autor  es  ayudarte  a  desarrollar  las  habi¬ 
lidades  que  necesitas  para  dominar  el  material  adicional  que  necesitarás  en  tu  profesión  futura. 

PROBLEMAS  Me  gustaría  ofrecer  algunos  consejos  sobre  cómo  aprender  mejor  matemática 
discreta  (y  otras  áreas  de  ciencias  de  la  computación  y  matemáticas).  Aprenderás  más  trabajando 
activamente  Lis  problemas.  Te  sugiero  que  resuelvas  tantos  problemas  como  puedas.  Una  vez  tra¬ 
bajados  los  problemas  indicados  por  tu  profesor,  te  animo  a  que  resuelvas  otros  adicionales 
corno  los  que  se  presentan  al  final  de  cada  sección  clel  texto  y  en  las  colecciones  de  problemas 
complementarios  al  final  de  cada  capítulo.  (Ten  en  cuenta  las  claves  asociadas  a  los  símbolos  que 
preceden  al  problema). 

Claves  asociadas  a  los  problemas 

Sin  marca  Un  problema  rutinario. 

*  Un  problema  difícil. 

**  Un  problema  muy  difícil. 

^  Un  problema  que  contiene  un  resultado  usado  en  el  texto. 

(Se  requiere  Cálculo)  Un  problema  cuya  solución  requiere  el  uso  de  límites  o  conceptos  de 
cálculo  diferencial  o  integral. 

Lo  mejor  es  intentar  los  problemas  por  ti  mismo  antes  de  consultar  la  sección  de  soluciones 
a!  final  del  libro  o  completar  las  soluciones  que  te  proporciona  la  S  lude  ni  Solutions  Cuíde  [dis¬ 
ponible  sólo  en  inglés].  Las  soluciones  a  los  problemas  con  numeración  impar  se  proporcionan  al 
final  del  texto.  Ten  en  cuenta  que  solo  son  soluciones,  no  la  resolución  completa.  En  particular,  se 
omite  el  razonamiento  requerido  para  obtener  estas  respuestas.  La  Student  Solutions  Cuide  pro¬ 
porciona  las  soluciones  completas  a  los  problemas  impares.  Cuando  llegues  a  un  punto  muerto  in¬ 
ternando  resolver  un  problema  con  numero  impar,  te  sugiero  que  consultes  la  Student  Solutions 
Cuide  y  busques  alguna  pista.  Cuanto  más  trabajo  realices  por  ti  mismo,  en  vez  de  leer  o  copiar  las 
soluciones  pasivamente,  más  aprenderás.  Ll  no  dar  las  respuestas  y  soluciones  a  los  problemas  pa¬ 
res  es  intencionado:  pregunta  a  tu  profesor  si  tienes  algún  problema  en  alguno  de  ellos, 

RE  CU  RS  O  S  E  N  INTER  N  Er  f  T  e  a  n  im  o  abi  erta  m  e  n  te  a  q  u  e  s  aq  uc  s  pa  rt  i  d  o  de  los  re  e  u  i  sos  ac  \  i  - 
dónales  disponibles  en  Internet,  especialmente  en  la  página  de  este  libro:  www.mhhe.com/TOsen, 
Encontrarás  ejemplos  adicionales,  pasos  adicionales  pensados  para  clarificar  aquellas  cuestiones 
donde  los  estudiantes  suelen  encontrar  mayores  dificultades,  evaluaciones  para  medir  cómo  has  en¬ 
tendido  algunos  conceptos  fundamentales,  algoritmos  animados  para  explorar  algunos  algoritmos 
básicos  y  un  popurrí  de  enlaces  a  otras  páginas  a  las  que  puedes  acceder  para  explorar  el  mundo  de 
la  matemática  discreta.  Puedes  también  encontrar  un  tablón  para  discusiones  con  otros  estudiantes. 
Puedes  usar  este  tablón  para  pedir  ayuda  a  otros  estudiantes  o  para  ofrecer  ideas  para  resolver  al¬ 
gún  problema.  Aquellos  estudiantes  que  contribuyan  a  resolver  cuestiones  se  darán  cuenta  de  que 
este  trabajo  les  ayudará  a  ellos  mismos  a  dominar  la  materia.  Tendrás  incluso  acceso  a  un  servicio 
tu  tonal  interactivo  que  puedes  utilizar  para  recibir  ayuda  de  tutores  en  tiempo  real  o  a  través  de 
mensajes.  (Por  favor,  sigue  las  indicaciones  del  tutor  en  relación  al  uso  del  trabajo  hecho  por 
otros).  Para  más  detalles  sobre  la  página  web.  mira  las  páginas  xvii  y  xviií. 

EL  VALOR  DE  ESTE  LIBRO  Finalmente,  comprendo  que  este  libro  es  costoso.  Mi  intención 
es  hacer  de  tu  compra  una  excelente  inversión.  El  desarrollo  y  depuración  del  libro,  e!  material 
auxiliar  y  la  página  web  de  apoyo  han  llevado  muchos  años  de  esfuerzos.  Confío  en  que  a  la  ma¬ 
yoría  de  vosotros  os  ayude  a  dominar  la  matemática  discreta.  Incluso  aunque  posiblemente  no  co¬ 
bras  todos  los  capítulos  durante  este  curso,  puedes  encontrarlo  útil,  como  anteriormente  otros  es¬ 
tudiantes,  cuando  consultes  secciones  relevantes  del  libro  en  cursos  superiores.  La  mayoría  de 
vosotros  volverá  a  usar  este  libro  en  estudios  futuros,  especialmente  aquellos  que  continuéis  es¬ 
tudiando  o  trabajando  en  ciencias  de  la  computación,  matemática  o  ingeniería. 


Kenneth  ¡I.  Rosen 


Los  fundamentos: 
lógica  y  demostración, 
conjuntos  y  funciones 

En  este  capítulo  se  repasan  los  fundamentos  de  la  matemática  discreta.  Se  cubren  tres  importan¬ 
tes  temas:  lógica,  conjuntos  y  funciones.  Las  reglas  de  la  lógica  espeeifican  el  significado  de  los 
enunciados  matemáticos.  Por  ejemplo,  estas  reglas  nos  ayudan  a  entender  y  razonar  enunciados 
como  «Existe  un  entero  que  no  es  ja  suma  de  dos  cuadradas»  o  «Para  todo  entero  positivo  n,  la 
suma  de  enteros  positivos  que  no  sobrepasan  n  es  n  (n  +  1)/  2».  La  lógica  es  la  base  de  todo  razona¬ 
miento  matemático,  y  tiene  aplicaciones  prácticas  en  el  diseño  de  equipos  informáticos,  la  especifica¬ 
ción  de  sistemas,  la  inteligencia  artificial,  la  programación  computaciona!,  los  lenguajes  de  progra¬ 
mación  y  en  otras  áreas  de  ciencias  de  la  computación,  así  como  en  otros  muchos  campos  de  estudio* 
Para  entender  las  matemáticas  debemos  entender  qué  es  lo  que  constituye  un  argu mentó  ma¬ 
temático  Correcto,  es  decir,  una  demostración.  Además,  para  aprender  matemáticas,  una  persona 
necesita  construir  activamente  argumentos  matemáticos,  no  limitarse  a  leer  una  exposición*  En  este 
capítulo  explicamos  cómo  completar  un  argumento  matemático  corréelo  y  presentamos  herra¬ 
mientas  pirra  construir  estos  argumentos*  Las  demostraciones  no  son  importantes  sólo  en  mate¬ 
máticas,  sino  en  muchas  partes  de  las  ciencias  de  la  computación,  entre  las  que  se  incluyen  veri¬ 
ficación  de  programas,  análisis  de  resultados  de  algoritmos  y  sistemas  de  seguridad.  Se  han 
construido  sistemas  de  razonamiento  automatizado  que  permiten  a  ios  ordenadores  construir  sus 
prop  i  a  s  d  e  m o  s  trac  i  o iie  s . 

Gran  parte  de  la  matemática  discreta  está  dedicada  al  estudio  de  estructuras  discretas,  las  cuales 
se  usan  para  representar  objetos  discretos.  Muchas  estructuras  discretas  importantes  se  construyen 
utilizando  conjuntos,  que  son  colecciones  de  objetos*  Entre  las  estructuras  discretas  construidas 
median  le  conjuntos  están  las  combinaciones,  o  colecciones  desordenadas  de  objetos  que  se  usan 
mucho  en  recuento;  relaciones,  o  conjuntos  de  pares  ordenados  que  representan  dependencias  en¬ 
tre  objetos;  grafos,  que  consisten  en  conjuntos  de  vértices  y  aristas  que  conectan  vértices,  y  má¬ 
quinas  de  estado  finito,  que  se  usan  para  modelar  sistemas  informáticos. 

El  concepto  de  función  es  extremadamente  importante  en  matemática  discreta*  Una  función 
asigna  a  cada  elemento  de  un  conjunto  exactamente  un  elemento  de  otro  conjunto.  Estructuras  úti¬ 
les  tales  como  sucesiones  v  cadenas  son  tipos  especiales  de  funciones.  Se  usan  para  representar  la 
complejidad  computación  al  de  los  algoritmos,  para  estudiar  el  tamaño  de  los  conjuntos,  contar  ob¬ 
jetos  de  diferentes  tipos  y  en  una  infinidad  de  casos  más. 


1.1  Lógica 


INTRODUCCIÓN 


Las  reglas  de  la  lógica  le  dan  un  significado  preciso  a  los  enunciados  matemáticos  o  sentencias 
matemáticas.  Estas  reglas  se  usan  para  distinguir  entre  argumentos  válidos  y  no  válidos.  Consi¬ 
derando  que  uno  de  los  principales  objetivos  de  este  libro  es  enseñar  al  lector  cómo  entender  y 
construir  argumentos  matemáticos  correctos,  empezamos  nuestro  estudio  de  la  matemática  discreta 
con  una  introducción  a  la  lógica. 

Además  de  su  importancia  en  el  razonamiento  matemático,  la  lógica  tiene  numerosas  aplicacio¬ 
nes  en  ciencias  de  la  computación.  Las  reglas  de  la  lógica  se  usan  en  el  diseño  de  circuitos  de  orde¬ 
nador,  la  construcción  de  programas  informáticos,  la  verificación  de  que  un  programa  está  bien  cons¬ 
truido  y  en  muchas  otras  aplicaciones.  Discutiremos  cada  una  de  ellas  en  los  capítulos  siguientes. 
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Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


PROPOSICIONES 


Nuestra  discusión  comienza  con  una  introducción  a  la  construcción  de  los  bloques  básicos  de  la  ló¬ 
gica:  las  proposiciones.  Una  proposición  es  una  oración  declarativa  que  es  correcta  o  falsa,  pero 
no  ambas  cosas  a  la  vez. 


EJEMPLO  I  Todas  las  siguientes  oraciones  declarativas  son  proposiciones: 

1 .  Bruselas  es  ía  capital  de  la  Unión  Europea, 

2.  Toronto  es  la  capital  de  Canadá, 

3.  irla  2, 

4.  2  +  2  =  3. 


Las  proposiciones  1  y  3  son  correctas,  mientras  que  la  2  y  4  son  falsas.  ^ 

En  el  siguiente  ejemplo  damos  algunas  oraciones  que  no  son  proposiciones, 

EJEMPLO  2  Considera  las  siguientes  oraciones: 

L  ¿Qué  hora  es? 

2 .  Lee  est o  c o n  ate n c i ón . 

3.  x  +  1  =  2. 

4.  x±y  =  z. 

Las  frases  1  y  2  no  son  proposiciones  porque  no  son  declarativas.  Las  frases  3  v  4  no  son  proposicio¬ 
nes  porque  na  son  ni  verdaderas  ni  falsas,  ya  que  no  se  les  han  asignado  valores  a  las  variables.  En  la 
Sección  1 3  se  verán  varias  formas  de  crear  proposiciones  a  partir  de  frases  de  este  tipo.  ^ 

Para  denotar  proposiciones  usamos  letras,  al  igual  que  usamos  letras  para  denotar  variables. 
Por  convenio,  las  letras  que  se  utilizan  para  denotar  proposiciones  son  p,  q ,  rT  s,  ...  El  valor  de 
verdad  de  una  proposición  es  verdadero,  y  se  denota  por  V,  si  es  una  proposición  verdadera,  o  fal¬ 
so,  denotado  por  F.  si  es  una  proposición  falsa. 

El  área  de  la  lógica  que  trata  de  proposiciones  se  llama  cálculo  p ropos icional  o  lógica 
proposición  til.  Fue  desarrollada  sistemáticamente  por  primera  vez  por  el  filósofo  griego  Aristó¬ 
teles  hace  más  de  dos  mil  trescientos  años. 

Prestamos  ahora  nuestra  atención  a  los  métodos  para  producir  proposiciones  nuevas  a  partir 
Enlaces  de  las  ya  existentes.  Estos  métodos  fueron  estudiados  por  el  matemático  inglés  George  Boole  en 
1854  en  su  libro  Las  leyes  del  pensamiento.  Muchos  enunciados  matemáticos  se  construyen 
combinando  una  o  más  proposiciones.  Las  nuevas  proposiciones,  llamadas  fórmulas  o  proposi¬ 
ciones  compuestas,  se  forman  a  partir  de  las  existentes  usando  operadores  lógicos. 


Enlata 


ARISTÓTELES  (384  a,C,-322  a.C)  Aristóteles  nació  en  Esiargíra,  Mac  edema,  al  norte  de  Grecia.  Su  padre  fue  médico 
personal  del  rey  de  Maeedonia.  Debido  a  que  su  padre  murió  siendo  Aristóteles  aun  joven,  no  pudo  seguir  3a  costumbre  de 
mantener  la  profesión  de  su  padre.  Quedó  huérfano  a]  morir  su  madre.  Su  cuidador  le  enseñó  poesía,  retórica  y  griego.  A 
la  edad  de  diecisiete  años  le  envió  a  Atenas  a  continuar  sus  estudios.  Aristóteles  ingresó  en  la  Academia,  donde  recibió  lec¬ 
ciones  de  Platón  durante  veinte  años.  Más  tarde  fue  el  mismo  profesor  de  relóriea.  Cuando  Platón  murió  en  el  347  a.C.. 
Aristóteles  no  fue  elegido  para  succderie  debido  a  ene  sus  puntos  de  vista  diferían  demasiado  de  los  de  Platón.  Así,  Aris¬ 
tóteles  ingresó  en  la  corte  del  rey  Hermías,  donde  permaneció  durante  tres  años  y  se  casó  con  la  sobrina  del  rey.  Cuando  los 
persas  destronaron  a  Hermías,  Aristóteles  se  mudó  a  Mili  lene,  y  por  invitación  del  rey  Filipo  de  Macedón  ia.  fue  tutor  de 
Alejandro,  hijo  de  Filipo.  que  llegó  a  ser  conocido  como  Alejandro  Magno.  Aristóteles  educó  rt  Alejandro  durante  cinco 
años,  y  tras  la  muerte  del  rey  Fiíipo,  volvió  a  Atenas  y  estableció  su  propia  escuela,  llamada  el  Liceo, 

Los  seguidores  de  Aristóteles  fueron  llamados  los  peripatéticos,  que  significa  «los  que  pasean»,  debido  a  que 
Aristóteles  solía  pasear  mientras  discutía  cuestiones  filosóficas,  Aristóteles  enseñó  en  el  Liceo  durante  trece  años,  donde 
daba  clases  a  sus  estudiantes  avanzados  por  la  mañana  y  conferencias  populares  a  una  amplia  audiencia  por  la  tarde.  Cuan¬ 
do  Alejandro  Magno  murió  en  el  323  a.C.,  una  reacción  contra  lodo  lo  relacionado  con  él  condujo  a  imputar  a  Aristóteles 
cargos  por  impío.  Aristóteles  huyo  a  Caléis  para  evitar  ser  procesado.  Vivió  en  Calcis  sólo  un  año.  muriendo  de  una  en¬ 
fermedad  estomacal  en  el  322  a.C 

Ar  i  store  les  escribió  tres  tipos  de  trabajos:  escritos  dirigidos  a  públicos  populares,  compilaciones  Je  resultados 
científicos  y  tratados  sistemáticos.  Estos  últimos  incluyeron  tratados  de  lógica,  filosofía,  psicología,  física  e  historia  natural. 
I  no  de  los  alumnos  de  Aristóteles  preservó  sus  escritos  escondiéndolos  en  una  cripta,  donde  un  adinerado  coleccionista  de 
libros  los  descubrió  doscientos  años  más  tarde.  Se  llevaron  a  Roma,  donde  fueron  estudiados  por  eruditos  y  reeditados,  pre¬ 
servándolos  para  la  posteridad. 
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DEFINICIÓN  1  Sea  p  una  proposición.  El  enunciado 

«No  se  cumple  p» 

es  otra  proposición,  llamada  la  negación  do  p.  La  negación  de  p  se  denota  mediante  ->p.  La 
proposición  ->p  se  lee  «no  p». 


EJ  EMPLU  3  Obtén  I  a  negac  ión  del  enunciado 
«Hoy  es  viernes» 


y  exprésala  del  modo  más  simple  posible. 

Ejemplos 

adicionales 

Solución:  La  negación  es 

«No  se  cumple  que  hoy  es  viernes»* 


Esta  negación  se  puede  expresar  más  simplemente  por 
«Hoy  no  es  viernes» 
o 


Tabla  1*  La  labia 
de  verdad  para  la 
negación  de  una 
proposición. 

P 

7P 

V 

F 

F 

V 

«No  es  viernes  hoy». 

Observación:  Hablando  estrictamente,  las  oraciones  relacionadas  con  tiempos  variables  como  las 
del  Ejemplo  3  no  son  proposiciones,  a  no  ser  que  se  asuma  un  tiempo  fijo*  Esto  mismo  es  válido 
para  lugares  variables,  a  no  ser  que  se  l  ije  un  lugar  determinado,  y  ¡rara  prunumbies,  a  no  ser  que 
se  asuma  una  persona  en  particular* 

Una  tabla  de  verdad  muestra  las  relaciones  entre  los  valores  de  verdad  de  proposiciones* 
Las  tablas  de  verdad  son  especialmente  valiosas  a  la  hora  de  determinar  los  valores  de  verdad  de 
proposiciones  construidas  a  partir  de  proposiciones  más  simples.  La  Tabla  1  muestra  los  dos  po¬ 
sibles  valores  de  verdad  de  una  proposición  p  y  tos  correspondientes  valores  de  verdad  de  su  ne¬ 
gación  ^>p* 

La  negación  de  una  proposición  se  puede  considerar  como  el  resultado  de  aplicar  el  ope¬ 
rador  negación  sobre  una  proposición.  El  operador  negación  construye  una  nueva  proposi¬ 
ción  a  partir  de  la  proposición  individual  existente.  Ahora  introduciremos  los  operadores  ló¬ 
gicos  que  se  usan  para  formar  nuevas  proposiciones  a  partir  de  dos  o  más  proposiciones  ya 
creadas*  Esos  operadores  lógicos  se  llaman  también  conectivos  lógicos. 


DEFINICION  2  Sean  p  y  q  proposiciones.  La  proposición  «p  y  í/»,  denotada  porp  a  q ,  es  la  proposición  que 
es  verdadera  cuando  tanto  p  como  q  son  verdaderas  y  falsa  en  cualquier  otro  caso.  La  propo¬ 
sición  p  a  q  sé  llama  conjunción  de  p  y  <y* 


La  labia  de  verdad  para  p  a  q  se  muestra  en  la  Tabla  2.  Observa  que  hay  cuatro  filas  en  esla 
tabla  de  verdad,  una  fila  por  cada  posible  combinación  de  valores  de  ventad  para  las  proposiciones 
pyq. 

EJEMPLO  4  Obten  la  conjunción  de  las  proposiciones  p  y  q  en  el  caso  en  que  p  es  el  enunciado  «Hoy  es  vier¬ 
nes»  y  q  es  «Hoy  llueve». 


Solución:  La  conjunción  de  estas  proposiciones,  p  a  (p  es  el  enunciado  «Hoy  es  viernes  y  hoy  llue¬ 
ve».  La  proposición  es  verdadera  los  viernes  con  lluvia  v  es  Falsa  cualquier  día  que  no  sea  viernes 
y  los  viernes  que  no  llueve,  4 
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DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  5 


Enlates 


Tabla  2.  Tabla  de  verdad  de  la 
conjunción  de  dos  proposiciones. 

P  Q 

P  Ai/ 

V  V 

V 

V  F 

F 

V  V 

F 

F  F 

F 

Tabla  3.  Tabla  de  verdad  de  la 

disyunción  de  dos  proposiciones. 

p  q 

pV(¡ 

V  V 

V 

V  F 

V 

F  V 

V 

F  F 

F 

Sean p  y  q  proposiciones.  La  proposición  «p  o  denotada  porp  v  qf  es  lá  proposición  que 
es  íalsa  cuantío  lanío  /;  como  q  son  f  alsas  y  verdadera  en  cualquier  otro  caso.  La  proposición 
¡y  v  q  se  llama  disyunción  de  p  y  q< 


La  tabla  de  verdad  para  p  v  q  se  muestra  en  la  Tabla  3. 

El  uso  del  conectivo  lógico  o  en  una  disyunción  se  asocia  al  significado  en  sentido  inclusivo 
de  la  palabra  o  \  Una  disyunción  es  verdadera  cuando  al  menos  una  de  las  dos  proposiciones  es 
verdadera.  Por  ejemplo,  el  a  en  sentido  inclusivo  se  emplea  en  ct  enunciado: 

«Los  estudiantes  que  hayan  cursado  calculo  o  ciencias  de  la  computación  pueden  ma¬ 
tricularse  en  esta  clase.» 

Con  esta  frase  se  quiere  decir  que  los  estudiantes  que  han  cursado  bien  cálculo  o  bien  ciencias  de 
la  computación  pueden  matricularse  en  la  clase,  así  como  los  estudiantes  que  han  cursado  ambas 
asignaturas.  Por  otra  parte,  estamos  usando  el  o  exclusivo  cuando  decimos: 

«Los  estudiantes  que  hayan  cursado  cálculo  o  ciencias  de  la  computación,  pero  no  am¬ 
bos,  pueden  matricularse  en  esta  clase». 

Ahora  se  quiere  expresar  que  aquellos  que  hayan  cursado  tamo  cálculo  como  ciencias  de  ¡a  com¬ 
putación  no  pueden  matricularse.  Sólo  pueden  hacerlo  aquellos  que  hayan  cursado  exactamente 
una  de  las  dos  asignaturas. 

De  forma  similar,  cuando  en  un  menú  de  restaurante  vemos  «Se  sirve  sopa  o  ensalada  corno 
entrante»,  casi  siempre  se  quiere  decir  que  los  clientes  pueden  tomar  bien  sopa  o  bien  ensalada, 
pero  no  ambos.  Por  lanío,  éste  es  un  uso  exclusivo  no  inclusivo  de  la  disyunción  o. 

¿Cuál  es  la  disyunción  de  las  proposiciones  p  y  q  en  el  caso  en  que  /;  y  q  sean  las  proposiciones  del 
Ejemplo  4? 


GEORGE  ROOLE  (1815-1864)  Gcorge  Roole,  hijo  de  un  zapatero,  nació  en  Lincoln,  Inglaterra,  en  noviembre  de 
1815.  Debido  a  la  difícil  situación  financiera  de  su  familia.  Rocíe  tuvo  que  sacrificarse  educándose  a  sí  mismo  al  mismo 
Tiempo  que  mantenía  a  su  familia.  No  obstante,  llegó  a  ser  uno  de  los  más  importantes  matemáticos  de  su  época.  Aunque 
consideró  hacer  carrera  como  sacerdote,  decidió  deificarse  a  la  enseñanza  y  pronto  montó  su  propia  escuela.  En  su  prc 
partición  para  dar  clases  de  matemáticas.  Roole  -insatisfecho  con  los  libros  de  texto  del  momento —  decidió  leer  los  tra¬ 
bajos  de  Jos  grandes  matemáticos.  Mientras  leía  los  artículos  del  gran  matemático  francés  Lagrange,  Roole  realizó  des¬ 
cubrimientos  en  c!  cálculo  de  variaciones,  la  rama  de  I  análisis  que  trata  de  la  búsqueda  de  curvas  y  superficies  que 
optimizan  ciertos  parámetros. 

En  1X48  publicó  The  Mathematieai  Anaiysis  of  /¿>gn\  En  primera  de  sus  contribuciones  a  la  lógica  simbólica.  En 
1X49  fue  nombrado  profesor  de  matemáticas  en  el  Qucen’s  College  de  Cork,  Irlanda.  En  1X54  publicó  The  Laws  of 
Thou^hi,  su  trabajo  más  famoso.  En  este  libro  Roole  presenta  lo  que  actualmente  se  conoce  como  Algebra  de  Booíe  en  su 
honor.  Boolc  escribió  textos  sobre  ecuaciones  diferencíales  y  ecuaciones  en  diferencia®  que  se  usaron  en  Gran  Bretaña  has¬ 
ta  finales  del  siglo  xtx,  Roole  se  caso  en  1X55:  su  mujer  era  h  sobrina  del  profesor  de  griego  en  el  Queen's  College.  En 
I864r  Roqle  murió  de  neumonía,  que  contrajo  coico  resultado  de  mantener  el  compromiso  de  dar  una  conferencia  incluso 
a  pesar  de  que  estaba  completamente  empapado  a  causa  de  una  tormenta. 

*  Nota  del  Traductor  La  conjunción  o  puede  también  usarse  con  los  significados  «es  decir»,  «esto  es»  u  «o  más  bien». 
Estos  sentidos  se  descartan  en  el  Texto. 
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E jemplüs 

adiciona  tes 


DEFINICIÓN  4 


DEFINICIÓN  5 


Evaluación 


Ejemplos 

adicionales 


Solución.  I  .a  disyunción  de  p  y  q*  p  v  q%  es  el  enunciado 

«Hoy  es  viernes  u  hoy  llueven 

Esta  proposición  es  verdadera  cualquier  día  que  sea  viernes  o  Hueva  (incluidos  los  viernes  que  llue¬ 
ve),  Es  sólo  falsa  los  días  que  ni  son  viernes  ni  llueve,  *4 

Como  se  señaló  previamente,  el  uso  del  conectivo  lógico  a  en  una  disyunción  corresponde  a 
uno  de  los  dos  sentidos  de  la  palabra  o*  a  saber»  el  modo  inclusivo.  Por  tanto,  una  disyunción  es 
verdadera  cuando  al  menos  una  de  las  dos  proposiciones  en  ella  es  verdadera.  A  veces  usamos  el 
o  en  sentido  exclusivo.  Cuando  se  usa  el  o  en  sentido  exclusivo  para  conectar  dos  proposiciones  /> 
y  ip  obtenemos  la  proposición  * p  o  t¡  (pero  no  ambos)».  Esta  proposición  es  verdadera  cuando  p  es 
verdadera  y  q  falsa  y  cuando  p  es  falsa  y  q  verdadera.  Es  falsa  cuando  tanto  p  como  q  son  falsas  y 
cuando  ambas  son  verdaderas.  - 


t»  '-r*  **•  3éá"  ’í  ~  Ugfcjt  i  v-  t  uv,*,,  yjJLJi  ~  'sTr  -¿V 

Sean  p  y  q  proposiciones.  El  conectivo  lógico  o  exclusivo  de  p  y  (p  denotada  por  p  ©  ¿p  es  la 
proposición  que  es  verdadera  cuando  exactamente  una  de  las  proposiciones p  y  q  es  verdade¬ 
ra  y  es  falsa  en  cualquier  otro  caso. 

La  tabla  de  verdad  para  el  o  exclusivo  de  dos  proposiciones  se  muestra  en  la  Tabla  4. 


Tabla  5.  Tabla  de  v 
implicación  p  — >  tp 

erdud  de  hi 

p  q 

p->q 

V  V 

V 

V  F 

F 

F  V 

V 

F  F 

V 

fabía  4.  Tabla  de  verdad  para  el 
o  exclusivo  de  dos  proposiciones. 

p  q 

/>©? 

V  V 

F 

V  F 

V 

F  V 

V 

!■  F 

F 

IMPLICACIONES 

Vamos  a  discutir  otras  formas  importantes  de  combinar  las  proposiciones. 


Sean  />  y  q  proposiciones.  La  implicación  p  -4  q  es  la  proposición  que  es  falsa  cuando  p  es  ver¬ 
dadera  y  q  es  falsa  y  verdadera  en  cualquier  otro  caso.  En  esta  implicación  p  se  llama  hipóte¬ 
sis  (o  antecedente  o  premisa)  y  q  se  llama  tesis  o  conclusión  (o  consecuencia}. 


La  tabla  de  verdad  para  la  implicación  p  -ó  q  se  muestra  en  la  Tabla  5.  La  implicación  a  veces  se 
denomina  declaración  cundid  o  nal 

Debido  íi  que  las  implicaciones  desempeñan  un  papel  esencial  en  el  razonamiento  matemá¬ 
tico,  existen  muchas  formas  de  expresar/»  í/.  Encontrarás  muchas  de  ellas,  si  no  todas,  entre  las 
siguientes  expresiones: 

«si  p ,  entonces  q»  «p  implica  q» 

«si  /?,  q»  «p  sólo  sí  q » 

«p  es  suficiente  para  q»  «una  condición  suficiente  para  q  es />» 

«¿/  si  /?»  «q  siempre  que  p» 

«q  cuando  /;»  «q  es  necesario  para  p» 

«una  condición  necesaria  para  p  es  q »  «q  se  deduce  de  /j» 


fí  M  a  te  mal  ic  a  ti  i  svreia  \  su*  j  pl  i  cae  iones 


La  implicación  p  -4  q  es  falsa  sólo  en  e]  caso  de  que  p  sea  verdadera  y  q  sea  falsa.  Es  verdadera 
cuando  tanto  p  como  q  son  verdaderas  y  cuando  p  es  falsa  (no  importa  el  valor  de  verdad  de  q). 

Una  Forma  útil  de  entender  ei  valor  de  verdad  de  una  implicación  es  pensar  en  una  obligación 
o  en  un  contrato*  Por  ejemplo,  la  promesa  que  muchos  políticos  hacen  para  ser  votados  es: 

«Si  soy  elegido,  bajaré  los  impuestos»* 

Si  el  político  es  elegido*  los  votantes  esperarían  del  político  que  bajase  los  impuestos,  Pero  si  el 
político  no  es  elegido,  entonces  ios  votantes  no  esperarán  que  esa  persona  baje  los  impuestos* 
aunque  pueda  influir  lo  suficiente  para  conseguir  que  los  que  ostentan  el  cargo  correspondien¬ 
te  bajen  los  impuestos.  Sólo  cuando  el  político  es  elegido  y  no  baja  los  impuestos,  pueden  sus 
votantes  decir  que  el  político  ha  roto  su  promesa  electora!.  El  último  escenario  corresponde  al 
caso  en  que  p  es  verdadera,  pero  q  es  falsa;  por  tanto*  p  -*  q  es  falsa* 

De  forma  parecida,  considera  una  afirmación  en  la  que  un  profesor  dice: 

«Sí  consigues  el  ciento  por  ciento  de  la  puntuación  en  el  examen  final,  sacarás  un  so¬ 
bresaliente»* 

Sí  consigues  completar  correctamente  el  ciento  por  ciento  de  las  preguntas*  entonces  podrías  es¬ 
perar  sacar  un  10*  Si  no  consigues  el  ciento  por  ciento*  puedes  o  no  sacar  un  sobresaliente  depen¬ 
diendo  de  otros  factores*  En  cualquier  caso,  si  completas  el  ciento  por  ciento*  pero  el  profesor  no 
te  pone  un  sobresaliente*  te  sentirás  engañado* 

Mucha  gente  encuentra  confuso  el  hecho  de  que  «p  sólo  si  q»  exprese  lo  mismo  que  «sí  p  en¬ 
tonces  q».  Para  recordar  esto*  ten  en  cuenta  que  «p  sólo  si  q »  dice  que  p  no  puede  ser  verdadera 
cuando  i /  no  es  verdadera.  Esto  es,  el  enunciado  es  falso  si  p  es  verdadera»  pero  (/  es  falsa.  Cuando 
p  es  falsa,  q  puede  ser  bien  verdadera  o  bien  falsa,  porque  la  afirmación  no  dice  nada  acerca  del  va¬ 
lor  de  verdad  de  q.  Un  erroncomún  de  la  gente  es  pensar  que  «q  sólo  si  p»  es  una  forma  de  ex¬ 
presar  p  -4 1/,  En  cualquier  caso,  estos  enunciados  tienen  valores  de  verdad  distintos  cuando  p  y  q 
toman  diferentes  valores  de  verdad* 

La  forma  en  la  que  hemos  definido  la  implicación  es  más  general  que  el  significado  de  la  im¬ 
plicación  en  el  lenguaje  corriente.  Por  ejemplo»  la  implicación 

«Si  hoy  hace  sol*  entonces  iremos  a  la  playa» 

es  una  implicación  usada  comúnmente,  yaque  hay  una  relación  entre  la  hipótesis  y  la  conclusión. 
Además»  esta  implicación  se  considera  válida,  a  no  ser  que  precisamente  hoy  haga  sol*  pero  que  no 
vayamos  a  la  playa*  Por  otra  parle,  la  implicación 

«Si  hoy  es  viernes,  entonces  2  +  3  =  5» 

es  verdadera  por  la  definición  de  implicación,  ya  que  la  conclusión  es  verdadera.  (El  valor  de  ver¬ 
dad  de  la  hipótesis  no  importa  pues).  La  implicación 

,  «Si  hoy  es  vientes*  entonces  2  +  3  =  6» 

es  verdadera  para  iodos  los  días  excepto  los  viernes,  incluso  aunque  2  +  3  =  6  sea  falsa* 

No  utilizamos  estas  dos  últimas  implicaciones  en  lenguaje  natural  (excepto  quizá  en  algún 
sarcasmo),  ya  que  no  hay  relación  entre  la  hipótesis  y  la  conclusión  en  ninguna  de  ellas.  En  los  ra¬ 
zonamientos  matemáticos  consideramos  la  implicación  de  una  forma  más  general  que  en  lengua¬ 
je  natural*  E3  concepto  matemático  de  implicación  es  independíeme  de  la  relación  causa-efecto  en¬ 
tre  hipótesis  y  conclusión*  Nuestra  definición  de  implicación  especifica  los  valores  de  verdad:  no 
se  basa  en  el  uso  del  lenguaje* 

La  construcción  si-entonces  se  usa  en  muchos  lenguajes  de  programación  de  forma  diferen¬ 
te  que  en  lógica.  La  mayoría  de  ios  lenguajes  de  programación  contienen  sentencias  como  if  p 
íhen  .V,  donde  p  es  una  proposición  y  5  un  segmento  de  programa  (una  o  más  sentencias  sintácti- 
*>  camentc  bien  construidas  que  deben  ser  ejecutadas).  Cuando  la  ejecución  del  programa  encuentra 
tal  sentencia,  se  ejecuta  S  si  p  es  verdadera,  pero  S  no  se  ejecuta  si  p  es  falsa,  como  se  ilustra  en  el 
Ejemplo  6. 
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EJEMPLO  6 


EJEMPLO? 


Ejemplos 

jduktnaíe* 


DEFINICIÓN  6 


¿Cuál  es  el  valor  de  la  variable  x  Iras  la  sentencia 
if  2  +  2  =  4  then  x v  +  ! 

si  x  =  0  antes  de  llegar  a  la  sentencia?  (El  símbolo  :=  corresponde  a  la  asignación.  La  semencia 
x  :=x  +  I  significa  que  a  a  se  Ic  asigna  el  valor  .r  +  1). 

Solución:  Como  2  +  2  =  4  es  verdadera,  se  ejecuta  la  sentencia  de  asignación  x  x  +  I .  Por  tanto, 
x  toma  el  valor  0+1  =  1  tras  la  sentencia. 

RECÍPROCA,  CONTRARRECÍPROCA  E  INVERSA  Hay  algunas  implicaciones  relacio¬ 
nadas  con  p  q  que  pueden  formarse  a  partir  de  ella.  La  proposición  q  —>  p  se  llama  recíproca 
de  p  q.  La  conlrarrecíproca  de  p  — *  q  es  ”>  q  — *  ^ p.  La  proposición  ->  p  ->  ->  q  es  la  inversa 
de  p  — >  q. 

La  contrarrecíproca  q  -+  — < /?  de  una  implicación  p  r/  tiene  la  misma  tabla  de  verdad  que 
p  —>  q.  Para  verlo,  ten  en  cuenta  que  la  contrarrecíproca  es  falsa  sólo  cuando  “» p  es  falsa  y  -«  q  es 
verdadera,  esto  es,  sólo  cuando  />es  verdadera  y  q  falsa.  Por  otra  parte,  ni  la  recíproca,  q  -+  p,  ni 
la  inversa,  p  — »-i  q .  tienen  los  mismos  valores  de  verdad  que  p  — >  q  para  todos  los  posibles  va¬ 
lores  de  p  y  q.  Para  ver  esto,  observa  que  cuando  p  es  verdadera  y  q  falsa,  la  implicación  original 
(directa)  es  falsa,  pero  la  recíproca  v  la  inversa  son  ambas  verdaderas.  Cuando  dos  fórmulas  tienen 
siempre  los  mismos  valores  de  verdad  las  llamamos  equivalentes,  de  tal  forma  que  una  implica¬ 
ción  y  su  contrarrecíproca  son  equivalentes.  La  recíproca  y  la  inversa  de  una  implicación  también 
son  equivalentes,  como  d  lector  podrá  verificar,  (Estudiaremos  las  proposiciones  equivalentes  en 
la  Sección  1 .2}.  Uno  de  los  errores  más  comunes  en  lógica  es  suponer  que  la  recíproca  o  la  inversa 
son  equivalentes  a  la  implicación  directa. 

Ilustraremos  el  uso  de  las  implicaciones  en  el  Ejemplo  7, 

¿Cuáles  son  las  contrarrecíproca,  recíproca  e  inversa  de  la  implicación 

«El  equipo  local  gana  siempre  que  llueve»? 

Solución:  Como  «q  siempre  que  p»  es  una  forma  de  expresar  la  implicación  p  — >  q,  la  afirmación 
original  se  puede  reescribir  como 

«Si  llueve,  entonces  el  equipo  loca!  gana». 

Consecuentemente,  la  conlrarrecíproca  de  esta  implicación  es 

«Si  el  equipo  local  no  gana,  no  llueve». 

La  recíproca  es 

«Si  el  equipo  local  gana,  entonces  llueve». 

La  inversa  es 

«Si  no  llueve,  entonces  el  equipo  local  no  gana». 

Sólo  el  eonl ranee íproco  es  equivalente  a  la  afirmación  original.  -4 

Ahora  presentamos  otra  forma  de  combinar  proposiciones. 


Sean p  y  q  proposiciones.  La  bicondici&mi,  o  doble  implicaciótu  p  <-+  q  es  la  proposición  que 
es  verdadera  cuando  /;  y  q  tienen  tos  misinos  valores  de  verdad  y  falsa  en  los  otros  casos. 


K  Matemática  discreta  >  sus  aplicaciones 


Tabla  6  Tabla  de  verdad  de  la  bi- 
eondidonal  p  4-»  tp 

p  q 

p^q 

V  V 

V 

V  F 

F 

F  V 

F 

F  F 

V 

La  rabia  de  verdad  para  p  <->  q  se  muestra  en  la  Tabla  6.  Observa  que  la  doble  implicación  es  ver¬ 
dadera  precisamente  cuando  las  implicaciones  p  q  y  q  — *  p  son  verdaderas.  Debido  a  esto,  la 
terminología 

«p  si,  y  sólo  si,  q» 

se  usa  para  esta  bicondicional  y  simbólicamente  se  escribe  combinando  los  símbolos  y  Hay 
oirás  formas  en  las  que  comúnmente  se  expresa  p  ^  q: 

«p  es  necesario  y  suficiente  para  q » 

«si  p,  entonces  q .  y  recíprocamente» 

«/>  sii  ¿7». 

La  última  forma  de  expresar  la  doble  implicación  usa  la  abreviatura  «sit»  para  «sí,  y  sólo  si».  Ob¬ 
serva  que  pHí/  tiene  exactamente  los  mismos  valores  de  verdad  que  (p  — >  q)A(q  p). 


EJEMPLO  X  Sea  p  la  afirmación  «Puedes  tomar  ef  vuelo»  y  sea  <7  la  afirmación  «Compras  un  billete».  Entonces, 
p  <->  í/  es  el  enunciado 


hjemplm 

iididuualre 


«Puedes  lomar  el  vuelo  si,  y  sólo  sí,  compras  el  billete». 


Esta  afirmación  es  verdadera  si  p  y  q  son  ambas  verdaderas  o  ambas  falsas,  esto  es.  si  compras  un 
billete  y  puedes  tomar  el  vuelo  o  si  no  compras  el  billete  y  no  puedes  tomar  el  vuelo.  Es  falsa 
cuando  p  y  q  tienen  valores  de  verdad  opuestos,  es  decir,  cuando  no  compras  el  billete,  pero 
puedes  tomar  el  vuelo  (consigues  un  s  uelo  gratis,  por  ejemplo),  y  cuando  compras  el  billete  > 
no  puedes  tomar  el  vuelo  (la  línea  aérea  le  deja  en  tierra),  4 


La  construcción  «si,  y  sólo  si»  empicada  en  las  dobles  implicaciones  raramente  se  usa  en  len¬ 
guaje  natural.  De  hecho,  las  ^condicionales  se  expresan  a  menudo  usando  las  construcciones  «si, 
entonces»  o  «sólo  si».  La  otra  parte  del  «si,  y  sólo  si»  es  implícita.  Por  ejemplo,  consideremos  la 
afirmación  en  el  lenguaje  natural  «Si  acabas  tu  comida,  puedes  tomar  postre».  Lo  que  realmente 
quiere  decir  es  «Puedes  tomar  postre  si.  y  sólo  si.  acabas  tu  comida».  Esta  última  afirmación  es 
equivalente  desde  el  punto  de  vista  lógico  a  ¡as  dos  afirmaciones  «Si  acabas  tu  comida,  entonces 
puedes  tomar  postre»  y  «Puedes  tomar  postre  sólo  sí  acabas  tu  comida».  Debido  a  la  imprecisión 
del  lenguaje  natural,  necesitamos  hacer  una  suposición  si  en  una  sentencia  condicional  en  lenguaje 
cotidiano  c  eseamos  incluir  implícitamente  su  recíproco.  Como  la  precisión  es  esencial  en  las"  ma¬ 
temáticas  la  lógica,  siempre  distinguiremos  entre  la  sentencia  condicional  p  q  y  la  sentencia 
bicondicional  p  q. 


PRECEDENCIA  DE  OPERADORES  LÓGICOS 


Podemos  construir  fórmulas  usando  el  operador  negación  y  los  operadores  lógicos  definidos  hasta  el 
momento.  Generalmente,  utilizaremos  paréntesis  para  especificar  el  orden  en  el  que  deben  aplicar¬ 
se  los  operadores  lógicos  en  unadórmula.  Por  ejemplo,  (p  ví/)  a  {->  r)  es  la  conjunción  de  p  v  q  y 
-ir.  Sin  embargo,  para  reducir  el  número  de  paréntesis,  especificamos  que  d  operador  negación  se 
aplica  antes  que  los  operadores  lógicos.  Esto  significa  que  el  operador  negación  ^  p  a  q  es  la  con¬ 
junción  de  -» p  y  r/t  es  decir,  (->  p)  a  </,  no  la  negación  de  la  conjunción  de  p  y  q ,  es  decir.  (p  a  q ). 
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Otra  regla  general  de  precedencia  es  que  d  operador  conjunción  precede  siempre  al  operador 
disyunción,  cíe  tal  forma  que  p  a  q  v  r  significa  (p  a  q)  v  r  y  no  p  a  (r/  vri.  Debido  a  que  es  la  regla 
es  difícil  de  recordar,  en  d  texto  continuaremos  usando  paréntesis  para  que  quede  claro  d  orden 
utilizado  en  los  operadores  conjunción  y  disyunción. 

Finalmente,  es  una  regla  aceptada  que  los  operadores  condicional  -4  y  incondicional  <->  tie¬ 
nen  precedencia  inferior  que  los  operadores  conjunción  y  disyunción,  a  y  v*  Consecuentemente, 
p  vq  — >  r  es  lo  mismo  que  {/>  v  q)  —>  r .  Usaremos  paréntesis  cuando  el  orden  de  los  operadores 
condicional  y  b  i  condicional  se  deba  tener  en  cuenta,  aunque  el  operador  condicional  tiene  prece¬ 
dencia  sobre  el  Incondicional,  La  Tabla  7  muestra  los  niveles  de  precedencia  de  los  operadores  ló¬ 
gicos  a,  v,  — >  y  «->. 


TRADUCCIÓN  DE  FRASES  DEL  LENGUAJE  NATURAL 

Hay  muchas  razones  para  traducir  frases  del  lenguaje  natural  a  expresiones  con  variables  prepo¬ 
sicionales  y  conectivos  lógicos.  Todos  los  lenguajes  del  ser  humano  son  a  menudo  ambiguos.  Tras¬ 
ladar  frases  a  expresiones  lógicas  trae  consigo  evitar  estas  ambigüedades.  Ten  en  cuenta  que  pue¬ 
de  que  esto  conlleve  hacer  un  conjunto  de  suposiciones  razonables  basadas  en  el  sentido  que  se  le 
dé  a  la  frase.  Por  otra  pane*  una  vez  que  hemos  traducido  frases  del  lenguaje  natural  a  expresiones 
lógicas,  podemos  analizar  estas  expresiones  lógicas  para  determinar  sus  valores  de  verdad,  las  po¬ 
demos  manipular  y  podernos  usar  las  reglas  de  inferencia  (que  se  discutirán  en  la  Sección  I  *5) 
para  razonar  sobre  ellas.  El  paso  del  lenguaje  natural  al  lenguaje  formal  se  conoce  como  forma- 
Itzación. 

Para  ilustrar  el  proceso  de  formalizar,  consideraremos  los  Ejemplos  M  y  10* 

EJEMPLO  9  ¿Cuál  es  la  formalización  de  la  siguiente  frase?: 

«Puedes  acceder  a  Internet  desde  el  campus  sólo  si  estudias  ciencias  de  la  computación 
o  no  eres  alumno  de  primero». 

Solución:  Hay  muchas  formas  de  formalizar  esta  frase.  Aunque  es  posible  representar  la  frase 
mediante  una  variable  preposicional  simple,  como  p,  no  sería  útil  para  analizar  su  significado  o  ra¬ 
zonar  con  ella.  Así,  utilizaremos  variables  preposicionales  para  representar  cada  parle  de  la  oración 
y  determinar  los  conectivos  lógicos  apropiados  entre  ellas.  En  particular,  representaremos  las  frases 
«Puedes  acceder  a  Internet  desde  el  campus»,  «Estudias  ciencias  de  ki  computación#  y  «Eres  alum¬ 
no  de  primero»  por  a,  c  y  /,  respectivamente*  Considerando  que  «sólo  si»  es  una  forma  de  expresar 
una  implicación,  la  frase  se  puede  representar  como 

a^(c  v-\/)*  4 

EJEMPLO  10  ¿Cómo  se  puede  formalizar  la  siguiente  frase?: 

.  «No  puedes  montar  en  la  montaña  rusa  si  mides  menos  de  1 ,20  metros,  a  no  ser  que  seas 

mayor  de  dieciséis  anos»* 

Solución:  De  nuevo,  hay  muchas  Formas  de  formalizar  esta  frase.  La  más  simple,  pero  menos  útil, 
es  representarla  mediante  una  variable  preposicional  simple,  como  p.  Aunque  no  es  incorrecto,  no 
sería  eficiente  para  tratar  de  analizarla  o  razonar  con  ella.  Lo  más  apropiado  es  usar  variables  pro- 
posicionules  para  representar  parles  de  esa  frase  y  decidir  los  conectivos  lógicos  entre  ellas.  En  par¬ 
ticular,  si  representamos  por  q.  r  y  sf  respectivamente,  las  frases  «Puedes  montar  en  la  montaña 
rusa»,  «Mides  menos  de  1,20  metros»  y  «Eres  mayor  de  dieciséis  anos»,  respectivamente,  la  fra¬ 
se  se  puede  formalizar  como 

(rA~is)-¥^  a. 

&  * 


Tabla  7.  Prece¬ 
dencia  de  los  ope¬ 
radores  lógicos. 

Operador 

Pmrdi'fK  íú 

\ 

A 

2 

V 

3 

— y 

4 

o 

5 

Por  supuesto,  hay  otras  formas  de  representar  Ea  frase  inicial  mediante  expresiones  lógicas, 
pero  la  que  hemos  usado  se  ajusta  a  nuestras  necesidades.  4 
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ESPECIFICACIONES  DK  SISTEMA 


Traducir  oraciones  del  lenguaje  natural,  como  el  español,  a  expresiones  lógicas  es  una  parte 
esencial  de  la  especificación  tanto  de  sistemas  hardware  como  software.  Los  ingenieros  de  software 
y  de  sistemas  reciben  los  requerimientos  en  lenguaje  natural  y  producen  especificaciones  precisas  y 
sin  ambigüedades  que  pueden  usarse  cunto  base  para  desarrollo  de  sistemas.  El  Ejemplo  1 1 
muestra  cómo  se  pueden  utilizar  las  variables  proposición  a  les  en  este  proceso. 

EJEMPLO  i  1  Expresa  la  especificación  «La  respuesta  automatizada  no  se  puede  enviar  cuando  el  sistema  de  ar¬ 
chivas  está  lleno» 

Ejemplos 

Solución:  Una  forma  posible  de  traducir  esto  es  denotar  como  p  a  «La  respuesta  automatizada  se 
puede  enviar»  y  como  q  a  «El  sistema  de  archivos  está  lleno».  Entonces,  ->  p  representa  a  «No  se 
cumple  que  la  respuesta  automatizada  se  pueda  enviar»,  lo  que  se  puede  expresar  como  «La  res¬ 
puesta  automatizada  no  se  puede  enviar».  Consecuentemente,  nuestra  especificación  se  puede  re- 
presentar  mediante  la  implicación  q  — *  ~>p.  ^ 

Las  especificaciones  de  sistema  no  deberían  contener  requerimientos  que  puedan  entrar  en 
conflicto.  Si  así  fuese,  no  habría  forma  de  desarrollar  un  sistema  que  cumpliese  todas  las  especi¬ 
ficaciones,  Consecuentemente,  las  expresiones  preposicionales  que  representan  esas  especifica¬ 
ciones  necesitan  ser  consistentes.  Esto  es.  debe  haber  una  asignación  de  valores  de  verdad  a  las  va¬ 
riables  de  las  expresiones  que  haga  a  todas  las  expresiones  verdaderas. 

EJEMPLO  12  Determina  si  estas  especificaciones  de  sistemas  son  consistentes: 

«El  mensaje  de  diagnóstico  se  almacena  en  un  huffer  o  se  vuelve  a  transmitir». 

«El  mensaje  de  diagnóstico  no  se  almacena  en  el  huffer». 

«Si  el  mensaje  de  diagnóstico  se  almacena  en  e!  huffer ;  entonces  se  vuelve  a  transmitir». 


Solución  Para  determinar  si  estas  expresiones  son  consistentes,  primero  las  expresamos  usando  va¬ 
riables  preposicionales.  Denotemos  a  «El  mensaje  de  diagnóstico  se  almacena  en  un  huffer»  como 
p  y  «El  mensaje  se  vuelve  a  transmitir»  como  q.  Las  especificaciones  se  pueden  escribir  entonces 
como  pvf  ^py  p  — >  q.  Una  asignación  de  valores  de  verdad  que  haga  a  las  tres  especificaciones 
verdaderas  debe  hacer  p  falsa  para  hacer  ->/)  verdadera.  Como  queremos  que  p  v  q  sea  verdadera, 
pero p  debe  ser  falsa,  q  debe  ser  verdadera.  Como  p  — >  q  es  verdadera  cuando  />  es  falsa  y  q  verda¬ 
dera,  concluimos  que  estas  especificaciones  son  consistentes,  ya  que  las  tres  son  verdaderas  cuando 
p  es  falsa  y  q  verdadera.  Podríamos  haber  llegado  a  la  misma  conclusión  usando  una  tabla  de  verdad 
para  examinar  las  cuatro  posibles  asignaciones  de  valores  de  verdad  a  p  y  q.  4 


EJEMPLO  13  ¿Siguen  siendo  consistentes  las  especificaciones  de  sistema  dd  Ejemplo  12  si  se  añade  la  especi¬ 
ficación  «El  mensaje  de  diagnóstico  no  se  vuelve  a  transmitir»? 


Solución:  Por  los  raze  n amientes  dd  Ejemplo  12,  las  tres  especificaciones  de  ese  ejemplo  son  ver¬ 
daderas  sólo  en  el  caso  de  que  p  sea  falsa  y  q  verdadera.  Sin  embargo,  esta  nueva  especificación  e.s 
^  í/,  que  es  falsa  cuan  lo  q  es  verdadera.  Consecuente  mente,  estas  cuatro  especificaciones  son  in¬ 
consistentes.  4 


BÚSQUEDAS  BOOLEANAS 


Los  conectivos  lógicos  tienen  un  amplio  campo  de  aplicación  en  las  búsquedas  en  grandes  colec¬ 
ciones  de  información  como,  por  ejemplo,  ¡os  índices  de  páginas  web.  Como  estas  búsquedas  em¬ 
plean  técnicas  de  lógica  proposicional.  se  (^nominan  búsquedas  bonica  ñas 

En  las  búsqueda^  booleanas  se  usa  la  conexión  AND  para  emparejar  datos  almacenados  que 
contengan  los  dos  términos  de  búsqueda,  la  conexión  OR  se  usa  para  emparejar  uno  o  ambos  tér¬ 
minos  de  la  búsqueda  y  la  conexión  NOT  (a  veces  escrita  AND  NOT)  se  usa  para  excluir  un  término 


Los  fu  n  d  ii  i  pe  n  ios :  16^  í  Cá  y  de  n  ios  l  racíun ,  e  onj  u  n  l  os  y  fu  n cierne  s  II 


fcjí-mpius 


EJEMPLO  14 


Rolares 


EJEMPLO  15 


Ejemplo 

adfcfonates 


particular  de  búsqueda.  Cuando  se  utilizan  búsquedas  booleanas  para  localizar  información  de  po¬ 
tencial  interés,  so  requiere  con  frecuencia  una  planificación  detallada  de  cómo  emplear  los  conecti¬ 
vos.  El  Ejemplo  14  ilustra  cómo  llevar  a  cabo  búsquedas  booleanas. 

Búsquedas  en  páginas  web.  La  mayoría  de  los  programas  de  búsqueda  en  la  web  emplean  técni¬ 
cas  de  búsqueda  booleana,  las  cuales  nos  pueden  ayudar  a  encontrar  paginas  web  sobre  temas 
particulares.  Por  ejemplo,  usando  una  búsqueda  booleana  para  encontrar  páginas  web  sobre  una 
universidad  en  Nueva  York,  podemos  buscar  paginas  que  concuerden  con  NUEVA  AND  YORK 
AND  UNIVERSIDAD,  El  resultado  de  esta  búsqueda  incluirá  aquellas  páginas  que  contengan  las 
tres  palabras  NUEVA,  YORK  y  UNIVERSIDAD.  Incluirá  todas  las  páginas  de  interés  ¡unto 
con  otras  acerca  de  alguna  nueva  universidad  en  York  (Inglaterra).  Posteriormente,  para  encontrar 
páginas  que  traten  de  una  universidad  en  Nueva  York  o  Boston,  podemos  buscar  páginas  que  con¬ 
cuerden  con  (NUEVA  AND  YORK  OR  BOSTON)  AND  UNIVERSIDAD.  (Nota:  Aquí  el  ope¬ 
rador  AND  tiene  precedencia  sobre  el  operador  OR).  El  resultado  de  esta  búsqueda  incluirá  todas 
las  páginas  que  contengan  la  palabra  UNIVERSIDAD  y  bien  las  palabras  NUEVA  y  YORK  o  la 
palabra  BOSTON.  De  nuevo,  aparecerán  páginas  no  deseadas.  Finalmente,  para  encontrar  páginas 
web  que  traten  de  una  universidad  en  York  (y  no  en  Nueva  York),  debemos  mirar  las  páginas  que 
concuerdan  con  YORK  y  UNIVERSIDAD,  pero  como  el  resultado  incluirá  páginas  acerca  de  al¬ 
guna  universidad  en  Nueva  York,  así  como  en  York,  se  debería  buscar  aquellas  páginas  que 
concuerden  con  (YORK  AND  UNIVERSIDAD)  NOT  NUEVA,  El  resultado  de  esta  búsqueda  in¬ 
cluye  páginas  que  contienen  tanto  la  palabra  YORK  como  UNIVERSIDAD,  pero  no  contienen  la 
palabra  NUEVA.  4 


JUEGOS  DE  LÓGICA 


Aquellos  juegos  que  se  pueden  resolver  usando  el  razonamiento  lógico  se  conocen  como  juegos  ló¬ 
gicos.  Resolver  juegos  lógicos  es  una  excelente  forma  de  practicar  con  las  reglas  de  la  lógica.  Hay 
programas  de  ordenador  diseñados  para  desarrollar  razonamiento  lógico  que  a  menudo  utilizan 
juegos  de  lógica  para  ilustrar  sus  capacidades.  Mucha  gente  se  divierte  resolviendo  juegos  de  ló¬ 
gica  que  se  publican  en  libros  y  revistas  como  actividad  recreativa. 

Discutiremos  en  este  apartado  dos  juegos  de  lógica.  Empezamos  con  uno  que  fue  planteado 
inicialmetUe  por  Ravmond  Smuilyan,  un  maestro  de  los  juegos  de  lógica,  que  ha  publicado  más  de 
una  docena  de  libros  con  interesantes  juegos  relacionados  con  el  razonamiento  lógico. 

En  [Sm78]  Smuilyan  planteó  muchos  juegos  lógicos  acerca  de  una  isla  con  dos  clases  de  habi¬ 
tantes:  caballeros,  que  siempre  dicen  la  verdad,  y  sus  opuestos,  villanos,  que  siempre  mienten.  Te 
encuentras  a  dos  personas,  A  y  /i.  ¿Que  son  A  y  B  si  A  dice  «B  es  un  caballero»  y  R  dice  «Los  dos 
somos  de  clases  opuestas»? 

Solución:  Sean  p  y  q  las  afirmaciones  de  que  A  es  un  caballero  y  JS  es  un  caballero,  respectiva¬ 
mente,  de  tal  forma  que  -» p  y  q  son  las  afirmaciones  de  que  A  es  un  villano  y  B  es  un  v  illano, 
respectivamente. 

Consideramos  primero  la  posibilidad  de  que  A  es  un  caballero;  ésta  es  la  afirmación  de  que  p  es 
verdadera.  Si  A  es  un  caballero,  entonces  dice  la  verdad  cuando  dice  que  B  es  un  caballero;  por 
tanto,  q  es  verdadera,  y  \  y  B  son  de  la  misma  dase.  Sin  embargo,  si  B  es  nn  caballero,  entonces 
la  afirmación  de  //  de  que  A  y  B  son  de  clases  opuestas,  la  afirmación  (p  a  -« q)  v  p  a  q)  ten¬ 
dría  que  ser  verdadera,  lo  que  no  se  cumple,  porque  Ay  B  son  ambos  caballeros.  Consecuente¬ 
mente,  podemos  concluir  que  A  no  es  un  caballero,  es  decir,/?  es  falsa. 

Si  ,\  es  un  villano,  como  todo  lo  que  dice  es  falso,  la  afirmación  de  \  de  que  B  es  un  caba¬ 
llero,  es  decir,  que  q  es  verdadera,  es  una  mentira,  lo  que  significa  que  q  es  falsa  y  B  es  también  un 
villano.  Además,  si  B  es  un  villano,  la  afirmación  de  B  de  que  A  y  B  son  de  clases  opuestas  es  una 
mentira,  lo  qué  es  consistente  con  que  tanto  A  como  B  sean  villanos.  Concluirnos,  por  tanto,  que  A 
y  B  son  villanos.  4 


12  Matemática  discreta  y  mis  aplicaciones 


Tabla  8.  Tabla  tie  v 
OR,  AND  y  SOR. 

erdad  para  los  operadores  de  hit 

X 

y 

x  v  y 

x  Ay 

-*©y 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

l 

1 

ü 

I 

i 

0 

l 

0 

1 

l 

1 

1 

1 

ü 

Planteamos  más  juegos  de  lógica  de  Smuilyan  sobre  caballeros  y  villanos  en  los  Proble¬ 
mas  51-55  al  final  de  la  sección.  A  continuación,  planteamos  un  juego  de  lógica  conocido  como  el 
juego  de  ím  chicos  con  barro  para  el  caso  de  dos  chicos. 


EJEMPLO  16  Un  padre  le  dice  a  sus  dos  lujos,  un  chico  y  una  chica,  que  jueguen  en  el  jardín  sin  ensuciarse.  Sin 
embargo,  jugando,  los  dos  se  manchan  la  frente  de  barro.  Cuando  los  chicos  acaban  de  jugar,  su 
padre  dice  «Al  menos  uno  de  vosotros  se  ha  manchado  la  frente  de  barro»  y  entonces  le  pide  a  los 
chicos  que  respondan  «Sí»  o  «No»  a  la  pregunta:  «¿Sabes  si  tienes  la  frente  manchada  de  barro?». 
El  padre  hace  la  pregunta  dos  veces,  ¿Que  responderán  los  chicos  cada  vez  que  el  padre  hace  la 
pregunta  suponiendo  que  un  chico  puede  ver  si  su  hermano  o  hermana  se  ha  manchado  la  frente, 
pero  no  puede  verse  la  suya?  Suponemos  que  los  chicos  son  honestos  y  que  responden  simultá¬ 
neamente  a  cada  pregunta. 

Solución:  Sea  ,v  la  afirmación  de  que  el  hi  jo  se  ha  manchado  la  trente  y  sea  d  la  afirmación  de  que 
la  hija  se  ha  manchado  la  frente.  Cuando  el  padre  dice  que  al  menos  uno  de  los  dos  chicos  se  ha 
manchado  la  frente  está  afirmando  que  la  disyunción  svd  es  verdadera.  Ambos  chicos  respon¬ 
derán  «No»  la  primera  ve/,  que  se  fes  hace  la  pregunta  porque  cada  uno  sólo  ve  barro  en  la  frente 
del  otro.  Esto  es,  el  hijo  sabe  que  d  es  verdadera,  pero  no  sabe  si  $  es  verdadera,  y  la  hija  sabe  que 
s  es  verdadera,  pero  no  sabe  si  J  es  verdadera. 

Una  ve/  que  eí  hijo  ha  respondido  «No»  a  la  primera  pregunta,  la  hija  puede  determinar  que 
d  debe  ser  verdadera.  Esto  es  así  porque  cuando  se  hace  la  primera  pregunta,  el  hijo  sabe  que  s  v  d 
es  verdadera,  pero  no  puede  determinar  si  s  es  verdadera.  Usando  esta  información,  la  hija  puede 
concluir  que  d  debe  ser  verdadera,  ya  que  si  d  fuese  falsa,  el  hijo  podría  haber  razonado  que  debido 
a  que  .v  v  d  es  verdadera,  entonces  s  debe  ser  verdadera,  y  él  habría  respondido  «Sí»  a  la  primera 
pregunta.  El  hijo  puede  razonar  de  la  misma  forma  para  determinar  que  s  debe  ser  verdadera.  De 
aquí  se  sigue  que  la  respuesta  de  ambos  chicos  es  «Sí»  a  la  segunda  pregunta.  *4 


EnJaccs 


RA  Y  MONI)  SMULLYAN  (nucido  en  1 0 1 9  Y  Raymund  Smuilyan  abandonó  sus  estudios  de  bachilléralo,  Quena  estudiar 
Jo  que  realmente  le  interesaba  y  no  el  prtigr.tF#a  oficial  de  estudios  de  bachillera  lo.  Tras  intentar  lo  en  vanas  universidades, 
consiguió  una  plaza  en  la  Universidad  de  Cltiqago  en  1955.  Pagó  sus  estudios  haciendo  traeos  de  magia  en  fiestas  y  clubes. 
Se  doctoró  en  Lógica  en  1959  en  Princetm  s trido  estudiante  de  Alunzo  Church.  Tras  graduarse  en  Princeton,  enseñó  ma¬ 
ternal  i  cus  en  e]  Durtmouih  Cüllcge,  la  Universimd  de  Princeton.  la  Universidad  Yeshtva  y  la  City  Universíiy  de  Nueva  York, 
ingresó  en  el  departamento  de  filosofía  de  la  Universidad  de  Indiana  en  1981.  donde  es  ahora  profesor  emérito. 

Smuilyan  ha  escrito  muchos  libras  de  lógica  recreativa  y  matcmfiicas,  incluyendo  Sa/ón.  Contar  v  vi  Infinito;  ¿Cétno 
se  titula  este  libro1  ¿La  dama  o  el  tigre?;  Alivia  en  f  país  de  los  juegos  de  lógica;  Burlarse  del  pajaro  burlón:  Indeciso 
para  siempre,  y  El  acertijo  de  Sherezade.  Juegos  lógicos  apasionantes,  antiguos  y  modernos.  Debido  a  lo  apasionante  de 
sus  juegos  de  lógica,  lo  entretenido  y  lo  mucho  que  invitan  a  pensar,  es  considerado  como  el  LevvU  Carroll  actual. 
Smuilyan  ha  escrito  también  varios  libros  acerca  de  la  aplicación  de  la  lógica  deductiva  al  ajedrez,  tres  colecciones  de  en- 
sayos  filosóficos  y  aforismos  y  varios  libros  avanzados  sobre  lógica  matemática  y  teoría  de  conjuntos.  Está  particularmente 
interesado  en  la  autorreferencia  y  ha  trabajado  en  extender  algunos  de  los  resultados  de  Gódel  que  muestran  que  es  im¬ 
posible  escribir  un  propama  de  ordenador  que  pueda  resolver  todos  los  problemas  de  Jas  matemáticas.  Eístá  también  par¬ 
ticularmente  interesado  en  explicar  ideas  do  lógica  matemática  al  publiefc  general. 

Smuilyan  ex  un  músico  con  talento  y  a  «temido  ¡oca  d  piano  con  su  mujer,  concertista  de  piano.  Una  de  tais  aficio¬ 
nes  es  hacer  telescopios.  También  se  interesa  en  óptica  y  estéreo  fotografía.  Afirma  que  «nunca  he  tenido  confítelos  entre 
la  enseñanza  y  la  investigación  como  algunas  personas,  porque  yo.  mientras  enseño,  hago  investigación». 
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LÓGICA  Y  OPERACIONES  CON  BITS 


Los  ordenadores  representan  la  información  usando  bus.  Un  bit  tiene  dos  valores  posibles:  0  (cero) 
y  I  {uno).  El  significado  de  la  palabra  hit  viene  de  la  expresión  inglesa  binan  diglt  ya  que  ceros 
y  unos  son  los  dígitos  usados  en  las  representaciones  binarias  de  los  números.  El  famoso  estadís¬ 
tico  John  Tukey  introdujo  esta  terminología  en  lL>46.  Un  bit  se  puede  utilizar  para  representar  un 
valor  de  verdad,  ya  que  dos  son  los  valores  de  verdad:  verdadero  y  falso.  Como  se  suele  hacer, 
usaremos  el  bit  1  para  representar  el  valor  verdadero  y  0  para  el  falso;  esto  es.  I  representa  V  (ver¬ 
dadero)  y  0  representa  F  (falso).  Una  variable  se  llama  variable  booleuna  si  su  valor  es  verdade* 
Enlaces  fo  o  fabo,  Por  consiguiente,  una  variable  booleana  se  puede  representar  usando  un  bit. 

Las  operaciones  con  bits  en  el  ordenador  se  corresponden  con  los  conectivos  lógicos.  Re¬ 
emplazando  el  valor  verdadero  por  I  y  el  valor  falso  por  0  en  las  tablas  de  verdad  de  los  opera¬ 
dores  a,  v  y  ©,  se  obtienen  las  tablas  presentallas  en  la  Tabla  8  para  las  correspondientes  ope¬ 
raciones  con  bits.  Utilizaremos  las  expresiones  OR,  AND  y  XOR  para  los  operadores  a,  vy®, 
respectivamente,  como  se  hace  en  varios  lenguajes  de  programación, 

A  menudo  se  representa  información  usando  cadenas  de  bits,  que  son  sucesiones  de  ceros  y 
unos.  En  este  caso,  se  pueden  utilizar  operaciones  sobre  cadenas  de  bits  para  manipular  esta  in¬ 
formación. 


Valor 

Bit 

verdad 

V 

t 

F 

Ü 

DEFINICIÓN  7 


Una  c  adena  de  bits  es  una  sucesión  de  cero  o  mas  bits.  La  longitud  de  esta  cadena  es  el  número 
de  bits  de  la  cadena. 


EJ EMPLO  17  10101 00 1 1  es  una  cadena  de  bits  de  longitud  nueve.  ^ 

Podemos  extender  las  operaciones  con  bits  a  cadenas  de  hits.  Definimos  las  operaciones  bit 
OR.  AND  y  XOR  de  dos  cadenas  de  la  misma  longitud  como  aquellas  operaciones  cuyo  resultado 
es  una  nueva  cadena  cuyos  bits  son  el  resultado  de  aplicar  las  operaciones  OR*  AND  y  XOR  a  los 
correspondientes  hits  de  cada  una  de  las  dos  cadenas.  Usamos  los  símbolos  v,  a  y  ©  para  repre¬ 
sentar  las  operaciones  bits  correspondientes*  Ilustramos  el  uso  de  estas  operaciones  con  cadenas  de 
bits  en  el  Ejemplo  18. 


EJEMPLO  IS  Aplica  las  operaciones  bits  OR ,  AND  y  XOR  a  las  cadenas  01  101101 10  y  1 1  0001  1101.  (Aquí. 

y  a  lo  largo  de  lodo  el  texto,  las  cadenas  de  bits  se  dividirán  en  grupos  de  cuatro  bits  para  facilitar 
su  lectura)- 


JOHN  WtLDER  TUKEY  11915-2000)  Tukey.  nacido  en  New  Red  Ford.  MassachuscUs.  litados  Unklos,  fue  hijo  úni¬ 
co.  Sus  padres,  ambos  profesores,  decidieren  que  una  educación  en  casa  desarrollaría  mejor  su  potencial  Su  educación  for¬ 
mal  empezó  en  la  Universidad  de  Brown,  donde  estudió  matemática  y  química.  Se  graduó  en  química  en  la  t  Universidad  de 
Brown  y  continué  sus  estudios  en  la  Universidad  de  Prineeion.  cambiando  de  la  química  a  las  matemáticas  I  [izo  la  tesis 
doctoral  en  esta  Universidad  en  ll)39  con  un  trabajó  en  topología,  tras  lú  que  fue  nombrado  profesor  de  matemáticas  en 
Princelon.  Cuando  estalló  la  Segunda  Guerra  Mundial  se  enroló  en  la  Oficina  para  Investigación  en  el  Control  Je  Incen¬ 
dios.  donde  empezó  a  trabajar  en  estadística,  Tukey  se  interesó  por  la  investigación  en  estadística  e  impresiono  a  varios  es- 
tiidísnoos  importantes  con  su  capacidad.  Ha  FM5.  a)  concluir  la  guerra,  volvió  á  Princetoíi  como  profesor  de  estadística,  v 
también  consiguió  un  puesteen  los  Labóratenos  AT&T  Bell.  Fundó  el  Departamento  de  Estadística  en  Primeton  en  í%6, 
siendo  su  primer  responsable.  I  li/o  muchas  comí  ihuciones  importantes  en  eJ  arca  de  la  estadística.  incluyendo  análisis  de 
variaim.  estimación  de  espectros  de  series  temporales,  inferencia  sobre  los  valores  dé  un  conjunto  de  parámetros  en  un  ex 
pcnmcnlo  único  y  Filosofía  de  la  estadística.  Sin  embargo,  por  lo  que  es  mus  conocido  es  por  su  invención,  jumo  con  i  VV 
Coolcy,  de  la  transformada  rápida  de  Eourier. 

Tukey  contribuyó  con  su  perspicacia  y  experiencia  al  Comité  Asesor  Presidencial  para  la  Ciencia  de  Estados  Unidos. 
Fue  presidente  de  varios  corniles  importantes  para  medio  ambiente,  educación  y  salud  y  productos  químicos.  También  par¬ 
ticipó  en  comités  de  trabajo  cu  desarme  nuclear  Recibió  muchos  premios,  entre  ellos  la  Medalla  Nacional  de  ta  Ciencia. 

RESEÑA  H3STC 1KU  \V  Se  sugirieron  otras  palabras  para  denominar  al  dígito  binario,  incluyendo  buril  >  higit,  que  no  lle¬ 
garon^  aceptarse  umversalmente.  La  adopción  de  la  palabra  bit  puede  deberse  a  que  tiene  significado  por  sí  misma  como 
palabra  en  inglés.  Para  conocer  cómo  se  acuñó  la  palabra  hit.  véase  el  número  de  abril  de  1984  de  la  revista  l nmtlü  úf  tlw 
History  of  Computmg. 


i  4  M  at  e  mát  i  ca  il  i  se  re  t 1\  y  s  l  i  s  ap  I  i e  ac  i  oríe  s 


Solución:  Los  resultados  de  las  operaciones  bit  OR.  AND  y  XOR  se  obtienen  aplicando  los  ope¬ 
radores  OR.  AND  y  XOR  a  los  correspondientes  bit.  Esto  nos  da 

OI  101  i  Olio 
1 1  0001  1101 


H  1011  lili  operación  OR 
0 1  000  U)  1 00  operación  AND 

1 0  1 0 1 0  1 0 11  operación  XOR  < 


Problemas 


L  ¿Cuáles  cíe  eslás  frases  son  proposiciones?  ¿Cuál  es  el 
valor  de  verdad  de  aquellas  que  son  proposiciones? 

al  Boston  es  la  capital  de  Massachusetts. 

b)  Buenos  Aires  es  la  capital  de  Argentina. 

c)  2  +  3  =  5. 

d)  5  +  7=  10. 
e>  x  +  2  =  II. 

f)  Responde  a  esta  preg  unta. 

g)  v  +  v  =  v  +  v  para  todo  par  de  números  reales  \  e  y, 

lr  ¿Cuáles  de  las  siguientes  son  proposiciones?  ¿Cuál  es 
el  v  ulor  de  verdad  de  aquellas  que  son  proposiciones? 

a  )  No  pasar. 

h)  ¿Qué  hora  es? 

cí  No  hay  moscas  en  Maine. 

d)  4+a=5. 

e)  .v  +  I  =  5  si  x  =  L 

f>  x  +  y  =  y  +  :  si  x  =  z. 

3*  ¿Cuál  es  la  negación  de  cada  uno  de  estos  enunciados? 
al  Hoyes  jueves, 

b)  No  hay  polución  en  Nueva  Jersey. 

c)  2  +  1  =  3* 

d)  El  verano  de  Ver  acruz  es  cálido  y  soleado, 

4,  Sean  p  y  q  los  enunciados 

p:  Compré  un  billete  de  lotería  osla  semana. 
í/;  Gané  el  bote  de  un  millón  de  euros  del  viernes 

Expresa  cada  una  de  las  siguientes  fórmulas  en  lenguaje 
natural. 

a)  -i/?  b\  pvq  c )  p-*q 

ti)  p  a  q  e)  p++<?  f) 

g)  T  A_,<7  ht  -^pv(pAq) 

5,  Sean  p  y  q  los  enunciados  «Está  permitido  nadar  en  la 
costa  de  Nueva  Jersey»  y  «Se  han  divisado  tiburones 
cerca  de  la  costa»,  respectivamente.  Expresa  cada  una  de 
las  siguientes  fórmulas  en  lenguaje  natural. 

a)  “Y/  b)  pAq  c)  -y>v 

d )  p  — >  t  e)  t  -*  P  H  t  T 

g)  p++ -v/  h)  t  M  P v  ¡í) 


6.  Sean  /?  y  r/  los  enunciados  «La  elección  se  decide»  y 
«Se  han  contado  los  votos»,  respectivamente.  Expresa 
cada  una  de  las  siguientes  fórmulas  en  lenguaje  natural. 

a)  t  b)  p  v  q  c)  t  A<7 

d )  q  -4  p  e)  t  T  f)  t  T 

g)  h) 

7*  Sean  /?  y  q  los  enunciados 

p:  Estamos  bajo  cero. 
q:  Nieva. 

Escribe  los  enunciados  siguientes  usando  p,  q  y  conecti¬ 
vos  lógicos: 

ai  Estamos  bajo  cero  y  nieva, 
b  i  Estamos  bajo  cero,  pero  no  nieva, 
c )  No  cst am  os  baj  o  ce  ro  y  no  n  i  e  v  a . 
d  I  Bien  estamos  bajo  cero  o  bien  nieva  (o  ambas  cosas). 

e)  Si  estamos  bajo  cero,  entonces  también  nieva. 

f)  Estarnos  bajo  cero  o  nieva,  pero  no  nieva  si  estamos 
bajo  cero, 

g )  Qi te  es  l  e  m  os  baj  o  ce  ro  e  s  nec  e  s  a  ri  o  y  su  fi  c  i  e  nte  para 
que  nieve. 

8.  Sean  p,  q  y  r  los  enunciados 

p:  Tienes  fiebre, 

£/:  Suspendes  el  examen  final, 
r:  Apruebas  el  curso. 

Expresa  cada  una  de  las  siguientes  fórmulas  en  lenguaje 
■  natural. 

»}  p  -*q  b)  t  <->  r 
i  c)  q—*-*r  d )  pvq vr 
e)  {p  -+  ->r)  v  (q  -+  t) 
n  {p  Aq)  v(-H/  Ar) 

9.  Sean  />  y  q  los  enunciados 

p:  Conduces  a  más  de  100  km  por  hora. 
q:  Te  multan  por  exceso  de  velocidad. 

Escribe  los  enunciados  siguientes  usando  /?,  q  y  conecti¬ 
vos  lógicos.  0 

ñ  a)  No  conduces  a  más  de  100  km  por  hora. 

b)  Conduces  a  más  de  100  km  por  hora,  pero  no  te  mul¬ 
lan  por  exceso  de  velocidad. 


1  .os  tu  n  d  timen  los:  3  óg  ica  y  de  most  ra c  i  ón ,  eonj  untos  y  fi  me  ¡  ones  i  5 


c)  Te  multarán  por  exceso  de  velocidad  si  conduces  a 
más  de  1 00  km  por  hora. 

d)  Si  no  conduces  a  más  de  100  km  por  hora  no  te  mul¬ 
tarán  por  exceso  de  velocidad. 

e)  Conducir  a  más  de  100  km  por  hora  es  suficiente 
para  que  le  multen  por  exceso  de  velocidad. 

0  Te  mullan  por  exceso  de  velocidad,  pero  no  condu¬ 
ces  a  más  de  1 00  km  por  hora. 

g)  Siempre  que  le  multan  por  exceso  de  velocidad  con¬ 
duces  a  más  de  1 00  km  por  hora, 

10.  Sean  p ,  q  y  r  ios  enunciados 

p:  Tienes  un  10  en  el  examen  final. 
q:  Haces  todos  los  problemas  del  libro. 
r:  Tienes  un  1 0  en  esta  asignatura. 

Expresa  estos  enunciados  usando  p,  q,  r  y  conectivos 
lógicos. 

a)  Tienes  un  10  en  el  examen  final,  pero  no  haces  todos 
los  problemas  del  libro. 

h)  Tienes  un  10  en  el  examen  final t  haces  todos  los 
problemas  del  libro  y  tienes  un  10  en  esta  asigna¬ 
tura. 

t: )  Para  tener  un  1 0  en  esta  asignatura  es  necesario  tener 
un  1 0  en  el  examen  final. 

d)  Tienes  un  10  en  el  examen  fina!,  pero  no  haces  todos 
los  problemas  del  libro;  no  obstante,  tienes  un  10  en 
esta  asignatura. 

e)  Tener  un  tí)  en  el  examen  final  y  hacer  todos  los 
problemas  del  libro  es  suficiente  para  tener  un  1 0  en 
esta  asignatura. 

f)  Tendrás  un  10  en  esta  asignatura  si,  y  sólo  si,  tienes 
un  10  en  el  examen  final  o  haces  todos  los  problemas 
del  libro. 


\  L  Sean  p,  q  y  r  los  enunciados 

p:  Se  han  visto  osos  pardos  por  la  zona. 
q\  Es  seguro  caminar  por  el  sendero. 
r:  Las  bayas  del  sendero  están  maduras. 

Expresa  estos  enunciados  usando  q,  r  y  conectivos  ló¬ 
gicos. 


a) 

b) 


c) 


d) 

e) 


f) 


Las  bayas  del  sendero  están  maduras,  pero  no  se  han 
visto  osos  pardos  por  la  zona. 

No  se  han  visto  osos  pardos  por  la  zona  y  es  seguro 
caminar  por  el  sendero,  pero  lap  bayas  del  sendero 
están  maduras. 

Si  las  bayas  del  sendero  están  maduras,  es  seguro 
caminar  por  el  sendero  si,  y  sólo  si.  no  se  han  visto 
osos  pardos  por  la  zona. 

No  es  seguro  caminar  por  el  sendero,  pero  no  se  han 
visto  osos  pardos  por  la  zona  y  las  bayas  dd  sendero 
están  maduras. 

Para  que  sea  seguro  caminar  por  el  sendero,  es  nece¬ 
sario,  pero  no  suficiente,  que  las  bayas  del  sendero 
no  eslén  maduras  v  que  no  se  hayan  visto  osos  pur 
dos  por  la  zona. 

No  es  seguro  caminar  por  el  sendero  cuando  se  han 
visto  osos  pardos  por  la  zona  y  fas  bayas  del  sendero 
están  maduras. 


12.  Determina  si  estas  Incondicionales  son  verdaderas  o 
falsas, 

a)  2  +  2  =  4  si,  y  sólo  si,  I  +  1  =  2. 
h)  ]  +  J  =  2  si,  y  sólo  si,  2  +  3  =  4. 
e)  Es  invierno  si,  y  sólo  si,  no  es  primavera,  verano  u 
otoño, 

d)  I  +  l  =  3  si,  y  sólo  si.  los  cerdos  vuelan. 

e)  0  >  1  si,  y  sólo  si,  2  >  1 . 

13.  Determina  si  estas  implicaciones  son  verdaderas  o  falsas. 

a)  Si  1  +  1  =  2,  entonces  2  +  2  =  5. 

b)  Si  1  +  1=3.  entonces  2  +  2  =  4. 

c)  Si  1  +  1=3,  entonces  2  +  2  =  5. 

d)  Si  los  cerdos  vuelan,  entonces  I  +  I  =3. 

e)  Si  1  +  1  =  3,  entonces  Dios  existe. 

f)  Si  1  +  1=3,  entonces  los  cerdos  vuelan. 

g)  Si  1  +  I  =  2,  entonces  los  cerdos  vuelan. 

h)  Si  2  +  2  =  4,  entonces  í  +2  =  3. 

14.  Determina  en  cada  una  de  estas  frases  si  el  o  es  inclusivo 
o  exclusivo.  Razona  tu  respuesta. 

¡i )  S e  req  u  i e re  e xperi en c ia  eü n  J  a v a  o  C  ++ , 
b)  La  comida  incluye  ensalada  o  sopa, 
e)  Para  entrar  en  este  país  necesitas  pasaporte  o  tarjeta 
de  votante, 
e)  Publica  o  perece. 

15.  Di  qué  significan  cada  una  de  estas  frases  en  los  casos  en 
que  el  o  es  inclusivo  (es  decir,  una  disyunción)  o  bien  ex¬ 
clusivo.  ¿Cuál  crees  que  es  el  significado  que  se  quiere 
expresar  realmente  en  cada  caso? 

a )  P ara  m  at  ri  c  u  la  rre  en  m  atem  á  t  i  c  a  d  i  se  re  la  de  bes  h a  ber 
cursado  una  asignatura  de  cálculo  o  alguna  asignatu¬ 
ra  de  informática. 

b)  Cuando  te  compras  un  vehículo  de  marca  Acmé,  te 
devuelven  2000  $  en  efectivo  o  el  2%  del  préstamo 
solicitado. 

c.)  La  cena  para  dos  incluye  dos  platos  de  la  columna  A 
o  tres  de  3  a  columna  B. 

d  i  El  colegio  se  cieñ  a  si  caen  más  de  50  cm  de  nieve  o 
si  e!  vi e n t o  he  1  ado  b a j a  de  20  C. 

16.  Escribe  cada  uno  de  eslos  enunciados  de  la  forma  «si  /?, 
entonces  q».  {indicación:  Básate  en  la  lista  de  formas 
comunes  de  expresar  una  implicación  proporcionada  en 
ésta  sección). 

a)  Es  necesario  lavar  el  coche  dd  jefe  para  ascender. 

b)  Viento  del  sur  implica  deshielo  en  primavera, 

e)  lina  condición  suficiente  para  que  la  garantía  sea 
válida  es  que  hayas  comprado  el  ordenador  hace  me¬ 
nos  de  un  ano, 

di  A  Guille  mi  o  s  i  e  m  p  re  se  le  pi  1 1  a  cu  a  rulo  ha  ce  t  rain  p  as . 

e)  Puedes  acceder  a  la  página  web  si  pagas  una  cuota  de 
suscripción. 

f)  Ser  elegido  es  consecuencia  de  conocer  a  la  gente 
adecuada, 

g)  Carol  se  marea  siempre  que  monta  en  una  barca. 


16  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


1 7.  Escribe  cada  uno  de  estos  enunciados  de  la  forma  «si  en¬ 
tonces  q>K  (Indit  ación:  Básate  en  la  lista  de  formas  comunes 
de  expresar  una  implicación  proporcionada  en  esta  sección), 
al  Nieva  siempre  que  el  Viento  sopla  Jel  noreste, 
ht  El  manzano  florecerá  si  el  tiempo  se  mantiene  cálido 
durante  una  semana. 

el  Que  los  Pis  tenis  ganen  d  campeonato  implica  que 
vencieron  a  los  Lakers. 

d)  Es  necesario  anclar  12  km  para  llegar  :\  la  cima  del  pico. 

e)  Para  ser  profesor  fijo  es  suficiente  con  ser  mundial¬ 
mente  famoso, 

0  Si  conduces  mas  de  600  km  seguidos,  necesitarás 
repostar  gasolina. 

r)  Tu  garantía  es  válida  sólo  si  compraste  el  reproductor 
de  CD  hace  menos  de  90  días. 

1K,  Escribe  cada  uno  de  estos  enunciados  de  la  forma  «si  p , 
entonces  í/»,  {Indicación:  Básate  en  la  lista  de  formas 
comunes  de  expresar  una  implicación  proporcionada  en 
esta  sección). 

a  l  Recordare  enviarle  la  dirección  solo  sí  me  mandas  un 
correo  electrónico, 

h )  Para  ser  ciudadano  de  un  país  es  necesario  haber  na¬ 
cido  en  él. 

el  Si  conservas  este  texto,  te  será  muy  útil  en  los  cursos 
siguientes, 

di  Los  Red  Wings  ganarán  la  copa  de  hockey  sobre 
hielo  si  el  portero  juega  bien. 
t\  Que  consigas  eí  trabajo  implica  que  tienes  las  mejo¬ 
res  credenciales, 

f)  La  playa  se  erosiona  siempre  que  azota  una  tormenta, 
til  Es  necesario  tener  una  clave  válida  para  acceder  al 

servidor, 

19.  Escribe  cada  uno  de  estos  enunciados  de  la  forma  «  p  si, 
y  sólo  si, 

a)  Si  hace  calor  lucra,  le  compras  un  cucurucho  de  he¬ 
lado,  y  sí  te  compras  un  cucurucho  de  helado,  hace 
calor  fuera. 

hl  Para  ganar  el  concurso  es  necesario  y  suficiente  tener 
d  número  ganador. 

el  Ascenderás  sólo  si  tienes  contactos,  y  tienes  contac¬ 
tos  sólo  si  asciendes, 

til  Si  ves  televisión,  tu  mente  se  empobrecerá,  y  reci¬ 
procamente. 

el  El  Eren  llega  con  retraso  exactamente  aquellos  días 
que  tengo  que  tomarlo. 

20.  Escribe  cada  uno  tic  estos  enunciados  tic  la  forma  «p  si,  y 
sólo  si,  i/», 

n  i  Para  sacar  un  10  en  este  curso  es  necesario  y  sufi¬ 
ciente  que  aprendas  a  resolver  problemas  de  mate¬ 
mática  discreta. 

h  )  Sí  lees  d  periódico  a  diario,  estarás  informado,  y  re¬ 
cíprocamente. 

c)  Llueve  si  es  lin  de  semana,  y  es  fin  de  semana  si 
llueve. 

d)  Sólo  puedes  ver  al  mago  si  no  esiá,  y  e)  mago  no  está 
sólo  si  puedes  verlo. 


2  i.  Enuncia  la  reciproca,  contrarrecíproca  e  inversa  de  cada 
una  de  estas  implicaciones. 

a)  Si  nieva  hoy,  esquiaré  mañana. 

b|  Voy  a  clase  siempre  que  vaya  a  haber  un  control, 
el  Un  entero  positivo  es  primo  si,  y  sólo  si,  no  tiene 
otros  divisores  más  que  1  y  ét  misino. 

22.  Enuncia  la  recíproca*  contrarrecíproca  e  inversa  de  cada 
una  de  estas  implicaciones. 

ai  Si  llueve  esta  noche,  me  quedare  en  casa. 

b)  Voy  a  la  playa  siempre  que  el  día  amanezca  soleado, 
el  Cuando  me  acuesto  tarde,  es  necesario  que  duerma 

hasta  mediodía. 

23,  Construye  las  labias  de  verdad  para  cada  una  de  estas 
fórmulas, 

a)  b) 

c)  ípv^)-*q  d)  (/>vtf)-M/>Aí/) 

el  íp  — >  t/>  (“*/  ->  -p) 

H  íp  -4  q)  -+  {q  p) 

24.  Construye  las  tablas  de  verdad  para  cada  una  de  estas 
fórmulas. 

a)  p-*-*p  b)  p  -p 

c)  p  ©  (p  v  q)  el  \  íp  a  q)  “*  {p  v  q  \ 

el  íq  ->  ->p)  (p  <->  q) 

0  (p<r+q)&[p*~*  ~v¡) 

25,  Construye  las  tablas  de  verdad  de  cada  una  de  estas  fór¬ 
mulas. 

a)  (pvfj)->(p©tf) 
hl  (p®q)-*{pAq) 
c)  {pvq)®ípAq) 
di  íp  q)  ®  i^p  <r^>  q) 

e )  [p  q)  ®  [-*p  <-4  ~>r) 

fl  (/?■©.</)  (/5©^í/) 


2f>,  Construye  las  tablas  de  verdad  para  cada  una  de  estas 
fórmulas. 


al  p<Bp  b) 

c)  p^-Hf  d)  -*p  © 

e)  ip  ©  q)  v  (p©~uy) 

f)  ip  ®  (/)  A  Íp©^í/) 


27. 


Construye  las  t  tillas  de  verdad  fiara  cada  una  de  estas 
fórmulas. 


p  -4  ~q  b)  q 

c)  ip  -  *  q)  v  [pp  -4  q) 

d)  f/7  -4  t¡)  A{^/>  q) 

e)  (/;  f4  fl)  v  (-<p  *4  #) 

f)  (->p  <->  ^q)  <->  ip  <-4  q) 


2S.  Construye  las  tablas  de  verdad  para  cada  una  de  estas 
fórmulas. 

* 

a )  ípv  q)v  r  g  b)  (p  v  q)  a  r 

c )  ip  a  q)  v  r  d )  (p  ,a  q)  a  r 

e)  íp  v  q)  A  ~v  f)  ip  a  q)  v 
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29.  Construye  las  labias  de  verdad  para  cada  una  de  estas 
fórmulas. 


a) 

p  -+  V  r) 

b) 

~p  ->  (</  r ) 

c) 

ip  -» </)  v 

<■) 

di 

(/>  — >  (/)  A  (-y) 

r) 

e) 

(p  «->  q)  V  (~x¡ 

<-> 

r) 

f) 

(-ip  -ty)  ++ 

(? 

++ 

37.  El  valor  de  verdad  de  la  disyunción  de  dos  proposiciones 
en  lógica  difusa  es  e!  máximo  de  los  valores  de  verdad  de 
las  dos  proposiciones.  ¿Cuál  el  valor  de  verdad  de  las  fra¬ 
ses  «Alfredo  está  feliz  o  Juan  está  feliz»  y  «Alfredo  no 
está  feliz  o  Juun  no  está  feliz»? 

*38.  <Es  la  sentencia  «Esta  afirmación  es  falsa-  una  propos  i 
eión? 


30.  Construye  la  tabla  de  verdad  de  la  fórmula  ((/>  — >  q) 

->  r)  -4  s. 

31*  Construye  la  tabla  de  verdad  de  ta  fórmula  {p  q)  í-> 

(r  $), 

32*  ¿Cuál  es  el  valor  de  v  tras  ejecutar  las  siguientes  senten¬ 
cias  en  ordenador  si  i  =  1  antes  de  cjiie  se  llegase  a  ella? 


3) 

tf  1  +2  = 

=  3  then  t  í  + 

\ 

b) 

if  ( ]  +  1 

=  3)  OR  (2  +  2  = 

3)  then  v  := 

X  +  I 

c) 

if  (2  +  3 

=  5)  AND  (3  +  4 

-  7) Ihen  x 

:=.v  + 

d) 

ir  1 1  + 1 

=  2)XOR[l+2 

=  3) then  x 

:=  c  + 

e) 

if  v  <  2  then  r  :=  .v  +  1 

33.  Determina  el  resultado  de  ejecutar  las  operaciones  bits 
OR,  AND  y  AY? A*  con  cada  uno  de  los  siguientes  pares  de 
cadenas  de  bits: 

ai  101  1110.010  0001 

b)  lili  0000,  1010  1010 

c)  000111  0001, 100J00  1000 
di  11  lili  1 1 1  LOO  0000  0000 

34.  Evalúa  las  siguientes  expresiones: 
al  1  1000  a (0  ion  v  I  1011) 
b)  (0  1111a!  OiODvO  1000 

e)  (0  1010©  I  101 1)®0  KHK) 

d)  (I  101 1  ví)  1010)  a (1  0001  v  1  101  í) 


La  lógica  difusa  o  borrosa  se  usa  en  inteligencia  artificial. 
En  lógica  difusa,  una  proposición  tiene  un  valor  de  verdad 
que  es  un  numero  comprendido  entre  0  y  t.  ambos  incluidos. 
Una  proposición  con  un  valor  de  verdad  O  es  falsa  y  con  un 
valor  I  es  verdadera.  Los  valores  entre  0y  1  indican  grados 
de  verdad.  Por  ejemplo,  el  valor  de  verdad  0,8  se  puede  asig¬ 
nar  a  la  sentencia  «Alfredo  está  feliz»,  ya  que  Alfredo  es-á 
feliz  la  mayor  pane  del  tiempo,  y  el  valor  de  verdi  d  0.4  se 
asignará  a  la  sentencia  «Juan  está  feliz»  cuando  Juui  esté  fe¬ 
liz  un  poco  menos  de  la  mitad  del  tiempo. 


35,  El  valor  de  verdad  de  la  negación  de  una  proposición  en 
lógica  difusa  es  i  menos  el  valor  de  verdad  de  la  propo¬ 
sición.  ¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  de  las  afirma¬ 
ciones  «Alfredo  no  está  feliz»  y  «Juan  no  está  feliz»? 

36.  El  valor  de  verdad  en  lógica  d  ifusa  de  la  conjunción  de 
dos  proposiciones  es  el  mínimo  de  los  valores  de  verdad 
de  las  dos.  ¿Cuál  el  valor  de  verdad  de  las  frases  «Al¬ 
fredo  y  Juan  están  felices»  y  «Ni  Alfredo  ni  Jdan  están 
felices»? 


*39,  La  sentencia  n-ésíma  de  una  ti^ia  de  100  sentencias  es 
«Exactamente  n  de  las  sentencias  de  esta  lista  son  Falsas». 

a)  ¿Qué  conclusiones  se  pueden  derivar  de  estas  sen 
teñe  i  as? 

bl  Responde  el  apartado  (al  sí  la  sentencia  H-esíma  es 
«Al  menos  n  de  las  sentencias  de  la  lista  son  falsas», 
c)  Responde  el  apartado  (b)  suponiendo  que  la  lista 
contiene  99  sentencias. 

40.  Una  antigua  leyenda  siciliana  dice  que  el  barbero  de  una 
remota  ciudad,  a  la  que  sólo  se  puede  llegar  a  través  de 
un  peligroso  camino  de  montaña,  afeita  a  aquellas  perso¬ 
nas.  y  sólo  a  aquellas  personas,  que  no  se  afeitan  a  sí 
mismas.  ¿Fu ede  existir  tal  barbe ro? 

4L  Cada  uno  de  los  habitantes  de  una  aldea  remota  dice  siem¬ 
pre  la  verdad  o  siempre  miente.  I  ln  aldeano  siempre  dará  un 
«Sí»  o  «No»  por  respuesta  a  las  preguntas  de  los  turistas. 
Supon  que  eres  un  turista  que  visita  la  zona  y  encuentras 
una  bifurcación  en  el  camino.  1 .1  na  dirección  conduce  a  las 
minas  que  quieres  visitar.  La  otra  dirección  conduce  a  la 
jungla  profunda.  Un  aldeano  se  encuentra  en  la  bifurca¬ 
ción  del  camino.  ¿Qué  pregunta  debes  hacerte  al  aldeano 
para  averiguar  la  dirección  correcta? 

42.  Un  explorador  es  capturado  por  un  grupo  de  caníbales. 
Hay  dos  clases  de  caníbales:  aquellos  que  siempre  dicen 
la  verdad  y  aquellos  que  siempre  mienten.  Los  caníbales 
se  cenarán  al  explorador  a  menos  que  éste  pueda  deter¬ 
minar  sí  un  caníbal  en  particular  dice  siempre  la  verdad  o 
siempre  miente.  Al  explorador  le  permiten  que  haga 
exactamente  una  pregunta  a  uno  de  los  caníbales. 

al  Explica  por  qué  la  pregunta  «¿Eres  un  mentiroso?» 
no  va  a  funcionar. 

bl  Encuentra  una  pregunta  que  el  explorador  pueda  usar 
para  determinar  si  el  caníbal  dice  siempre  la  verdad  o 
siempre  miente. 

43.  Expresa  las  siguientes  especificaciones  de  sistema  utili¬ 
zando  las  proposiciones /\  «El  mensaje  es  revisado  para 
buscar  algún  virus»,  y  q,  «El  mensaje  fue  enviado  desde 
un  sistema  desconocido»,  junto  con  conectivos  lógicos. 

ai  «El  mensaje  se  revisa  para  buscar  algún  %  irus  siem¬ 
pre  que  haya  sido  enviado  desde  un  sistema  desco¬ 
nocido», 

bl  «El  mensaje  fue  enviado  desde  un  sistema  descono¬ 
cido,  pero  no  se  revisó  para  buscar  ningún  virus», 
c)  &«Es  necesario  revisar  el  mensaje  para  buscar  algún 
virus  siempre  que  haya  sido  enviado  desde  un  siste- 
ma  desconocido». 
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ú)  «Cuando  el  mensaje  no  sea  enviado  desde  tm  sistema 
de s  coi  i ocido  no  se  rev  i  sa  pa ra  bu  se  ai  n  i  ngú  n  v  iru  s  ». 

44.  Expresa  Jas  siguientes  especificaciones  de  sistema  usando 
las  proposiciones p¥  «El  usuario  introduce  una  clave  váli 
da»;  q,  «Se  permite  d  acceso»,  y  rT  «El  usuario  ha  pagado 
la  cuota  de  acceso»,  junto  con  conectivos  lógicos. 

a)  -  El  usuario  ha  pagado  la  cuota  de  acceso,  pero  no  in¬ 
troduce  una  clave  válida». 

b )  S  e  pe  rm  i  te  e )  acc  e  so  s  i  c  m  p  re  q  i  te  el  u  s  u  a  ri  o  h  ay  a 
pagado  la  cuota  de  acceso  e  introduzca  una  clave 
válida». 

c)  »Se  niega  el  acceso  si  el  usuario  no  ha  pagado  la 
cuota  de  acceso». 

d)  «Sí  d  usuario  no  ha  introducido  una  clave  válida, 
pero  ha  pagado  la  cuota  de  acceso,  entonces  se  per¬ 
mite  el  acceso». 

45.  ¿Son  consistentes  las  siguientes  especificaciones  de  sis¬ 
tema?  «El  sistema  esta  en  estado  muí  ti  usuario  siT  y  sólo 
si,  está  operando  normalmente.  Si  el  sistema  está  ope¬ 
rando  normalmente,  el  kerne!  está  funcionando.  El  kemd 
no  está  funcionando  o  el  sistema  esta  en  modo  de  in¬ 
terrupción.  Si  el  sistema  no  está  en  estado  mullí  usuario, 
entonces  está  en  modo  de  interrupción.  El  sistema  no 
está  en  modo  de  interrupción»* 

46.  ¿Son  consistentes  las  siguientes  es  per  ifie  aciones  de  sis¬ 
tema?  «Cuando  d  software  del  sistema  se  actualiza,  los 
usuarios  no  pueden  acceder  al  sistema  de  archivos*  Si 
los  usuarios  pueden  acceder  al  sistema  de  archivos,  pue¬ 
den  grabar  ficheros  nuevos.  Si  los  usuarios  no  pueden 
grabar  ficheros  nuevos,  el  software  del  sistema  no  se 
está  actualizando». 

47.  ¿Son  consistentes  las  siguientes  especificaciones  de  siste¬ 
ma?  «El  wurer  puede  enviar  paquetes  al  sistema  remoto 
sólo  si  soporta  el  nuevo  espacio  de  direcciones.  Para  que  el 
router  soporte  el  nuevo  espacio  de  direcciones  es  necesario 
que  se  haya  instalado  la  dirima  actualización  del  software 
El  rauta  puede  enviar  paquetes  al  sistema  más  remoto  si 
se  ha  instalado  la  ultima  actualización  del  software.  El 
roma  no  soporta  ei  nuevo  espacio  de  direcciones». 


50.  ¿Que  búsqueda  booleana  habría  que  usar  para  buscar  pa 
ginas  web  vobre  senderismo  en  Virginia  del  Norte?  ¿Y 
cuál  si  buscas  páginas  web  sobre  senderismo  en  Virginia, 
pero  míen  Virginia  del  Norte? 

Los  problemas  51-55  están  relacionados  con  la  isla  de  los  caba¬ 
lleros  y  villanos  invernada  por  Smullyan,  donde  los  caballeros 
s  empre  dicen  la  verdad  y  los  villanos  siempre  mienten.  Te  en¬ 
cuentras  a  dos  personas,  A  y  ZE  Determina,  si  es  posible,  que  son 
A  y  B  en  cada  problema.  Si  no  puedes  determinar  que  son  estas 
pe  rs  un  as ,  ¿  p  u  ede  s  de  due  ir  algún  a  c  onc  lu  si  oí  i  ? 

51.  V  dice  «Al  menos  uno  de  nosotros  es  un  villano»  y  B  no 
dice  nada. 

52.  A  dice  «Los  dos  somos  caballeros»  y  B  dice  «A  es  un  vi¬ 
llano^. 

53.  A  dice  «Yo  soy  un  villano  o  B  es  un  caballero»  y  B  m 
dice  nada. 

54.  Tanto  A  como  B  dicen  «Yo  soy  un  caballero». 

55.  A  dice  «Ambos  somos  villanos»*  y  B  no  dice  nada. 

Las  problemas  56-61  son  juegos  de  lógica  que  se  pueden  re¬ 
solver  formalizando  previamente  y  razonando  a  partir  de  ellos 
usando  las  labias  de  verdad. 

56.  La  policía  tiene  tres  sospechosos  de!  asesinato  dd  señor 
Cooper:  el  señor  Smith,  el  señor  Jones  y  d  señor 
Williams.  Cada  uno  de  ellos  declara  que  no  mató  a  Coo 
per.  Sutil h  declara  además  que  Cooper  era  amigo  de  Ju¬ 
nes  y  que  Williams  no  lo  apreciaba.  Jones  también  de¬ 
clara  que  él  no  conocía  a  Cooper  y  que  estaba  fuera  de  la 
ciudad  cuando  Cooper  fue  asesinado.  Williams  declara 
también  que  vio  a  Smith  y  Jones  con  Cooper  el  día  del 
asesinato  y  que  Smith  o  Jones  debió  matar  a  Cooper. 
¿Puedes  determinar  quien  lo  mató  si 

a)  uno  de  los  tres  hombres  es  culpable,  jos  dos  inocen¬ 
tes  dicen  i  a  verdad,  pero  las  declaraciones  del  culpa¬ 
ble  pueden  ser  o  no  verdad?; 

1)1  las  i  ni  ice  nte  s  no  r  n  ien  le  n  ? 


48.  ¿Son  consistentes  las  siguientes  especificaciones  de  sís^ 
lema?  <Si  el  sistema  de  archivos  no  está  bloqueado»  en¬ 
tonces  se  pondrán  en  cola  los  mensajes  nuevos.  Si  d  sis¬ 
tema  de  archivos  no  está  bloqueado,  entonces  d  sistema 
funciona  correctamente,  y  recíprocamente  Si  los  mensa¬ 
jes  nuevos  no  se  ponen  en  cola,  entonces  se  enviarán  al 
hiijjer  de  mensajes.  Si  el  sistema  de  archivos  no  se  blo¬ 
quea.  entonces  se  enviarán  mensajes  nuevos  al  huff'er  de 
mensajes  No  se  enviarán  mensajes  nuevos  al  buffet 
de  mensajes», 

49.  ¿Qué  búsqueda  booleana  habría  que  usar  para  buscar  pá¬ 
ginas  web  sobre  alguna  playa  en  Nueva  Jersey?  ¿Y  cuál 
para  encentrar  alguna  playa  en  la  isla  de  Jersey  en  el 
canal  de  la  Mancha? 


57.  A  Steve  le  gustaría  determ  nar  quién  cobra  más  entre 
tres  de  sus  colegas  haciendo  aso  de  dos  hechos.  Primero, 
sabe  que  si  Fred  no  es  el  m  ;jor  pagado  de  los  tres,  en 
tonces  lo  es  Jardee.  Segundo,  sabe  que  si  J arrice  no  es  la 
peor  pagada,  entonces  Maggie  es  la  que  más  cobra.  ¿Es 
posible  determinar  el  orden  de  tos  salarios  de  Fred.  Jam 
ce  y  Míiggie  a  partir  de  lo  que  sabe*  Steve?  Si  es  así, 
¿quién  es  el/la  que  cobra  más  y  el/la  que  cobra  menos? 
Ex p tica  tu  respuesta. 


58.  Cinco  amigos  tienen  acceso  a  una  sala  de  rhat.  ¿Es  posible 
determinar  quién  está  chuteando  si  se  conoce  ia  siguiente 
información?  Bien  Kevin  o  Heather,  o  ambos,  están  chu¬ 
teando,  Bien  Randv  o  Vi  ¡ay,  pero  no  ambos,  están 
chuteando.  Si  Abby  está  chuleando,  también  lo  está  Randv . 
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Vijay  y  Kevm  están  c hateando,  o  bien  ambos,  o  bien  nin¬ 
guno.  Si  E  Icather  está  chatcando,  entonces  también  lo  están 
Abbyv  Kevin.  Explica  tu  razonamiento. 

59,  Un  detective  ha  tomado  declaración  a  cuatro  testigos  de 
un  crimen,  IX*  las  declaraciones  concluye  que  si  el  ma¬ 
yordomo  dice  la  verdad,  también  lo  hace  el  cocinero:  el 
cocinero  y  el  jardinero  no  pueden  ambos  decir  la  verdad; 
el  jardinero  y  el  empleado  de  mantenimiento  no  están 
mintiendo  ambos,  y  si  el  empleado  de  mantenimiento 
dice  3a  verdad,  entonces  el  cocinero  miente.  Para  cada 
uno  de  los  testigos,  ¿puede  d  detective  determinar  si 
miente  o  dice  la  verdad?  Explica  tu  razonamiento. 

60,  Cuatro  amigos  han  sido  identificados  como  sospecho¬ 
sos  de  acceso  no  autorizado  a  un  sistema  informático.  Por 
dio  han  declarado  a  las  autoridades  que  investigan  el 
hecho.  Alicia  dijo  que  «Lo  hizo  Carlos»,  Juan  dijo  «Yo 
no  lo  hice»,  Carlos  dijo  que  «Diana  lo  hizo»,  Diana  dijo 
que  «Carlos  mintió  cuando  dijo  que  yo  lo  hice», 

a)  Si  las  autoridades  saben  además  que  exactamente 
uno  solo  de  ellos  decía  Ja  verdad,  ¿quién  lo  hizo? 
Explica  tu  razonamiento. 

b)  Si  las  autoridades  saben  también  que  exactamente 
uno  solo  de  ellos  mentía,  ¿quién  lo  hizo?  Explica  tu 
razonamiento. 


*61.  Resuelve  este  famoso  juego  de  lógica  atribuido  a  Albert 
Einslein  y  conocido  como  el  juego  de  la  cebra.  Cinco 
hombres  de  diferentes  nacionalidades  y  con  trabajos 
distintos  viven  en  casas  consecutivas  de  una  misma  ca¬ 
lle.  Las  casas  están  pintadas  de  colores  diferentes.  Los 
hombres  tienen  animales  de  compañía  distintos  y  tam¬ 
bién  son  diferentes  sus  bebidas  favoritas.  Determina 
quién  es  el  dueño  de  la  cebra  y  quién  es  aquel  cuya  be¬ 
bida  favorita  es  el  agua  mineral  (una  de  las  bebidas  fa¬ 
voritas)  dadas  las  siguientes  pistas:  el  inglés  vive  en  la 
casa  roja;  el  español  tiene  un  perro;  el  japones  es  pintor: 
el  italiano  bebe  te:  el  noruego  vive  en  la  primera  casa  a 
la  izquierda;  la  casa  verde  está  a  la  derecha  de  la  blanca; 
el  fotógrafo  cría  caracoles;  d  diplomático  vive  en  la 
casa  amarilla;  el  de  la  casa  del  medio  toma  leche;  el 
dueño  de  la  casa  verde  toma  café;  la  casa  del  noruego 
está  pegada  a  la  azul;  el  violinista  toma  zumo  de  naran¬ 
ja;  el  zorro  está  en  una  casa  contigua  a  la  del  médico;  el 
caballo  está  en  una  casa  contigua  a  la  del  diplomático. 
{Inákadtm:  Haz  una  tabla  donde  las  filas  representen 
hombres  y  las  columnas  el  color  de  sus  casas,  sus  tra¬ 
bajos,  sus  animales  y  sus  bebidas  favoritas.  Usa  razo¬ 
namientos  lógicos  para  determinar  las  entradas  correctas 
en  la  tabla). 


1.2  Equivalencias  preposicionales 


INTRODUCCIÓN 


Un  tipo  importante  de  paso  utilizado  en  argumentos  matemáticos  es  la  sustitución  de  una  senten¬ 
cia  por  otra  de  igual  valor  de  verdad.  Así,  en  la  construcción  de  argumentos  matemáticos  se  em¬ 
plean  con  frecuencia  métodos  que  producen  proposiciones  con  el  mismo  valor  de  verdad  que  una 
fórmula  dada. 

Comenzaremos  nuestra  discusión  con  una  clasificación  de  las  fórmulas  según  sus  posibles  va¬ 
lores  de  verdad. 


DEFINICION  1  Una  fórmula  que  es  siempre  verdadera*  no  importa  los  valores  de  verdad  de  las  proposiciones 
que  la  componen,  se  denomina  tmttúk&hi*  Una  fórmula  que  es  siempre  falsa  se  denomina  con- 
t indicción.  Finalmente*  una  proposició  i  que  no  es  ni  una  tautología  ni  una  contradicción  se  de- 
nom  iría  conímgenda. 


Las  tautologías  y  las  contradicciones  son  importantes  en  el  razonamiento  matemático-  El  si¬ 
guiente  ejemplo  ilustra  estas  tipos  de  proposiciones, 

EJEMPLO  1  Podemos  construir  ejemplos  de  tautologías  y  contradicciones  usando  sólo  una  proposición.  Con¬ 
sidera  las  tablas  de  verdad  de  p  v  -y?  y  p  a  mostradas  en  la  Tabla  i .  Como  p  v  ~y;  es  siempre 
verdadera,  es  una  tautología.  Como  p  a  ->p  es  siempre  falsa,  una  contradicción,  ^ 
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Demo 


DEFINICIÓN  2 


Ejemplos 

adicionales 


EJEMPLO  2 


EQlí  I V  ALEN  CIA  S  LOGIC  A  S 


Las  fórmulas  que  tienen  los  mismos  valores  de  verdad  en  todos  los  casos  posibles  se  llaman  ló¬ 
gicamente  equivalentes.  Podemos  también  definir  esta  noción  como  sigue. 


•  . i,*.".  •  •;  *  -av  tí».  :  •  ••  ’• :  .ñc,-:  -úfe-fos  .  í  ::  y:-:;;.:  :*  v  '.vA .  c:,/  l'fe  :.3úVc£  'i- i*:* 

•  :  •  •'  -•  .:  ..  -  A  /•  '  ‘  £  :  *  *•-  - .  ;• 

Se  dice  que  las  proposiciones  p  y  q  son  lógicamente  equivalentes  si  p  ^4  q  es  una  tautología. 
La  dotación  /?.  =  q  denota  que/?  y  q  son  lógicamente  equivalentes. 


Nota:  F2  símbolo  =  no  es  un  conectivo  lógico,  puesto  que  p  =  q  no  es  una  fórmula,  sino  la  afir¬ 
mación  de  que  p  +-+  q  es  una  tautología.  El  símbolo  o  se  usa  en  ocasiones  en  lugar  de  =  para  de¬ 
notar  una  equivalencia  lógica. 

Lina  forma  de  determinar  si  dos  proposiciones  son  equivalentes  es  utilizar  una  tabla  de  ver¬ 
dad.  En  particular,  las  proposiciones  p  y  q  son  equivalentes  si,  y  sólo  si,  las  columnas  que  dan  sus 
valores  de  verdad  coinciden.  Los  siguientes  ejemplos  ilustran  este  método* 

Muestra  que  ->(/;  v  q)  y  -*p  a  -*q  son  lógicamente  equivalentes.  Esta  equivalencia  es  una  de  las 
leyes  de  De  Morgan  para  proposiciones,  llamadas  así  por  el  matemático  inglés  Augustas  de 
Morgan,  de  mediados  del  siglo  xíx. 

Solución:  Las  tablas  de  verdad  para  estas  proposiciones  se  muestran  en  la  Tabla  2.  Como  los  va¬ 
lores  de  verdad  de  las  proposiciones  ~^{p  v  q)  y  ~^p  a  ~^q  concuerdan  para  todas  las  combinaciones 
posibles  de  valores  de  verdad  para  p  y  q.  se  sigue  que  ~>(p  v  q)  <->  (-»/?  a  -» q)  es  una  tautología  y  es¬ 
tas  proposiciones  son  lógicamente  equivalentes, 


Ta  b  I  a  1 .  Ejcm  p  1  os  d c  u  n a  tau  lo! og  ía  y  u  n a 
contradicción. 

P 

P  v 

p/S^p 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

Tabla  2.  Tablas  de  verdad  para  -i(/>  v  q )  y  pp  a  ~ 

p  q 

PVq 

Up  V  q) 

“'P 

"■4 

“i/?  A 

V  V 

V 

F 

F 

F 

F 

V  F 

V 

F 

F 

V 

F 

F  V 

V 

F 

V 

F 

F 

F  F 

F 

V 

V 

V 

V 

l  abia  3.  Tablas  de  verdad  para  -y?  v  q  y  p  — >  ¿y. 

p  q 

“’F 

i®'ví 

V  V 

F 

V 

V 

V  F 

F 

F 

F 

F  V 

V 

V 

V 

F  F 

V 

V 

V 
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EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Ejemplra» 

adicionales 


Muestra  que  las  proposiciones  p  -4  q  y  ^p  v  q  son  lógicamente  equivalentes. 

Solución:  Construimos  las  tablas  de  verdad  para  estas  fórmulas  en  la  Tabla  3.  Como  los  valores  de 
verdad  de  las  proposiciones  -p  v  q  y  — >  í/  coneuerdan,  estas  proposiciones  son  lógicamente  equi¬ 
valentes,  ^ 

Muestra  que  las  proposiciones  pv(q  a  /-)  y  (/?  v  c/)  a  (p  v  r)  son  lógicamente  equivalentes.  Es  la  ley 
distributiva  de  la  disyunción  sobre  la  conjunción. 

Solución:  Construimos  las  tablas  de  verdad  para  estas  fórmulas  en  la  Tabla  4.  Como  los  valores  de 
verdad  de  las  proposiciones  p  v  (q  a  r)  y  {p  v  q)  a  (pv  r)  eoneuerdan,  estas  fórmulas  son  lógica- 
mente  equivalentes.  -4 

Observación:  Una  tabla  de  verdad  para  una  fórmula  dependiente  de  tres  proposiciones  diferentes 
requiere  ocho  filas,  una  para  cada  posible  combinación  de  los  valores  de  verdad  de  las  i  res  pro¬ 
posiciones,  En  general,  se  requieren  T  filas  si  una  fórmula  depende  de  n  proposiciones. 

La  Tabla  5  contiene  algunas  equivalencias  importantes \  En  estas  equivalencias,  \  denota 
cualquier  proposición  que  es  siempre  verdadera  y  F  denota  cualquier  proposición  que  siempre 
falsa.  Mostramos  también  algunas  equivalencias  útiles  para  fórmulas  que  involucran  implicacio¬ 
nes  y  dobles  implicaciones  en  las  Tablas  6  y  7.  respectivamente.  En  los  problemas  al  final  de  la 
sección  se  pide  al  lector  que  verifique  las  equivalencias  de  las  Tablas  5-7. 

La  ley  asociativa  para  la  disyunción  muestra  que  la  expresión  pwq  v  r  está  bien  definida  en 
el  sentido  de  que  no  importa  si  tomamos  primero  la  disyunción  de  p  y  q  y  luego  la  disyunción  de 
p  v  q  con  t\  o  si  primero  turnamos  la  disyunción  de  q  y  r  y  luego  la  disyunción  de  p  y  q  v  r.  De  for¬ 
ma  similar,  la  expresión  p  a  q  a  resta  bien  definida.  Extendiendo  este  razonamiento,  se  sigue  que 
pl  v p2  v  v pf  y  a p,  a  ...  a  p* están  bien  definidas  siempre  que  pv  pn  sean  proposicio¬ 
nes.  Además,  ten  en  cuenta  que  las  leyes  de  De  Morgan  se  generalizan  a 

"*(PT  VPi  V  -  VpJ  =  A-p,  a  ...  a  -y>a) 

y 

'"'(p,  a  P2  a  ...  vpj  m(^pl  V  v ...  V  ^pnl 
(Los  métodos  para  demostrar  estas  identidades  se  verán  en  la  Sección  3.3). 

Las  equivalencias  lógicas  de  la  Tabla  5,  así  como  cualquier  otra  que  se  haya  establecido 
(como  las  mostradas  en  las  Tablas  ó  y  7),  se  pueden  usar  para  construir  equivalencias  lógicas  adi¬ 
cionales.  Ello  se  debe  a  que  una  proposición  en  una  fórmula  se  puede  sustituir  por  otra  que  sea  ló¬ 
gicamente  equivalente  sin  alterar  el  valor  de  verdad  de  la  fórmula.  Esta  técnica  se  ilustra  en  los 
Ejemplos  5  y  6,  donde  también  se  utiliza  el  hecho  de  que  si  p  y  q  son  lógicamente  equivalentes  y 
q  y  r  también,  entonces  p  y  r  son  lógicamente  equivalentes  (véase  el  Problema  50). 


Tabla  4. 

Una  demostración  tic  que  p  v  (q  a  r)  y  [p  v  q)  a  (/ 

v  r)  son  lógicamente  equivalentes. 

P 

r 

q  a  r 

pv(q/\  r) 

, 

>V£/ 

p  vr 

(pvq)Mpvr) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

- 

Ustas  identidades  son  un  caso  especial  de  Jas  identidades  que  se  dan  en  cualquier  álgebra  de  Bode.  Compárelas  cun  el 
conjunto  de  identidades  de  la  Tabla  I  de  la  Sección  17  y  con  las  identidades  booleanus  de  la  Tabla  5  de  la  Sección  10  1 


Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Tabla  5.  Equivalencias  lógicas. 

Equivalencia 

'Nombre 

Xt  Xj 
<  > 

< 

m  111 

X  Xí 

Leves  de  identidad 

pvVs'V 
p  a  F  =  V 

l^eyes  ile  dominación 

p  v  p  =  p 

pAp=p 

Leyes  ídem  potentes 

Ley  de  la  doble  negación 

IX 

>  < 

III  II! 

x>  íx 

>  < 

sx  =x 

Leyes  conminativas 

(p  v  q)  v  r  =  pv  (q  v  r ) 

(p  a  q)  a  r  ^p  a  (q  a  r) 

Leyes  asociativas 

p  v  (q  A  r)  s  (p  v  (/)  A  (p  v  r  J 
p  a (q  v r)  =  (p  Aqtvfp *.rt 

Leyes  distributivas 

~ip  a  q)  s  ->p  v  -></ 
-{pvq)m~pA->q 

Leyes  de  De  Morgan 

p  s/(p  A  <7)  =  /) 
pA(pvq)=p 

Leyes  de  absorción 

p  v  -ij?  a  V 

p  A  ~*p  =  F 

Leyes  de  t legación 

Tabla  6.  Equivalencias  lógicas  relacionadas 
con  implicaciones. 


p  — *  q  3  -*/i  v  q 

p  q  =  -*</  “>  "7» 
pvtf  =  -*p-*q 
P  M  =  "■(/>  “*  T?) 

-*(p  -»  ?)=Pat/ 

(p  -*  9)  a  (/>  -»  r)  s  p  -*  (<7  a  r) 
(/>  — >  r)  A  (q  -»  r)  =  (/?  v  ¡y)  ->  r 
(/>  — >  g)  v  (y?  — í  r)  =  — >  (</  v  r) 
(/>  -»  r)  v  (17  -»  r)  s  \p  a  (/}->■  r 


Tabla  7 

Equivalencias  lógic 

us  relacionadas 

cotí  implicaciones. 

p  ^q  = 

\p->q)A 

p^q  = 

-t p  —Tí/ 

P**q  = 

(p  A  q)  v  ( ~yp  A  “»í/ ) 

-»(/>  <-*■  q)  =p  ^q 

l'ntace* 


AUGUSTl  S  DE  MOKdAN  I  1806-1371  l  Augustu*  .te  Morgan  nació  en  Ja  India,  donde  ''U  padre  fue  coronel  del  ejército. 
La  familia  De  Morgan  >c  mudó  a  Inglaterra  cuando  Augustas  tenía  Mete  meses.  Asistid  a  colegios  privados,  donde  desarrollo  un 
gran  interés  por  las  matemáticas  en  su  primera  adolescencia  De  Morgan  estudió  en  d  Trfnity  CoHcgc.  en  Cíirnbríd|  c*  gra¬ 
duándose  en  IH27.  Aunque  consideró  matricularse  en  mediana  o  derecho,  decidió  hacer  su  cunera  en  matemáticas,  Co  isiguíó 
una  plaza  en  el  Universíty  College  de  Londres  en  18  28,  pero  abandonó  cuando  el  CoJlcge  rechazó  a  un  profesor  amis  ?  suyo 
sin  argumentar  razón  alguna.  No  obstante,  retomó  este  puesto  en  1836  cuando  su  sucesor  murió,  permaneciendo  hasta  1866, 

Fue  un  notable  profesor  que  anteponía  principios  sobre  técnicas.  Entre  sus  estudiantes  se  cuentan  muchos  matemáticos 
famosos,  entre  ellos  Ada  Augusta,  condesa  de  Lnvebcc.  que  fue  colaboradora  de  Charles  Babbage  en  su  trabajo  sobre  má¬ 
quinas  de  calcular  ícn  la  trigina  23  encontrarás  notas  bibliográficas  sobre  Ada  Augusta).  De  Morgan  advirtió  a  ía  condesa  Je 
Lovelace  contra  su  dedicación  excesiva  □  las  matemáticas,  ¡ya  que  podría  interferir  con  su  capacidad  de  engendrar! 

De  Morgan  fue  un  escolar  extremadamente  prolijo,  Escribió  más  de  mil  artículos  en  más  de  quince  revistas.  De  Mor¬ 
gan  también  escribió  libros  de  texto  sobre  muchos  temas,  entre  los  que  se  incluyen  lógica,  probabilidad,  cálculo  y  álgebra, 
En  1838  presentó  lo  que  quiza  sea  la  primera  explicación  clara  de  una  importante  técnica  de  demostración  conocida  como 
inducción  müU-máik  ti  (descrita  cu  la  Sección  3.3  de  este  libio),  un  término  que  él  acuñó.  Inventó  notaciones  que  le  ayu¬ 
daron  a  demostrar  equivalencias  proposición  ales,  como  las  leyes  que  se  nombraron  en  su  honor,  En  1842  presentó  lo  que 
quizá  fue  hasia  la  fecha  la  definición  más  precisa  de  límite  y  desarrolló  algunos  criterios  para  la  convergencia  de  series  in¬ 
finitas.  También  se  interesó  por  la  historia  de  las  maranálicas  y  escribió  las  biografías  de  New  Ion  y  I  la!  ley. 

Rn  1837  se  casó  con  Suplí  ta  Frend.  quien  escribió  su  biografía  en  1882.  La  investigación,  la  escritura  v  la  docencia  le  de¬ 
jaron  puco  tiempo  pora  .su  familia  o  vida  social.  En  cualquier  coso,  sobresalió  por  su  amabilidad  humor  y  amplios  conocimientos. 
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EJEMPLO  5 


EJEMPLO  6 


Rabees 


Justifica  que  Uis  proposiciones  -'{pv(~'p  a  q))  y  -yj  a  -q  son  lógicamente  equivalentes. 

Solución:  Podríamos  utilizar  una  labia  de  verdad  para  mostrar  que  estas  fórmulas  son  equivalen¬ 
tes.  En  vez  de  ello,  estableceremos  la  equivalencia  desarrollando  una  serie  de  equivalencias  lógi¬ 
cas  intermedias  usando  una  de  las  equivalencias  de  la  Tabla  5  cada  vez,  comenzando  con 
~ip  v  (-y;  a  q))  y  finalizando  con  -j p  a  ->c/.  Tenemos  las  siguientes  equivalencias: 


'(p  V  (“»/?  A  q  j)  -  -i/7  A  -Arp  A  t/1 

-  -p  A  h {“¥>)  V  K?)] 

=  "i/j  a  (p  v  -*q) 

=  ("p  Ap)  V(npA  -*q) 
=  Fv  (~*/>  A  -*g) 
s  (^p  a  -i*y)  v  F 

=  -y?  A  "*í/ 


por  la  segunda  ley  de  De  Morgan 

por  la  primera  ley  de  De  Morgan 

por  la  ley  de  la  doble  negación 

por  la  segunda  ley  distributiva 

puesto  que  -<p  a  p  =  F 

por  la  ley  conmutativa  para  la  disyunción 

por  la  ley  de  identidad  para  F 


Consecuentemente,  -»(/>  v  (~y?  a  £/) i  y  a  -i¿/  son  lógicamente  equivalentes.  ^ 


Muestra  que  (p  a  q)  -Mp  v  t/)  es  una  tautología. 


Solución;  Para  mostrar  que  esta  semencia  es  una  tautología,  usaremos  equivalencias  lógicas  para 
demostrar  que  es  lógicamente  equivalente  a  V  {Nota:  Se  podría  haber  hecho  también  mediante 
una  tabla  de  verdad). 


(p  A  q)  {pv  q)  =  (p  a  q)  v  ip  v  q) 

=  (~p  V  ~V/) V  (p  V  </) 
=  (“Y>  vp)  \t(-v}vq) 


=  V  v  V 


3  V 


por  el  Ejemplo  3 
por  la  primera  ley  de  De  Morgan 
por  las  leyes  asociativa  y  conmutativa  para  la  dis¬ 
yunción 

por  el  Ejemplo  1  y  la  ley  conmutativa  para  la  dis¬ 
yunción 

por  la  ley  de  dominación  < 


Se  puede  usar  una  labia  de  verdad  para  determinar  si  una  fórmula  es  una  tautología.  Esta 
tabla  se  puede  construirá  mano  para  una  proposición  con  un  número  reducido  de  variables, 
pero  cuando  el  número  de  variables  crece,  el  método  manual  se  vuelve  impracticable.  Por 
ejemplo,  hay  más  de  220=  I  048  576  filas  en  la  labia  de  verdad  de  una  proposición  de  veinte 
variables.  Claramente,  se  necesita  la  ayuda  de  un  ordenador  si  queremos  determinar  de  esta 
forma  si  la  fórmula  de  20  variables  es  tina  tautología.  Pero  cuando  hay  mil  variables,  ¿puede 
un  ordenador  determinar  en  un  plazo  de  tiempo  razonable  si  una  fórmula  es  una  tautología? 
Revisar  cada  una  de  las  2im  (un  número  con  más  de  trescientas  cifras)  combinaciones  de  va¬ 
lores  de  verdad  no  puede  hacerse  en  un  ordenador  ni  en  billones  de  años.  Además,  no  se  co¬ 
noce  ningún  otro  procedimiento  que  pueda  seguir  un  ordenador  para  determinar  en  un  plazo 
razonable  de  tiempo  si  una  fórmula  con  un  número  tan  grande  de  variables  es  una  tautología. 
Contestaremos  u  preguntas  como  éstas  en  d  Capítulo  2.  cuando  estudiemos  la  complejidad  de 
algoritmos* 


ADA  .ATM  ST  A,  CONDESA  DE  I J )VEI  \i 'E  ( ISIS- 1852)  Ada  Augusta  lúe  la  única  hija  del  matrimonio  del  famoso 
poeta  Lord  Byran  y  Annabella  Millbanke.  los  cuales  se  separaron  cuando  Ada  tenía  un  mes.  La  crió  su  madre,  que  potenció 
su  talento  intelectual.  Fue  educada  por  los  matemáticos  William  Frend  y  Augustas  de  Morgan.  En  1838  se  caso  con  Lord 
King,  iTiiis  larde  nombrado  conde  de  Luvehcc. 

Ada  Augusta  continuó  sus  estudios  de  matemáticas  tras  su  matrimonio,  ayudando  a  Charles  Babbage  en  so  trabajo 
sobre  una  de  las  primeras  máquinas  calculadoras,  llamada  la  maquina  analítica.  En  sus  escritos  se  encuentra  Ea  más 
completa  descripción  de  esta  máquina.  Tras  1 84?.  ella  y  Babbage  trabajaron  juntqp  en  el  desarrollo  de  un  sistema  para  pre¬ 
decir  carreras  de  caballos.  Lamentablemente,  su  sistema  no  funcionó  bien,  dejando  a  Ada  importantes  deudas  hasta  su 
muerte.  E3  lenguaje  de  programación  Ada  se  nombró  asi  en  honor  a  la  condesa  de  L  ove  lace 


24  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Problemas 


1.  Utiliza  tablas  de  verdad  para  verificar  las  siguientes 
equivalencias* 

a)  p  a  V  =  p  b)  p  vF  =p 

ci  p  aFsF  ci)  p  v  V  sV 

e)  />  v.p  =  p  f)  p  a  /?  =  p 

2.  Demuestra  que  y  p  son  lógicamente  equiva¬ 

lentes, 

3 .  L Js ;  i 1;  ibl  as  de  ve  rth  d  pa  ra  v  eri  1  i  c  ar  1  as  le  ye  s  coran  ti  tat  ivas. 

a)  pvq^qvp 

b)  p Aq  =  q a p 

4.  Utiliza  tablas  de  verdad  para  verificar  las  leyes  asocia 
tivas* 

a)  ip  ví/)  v  r^p  v  (¿/  v  r) 
bl  (p  ac/)a/-e^  a  (q  a  r) 

5.  lisa  una  labia  de  verdad  para  verificar  In  ley  distributiva, 
P  a  {q  v  rl  =  (p  a  í/)  v  (p  a  r ) 

6.  Usa  una  tabla  de  verdad  para  verificar  la  equivalencia. 

-'{p  a  q)  =  v  ->í/ 

7.  Demuestra,  empleando  tablas  de  verdad,  que  cada  una 
de  estas  implicaciones  es  una  tautología. 

a)  (pA</!~*p  b}  p-»(pvf) 
el  -»/>  -*q)  d)  ip  a  ¿f)  -4  (p  -> 

el  -*(p  — *  t/}  -4  p  f)  ^tp  -v  p) 

8.  Demuestra,  empleando  tablas  de  verdad,  que  cada  una 
de  estas  implicaciones  es  una  Tautología. 

a)  hp  a  <p  v  q)]  — ►  q 

bl  [(p  -*  q)  a  (  q  -4  r )]  -4  {p  -4  r) 

c)  [p  A{p“>(7)]-4  <jf 

d )  [(p  v  í/)  a  (p  -4  r)  a  (q  -4  r)l  -4  r 

9.  Demuestra,  sin  utilizar  tablas  de  verdad,  que  cada  una 
de  las  implicaciones  del  Problema  7  es  una  tautología. 

Ib.  Demuestra,  sin  utilizar  tablas  de  verdad,  que  cada  una 
de  las  implicaciones  del  Problema  8  es  una  tautología. 


11.  Usa  las  tablas  de  verdad  para  verificar  las  leyes  de  ab¬ 
sorción. 

a)  p  V  (p  A  q)  sp  h  I  p  a  (p  v  ¿y)  ¿  p 

12.  Determina  si  (-y?  a  (p  -4  <y))  — >  es  o  no  una  tauto¬ 

logía. 

13.  Determina  si  a  (p  -4  í/>)  — >  -*p  es  o  no  una  tauto¬ 
logía. 

14.  Demuestra  que  p  *-+  q  y  (p  a  </)  v  f-ip  a  -»*/)  son  equiva¬ 
lentes. 

15.  Demuestra  que  {p  -4  q)  — >  r  y  p  — >  (</  — >  r)  no  son 
equivalentes. 

16.  Demuestra  que  p  ->  p  y  -y/  — >  -y?  son  lógicamente  equi¬ 
valentes, 

17.  Demuestra  que  -p  <4  q  y  p  44  son  lógicamente  equi  ¬ 
valentes, 

18.  Demuestra  que  ^(p  0  p)  y  p  ^4  q  son  lógicamente  equi¬ 
valentes, 

19.  Demuestra  que  ~i(p  44  p)  y  p  ^4  p  son  lógicamente  equi¬ 
valentes, 

26.  Demuestra  que  (p  -4  p)  a  {p  -4  r)  y  p  -4  íp  a  r)  son  lo- 
gicamentc  equivalentes. 

21.  Demuestra  que  (p  -4  r )  a  (p  -4  ?  )  y  tp  v  p)  >  /■  son  ló¬ 
gicamente  equivalentes. 

22.  Demuestra  que  (y»  -4  p)  v  tp  — >  rj  y  p  — >  (p  v  r)  son  tó~ 
gicamenie  equivalentes, 

23.  Demuestra  que  (p  -4  r)  v  (p  -4  r)  y  \p  a  p)  — >  r  son  ló¬ 
gicamente  equivalentes. 

24.  Demuestra  que  ”>p  -4  (p  -4  r)  y  p  -4  (p  v  r)  son  lógica¬ 
mente  equivalentes. 

25.  Demuestra  que  p  44  q  y  ip  -4  q)  a  (p  — >  p)  son  lógica¬ 
mente  equivalentes, 

26.  Demuestra  que  p  44  p  y  ->p  44  ^p  son  lógicamente 
equivalentes.! 


fcrtíam 


HEN  k  V  M  A  ERICE  Sil  KFEER  ( 1883-1964)  Henr>'  Mauncc  Sheífer,  nacido  al  oeste  de  Ucrania  de  padres  judíos,  emi¬ 
gró  a  Uslados  Unidos  en  ÍK92  con  sus  padres  y  hermanos.  Estudió  en  la  Boston  Lnlin  School  antes  de  entrar  en  Harvard,  don 
de  completó  su  licenciatura  en  1 905,  su  tesis  de  maestría  en  1907  y  su  doctorado  en  filosofía  en  1908.  Tras  mantener  un  pues¬ 
to  postdoctora]  en  Harvard,  Hemy  viajó  a  Europa  con  una  beca,  Al  volverá  Estados  Unidos,  se  convirtió  en  un  nómada 
académico,  estando  un  año  en  cada  una  de  estas  Universidades:  Washington.  Comell,  Minnesota.  Missouri  y  el  City  College 
de  Nueva  York  En  1916  volvió  a  Harvard  como  profesor  titular  del  departamento  de  filosofía.  Permaneció  en  Harvard 
hasta  que  se  retiró  en  1952. 

En  191  3  introdujo  lo  que  se  conoce  Lomo  la  abarra  de  Shdler-  ten  inglés,  thc  Síicffer  stroke),  que  se  dio  a  conocer 
en  la  edición  de  1925  de  los  Principia  Mathrmatkn  de  Whitehead  y  RusscM.  En  esta  misma  edición,  Russell  escribió  que 
Sheffer  había  inventado  un  polenie  método  que  podría  ser  usado  para  simplificar  los  Principia.  Debido  a  este  comentario, 
Shcfféff  se  convirtió  en  un  misterio  para  los  lógicos,  especialmente  porque  Shcffef.  que  publicó  píxai  a  lo  largo  de  su  ca¬ 
rrera,  nunca  publicó  los  detalles  de  su  método.  Sólo  lo  describió  en  notas  de  reducido  alcance  y  en  un  breve  resumen  que 
publicó, 

Shetfcr  fue  un  profesor  ton  una  gran  dedicación  a  la  doccnuii  de  la  lógica  matemática.  Le  gustaban  las  clases  jo¬ 
quenas  y  detestaba  a  los  alumnos  oyentes.  Cuando  aparecían  extraños  en  su  clase,  ordenaba  que  se  marchasen,  aunque  fue¬ 
sen  colegas  o  visitantes  distinguidos  de  Harvard.  Sheffcr  casi  no  ]  legaba  al  metro  cincuenta  de  altura;  se  bacía  notar  por  su 
ingenio  y  vigor,  así  como  por  su  nerviosismo  e  irritabilidad.  Aunque  muy  querido,  era  bastante  solitario.  Se  hizo  famoso 
por  una  ocurrencia  que  dijo  cuando  se  retiró;  -  Los  viejos  profesores  nunca  mueren,  simplemente  se  vuelven  eméritos». 
Shefler  acuñé  el  término  de  ^álgebra  de  Boóle»  (lema  del  Capítulo  10  de  este  texto}.  Estuvo  casado  durante  un  corto  es¬ 
pacio  de  tiempo  y  vivió  durante  la  mayor  parte  de  su  (Etimo  periodo  en  pequeñas  habitaciones  de  un  hotel  llenas  de  sus  li¬ 
bros  de  lógica  y  un  vasto  archivo  de  trocí  tos  de  papel  que  usaba  para  escribir  sus  ideas.  Lamentablemente,  Sheffer  sufrió 
depresión  severa  durante  las  dos  últimas  décadas  de  su  vida. 
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27.  Demuestra  que  ->(p  w  q)  y  p  <->  ^q  son  lógicamente 
equivalentes, 

2#.  Demuestra  que  ip  v  q)  a  {-^p  v  r)  — >  (q  v  r)  es  una  tau¬ 
tología. 

29.  Demuestra  que  ip  -*  q)  a  (q  ->  r)  — >  {/?  — >  r)  es  una 
tautología. 

La  proposición  dual  de  una  fórmula  que  contiene  sólo  los 
operadores  lógicos  y.  a  y  ->  es  la  proposición  que  se  obtiene  al 
sustituir  cada  v  por  a,  cada  a  por  v,  cada  V  por  F  y  cada  F 
por  V,  La  dual  de  la  proposición  s  se  denota  como  s\ 

30,  Halla  la  proposición  dual  de  cada  una  de  estas  proposi¬ 
ciones, 

a)  pA-v/A-v  h)  (pAqAr)vs 

c)  {p  V  F)  a  (q  v  Y  ) 

31-  Demuestra  que  (/  J*  ™  s 

32.  Demuestra  que  las  equivalencias  lógicas  de  la  Tabla  5, 
excepto  la  ley  de  la  doble  negación,  se  pueden  agrupar 
en  pares  de  proposiciones  duales, 

** 33 *  ¿Por  qué  las  duales  de  dos  fórmulas  equivalentes  que 
contienen  sólo  los  operadores  a.  v  y  -i  son  también 
equivalentes? 

34,  Encuentra  una  fórmula  en  función  de  las  proposicio¬ 
nes  p,  q  y  r  que  sea  verdadera  cuando  p  y  q  sean  verda¬ 
deras  y  r  sea  falsa,  peno  que  sea  falsa  en  cualquier  otro 
caso,  {indicación:  Usa  la  conjunción  de  cada  proposi¬ 
ción  o  su  negación), 

35,  Encuentra  una  fórmula  en  í 'unción  Je  las  proposicio¬ 
nes  p.  q  y  r  que  sea  verdadera  cuando  exactamente  dos 
de  las  proposiciones  p ,  q  y  r  sean  verdaderas  y  falsas  en 
cualquier  otro  caso.  (Indicación:  Forma  una  disyunción 
de  conjunciones.  Incluye  una  conjunción  para  cada 
combinación  de  valeres  para  los  cuales  la  proposición 
sea  verdadera.  Cada  conjunción  debería  incluir  cada 
una  de  las  tres  proposiciones  o  sus  negaciones). 

36.  Supon  que  se  especifica  una  tabla  de  verdad  de  n  varia¬ 
bles.  Demuestra  que  una  formula  con  esta  tabla  de  ver 
dad  se  puede  formar  haciendo  la  disyunción  de  las  con¬ 
junciones  de  las  variables  o  su^  negaciones,  incluyendo 
una  conjunción  por  cada  combinación  de  valores  para 
los  que  la  fórmula  sea  verdadera.  La  fórmula  resultante 
se  dice  que  está  en  forma  normal  disyuntiva. 

Una  colección  de  conectivos  lógicos  se  llama  funcional  mente 
completa  si  cada  una  de  las  fórmulas  es  lógicamente  equiva¬ 
lente  a  una  fórmula  que  es  función  sólo  de  estos  conectivos  ló¬ 
gicos. 

37.  Demuestra  que  a  y  v  forman  una  colección  fun¬ 
cionalmente  completa  de  conectivos  lógicos,  {indica¬ 
ción:  Usa  d  hecho  de  que  toda  proposición  es  lógica 
mente  equivalente  a  una  en  forma  normal  disyuntiva, 
como  se  muestra  en  el  Problema  36). 

*38.  Demuestra  que  ^  y  v  forman  una  colección  funcio- 
nalmente  completa  de  conectivos  lógicos.  | Indiccn  ión 
Usa  primero  las  leyes  de  De  Morgan  para  mostrar  que 
p  v  q  es  equivalente  a  -*(-p  a  ^q)]. 


*39.  Demuestra  que  ->  y  v  forman  una  colección  funcio- 
nátmeme  completa  de  conectivos  lógicos. 

Los  problemas  siguientes  están  relacionados  con  los  operadores 
lógicos  NANO  y  ÑOR.  La  proposición  p  NASD  q  es  verdadera 
cuando  p  o  í/h  o  ambas,  son  falsas,  y  es  falsa  cuando  tamo  p 
como  q  son  verdaderas.  La  proposición  p  ÑOR  q  es  verdadera 
cuando  tamo  p  como  q  son  falsas,  y  es  falsa  en  cualquier  otro 
caso.  Las  proposiciones  p  NANO  q  y  p  ÑOR  q  se  denotan  por 
p  |  q  y  p  1  q.  respectivamente.  (Los  operadores  |  y  i  se  llaman 
barra  de  Sheffer  y  flecha  de  IVirce  por  H  VL  Sheffer  y 
C  S,  Pétreo,  respectivamente). 

40.  Construye  una  tabla  de  verdad  para  d  operador  lógico 
NANO. 

41.  Demuestra  que  p  |  q  es  lógicamente  equivalente  a 
^ipAqi 

42.  Construye  la  tabla  de  verdad  del  operador  Lógico  ÑOR . 
43-  Demuestra  que  p  i  q  es  lógicamente  equivalente  a 

^ipvql 

44,  En  este  problema  mostraremos  que  (  i  j  es  una  colec¬ 
ción  funcional  mente  completa  de  operadores  lógicos. 

a)  Demuestra  que  p  i  q  es  lógicamente  equivalente  a  -*p. 

b)  Demuestra  que  ( p  i  q)  ¿  ip  i  q)  es  lógicamente 
equivalente  a p  v  q, 

c)  Concluye  de  las  parles  (a)  y  ib)  y  d  Problema  39 
que  |  i  )  es  una  colección  funcionalmeme  completa 
de  operadores  lógicos. 

*45.  Encuentra  una  proposición  equivalente  a  />—*</  usando 
sólo  el  operador  lógico  i. 

46.  Demuestra  que  1  |  ¡  es  una  colección  fuñe  tonal  mente 
completa  de  operadores  lógicos. 

47.  Demuestra  que  p\q  y  q\  p  son  equivalentes. 

48.  Demuestra  que  p  \  (q  \  r)  y  (p  1  q ) )  r  no  son  equivalentes, 
por  Jo  que  el  operador  lógico  |  no  es  asociativo. 

*49,  ¿Cuantas  tablas  de  verdad  diferentes  de  fórmulas  que 
relacionen  las  proposiciones  p  y  q  existen? 

50.  Demuestra  que  si  p.  q  y  r  son  fórmulas  tales  que  p  y  q 
son  lógicamente  equivalentes  y  que  q  y  r  son  lógica¬ 
mente  equivalentes,  entonces  p  y  r  son  lógicamente 
equivalentes, 

5 1 .  La  siguíen te  frase  se  ha  loro ad o  de  u n a  e s pe c i  fi c ac i ón 
de  un  sistema  de  telefonía;  «Si  Ea  base  de  datos  del  di¬ 
rectorio  está  abierta,  d  monitor  se  pone  en  estado 
cerrado  si  d  sistema  no  eslS  en  estado  inicial».  La  es- 
pecificación  es  complit  adaLtc  entender,  pues  involucra 
dos  implicaciones.  Encuenfra  una  especificación  cqui- 
va lente,  más  fácil  de  entender,  que  incluya  disyunciones 
o  negaciones,  pero  no  implicaciones. 

52.  ¿De  cuántas  formas  las  disyunciones  p  v  -v/,  ->pvq, 
q  v  /%  q  v  -»r.  ~q  v  -»r  se  pueden  hacer  verdaderas  si¬ 
multáneamente  mediante  la  asignación  de  valores  de 
verdad  a  p,  q  y  r? 

53.  ¿De  cuántas  formas  las  disyunciones  p  v  -q  v  .c,  -y>  v  -r 
y  st  -pv-r  v  -*$,  v  q  v  -i s,  q  vr V  ^st  q  v 

y>  v  ^q  v  -ts,  p  v  r  v  st  p  v/  v  -*s  se  pueden  hacer  ver¬ 
daderas  simultáneamente  mediante  la  asignación  de  va¬ 
lores  de  verdad  a  p,  q.  r  y  .v? 
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Se  dice  que  una  fórmula  es  satisfáriblc  si  existe  al 
gima  asignación  de  valores  de  verdad  para  las  va¬ 
riables  de  la  proposición  que  la  hacen  verdadera. 

54-  ¿Cuáles  de  estas  fórmulas  son  salisfueibles? 

a)  (p  v  q  v  ^r)  a  (p  v  v  a 
(pvTV uj)  A  (~p  v  1/  v is)  A  (p  v q  v ->5) 

b)  (->/?  v  -*<7  vr)A(^Ví/  v  “*£)  a  (p  v 
-*q  v  15)  a  (-1/7  v  ir  v  it)  a  (p  v  f/  v  if)  a 

(/?VT  VIS) 


C)  </>  V(/V  r)  A  (p  v  1/  V  IV )  A  V  ir  v  5) 
A  (-7*  vr  V  5)  A  (-■/)  V  £/  V  iv)  A  {px?  1/ 

V ir)  A {-y>  v  1/  v  5)  a  (-y  v  ir  vis) 
55,  Explica  cómo  puede  usarse  un  algoritmo 
que  determine  si  una  fórmula  es  o  no  sari s- 
f adble  para  determinar  si  una  fórmula  es  o 
no  una  tautología,  (Indicación:  Considera 
-7?,  donde  p  es  la  proposición  que  se  exa¬ 
mina). 


1.3  Pi  •cdicados  y  cuan  tifie  adores 


INTRODUCCIÓN 

A  menudo,  en  matemáticas  y  programas  de  ordenador  se  encuentran  enunciados  en  los  que  se  in¬ 
cluyen  variables,  como 

«,v  >  3»,  «x  =  y  +  3»  y  «x  +  y  =  z». 

Estos  enunciados  no  son  ni  verdaderos  ni  falsos  si  no  se  especifican  los  valores  de  las  variables, 
Fn  esta  sección  discutiremos  las  maneras  en  que  las  proposiciones  pueden  producir  tales  enun¬ 
ciados. 

El  enunciado  «x  es  mayor  que  3»  tiene  dos  partes.  La  primera  parte,  la  variable  \\  es  el  suje¬ 
to  del  enunciado.  La  segunda  pane  — el  predicado,  «es  mayor  que  3» —  hace  referencia  a  una  pro¬ 
piedad  que  puede  tener  el  sujeto.  Podemos  denotar  el  enunciado  «a  es  mayor  que  3»  por  P{x\  don¬ 
de  P  denota  el  predicado  «es  mayor  que  3»  y  1  es  la  variable.  La  sentencia  P(x)  se  dice  también 
que  es  el  valor  de  la  función  proposición  a!  P  en  x,  Una  vez  que  se  le  haya  asignado  un  valor  a  la 
variable  xt  la  sentencia  P(x)  se  convierte  en  una  proposición  y  tiene  un  valor  de  verdad.  Conside¬ 
ra  el  Ejemplo  1 , 

EJEMPLO  1  FU)  denota  el  enunciado  «x  >  3».  ¿Cuáles  son  tos  valores  de  verdad  de  F(4)  y  P(2)? 

Solución:  Obtenemos  la  sentencia  P{4)  haciendo  \  =  4  en  e!  enunciado  «_r  >  3»,  Por  tanto,  F(4), 
que  es  el  enunciado  «4  >  3»,  es  verdadero.  Sin  embargo,  P(2),  el  enunciado  «2  >  3»,  es  falso. 

Podemos  también  tener  sentencias  que  incluyan  más  de  una  variable.  Por  ejemplo,  considera  el 
enunciado  «x  =  y  +  3»,  Podemos  denotar  esta  sentencia  por  Q(x,  y),  donde x  e  y  son  variables  y  Q  es 
el  predicado.  Cuando  se  asignan  valores  a  ve  y,  la  sentencia  Q(.\\  y)  tiene  una  tabla  de  verdad. 

EJEMPLO  2  Oí  r  .  y)  denota  el  enunciado  «x  =  y  +  ¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  de  las  proposiciones 
Q(  L  2)  y  Q{X  0)? 

Solución:  Para  obtener  Q(  1 , 2)  hacemos  .1  =  1  e  y  =  2  en  la  sentencia  Q(.  1,  y).  Por  tanto,  Q\  1,  2)  es 
el  enunciado  «1  =  2  +  3»?  que  es  falso,  La  semencia  (9(3. 0)  es  el  enunciado  «3  =  ü  +  3»,  que  es 
verdadera.  ^ 

De  forma  similar,  podemos  denotar  como  R(x,  y,  z  )  el  enunciado  «x  +  y  ~  z».  Cuando  se  asig¬ 
nen  valores  a  las  variables  x,  y  y  z,  esta  sentencia  tendrá  una  tabla  de  verdad. 

EJEMPLO  3  ¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  de  las  proposiciones  Jf(  L  2, 3)  y  R( 0.  0.  I )? 

Solución:  La  proposición  R{  1.2,  3)  se  obtiene  haciendo  x  =  1,  y  =  2  y  z  =  3  en  la  sentencia  R (x.  y,  z). 
Vemos  que  AVL  2,  3)  es  el  enunciado  «1  +  2  =  3».  que  es  verdadero.  También  se  ve  que  7?(ü,  0.  1 ), 
el  enunciado  «0  +  0  =  í es  falso.  ^ 
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EJEMPLO  4 


Evahiadén 


En  general,  una  sentencia  que  incluye  las  n  variables  a,,  a  „  ....  y  se  puede  denotar  como 

P(xvxr...,xJ. 

Una  sentencia  de  la  forma  PUr  v . .  xj  es  el  valor  de  la  fundón  proposicional  P  en  la 

«'tupia  (xv  xr  *.*,  j^)*  P  se  llama  también  un  predicado. 

Como  muestra  el  Ejemplo  4V  las  fundones  preposicionales  se  usan  en  programas  de  ordenador* 

Considera  la  sentencia 

ifjr  >0  liten  x  :=  \  +  I. 

Cuantió  el  programa  llega  a  esta  linea,  el  valor  de  la  variable  .t  en  este  punto  de  la  ejecución  se  in¬ 
serta  en  P{x)f  que  es  «_v>  0».  Si  P{.\)  es  verdadera  para  este  valor  de  a,  la  sentencia  de  asignación 
a  :  =  x  +  1  se  ejecuta,  por  lo  que  el  valor  de  v  se  incrementa  en  1 .  Si  P(x)  es  falsa  para  este  valor  de 
a\  la  sentencia  de  asignación  no  se  ejecuta,  por  lo  que  el  valor  de  x  no  cambia.  <4 


CUANTIFICADORES 


Cuando  a  todas  las  variables  de  una  función  proposiuonal  se  le  han  asignado  valores,  la  sentencia 
resultante  se  convierte  en  una  proposición  con  un  cierto  valor  de  verdad.  No  obstante*  hay  otra  for¬ 
ma  importante,  llamada  cuantifkacióm  de  crear  una  proposición  a  partir  de  una  función  prepo¬ 
sicional .  Se  discutirán  en  este  apartado  dos  tipos  de  cuanlificaciún,  a  saber*  euantífieaeión  universal 
y  cuanlificación  existencial.  El  área  de  la  lógica  que  trata  con  predicados  y  cuantificadores  se  lla¬ 
ma  cálculo  de  predicados  o  lógica  de  primer  orden. 

EL  CUANTIEICADOK  UNIVERSAL  Muchas  sentencias  matemáticas  imponen  que  una 
propiedad  es  verdadera  para  todos  los  valores  de  una  variable  en  un  dominio  particular,  llamado  el 
universo  de  discurso  o  dominio  Tales  sentencias  se  expresan  utilizando  un  cuanlifioador  uni¬ 
versal.  La  cuanUllcación  universal  de  una  función  proposicional  es  la  proposición  que  afirma  que 
P(x)  es  verdadera  para  lodos  los  valores  dea  en  el  dominio*  El  dominio  especifica  tos  posibles  va¬ 
lores  de  la  variable  x. 


CHARLES  SANDKRS  REÍRTE  f 1839-1914)  Muchos  consideran  u  Charles  Pdrce  el  intelecto  mas  versátil  >  original 
de  Estados  Unidos.  Nació  en  Cambridge.  MassachnseUs,  Su  padre*  Benjamín  Peiree*  era  profesor  de  matemáticas  y  filo¬ 
sofía  natural  en  Harvard.  Peiree  estudió  en  Harvard  l  í  855  18591.  graduándose  en  leiras  en  esta  Universidad  y  en  química 
en  la  Lawrence  Saeníifíc  School  (1863)*  Su  padre  k  animó  a  seguir  una  carrera  en  ciencias,  pero  él  eligió  estudiar  lógica 
y  metodología  científica. 

Un  1861 P  Peiree  se  hizo  ayudante  del  Servicio  de  Guardacostas  de  Estados  Unidos,  con  el  objetivo  de  entender  me¬ 
jor  la  metodología  científica  Este  trabajo  le  eximió  dd  servicio  militar  durante  \a  guerra  civil.  Mientras  trabajaba  para  la 
Guardia  Costera,  Peiree  desarrolló  trabajos  sobre  astronomía  y  geodesia.  Hizo  contribuciones  esenciales  al  diseño  de  pén¬ 
dulos  y  proyecciones  de  mapas*  aplicando  nuevos  desarrollos  matemáticos  en  la  teoría  de  funciones  elípticas.  Fue  la  pri¬ 
mera  persona  en  utilizar  la  longitud  de  onda  de  la  iuz  como  unidad  de  medida,  Peiree  ascendió  a  asistente  del  Serv  icio  de 
Guardacostas,  un  puesto  que  mantuvo  hasta  que  fue  obligado  a  renunciar  en  1 89 1 *  cuando  mostró  su  desacuerdo  con  la  di¬ 
rección  que  es  i  aba  lomando  la  nueva  adnti  ni  si  ración  de  Guardacostas.  j 

Aunque  dedicó  su  ^  ida  a  las  ciencias  físicas,  Peiree  desarrolló  una  jerarquía  de  las  ciencias,  con  lis  matemáticas  en 
lapide  más  alia.  Los  métodos  de  una  ciencia  se  podían  adaptar  para  su  uso  en  otras  simadas  por  debajo  eli  la  jerarquía,  fue 
también  el  fundador  de  la  teoría  filosófica  americana  dd  pragmatismo*  J 

El  tínico  puesto  académico  que  ocupó  fue  de  profesor  de  lógica  en  la  l  niversidad  Jofuis  Hopkins*  en  Baltimore*  de 
1879  a  J884.  Su  trabajó  matemático  durante  aquel  tiempo  incluyó  contribuciones  a  la  lógica*  a  la  teoría  de  conjuntos*  al  ál¬ 
gebra  abstracta  y  a  la  filosofía  de  las  matemáticas*  .Su  trabajo  es  todavía  relevante  hoy  día.  Parte  de  su  trabajo  en  lógica  se 
ha  aplicado  en  inteligencia  artificial.  Peiree  creía  que  d  estudio  de  las  malemáhcas  podía  desarrollar  capacidades  de  la  tríen¬ 
te  como  la  imaginación*  la  abstracción  y  la  generalización*  Entre  sus  diversas  actividades  tras  retirarse  ác  la  Guardia  Cos¬ 
tera  se  incluyen  el  escribir  en  periódicos  >  revistas,  contribuciones  en  diccionarios  eruditos,  traducción  de  artículos  cien¬ 
tíficos,  dar  Conferencias  invitadas  y  redactar  libros  de  texto.  Desgraciadamente,  lo  que  ganó  con  estas  actividades  no  fue 
suficiente  para  salvarle  a  él  y  a  su  segunda  esposa  de  una  miserable  pobreza.  Fue  mantenido  en  sus  últimos  años  por  im  fon¬ 
do  creado  por  sus  muchos  admiradores  y  administrado  por  el  filósofo  William  i  a  mes,  amigo  suyo  durante  toda  la  vida. 
Aunque  Peiree  escribió  y  publicó  mucho  en  un  amplio  abanico  de  campos,  dejó  mas  de  cien  mil  páginas  manuscritas  sin 
publicar,  Debido  a  la  dificultad  dd  estudio  de  su  trabajo  no  publicado*  los  investigadores  han  empezado  ahora  a  com¬ 
prender  alguna  de  sus  variadas  contribuciones.  Hay  un  grupo  dedicado  it  poner  su  trabajo  en  Internet  para  que  su  obra  sea 
mejor  apreciada  por  todo  el  mundo* 
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DEFINICIÓN  I 


EJEMPLO  5 

Ejemplos 

adtdowtks 


EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


EJEMPLO  8 


EJEMPLO  9 


. 

La  atantificación  universal  de  P(x)  es  ia  proposición 

«P(x)  es  verdadera  para  todos  los  valores  x  del  dominio». 


La  notación 
Va  P(x) 

denota  la  cuantiíicación  universal  de  P( a),  Aquí  llamaremos  al  símbolo  V  el  cuanlifícador  nni- 
versal.  La  proposición  Va  P(x)  se  lee  corno 

«para  todo  x  P{ a)»,  «para  cada  x  P(x)»  o  «para  cualquier x  P(x )». 

ilustraremos  el  uso  del  cuantiñcador  universal  en  los  Ejemplos  5-10. 

Sea  Pix)  el  enunciado  «a  +  1  >  a».  ¿Cuál  es  ei  valor  de  verdad  de  la  cuantiíicación  V.v  Pix).  don¬ 
de  el  dominio  consiste  en  todos  los  números  reales? 

Solución:  Como  P(x )  es  verdadera  para  lodo  número  real  v,  la  cuantificación 
VvPfx) 

es  verdadera  4 

Sea  0(  v)  d  enunciado  «v  <  2»*  ¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  la  cuan  tificac  ion  Vx0(a)t  donde  el 
dominio  consiste  en  todos  los  números  reales? 

Solución;  Q( a)  no  es  verdadera  para  todo  numen)  real  x.  Por  ejemplo,  0(3)  es  falsa.  Por  tanto, 
Va  0(y) 

cs  falsa  4 

Cuando  todos  los  elementos  del  dominio  se  pueden  enumerar  — escribiéndolos,  por  ejemplo, 
comoAp  a. . .v  -  >  se  sigue  que  la  cuanrificadón  universal  Va  P(x)  es  io  mismo  que  la  conjun¬ 

ción 

P(X})  A  P(X2)  A  *  *  *  A  P(Xn)t 

puesto  que  esta  conjunción  es  verdadera  si,  y  sólo  si.  P(xx\  P(x ....  Pix  }  son  todas  verdaderas. 

¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  V.v  P( x\  donde  P(x)  es  el  enunciado  «,r  <  10»  y  el  dominio  consiste 
en  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  4? 

Solución:  La  sentencia  Va  P(x)  cs  lo  mismo  que  la  conjunción 
P(Í)aP(2)aPO)aP(41 

puesto  que  el  dominio  consiste  en  los  enteros  L  2.  3  y  4.  Como  F(4),  la  sentencia  «4  -  <  10»,  es  fal¬ 
sa,  se  sigue  que  Va  Pía)  es  falsa  4 

¿Qué  significa  la  sentencia  Va  T(x)  si  T(x)  ex  el  enunciado  «x  tiene  un  padre  y  una  madre»  y  el  do¬ 
minio  consiste  en  toda  la  gente? 

Solución:  La  sentencia  V.v  P(  v)  significa  que  toda  persona  v  tiene  un  padre  y  una  madre.  La  sen¬ 
tencia  se  puede  expresaren  lenguaje  natural  como  «Toda  persona  tiene  dos  padres».  La  sentencia 
cs  verdadera  { excepto  para  seres  clonados,  si  los  hay).  4 

¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  Va  fr>  v)  si  d  dominio  consiste  en  todos  ios  números  reales  y  cuál 
es  el  valor  de  verdad  si  el  dominio  son  todos  los  enteros? 


Los  fundamentos:  lógica  y  demostración,  conjuntos  y  funciones  29 


EJEMPLO  11) 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  1 1 


Ejemplos 

udkicHiattó 


EJEMPLO  12 


Solución;  Ten  en  cuenta  que  r7  >  y  si,  y  sólo  si,  jp  v  =  x  (x-  ) }  >  0.  Consecuentemente,  r  >  _v  si, 
y  sólo  si,  a  <  0  o  a  >  1 ).  Se  sigue  que  Va  (r  >  \)  es  falsa  si  el  dominio  consiste  en  todos  los  números 
reales  (ya  que  la  desigualdad  es  falsa  para  los  números  reales  a  tales  que  0  <  x  <  I  )t  Sin  embargo,  si  el 
dominio  consiste  en  los  enteros  Va  (a2  >  x)  es  verdadera  por  no  haber  enteros  x  tales  que  0  <  v  <  1 ,  *4 

Para  mostrar  que  una  sentencia  de  la  forma  Va  P(x)  es  falsa,  donde  P(x)  es  una  función  pro- 
posicíonal,  sólo  necesitamos  encontrar  un  valor  de  a  dd  dominio  para  el  cual  P{x)  sea  falsa.  Este 
valor  de  x  se  llama  contraejemplo  de  la  sentencia  Va  P(x). 

Supon  que  P(x)  es  «xr  >  0».  Para  mostrar  que  la  sentencia  Va  P(x)  cs  falsa  cuando  el  dominio  sea 
todos  los  enteros,  daremos  un  contraejemplo.  Vemos  que  x  -  0  es  un  comracjeinplo,  ya  que  ,r  -  0 
cuando  x  =  0,  por  lo  que  no  es  mayor  que  0  cuando  a  =  0,  4 

Buscar  contraejemplos  de  sentencias  que  contienen  al  euantificador  universal  es  una  actividad 
importante  en  el  estudio  de  las  matemáticas,  como  veremos  en  las  secciones  siguientes. 

EL  CUANTIFICADOR  EXISTENCIA!,  Muchas  sentencias  matemáticas  afuman  que  hay  un 
elemento  con  una  cierta  propiedad.  Tales  semencias  se  expresan  mediante  euant  i  Picadores  exts~ 
tendales.  Con  un  euantificador  existencia  I  formamos  una  proposición  que  es  verdadera  si  y  sólo  si 
P(x)  es  verdadera  para  al  menos  un  valor  de  .v  en  el  dominio. 


La  cuantificación  existe  mi  al  dt  P(x)  es  la  proposición 

«Existe  un  elemento  a  en  el  dominio  tal  que  P(x)  cs  verdadera». 

Usamos  la  notación 
3a  P(x) 

para  la  cuantificación  existencia I  de  P{x).  L1  símbolo  3  se  denomina  cuan  tí  tica  dor  existencia!.  La 
cuantificación  existencia]  3x  P{x]  se  Ice  como 

«Hay  un  x  tal  que  FüK 
«Hay  a)  menos  un  ,v  tal  que  Fía)» 

o 

«Para  algún  a*  P(x) » , 

Ilustramos  el  uso  del  euantificador  existenciál  en  los  Ejemplos  l !- J  3* 

Sea  P{x)  el  enunciado  «a  >  3».  ¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  la  cuantificación  ELv  P{.\  l,  donde  el 
dominio  consiste  en  todos  ios  rutineros  reales? 


Solución:  Como  «a  >  3»  es  verdadero,  por  ejemplo,  para  1  =  4.  la  cuantificación  existenciál  de 
P(x)%  es  decir,  3a  Fí  a),  es  verdadera.  >4 


Sea  Q(x)  el  enunciado  «x  =  a  +  I  ¿Cuál  cs  el  valor  de  verdad  de  la  cuantificación  3a  Q(x),  dqn- 
de  el  dominio  consiste  en  todos  los  números  reales? 


Solución:  Como  Q{x)  es  falsn  para  lodo  número  rea!  r,  la  cuantificación  existenciál  de  Q{  vh  que 
es  3a  {?(a),  es  falsa.  «4 

Cuando  todos  los  elementos  del  dominio  se  pueden  enumerar,  escribiéndolos,  por  ejemplo, 
como  a,,  x,,  v,  la  cuantificación  existencia!  3a  Fía)  es  lo  mismo  que  la  disyunción 

P(xjvP(x2)v-->  vP(a), 

puesto  que  esta  disyunción  cs  verdadera  si.  y  sólo  si,  al  menos  uno  de  Pía,),  P(x2) . F(  v  )  es  ver¬ 

dadera. 


M I  \  I  alema  t  k  a  Ú  i  si  rria  y  s  api  ícaaOQÉS 


Tabla  i.  Cuantificadores, 

Sentencia 

¿Cuándo  es  verdadera? 

¿Cuándo  c s  falsa ? 

Va  P(x) 

3*  P(x) 

P(x)  es  verdadera  para  todo  v 

Hay  un  x  para  et  que  P{  x  1  es  verdadera 

Hay  un  x  para  el  que  P(x)  es  falsa 

P( a)  es  falsa  para  todo  a 

EJEMPLÍ )  1 3  ¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  3a  Pía),  donde  P(x)  es  el  enunciado  «a*2  >  10»  y  el  dominio  consiste 
en  los  cilleros  positivos  menores  o  iguales  que  4? 

Solución:  Como  et  dominio  es  f  1 , 2.  3. 4|.  la  proposición  3x  Pía)  es  lo  mismo  que  la  disyunción 
Píl  )  vP(2)  yP(3)vP(4), 

Como  P{4),  que  es  el  enunciado  «42  >  10»  es  verdadera,  se  sigue  que  3Lv  P(a)  es  verdadera.  ^ 

En  h  Tabla  l  se  resume  ei  significado  de  los  cuan  ti  Tic  adores  universales  y  cxistenciales* 

Cuando  se  quiere  determinar  el  valor  de  verdad  de  una  cuantificación,  a  veces  es  útil  realizar 
una  búsqueda  sobre  todos  los  posibles  valores  de  i  dominio.  Supongamos  que  hay  n  objetos  en  el 
dominio  de  la  variable  x.  Para  determinar  si  Va  Pía  )  es  verdadera,  podemos  barrer  los  n  valores  de 
a  y  ver  si  P{x)  es  verdadera  para  todos  dios.  Si  encontramos  un  valor  de  x  para  d  cual  P(x)  es  fal¬ 
sa,  habremos  demostrado  que  Va  P(a)  es  falsa.  En  caso  contrario,  V.v  P(x)  es  verdadera.  Para  ver 
si  3a  P(a)  es  verdadera,  barremos  los posibles  de  x  buscando  algún  valor  pura  d  cual  Pía)  sea 
verdadera.  Si  encontramos  uno*  entonces  3aP(a)  es  verdadera*  Sí  no  encontramos  tal  valor  de  v, 
habremos  determinado  que  3a P(a)  es  falsa.  (Observa  que  este  procedimiento  de  búsqueda  no  pue¬ 
de  ser  aplicado  si  d  dominio  se  compone  de  infinitos  elementos.  Aun  asi,  sigue  siendo  una  forma 
útil  de  trabajar  con  cuantificadores). 


VARIABLES  LIGADAS 


Cuando  un  cuantificador  se  usa  sobre  la  variable  x  o  cuando  asignamos  un  valor  a  esta  variable, 
decimos  que  la  variable  aparece  ligada.  Una  variable  que  no  aparece  ligada  por  un  cuantificador 
o  fijada  a  un  valor  particular,  se  dice  que  es  libre.  Todas  las  variables  que  aparecen  en  una  fun¬ 
ción  proposicional  deben  ser  ligadas  para  convertirla  en  proposición*  Esto  se  puede  hacer  utili¬ 
zando  una  combinación  de  cuantificadores  universales*  cuantificadores  existenciales  y  asignación 
de  valores. 

La  parte  de  una  expresión  lógica  a  la  cual  se  aplica  el  cuantificador  se  llama  ámbito  de  este 
cuantificador.  Consecuentemente,  una  variable  es  libre  si  está  fuera  del  ámbito  de  todos  los  cuati- 
tificadores  en  la  fórmula, 

EJEMPI  .0  14  En  la  sentencia  3x  Q(x,  y),  la  variable  v  está  ligada  por  el  cuantificador  existencia!  3a.  pero  la  va¬ 
riable  y  es  libre  porque  no  está  ligada  a  un  cuantificador  y  no  se  le  asigna  valor  alguno  a  esta  va¬ 
riable* 

En  la  sentencia  3a  (Pía)  a  Qix))  v  Va  Pía)  todas  las  variables  están  ligadas.  El  ámbito  del  pri 
mcr  cuantificador*  3a*  es  la  expresión  P(v)  a  (J(a)  porque  3x  se  aplica  sólo  a  Pía)  a  Q{ a)  y  no  al 
resto  de  la  sentencia*  De  forma  similar,  el  ámbito  del  segundo  cuantificador  Va*  es  la  expresión 
Pía).  Es  decir,  el  cuantificador  existencia!  liga  la  variable  a  en  Pía)  a  Q(x)  y  el  cuantificador  uni¬ 
versal  V.v  liga  la  variable  x  en  Pía).  Observa  que  podíamos  haber  escrito  nuestra  sentencia  usando 
dos  variables  diferentes  x  e  v  como  3x  (P(x)  a  0(x))  v  Vv  Pfy),  porque  los  ámbitos  de  ios  dos  cuan- 
t  i  fie  adores  no  se  solapan.  El  lector  deberia  prestar  atención  cuando  se  utilice  la  misma  letra  para  re 
presentar  variables  ligadas  por  diferentes  cuantificadores  con  ámbitos  que  no  se  solapan*  M 
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NEGACIONES 


A  menudo  hace  falta  considerar  la  negación  de  una  expresión  cuamificada.  Por  ejemplo,  consi¬ 
deremos  la  negación  del  enunciado 

«Todos  los  estudiantes  de  la  clase  han  cursado  una  asignatura  de  cálculo». 

Esta  sentencia  es  una  cuantincación  universal  de  la  forma 
V  r  P(x), 

donde  P(x)  es  la  sentencia  «a  ha  cursado  una  asignatura  de  cálculo».  La  negación  de  esta  sen¬ 
tencia  es  «No  se  cumple  que  todos  los  estudiantes  de  la  dase  hayan  cursado  una  asignatura  de 
cálcalo».  Esto  es  equivalente  a  «Hay  al  menos  un  estudiante  en  la  clase  que  no  ha  cursado  una 
asignatura  de  cálculo».  Y  esto  es  simplemente  la  cuantificación  existencia!  de  la  negación  de  la 
función  proposición  al  original,  es  decir, 

3x  -i P(x), 

Este  ejemplo  ilustra  la  siguiente  equivalencia 
-»Vjc  P(x)  =  lv  -*Pu). 

Supongamos  que  queremos  negar  una  cuantincación  existencia!.  Por  ejemplo,  considera  la 
proposición  «Hay  un  estudiante  en  la  dase  que  ha  cursado  una  asignatura  de  cálculo».  Ésta  es  una 
cuantificación  existencia! 

3 xQ(x), 

donde  Qi  \)  es  el  predicado  « i  ha  cursado  una  asignatura  de  cálculo».  La  negación  de  esta  sen¬ 
tencia  es  la  proposición  «No  se  cumple  que  haya  un  estudiante  en  la  dase  que  haya  cursado  una 
asignatura  de  cálculo».  Esto  es  equivalente  a  «Ninguno  de  los  estudiantes  de  la  dase  ha  cursado 
una  asignatura  de  cálculo»,  que  justamente  la  cuantificación  universal  de  ia  negación  de  la  fun¬ 
ción  propostdonal  original.  Sería  equivalente,  en  lenguaje  poco  común,  a  «Para  todo  estudiante  se 
cumple  que  no  ha  cursado  un  curso  de  cálculo»,  o  expresado  con  cuaniiíicadores. 

Este  ejemplo  ilustra  la  equivalencia 
-3a  Q{x)  s  Va  ~^Q{ a ) 

Las  negaciones  de  cuannfícadores  se  resumen  en  la  Tabla  2. 

Observación:  Cuando  el  dominio  de  un  predicado  P{ _v)  consiste  en  n  elementos,  donde  n  es  un 
entero  positivo,  las  reglas  de  la  negación  de  sentencias  cuantifieadas  son  exactamente  las  mismas 
que  la  leyes  de  De  Morgan  descritas  en  la  Sección  1 .2.  Esto  es  así  porque  “Va  P(.\)  es  lo  mismo 
que  ^{P(  \ j)  a  P(a\)  a  •-  ■  a  P(xo)),  equivalente  a  ^P{  v, )  v  -»Pú\)  v  *  ■  *  v  por  las  leyes  de 

De  Morgan,  Esto  es  lo  mismo  que  3x  ^P{x).  De  forma  análoga,  -3x  Pía)  es  lo  mismo  que 
-í(P(a.)  v  P(  a\  W  •  v  P(  \  )),  equivalente  a  ”>P(X|)  A  ^Pía\)  a  ■■  ■  a  -|P{Ar)  por  las  leyes  de  De 
Morgan,  lo  que  equivale  a  Va  ^Pía), 

Ilustramos  la  negación  de  las  sentencias  euanli lleudas  en  los  Ejemplos  15  y  Ió. 


Tabla  2.  Negación  de  cuantificadores. 

Negación 

Fórmala  equivalente 

¿Cuantió  es  verdadera  la  negación? 

¿Cuándo  és  falsa? 

-3*  P(x) 

Va  ~*P(x) 

Para  cada  a,  Pt\ )  es  tal  su 

1  lay  un  x  para  el  que  P(x) 
es  verdadera 

-Va  P(x) 

3x  ->P( a) 

Hay  un  i  para  el  que  P(x)  es  falsa 

P( A)  es  verdadera  para 
cada  x 

32  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


EJEMPLO  15 
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EJEMPLO  16 


EJEMPLO  17 


Ejemplos 

sitfkíin»:ihs 


¿Cuáles  son  las  negaciones  de  los  enunciados  «Hay  un  político  honesto»  y  «Todos  los  estado¬ 
unidenses  comen  hamburguesas»? 

Solución:  Denotemos  como  H{\)  a  «a  es  honesto».  La  sentencia  «Hay  un  político  honesto»  se  re¬ 
presenta  por  Ti  H( jc),  donde  el  dominio  consiste  en  todos  los  políticos.  La  negación  de  la  senten¬ 
cia  es  -3v//(x),  lo  que  equivale  a  Va  ->//{a).  Esta  negación  se  puede  expresar  como  «Todo  político 
es  deshonesto»,  {Nota:  En  lenguaje  natural,  la  frase  «Los  políticos  son  deshonestos»  puede  ser  am¬ 
bigua,  A  veces,  esta  frase  se  utiliza  para  expresar  que  «No  todos  los  políticos  son  honestos».  Por 
eso  no  utilizamos  esta  frase  para  expresar  la  negación). 

Sea  C (jr)  el  enunciado  «x  como  hamburguesas».  Entonces,  «Todos  los  estadounidenses 
comen  hamburguesas»  se  representa  por  V.v  C(a),  donde  el  dominio  consiste  en  todos  los  esta¬ 
dounidenses.  La  negación  de  esta  sentencia  es  ~>V.v  C(x)t  que  es  equivalente  a  3a  ^C(x).  Esta  ne¬ 
gación  se  puede  expresar  de  muchas  maneras,  entre  las  que  se  incluyen  «Algunos  estadounidenses 
no  comen  hamburguesas»  y  «Hay  algún  estadounidense  que  no  come  hamburguesas».  4 

¿Cuáles  son  las  negaciones  de  las  semencias  V.v  (x2  >  x)  y  3x  (ar  -  2)? 

Solución:  La  negación  de  V.v  (x2  >  x)  es  la  sentencia  ->Vx  (a*2  >  .v).  que  es  equivalente  a  3x  -»(a2  >  a  1. 
Esto  se  puede  recscribír  de  la  forma  3x  (a 2  <  _v).  La  negación  de  3x  (x2  =  2 í  es  -3x  i.x2  -  2),  equi¬ 
valente  a  Vx-tfr  =  2).  La  expresión  anterior  se  puede  reescribir  corno  V.v  (r  ¿  2),  Los  valores  de 
verdad  de  estas  sentencias  dependen  del  dominio.  4 


TRADUCCIÓN  DE  ORACIONES  EN  LENGUAJE  NATURAL 
A  LENGUAJE  FORMAL 


Traducir  frases  del  lenguaje  natural  a  expresiones  lógicas  es  una  tarea  crucial  en  matemáticas»  pro¬ 
gramación  lógica,  inteligencia  artificial,  ingeniería  del  software  y  muchas  otras  disciplinas.  Co¬ 
menzamos  estudiando  esta  cuestión  en  la  Sección  LL  donde  utilizamos  fórmulas  para  expresar 
afirmaciones  en  expresiones  lógicas.  En  aquella  discusión  evitamos  a  propósito  afirmaciones 
cuya  traducción  requiriese  predicados  y  tuantific  adores.  Formalizar  expresiones  del  lenguaje 
natural  en  expresiones  lógicas  se  hace  más  complejo  cuando  se  necesitan  cuan tiilcad ores.  Además, 
puede  haber  diferentes  formas  de  traducir  una  frase  particular.  (En  consecuencia,  no  hay  un  «libro 
de  recetas»  que  se  pueda  seguir  paso  a  paso).  Lili I izaremos  algunos  ejemplos  para  ilustrar  cómo  se 
formalizan  afirmaciones  de!  lenguaje  natural  en  lógica  de  predicados.  El  objetivo  es  producir  ex¬ 
presiones  lógicas  simples  y  útiles.  En  esta  sección  nos  limitamos  a  frases  que  pueden  ^er  traduci¬ 
das  a  fórmulas  usando  un  solo  cuaiUificador.  En  la  siguiente  sección  veremos  frases  más  compli¬ 
cadas  que  requieren  múltiples  cuanüficadares. 

Expresa  la  frase  «Todo  estudiante  tic  esta  clase  ha  estudiado  cálculo»  utilizando  predicados  y  cuan- 
ti  lacadores, 

Solución:  Primero,  reescribimos  la  sentencia,  de  tal  forma  que  podamos  identificar  con  claridad 
los  cuantí Picadores  que  debemos  emplear.  Haciéndolo,  obtenemos: 

«Para  lodo  estudiante  de  esta  clase,  ese  estudiante  ha  estudiado  cálculo». 

Luego  introducimos  !a  variable  a.  de  tal  forma  que  nuestra  sentencia  se  conviene  en 

«Para  todo  estudiante  v  de  esta  clase,  \  ha  estudiado  cálculo». 

Continuando,  introducimos  el  predicado  C(x),  que  es  el  enunciado  «a  ha  estudiado  cálculo».  Por 
consiguiente,  si  el  dominio  de  v  consiste  en  los  estudiantes  de  la  clase,  podemos  traducir  nuestra 
frase  como  V.v  C{x). 

No  obstante,  hay  otras  opciones  correctas:  se  pueden  considerar  diferentes  dominios  o  dife¬ 
rentes  predicados.  La  opción  que  seleccionemos  dependerá  del  razonamiento  que  queramos  rea¬ 
lizar  a  continuación.  Por  ejemplo,  podemos  estar  interesados  en  un  grupo  de  personas  más  amplio 
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que  el  de  esa  clase  en  particular.  Si  cambiamos  el  dominio,  tomando  el  conjunto  de  todas  las  per¬ 
sonas,  habremos  de  expresar  nuestro  enunciado  como 

«Para  toda  persona  v,  s¡  la  persona  x  es  un  estudiante  de  esta  dase,  entonces  x  ha  estu¬ 
diado  cálculo». 

Si  S( X)  representa  el  predicado  de  que  la  persona  a  está  en  la  clase,  nuestra  sentencia  se  puede  ex¬ 
presar  como  V.v  (S(x)  — >  CU)).  [¡Cuidado!  ¡Nuestra  sentencia  no  puede  expresarse  como  V.r  (S{\) 
a  CU)),  puesto  que  esta  sentencia  afirmaría  que  todas  las  personas  son  estudiantes  de  la  clase  y 
han  estudiado  cálculo!]. 

Finalmente,  cuando  estamos  interesados  en  los  estudios  de  una  persona,  aparte  del  cálculo, 
podríamos  preferir  usar  un  euantifieador  de  dos  variables  Q(x\  y)  para  la  frase  «el  estudiante  x  ha 
estudiado  la  asignatura  v»,  Así,  podríamos  reemplazar  C(x)  por  Q(x.  cálculo)  en  las  dos  opciones 
que  hemos  elegido  para  obtener  V.v  Q(x\  cálculo)  o  Vv  tSU)  Q(x,  cálculo)).  *4 

Hn  el  Ejemplo  17  mostramos  diferentes  formas  de  expresar  la  misma  sentencia  usando  pre¬ 
dicados  y  cuantificadores.  No  obstante,  siempre  adoptaremos  la  opción  más  sencilla  que  sea 
adecuada  para  nuestro  razonamiento  posterior. 

EJEMPLO  18  Formaliza  las  frases  «Algún  estudiante  de  esta  clase  ha  visitado  México»  y  «Todo  estudiante  de 
esta  clase  ha  visitado  bien  México  o  bien  Argentina». 

Solución:  La  frase  «Algún  estudiante  de  esta  clase  ha  visitado  México»  significa  que 

«Hay  un  estudiante  en  esta  dase  que  tiene  como  atributo  que  ese  estudiante  ha  visitado 
México». 

Podernos  introducir  una  variable  _r,  de  tal  forma  que  nuestra  frase  se  convierte  en 

«May  un  estudiante  v  en  esta  clase  que  tiene  como  atributo  que  x  ha  visitado  México», 

Introducimos  el  predicado  M(x\  que  es  el  enunciado  «.r  ha  visitado  México»,  Si  el  dominio  para  x 
consiste  en  los  estudiantes  de  esta  clase*  se  puede  traducir  esta  primera  frase  como  3x  M(x). 

No  obstante,  si  estamos  interesados  en  otras  personas  además  de  las  de  la  dase,  lomarnos  la 
frase  de  forma  ligeramente  diferente.  Nuestra  frase  se  puede  expresar  como 

«Hay  una  persona  y  que  tiene  corno  atributos  que  x  es  mi  estudiante  de  esta  clase  y  que 
x  ha  visitado  México». 

En  este  caso,  el  dominio  para  la  variable  x  es  talas  las  personas.  Introducimos  el  predicado  S(x),  «a 
es  un  estudiante  de  esta  clase».  Nuestra  solución  se  convierte  en  3x  (,S(v)  a  M{x))7  ya  que  la  frase 
hace  referencia  a  una  persona  x  que  es  estudiante  de  la  dase  y  que  ha  visitado  México,  [¡Cuidado! 
Nuestra  sentencia  no  puede  expresarse  como  3x  (S(a)  -a  ,V/(  v)),  Ea  cual  es  correcta  cuando  lodos  en 
la  clase  han  visitado  México]. 

l>e  forma  similar,  la  segunda  frase  se  puede  expresar  como 

«Para  todo  x  en  la  clase,  .v  tiene  como  atributo  que  x  ha  visitado  México  o  v  ha  visitado 
Argentina». 

(Ten  en  cuenta  que  estamos  asumiendo  d  o  inclusivo,  no  el  exclusivo),  Sea  Cix)  la  sentencia  <xx  ha 
visitado  Argentina».  Siguiendo  el  razonamiento  anterior,  vemos  que  sí  el  dominio  de  a  consiste  en 
los  estudiantes  de  la  dase,  esta  segunda  sentencia  se  puede  expresar  V.v  (Cix)  vjí(i)).  Sin  em¬ 
bargo.  si  el  dominio  de  x  consiste  en  todas  las  personas,  la  frase  se  puede  expresar  como 

«Para  toda  persona x\  si  y  es  un  estudiante  de  esta  dase,  entonces  x  ha  visitado  México 
o  x  ha  visitado  Argentina». 

En  este  caso,  la  sentencia  se  puede  expresar  como  Va  (S(x)  — *  (C( x)  v  M(  y))). 

En  lugar  de  utilizar  los  predicados  M(x)  y  Cix)  para  representar  que  x  ha  visitado  México  y 
que  a  ha  visitado  Argentina,  respectivamente,  podríamos  haber  usado  un  predicado  de  tíos  varia¬ 
bles  V'(jy,  y)  para  representar  «a  ha  visitado  d  país  y».  En  este  caso,  V(x%  México)  y  V(x\  Argentina) 
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EJEMPLO  19 


EJEMPLO  20 
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tendrían  el  mismo  significado  que  M[x)  y  CU)  y  podrían  reemplazarlas  en  nuestras  respuestas* 
Si  estamos  trabajando  con  muchas  frases  relacionadas  con  gente  que  visita  diferentes  países, 
podríamos  preterir  la  opción  de  un  predicado  de  dos  variables.  En  otros  casos,  por  simplicidad, 
nos  quedaríamos  cotí  los  predicados  de  una  variable  M(x)  y  CU)  ^ 


EJEMPLOS  DE  LEYYIS  CARRO  EL 


Levvis  Carro!)  (seudónimo  de  C.  L,  Dodgson).  el  autor  de  Alicia  en  el  país  de  las  niara  villas,  es 
también  autor  de  varios  trabajos  sobre  lógica  simbólica.  Sus  libros  contienen  muchos  ejemplos  de 
razonamiento  que  usan  cuan tificad ores.  Los  ejemplos  19  y  2ÍÍ  provienen  de  su  libro. 

Lógica  simbólica.  En  eJ  bloque  de  problemas  al  final  de  esta  sección  se  dan  más  ejemplos  de  esc 
libro*  Estos  ejemplos  ilustran  cómo  utilizar  cuantificadores  para  expresar  diferentes  tipos  de  sen¬ 
tencias. 

Considera  estas  frases.  Las  dos  primeras  de  llaman  premisas  y  la  tercera  se  llama  conclusión.  El 
conjunto  de  las  tres  se  denomina  argumento. 

«Todos  los  leones  son  fieros», 

«Algunos  leones  no  toman  café». 

«Algunas  criaturas  fieras  no  toman  cale». 

(En  la  Sección  1.5  discutiremos  d  hecho  de  determinar  si  la  conclusión  es  una  consecuencia  válida 
de  las  premisas.  En  este  ejemplo,  sí  lo  es).  Sean  P(\%  Q(x}  >  Hix)  los  enunciados  <cv  es  un  Icón».  -  v 
es  fiero»  y  «x  toma  café»,  respectivamente.  Asumiendo  que  el  dominio  es  el  conjunto  de  todas  fos 
criaturas,  expresa  las  sentencias  del  argumento  usando  los  cuamificadores  P[xi  QUi  y  R[x). 

Solución;  Expresamos  estas  sentencias  como: 

v,v(P(.v)^eu)), 

3x(P(x)a^R(x)1 
3a-  (QU)  a  ^R(x)). 

Ten  en  cuenta  que  la  segunda  sentencia  no  se  puede  escribir  como  3x  (P{x)  La  razón  es 

que  Ptx)  — >  — >/í(a)  es  verdadera  siempre  que  no  sea  un  león,  por  lo  que  Hv  (Pix)  — >  ~^R(x))  es  ver¬ 
dadera  mientras  haya  al  menos  una  criatura  que  no  sea  un  león,  incluso  si  todo  león  toma  café.  De 
forma  similar,  la  tercera  sentencia  no  puede  escribirse  como 

3x  (Q(x)  ->  ^R(x)).  M 

Considera  estas  frases,  de  las  cuales  las  tres  primeras  son  premisas  y  la  cuarta  es  una  conclusión  válida. 

«Todos  los  colibríes  tienen  el  plumaje  de  vivos  colores». 

«No  hay  pájaros  grandes  que  liben  néctar». 

«Los  pájaros  que  no  liban  néctar  tienen  el  plumaje  de  colores  pálidos». 

«Los  colibríes  son  pequeños». 


CHARLES  I  I  Ttt  JDGE  DODGSON  (1832-189SI  Conocemos  a  (  fiarles  Dodgson  como  Lems  Carrol},  seudónimo 
que  utilizó  en  sus  escritos  de  lógica.  Dodgson,  hijo  rk  un  clérigo,  fue  d  tercero  de  once  hermanos,  todos  dios  tartamudos. 
No  se  sentía  cómodo  en  presencia  de  adultos  y  se  decía  que  sólo  hablaba  sin  tartamudear  cuando  lo  hacía  con  joventifas, 
con  muchas  de  las  cuales  conversaba,  se  carteaba  y  a  les  que  fotografiaba  (con  frecuencia,  desmidas!.  Aunque  se  sentía  atraído 
por  las  jovencilas,  era  extremadamente  puritano  y  religioso.  Su  amistad  con  las  tres  jóvenes  hi  jas  del  decano  Liddeli  le 
llevó  a  escribir  Alicia  en  eí  país  de  las  maravillas*  que  le  dio  fama  y  fortuna. 

I  Jodgson  se  graduó  eti  Oxford  en  1854  y  obtuvo  su  licenciatura  en  letras  en  IH57,  Fue  nombrado  profesor  de  ma¬ 
temáticas  en  el  Christ  Church  Coííege  de  Oxford  ei  1855,  Se  ordenó  en  la  Iglesia  anglicana  en  1861,  pero  nunca  prac¬ 
ticó  su  ministerio,  Sus  escritos  incluyen  artículos  y  libros  sobre  geometría,  determinantes,  y  sobre  las  matemáticas  apli¬ 
cadas  a  competiciones  y  elecciones.  (También  utilizó  el  seudónimo  Lewis  Carrol!  en  sus  muchos  trabajos  sobre  lógica 
recreativa). 
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Enlace 


EJEMPLO  21 


Sean  P{x),  0(xfi  fl{x)  y  5{x>  los  enunciados  «x  es  un  colibrí»,  «a  es  grande»,  «v  liba  néctar»  y  «x 
tiene  el  plumaje  de  vivos  colores*  respectivamente.  Asumiendo  que  el  dominio  es  el  conjunto  de 
todos  los  pájaros,  expresa  las  sentencias  del  argumento  usando  cuan  ti  fie  ado  res  y  P{\)  Q(x)  R{\) 

y  S(x). 

Solución:  Podernos  expresar  Iils  sentencias  del  argumento  como 

Vx(P(x)->S(x)), 

-Bx  (Q{\)  a  R(x)\ 

V.v  (-»/?(x)  -${#})* 

Vx<P{x)-*-0(x)). 

(Ten  en  cuenta  que  hemos  asumido  que  «pequeño»  es  lo  mismo  que  «no  grande»  y  que  «plumaje 
de  colores  pálidos»  es  lo  mismo  que  «plumaje  con  colores  no  vivos».  Para  mostrar  que  ta  cuarta 
sentencia  es  una  conclusión  válida  de  las  tres  primeras,  necesitamos  utilizar  reglas  de  inferencia 
que  se  describirán  en  la  Sección  1 .5).  < 


PROGRAMACIÓN  LÓGICA 


Algunos  lenguajes  de  programación  han  sido  diseñados  para  razonar  haciendo  uso  de  las  reglas  de 
la  lógica  de  predicados,  Prolog  (que  proviene  de  Programación  en  /ógica),  desarrollado  en  los  anos 
setenta  por  informáticos  que  trabajaban  en  e!  área  de  inteligencia  artificial,  es  un  ejemplo  de  este 
importante  tipo  de  lenguajes.  Los  programas  en  Prolog  incluyen  un  conjunto  de  declaraciones  hu¬ 
sadas  en  dos  tipos  de  sentencias,  hechos  y  reglas.  Los  hechos  en  Prolog  definen  predicados  es¬ 
pecificando  los  elementos  que  satisfacen  esos  predicados.  Las  reglas  en  Prolog  se  emplean  para  de¬ 
finir  nuevos  predicados  utilizando  aquellos  ya  definidos  por  los  hechos.  K1  Ejemplo  2 !  ilustra  estas 
nociones. 

Considera  un  programa  en  Prolog  que  parte  de  unos  hechos  que  especifica  el  profesor  de  cada 
asignatura  y  en  qué  asignaturas  están  matriculados  los  alumnos.  El  programa  hace  uso  de  es¬ 
tos  hechos  para  responder  preguntas  relacionadas  con  tos  profesores  de  un  alumno  en  parti¬ 
cular.  Este  programa  podría  utilizar  los  predicados  profe  so  r{p,  a)  y  maincitladoir,  a)  para  re¬ 
presentar  que  el  profesor  p  es  el  profesor  de  la  asignatura  a  y  que  el  estudiante  e  está 
matriculado  en  la  asignatura  a ,  respectivamente.  Por  ejemplo,  los  hechos  en  Prolog  de  tal  pro¬ 
grama  podrían  incluir: 

profesor ( chan ,  ma  te2 73 ) 
profesor (patel ,  ec 222 j 
profesor (grossman,  cc331 } 
matriculado (kevin,  mata273) 
matriculado ( juana f  ec222 ) 
matriculado (juana,  ccBOl) 
matriculado (kiko,  mate273) 
matriculado (kiko,  ec3ül) 

(Se  han  utilizado  letras  minúsculas  porque  Prolog  considera  que  los  nombres  que  empiezan  por 
una  mayúscula  son  variables). 

Un  nuevo  predicado  enseña{p.  e),  que  representa  que  el  profesor  p  da  dase  al  estudiante  t\  se 
puede  definir  haciendo  uso  de  la  regla  en  Prolog: 

enseña (P,  E)  profesor (P,  A),  matriculado  (E,  A) 

que  significa  que  enseíro(pt  e)  es  verdadero  si  existe  una  asignatura  a  tal  que  el  profesor  p  es  el 
profesor  de  la  asignatura  o  y  el  estudiante  e  está  matriculado  en  la  asignatura  tí.  (Ten  en  cuenta  que 
la  coma  se  usa  en  Prolog  para  representar  una  conjunción  de  predicados.  Análogamente,  el  punto 
y  coma  se  usa  para  disyunción  de  predicados). 
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El  Prolog  responde  preguntas  utilizando  hechos  y  reglas  dadas.  Por  ejemplo,  empleando  los 
hechos  y  regias  anteriores,  la  pregunta 

?matrxculado  {kevin,  mate273) 
genera  la  respuesta 
yes 

ya  que  el  hecho  matricuUtdoi kevin,  mate273)  se  proporcionó  como  entrada.  La  pregunta 

?matriculado  [X,  mate273) 

produce  la  respuesta 

kevin 

kiko 

Para  producir  esta  respuesta,  el  Prolog  determina  todos  los  posibles  valores  de  X  para  los  que  ma- 
triculado(X.  mate273)  se  ha  incluido  entre  los  hechos.  De  forma  similar,  para  encontrar  los  pro¬ 
fesores  que  dan  clase  de  las  asignaturas  en  las  que  está  matriculada  Juana,  se  usa  la  pregunta 

? enseña (X ,  juana ) 

que  produce 

patel 

grossman 


Problemas 


L  Denotemos  por  Pi  v)  la  sentencia  «x  <  4»,  ¿Cuáles  son  los 
valores  de  verdad  siguientes? 

st>  PÍO)  h)  P( 4)  c)  F(6) 

2.  Denotemos  por  P(x )  la  sentencia  *Ia  palabra  i  contiene 
1  a  \ e Ira  tí » .  ¿ Cuáles  son  I os  v a  1  ores  d e  ve rd ad  s  i  gu  i  e  u  - 
tes? 

a)  Pfnaranja)  b)  Fí  limón) 

c)  F{  verdadero)  d)  P{ ía! sa) 

3.  Denotemos  por  Q(x,  y)  la  sentencia  «x  es  la  capital  de  y ». 
¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  siguientes? 

a)  Qí Francia,  París) 

b)  QfBolivia,  Tegucigalpa) 

c)  Q{ Honduras,  La  Paz) 

íl)  £?{Colombia,  Cartagena) 

4,  Declara  el  valor  de  x  tras  ejecutar  la  sentencia  if  F(x)  then 
x  1.  donde  P(x)  es  la  sentencia  «x  >  I»  si  el  valor  de  a 
cuando  se  llega  a  esta  sentencia  es: 

a)  y  -  (I  b)  x-l  c)  x- 2 

5,  Sea  P(x)  la  sentencia  «x  asiste  a  más  tic  cinco  horas  de  cla¬ 
se  al  día»,  donde  eí  dominio  de  x  consiste  en  todos  los  es¬ 
tudiantes,  Expresa  las  siguientes  cuan l ideaciones  en  len¬ 
guaje  natural: 

a)  lxP{x)  b)  VyF( r) 

c)  Ix-rp(x)  d)  Vx-PC x) 


(>.  Sea  N(x)  la  sentencia  «x  lia  visitado  Alemania»,  donde  el 
dominio  Je  x  consiste  en  iodos  los  estudiantes  de  m  clase. 
Expresa  cada  una  de  >eMus  euanl  ideaciones  en  lenguaje 
natural: 

ai  3xN(x)  b»  Vx N\x)  cí  SxN(x) 

d)  Ey-’Mx)  e)  -y'tfxMx)  f)  Vjt”W(x) 

7,  Traduce  estas  sentencias  a  lenguaje  natural,  donde  C(a)  es 
«a  es  un  cómico»  y  P{x)  es  «a  es  divertido»  v  el  dominio 
consiste  en  todas  las  personas. 

a)  Va  (Cía)  Fía))  b I  Va  (C(x)  a  Fía)} 

c)  3x  (C(x)  ->  F(v))  dj  3x(C(x)  a  F(.r)) 

H*  Traduce  estas  sentencias  a  lenguaje  natural,  donde  R{x)  es 
«x  es  un  conejo»  y  H(x)  es  «x  salla»  y  el  dominio  consiste 
en  todas  los  anímales. 

a)  Va  (Fía)  H(x))  b)  \f  x  (R(x)  aH(x)) 

c)  3a  iR(x)  ->  H(x))  d)  3a  (R(x)  a  //{*)) 

9,  Sea  P(w  !a  sentencia  «.v  habla  ruso»  y  (?(.v)  <u  conoce  cí 
lenguaje  de  programación  C-H-»,  Expresa  cada  una  de  las 
siguientes  sentencias  en  términos  de  Fía),  Qix),  cuantifi- 
cadores  y  conectivos  lógicos.  El  dominio  para  los  euanii- 
flcadores  consiste  en  todos  los  estudiantes  de  tu  facultad 

a)  Hay  un  estudiante  en  tu  facultad  que  habla  ruso  y  co¬ 
noce  C-H-. 

bí  Hay  un  estudiante  en  tu  facultad  que  habla  ruso  pero 
que  no  conoce  C++. 
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c)  Todos  los  estudiantes  de  tu  facultad  hablan  ruso  o  co¬ 
nocen  Oh-* 

d)  Ningún  estudiante  de  iu  facultad  habla  ruso  o  conoce 
C++. 

I  (K  Sea  C(x)  la  sentencia  «a  tiene  un  gato»  D(x\  «x  tiene  un  pe¬ 
rro»,  y  F{x),  «x  tiene  un  hámster».  Expresa  cada  una  de 
las  siguientes  sentencias  en  términos  de  O»,  D{xl  Ftxl 
cuunt  i  fie  adores  y  conectivos  lógicos.  El  dominio  para  los 
cua ni dlcadores  consiste  en  todos  los  estudiantes  de  tu  dase. 

ai  Un  estudiante  de  tu  clase  tiene  un  galo,  un  perro  y  un 
hámster. 

b)  Todos  los  estudiantes  de  tu  clase  tienen  un  gato,  un  pe¬ 
rro  o  un  hámster, 

c)  Algún  estudiante  de  tu  dase  tiene  un  gato  y  un  háms¬ 
ter,  pero  no  un  perro. 

d)  Ningún  estudiante  de  tu  dase  tiene  un  gato,  un  perro  y 
un  hámster. 

e)  Para  cada  uno  de  ios  tres  animales,  gatos,  perros  y 
hámsteres,  hay  un  estudiante  de  tu  clase  que  tiene  uno 
de  esos  animales  como  mascota. 

11.  Sea  P{x)  la  sentencia  kx  =  r».  Si  el  dominio  consiste  en 
todos  los  enteros,  ¿cuáles  son  los  valores  de  verdad? 

a)  P{ 0)  h)  P{  1)  c)  P{ 2) 

á)  P(- 1)  e)  JxP(x)  í)  Va  P{X) 

12.  Sea  Q(x)  la  sentencia  - 1  +  I  >  2v».  Si  el  dominio  consiste 
en  todos  los  enteros,  ¿cuáles  son  estos  valores  de  verdad? 

al  0(0)  b>  Q{- 1)  e>  0(1) 

d)  3ar 0{\)  e)  VxQ( jr)  f)  Sx^Q(x) 

n  V.V-0ÍA) 

13.  Determina  d  valor  de  verdad  de  cada  una  de  las  siguientes 
sentencias  si  el  dominio  consiste  en  iodos  los  enteros. 

a)  Vtt  (n  +  1  >  n)  b)  3 n  (2 n  =  3tf) 

C)  3//  («  =  -n)  d)  V/i  (fp  >  n) 

14.  Determina  d  valor  de  verdad  de  cada  una  de  las  siguientes 
semencias  si  el  dominio  consiste  en  todos  los  números  reales. 

n)  3\  (a3  =  -  f  )  h)  3a  (V  <  _r) 

el  Vxd-xf^x2)  dt  Va  (2a  >  a) 

15.  Determina  d  valor  de  verdad  de  cada  una  de  las  siguientes 
sentencias  si  d  dominio  consiste  en  todos  los  enteros. 

a)  Vn  (n7*>  0)  b)  3n(rr  =  2) 

c)  \fn(n2  >  n)  d)  3n  (n2  <  0) 

16.  Determina  d  valor  de  verdad  de  cada  una  de  las  siguientes 
semencias  si  el  dominio  consiste  en  todos  los  números 
reales. 

a  i  3a  (a2  =  2)  b)  3a  (a2 =-l) 

c)  Va  (a-  +  2  >  l )  d )  Va  (jr  *  jr) 

17.  Supon  que  d  dominio  de  la  función  preposicional  P(x) 
consiste  en  los  enteros  0.  1.2,  3  y  4.  Escribe  cada  una  de 
esas  proposiciones  usando  disyunciones,  conjunciones  y 
negaciones. 


a)  BxP{ a)  b)  V.r  P(x)  c)  3x  ^P(x) 

di  Va -*P{x)  e)  -3x P(x)  f|  -*Va P(x) 

18.  Supon  que  el  dominio  de  la  función  preposicional  0(a) 
consiste  en  los  enteros  -2.  -  L  0,  l  y  2.  Escribe  cada  una 
de  esas  proposiciones  usando  disyunciones,  conjunciones 
y  negaciones. 

a)  3xP(x)  h)  Va  P(x)  c)  3t -i P(x) 

di  Va -*P(x)  e)  -Bx  P(x)  f)  -*Vjc P(x) 

I1).  Supon  que  d  dominio  de  la  función  propos icí onal  Pi.xl 
consiste  en  los  enteros  1 t 2, 3. 4  y  5.  Expresa  tas  siguientes 
sentencias  sin  usar  cu  aurificad  ores,  sólo  disyunciones, 
conjunciones  y  negaciones. 

a)  3x  P(x)  h|  Va  Tía) 

c)  -3. x  P{x)  d)  ^Va  P{x) 

e)  Va  ((a  ^  3)  ->  P(x))  v  3a  ->P(x) 

20.  Supon  que  el  dominio  de  la  función  proposieional  P(x) 
consiste  en  los  enteros  -.5,  -3,  -1 .  1 . 3  y  5.  Expresa  las  si¬ 
guientes  semencias  sin  usar  cuantííicadores.  sólo  disyun¬ 
ciones.  conjunciones  y  negaciones. 

a)  3a  PÍA)  b)  VaP(a) 

c)  Va  «a  *  1 )  *4  P{x ) )  d)  3a  ((a  >  0)  a  /Va)) 

e)  3a  {^P{ a))  a  Va  ((a  <  0)  -4  P (a)) 

21.  Traduce  de  dos  formas  cada  una  de  estas  frases  a  expre 
si  unes  lógicas  utilizando  predicados,  cuantitlcadores  y  co¬ 
nectivos  lógicos.  En  primer  tugar,  el  dominio  consistirá  en 
ios  estudiantes  de  tu  clase,  y  en  segundo  lugar,  será  e! 
conjunto  de  todas  las  personas, 

a)  Alguien  de  tu  clase  habla  hindú. 

b)  Todos  en  tu  clase  son  amigables. 

c)  Hay  una  persona  en  tu  clase  que  no  nació  en  Santiago, 

d)  Un  estudiante  de  tu  Clase  ha  visto  una  película. 

e)  Ningún  estudiante  de  tn  dase  ha  cursado  una  asigna 
tu  ra  de  prog ram  ac  i  ó  n  í  ógic a . 

22.  Traduce  de  dos  formas  cada  una  de  estas  frases  a  expre¬ 
siones  lógicas  usando  predicados,  cuanúfieadores  y  co¬ 
nectivos  lógicos.  En  primer  lugar,  el  dominio  consistirá  en 
los  estudiantes  de  tu  dase,  y  en  segundo  lugar,  consistirá 
en  toda  la  gente. 

a)  Todos  en  tu  clase  tienen  un  telefono  móvil 

b)  Alguien  en  ni  dase  ha  visto  una  película  extranjera. 

c)  Hay  una  persona  en  tu  clase  que  no  sabe  nadar, 

ti)  Todos  los  estudiantes  de  tu  clase  saben  resolver  ecua¬ 
ciones  de  segundó  grado, 

e)  Algún  estudíame  de  clase  no  quiere  ser  rico, 

23.  Traduce  cada  una  de  estas  t  rases  a  expresiones  lógicas 
usando  predicados,  cuaiHi  fie  adores  y  conectivos  lógicos. 

a )  N  ad  i  e  es  pe  rice  i  o, 

b )  No  todo  el  mu nd o  es  perfecto, 

c)  Todos  tus  amigos  son  perfectos. 

d)  Cada  uno  de  tus  amigos  es  perfecto. 

e)  Todo  el  mundo  es  iu  amigo  y  es  perfecto, 

0  No  todo  el  mundo  es  tu  amigo  o  alguien  no  es  perfecto. 
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24.  Traduce  cada  una  de  estas  frases  a  expresiones  lógicas  de 
tres  formas  diferentes  variando  el  dominio  y  usando  pre¬ 
dicados  con  una  y  con  dos  variables. 

a)  Alguien  de  tu  facultad  ha  visitado  Uzbekistán. 
h)  Todos  en  tu  clase  han  estudiado  cálculo  y  C++. 

c)  Nadie  en  tu  facultad  tiene  una  bicicleta  y  una  moto. 
ü)  Hay  una  persona  en  tu  facultad  que  no  es  feliz. 

e)  Todos  en  tu  clase  han  nacido  en  el  siglo  xx. 

25*  Traduce  cada  una  de  estas  frases  a  expresiones  lógicas  de 
tres  formas  diferentes  variando  el  dominio  y  utilizando 
predicados  con  una  y  con  dos  variables. 

a)  Un  estudiante  de  tu  escuela  ha  vivido  en  La  Rioja. 

Ii)  Hay  un  estudiante  de  lu  facultad  que  no  habla  hindú, 
e)  Un  estudiante  de  tu  facultad  sube  Java,  Prolog  y  C+-f. 
ti)  A  todo  e]  mundo  en  tu  facultad  fe  gusta  la  comida  ita¬ 
liana, 

e)  Alguien  de  tu  clase  no  juega  al  hockey. 

26.  Traduce  cada  una  de  estas  frases  a  expresiones  lógicas 
usando  predicados,  cuamificadores  y  conectivos  lógicos, 
a)  Alguien  no  está  en  el  lugar  conecto. 

h)  Tcxías  las  herramientas  están  en  el  lugar  correcto  y  es¬ 
tán  en  excelentes  condiciones, 
el  Todo  está  en  el  lugar  correcto  y  en  excelentes  condi¬ 
ciones. 

el)  Nada  está  en  el  ! Ligar  correcto  y  en  excelentes  condi¬ 
ciones. 

e)  Una  de  ius  herramientas  no  está  en  el  lugar  conecto, 
pero  está  en  excelentes  condiciones, 

27.  Expresa  cada  una  de  estas  frases  utilizando  operadores, 
pre d i c ados  y  c  ua nt  i  Picadores . 

a)  Algunas  proposiciones  son  tautologías, 

b)  La  negación  de  una  contradicción  es  una  la  uto  logia. 

c }  La  d  i  sy  u  nc  i  ón  de  do s  con íingend  as  pt lede  ser  u  na  tan  - 
to  logia, 

d)  La  c onjuncáon  de  do s  tau  tologfas  es  u n a  tau rol agía. 

28.  Supon  que  el  dominio  de  ía  fundón  proporcional  P(x,  y) 
consiste  en  pares  a  e  y,  donde  x  es  1 1  2  o  3  e  y  es  1, 2  o  3, 
Escribe  estas  proposiciones  usando  disyunciones  y  con¬ 
junciones, 

a)  3x  P(x ,  3)  b)  Vv  P{  I , y) 

c)  3y  ^P(2,  y)  d)  V.t  ^P{xt  2) 

29.  Supon  que  el  dominio  de  Q(  v,  y.  z)  consiste  en  ternas  .r,  y, 
",  donde  jr  =  Ü,  1  o  2,  y  -  0  o  l  y  z  =  0  o  I.  Escribe  estas 
proposiciones  usando  disyunciones  y  conjunciones. 

a)  Vv  Q(0,  y,  0)  b)  3x  Q{\\  1,1) 

c)  0,  z)  tí)  3r  ->Q(x,  0,  í) 

30 .  E  x  p  re  sa  c  ada  un  a  de  estas  fra se s  uti I i  zao  do  cuan  ti  fíe  ado¬ 
res.  Luego  forma  la  negación  de  las  sentencia  de  tal  forma 
que  ninguna  negación  quede  a  la  izquierda  del  cuant ¡Uni¬ 
dor.  Más  larde,  expresa  la  negación  en  lenguaje  natural. 
(No  uses  simplemente  las  palabras  «No  se  cumple  que. ..»), 

al  Todos  los  perros  tienen  pulgas. 


b)  Hay  un  caballo  que  puede  sumar, 

e)  Todo  koala  puede  trepar. 

d)  Ningún  mono  puede  hablar  francés, 

e)  I  lay  un  cerdo  que  puede  nadar  y  pescar  peces, 

31.  Expresa  cada  una  de  estas  frases  utilizando  cuamificado- 
res.  Luego  forma  la  negación  de  las  sentencia  de  tal  forma 
que  ninguna  negación  quede  a  la  izquierda  del  cuantifica- 
dor.  Más  tarde,  expresa  la  negación  en  lenguaje  natural 
(No  uses  simplemente  las  palabras  «No  se  da  el  caso  de 

que..,*), 

a)  Algunos  perros  viejos  pueden  aprender  trucos  nuevos, 
ti)  Ningún  conejo  sabe  cálculo, 
el  Todos  los  pájaros  pueden  volar, 

d)  No  hay  perro  alguno  que  pueda  hablar. 

e)  No  hay  nadie  en  la  clase  que  hable  francés  y  ruso, 

32.  Expresa  la  negación  de  estas  proposiciones  utilizando 
cuamificadores  y  luego  expresa  lu  negación  en  lenguaje 
natural 

a)  Algunos  conductores  no  cumplen  los  I  imites  de  velo¬ 
cidad, 

h)  Todas  las  películas  suecas  son  serias, 

c)  Nadie  puede  mantener  un  secreto. 

ti)  Hay  alguien  en  esta  clase  que  no  tiene  buena  actitud. 

33.  Halla  un  contraejemplo,  si  es  posible,  a  estas  sentencias 
umversalmente  cuantificadas.  donde  el  dominio  para  todas 
las  variables  consiste  en  todos  los  enteros. 

a)  V.v (Xa > x)  b>  Va- (x >0vk 0) 

c)  Vx(jc=0 

34.  Halla  un  contraejemplo,  si  es  posible*  a  estas  sentencias 
cu  notificadas  universal  mente,  donde  el  dominio  para  todas 
las  variables  consiste  en  iodos  los  números  reales. 

a)  V,r  Ir  *  x)  I»  Va  (x2  *  2) 

c)  Vx  (|x|  >  0) 

35.  Expresa  cada  una  de  estas  sentencias  usando  predicados  y 
cu  mitificad  ores. 

¡i)  Un  pasajero  de  una  aerolínea  os  considerado  viajero 
díte  si  vuela  más  de  40000  km  al  año  o  toma  más  de 
25  vuelos  durante  un  año 

h)  Un  hombre  se  clasifica  para  el  maratón  si  su  mejor 
tiempo  es  inferior  a  tres  horas  y  una  mujer  se  clasifica 
pura  el  maratón  si  su  mejor  tiempo  es  inferior  a  tres 
horas  y  media. 

c)  Un  estudiante  debe  dar  a)  menos  60  horas  de  ciase  en 
el  curso,  o  al  menos  45  horas  de  dase  en  el  curso,  y  es¬ 
cribir  una  tesina  y  que  obtenga  una  puntuación  no  in¬ 
ferior  a  notable  en  todas  las  asignaturas  requeridas 
para  recibir  la  graduación. 

el  1  Hay  un  estudiante  que  ha  recibido  más  de  21  horas  de 
clase  en  un  semestre  y  ha  sacado  una  media  de  sobre¬ 
saliente. 

Los  problemas  36-40  tratan  de  traducciones  entre  especifica 
dones  de  sistema  y  expresiones  lógicas  con  cuan t timadores. 
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30,  Traduce  estas  especificaciones  de  sistema  a  lenguaje  na¬ 
tural,  donde  el  predicado  Si  v,  y)  es  «a  esta  en  estado  y»  y 
donde  los  dominios  para  x  e  y  consisten  en  tixlos  los  siste¬ 
mas  y  todos  los  posibles  calados,  respectivamente, 

al  3a  S{x,  abierto) 

hl  Va  (S(x,  estropeado)  v  $(x,  diagnóstico}) 

c)  3a  S(.\\  abierto)  v  3a  5(a,  diagnóstico) 
d  l  3a  ~>S(a\  disponible) 
e )  V,v  -tS(a.  fu nc  ionando ) 

37*  Traduce  estas  especificaciones  de  sistema  a  lenguaje  na¬ 
tural,  donde  Fip\  es  «La  impresora  p  está  fuera  de  servi¬ 
cio»*  Bip)  es  «La  impresora  p  está  ocupada»,  Lij)  es  «El 
trabajo  de  impresión  j  se  ha  perdido»  y  Qij)  es  «El  trabajo 
de  impresión  / está  en  cola». 

a )  3/?  (Fip)  a  B(p))  >  3 ¡  L(  j) 

b)  VpB(p)^3jQ(j) 

c)  3;  (Q(J)  a  Lij))  -» 3p  Fí/ri 

Ú )  ( V/;  B(p)  a  V/Q(/))  ->  3 ;  L(  /} 

38,  Expresa  cada  una  de  estas  especificaciones  de  sistema 
usando  predicados,  cuam  i  fie  adores  y  conectivos  lógicas, 

a)  Cuando  hay  menos  de  30  mcgabytes  libres  en  un  disco 
duro  se  envía  tm  mensaje  de  aviso  a  todas  los  usuarios. 

h)  No  se  pueden  abrir  directorios  en  el  sistema  de  ardí! 
vos  y  no  se  pueden  cerrar  ficheros  si  se  ha  detectado  un 
error  de  sistema. 

c)  No  se  puede  hacer  un  ti  copia  de  seguridad  del  sistema 
de  archivos  si  hay  un  usuario  en  ese  momento  conec¬ 
tado, 

d)  Se  puede  proporcionar  vídeo  a  petición  deí  cliente 
cuando  hay  al  menos  X  mcgabytes  de  memoria  dispo¬ 
nible  y  la  velocidad  de  conexión  es  de  al  menos  56  kn 
lobits  por  segundo, 

39,  Expresa  cada  una  de  estas  especificaciones  de  sistema 
usando  predicadas,  aiunrifieadores  y  conectivos  lógicos, 

a}  Se  puede  guardar  al  menos  un  mensaje  de  correo  si  hay 
un  disco  con  más  de  10  ktlobvtes  de  espacio  libre, 

b)  Siempre  que  haya  una  alerta  activa,  se  transmitirán  lo¬ 
dos  los  mensajes  en  cola, 

e)  L1  monitor  de  diagnóstico  vigila  el  estado  de  todos  los 
sistemas  menos  el  de  la  consola  central. 

d  í  Se  le  envía  una  factura  a  cada  participante  en  la  confe¬ 
rencia  a  quien  el  responsable  no  haya  puesto  en  una  lh 
ta  especial, 

40,  Expresa  cada  una  de  estas  especificaciones  de  sistema  uli 
libando  predicados,  cuan  ti  He  adores  y  conectivos  lógicos, 

a)  Todos  los  usuarios  tienen  acceso  al  buzón  de  correo 
electrónico. 

h!  Cualquiera  del  grupo  puede  acceder  al  sistema  de  bu¬ 
zón  de  correo  electrónico  si  el  sistema  de  archivos  está 
bloqueado. 

el  El  cortafuegos  está  en  estado  de  diagnóstico  sólo  si  el 
serv  idor  proxy  está  en  estado  de  diagnóstico, 
ti)  Al  menos  un  router  está  funcionando  normalmente  si 
la  velocidad  de  transferencia  está  entre  10(1  kbps  y 
500  kbps  y  d  proxy  no  está  en  modo  de  diagnóstico 


41 .  Determina  si  Vz  (F(  v)  — >  £?(*))  y  V.v  Pix)  ->  Va  Q(x)  tie¬ 
nen  el  mismo  valor  de  verdad. 

42.  Muestra  que  Va  (Pix)  a  Q(x))  y  V.r  P(x)  a  V.v  Q(x)  tienen 
el  mismo  valor  de  verdad, 

43.  Muestra  que  3a  (Tía  )  v  £Xy»  y  3x  P(x)  v  3x  Q( x)  tienen  el 
mismo  valor  de  verdad. 

44.  Establece  estas  equivalencias  lógicas,  donde  A  es  una  pro¬ 
posición  sin  tti&fU  i  lacadores, 

a)  (Va  iP(x))  vA  =  Vi  (Pix)  v  A) 

b)  (3a  (Fía))  v  A  =  3v  (F(  v)  v  A) 

45.  Establece  estas  equivalencias  lógicas,  donde  A  es  una  pro¬ 
posición  sin  cuantificadores. 

a)  (V.v  (P{x))  a  A  =  Va  ( Pix)  a  A ) 
b  1  (3a  (P(x)}  a  A  =-  3v  ( P(x )  a  A) 

46.  Muestra  que  Va  Pix)  v  V.v  0a)  y  Va  (Fía)  v  (h  vVi  no  son 
lóg  te  a  mente  eq  u  i  va  le  nte  s . 

47.  Muestra  que  3v  Pí  v)  a  3\  (7(a)  y  Bbc  (F(a)  a  (Fa)>  no  mu 
lógicamente  equivalentes. 

48.  La  notación  3Lv  Fía)  denota  la  proposición  «Existe  un  tini 
coa  tal  que  F( x)  es  verdadera».  Si  el  dominio  consiste  en 
todos  los  e  nietos,  ¿cuáles  son  valores  de  ventad? 

a)  3Lr (x >  1)  h)  3íx(^=l) 

c)  3lx  (x  +  3  =  Zv)  d)  3 Le  (a  =  .v  +  1 ) 

49.  ¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  de  estas  semencias? 

a)  3!a  F(a)  — >  3i  F(jr). 

b)  Va  F(a)  ->  3!a  Pi  x). 
e)  3!a  ”>F(a)  — >  ^Va  F(a) 

50.  Escribe  31a  F(a)t  donde  el  dominio  consiste  en  los  enteros 
l,  2  y  3,  en  términos  de  negaciones,  conjunciones  y  dis¬ 
yunciones, 

51.  Dados  los  hechos  Prolog  del  Ejemplo  21,  ¿cuál  será  el 
resultado  de  estas  preguntas  en  Prolog? 

al  ?profesor  í  chan ,  mate273) 
h )  ?pi of  esor I pa  L  oí ,  c c  3 0 1 ) 

C)  ?matr iculado  í  X *  ce 3 0 1 ) 
rí)  ?:natr  i  culada  íkika,  Y) 
e)  ?enseña  (groáSfflflil *  Y ) 

52.  Dados  los  hechos  Prolog  dd  Ejemplo  21,  ¿cuál  será  el 
resultado  de  estas  preguntas  en  Prolog? 

¿II  ?matriculado  fkervin,  oc222) 

b)  Pinatriculado  Ikiko,  mace273 ) 

c)  ?profesor  (grossman,  XI 

d )  7  pro  f eso  r  t X ,  re  3  0 1 1 

e )  ? enseña ( X  f  kev  i  r i } 

53.  Supon  que  se  utilizan  hechos  Prolog  para  definir  eí  predi¬ 
cado  madreiM,  Y)  y  püdre{P.  X },  que  representan  que  M 
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es  la  madre  de  Y  y  P  es  el  padre  de  X*  respectivamente. 
Gbtén  una  regla  Prolog  para  definir  el  predicado  herma- 
nos(Xt  >  j,  que  significa  que  X  c  Y  son  hermanos  (esto  es, 
tienen  la  misma  madre  y  el  mismo  padre). 

54.  Su  por  i  que  u  Lili  zan  hec  h  os  Pro  1 1  pa  ra  de  fin  ir  el  p  red  i  cado 
madre(M,  Y)  y  padre(P.  X ),  que  representan  que  M  es  la 
madre  de  Y  y  P  es  d  padre  de  X,  respectivamente.  Obtén 
una  regla  Prolog  para  definir  et  predicado  a bue!o{Xt  EL 
que  significa  que  X  es  el  abuelo  de  Y  (Indicación:  Puedes 
escribir  una  disyunción  en  Prolog  bien  usando  un  punió  y 
coma  para  separar  predicados  o  bien  poniendo  estos  pre¬ 
dicados  en  lineas  separadas). 

Los  problemas  55-38  se  basan  en  preguntas  del  libro  Lógica 

simbólica „  de  Lewis  Carrol]. 

55.  Sean  P{x),  QU)  y  R(x)  las  afirmaciones  %x  es  un  profesor», 
«a  es  ignorante»  y  «X  es  inepto»,  respectivamente.  Expre¬ 
sa  cada  una  de  las  siguientes  sentencias  utilizando  euantb 
ficadores,  conectivos  lógicos  y  PW,  Q[x)  y  R{\),  donde  el 
dominio  consiste  en  toda  k  gente. 

a)  No  hay  profesores  ignorantes. 

b)  Toda  la  gente  ignorante  es  inepta. 
c>  Mo  hay  profesores  ineptos, 

d)  ¿Se  sigue  (c)  de  (a)  y  (b)7  Si  no  es  así.  ¿existe  una  con¬ 
clusión  correcta? 

56.  Sean  P(x).  Qü)  y  R(x)  las  atinnaeíones  «a  es  una  explica 
ciórt  clara»,  «x  es  satisfactoria»  y  « v  es  una  excusa»,  res¬ 
pectivamente,  Suponemos  que  el  dominio  para  x  es  todo 
texto  en  español.  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  sen¬ 
tencias  usando  cuan  ti  ficadores,  conectivos  lógicos  y  P(xY 
Qi x)  y  Rix). 


a  í  Tod  a  s  í  as  e  x  p  1  i  cae  iones  claras  son  satis  faetón  as . 

b )  Ai  g  unas  e  xcu  sas  no  son  satis!  aetori  a $ , 

c)  Algunas  excusas  no  son  explicaciones  claras. 

*d )  ¿Se  sigue  (c)  de  (a)  y  (b)?  Si  no  es  así,  ¿existe  una  con 
efusión  correcta? 

57,  Sean  P(x),  Qix),  R(x)  y  5(,tj  las  afirmaciones  «x  es  un 
bebe».  *a  es  lógico»,  «x  es  capaz  de  dominar  a  un  coco¬ 
drilo»  y  «a  es  despreciado»,  respectivamente.  Suponernos 
que  et  dominio  para  x  es  toda  la  gente.  Expresa  cada  una 
de  las  siguientes  sentencias  usando  cuanti  ficadores,  co¬ 
nectivos  lógicos  y  P{xi  Q(x\  Ríx)  y  S(\). 

a)  Los  bebés  son  ilógicos. 

b)  Nadie  que  pueda  dominar  a  un  cocodrilo  es  despre¬ 
ciado, 

e)  Las  personas  ilógicas  son  despreciadas. 

d)  Los  bebés  no  pueden  dominar  a  un  cocodrilo. 

e)  ¿Se  sigue  (d)  de  (a),  (b)  y  (c)?  Si  no  es  así,  ¿existe 
una  conclusión  correcta? 

58.  Sean  P(x),  R(x)  y  ,S'( x)  las  afirmaciones  «x  es  un 
pato»,  «or  es  un  ave  de  mi  corral»,  kx  es  un  oficial»  y  «a 
quiere  bailar  un  vals»,  respectivamente.  Expresa  cada  una 
de  las  siguientes  sentencias  usando  cuan  ti  ficadores,  co¬ 
nectivos  lógicos  y  P(x),  Q(x),  R(x)  y  S{x), 

a)  Ningún  pato  quiere  bailar  un  vals. 

b)  Ningún  oficial  rechaza  bailar  un  vals. 

c)  Todas  las  aves  de  mi  corral  son  patos. 

d )  Las  aves  de  mi  corral  no  son  oficiales. 

któ  ¿Se  sigue  id)  de  (a),  (b)  y  (c)?  Si  no  es  asíT  ¿existe 
una  conclusión  correcta? 


1,4  Cuantific adores  anidados 
INTRODUCCIÓN 


En  la  Sección  1,3  definimos  los  cuanti  ficadores  universal  y  existencia!  y  mostramos  cómo  se  pue¬ 
den  usar  en  la  construcción  de  sentencias  matemáticas.  También  explicamos  como  se  pueden  uti¬ 
lizar  para  formalizar  frases  en  lenguaje  natural,  conviniéndolas  en  expresiones  lógicas.  En  esta  sec¬ 
ción  estudiaremos  cuanti  ficadores  anidados,  que  son  cuanti  ficadores  que  se  localizan  dentro  del 
rango  de  aplicación  de  otros  cuanti  ficadores»  como  en  la  sentencia  Vx3y  ( v  +  y  =  0).  Los  cuanti- 
ficadores  anidados  se  usan  tanto  en  matemáticas  como  en  ciencias  de  la  computación.  Aunque  a 
veces  pueden  ser  difíciles  de  entender,  las  reglas  que  ya  hemos  estudiado  en  la  Sección  1,3  nos 
ayudarán  a  trabajar  con  ellos, 


FORMA L ÍZ ACIÓN  DE  SENTENCIAS 
CON  CUANTI  PICADORES  ANIDADOS 


En  muchos  contextos  aparecen  complicadas  expresiones  que  hacen  uso  de  cuanti  ficadores.  Para 
entender  estas  sentencias  con  muchos  cuanti  ficadores,  debemos  desenmarañar  el  significado  de 
cada  cuanti ficador  y  predicado  que  aparecen.  Esto  se  ilustra  en  el  Ejemplo  I . 
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EJEMPLO  1 


Pasos 
adiciona  Jes 


Ejemplos 

adicionales 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Supongamos  que  el  dominio  de  las  variables  reales  x  e  y  consiste  en  todos  los  números  reales.  La 
sentencia 

V.vVv  (x  +  v  =  v  +  x) 

afirma  que  x  +  y  =  y  +  x  para  todo  par  de  números  reales  x  e  y.  Hs  la  ley  conmutativa  para  la  suma 
de  números  reales.  De  la  misma  forma,  la  sentencia 

Vx3y  (x  +  y  =  0) 

afirma  que  para  cada  número  real  x  hay  un  real  y  tal  que  x  +  y  =  0.  Esto  declara  que  todo  número 
real  tiene  un  inverso  para  la  suma.  Análogamente,  ía  sentencia 

VxVyVz  (x  +  (y  +  z)  =  (jc  +  y)  +  z) 

es  la  ley  asociativa  para  la  suma  de  números  reales.  M 

Traduce  a  lenguaje  natural  la  sentencia 
VxVy  ((jt  >  0)  a  (y  <  0)  ->  (xy  <  ())), 
donde  el  dominio  para  ambas  variables  consiste  en  los  números  reales. 

Solución:  Esta  sentencia  afirma  que  para  todo  par  de  números  reales  x  e  y,  si  x  >  0  e  y  <  0.  en¬ 
tonces  at  <  0.  Esto  es,  que  para  los  pares  de  números  reales  x  e  y,  s¡  x  es  positivo  e  y  es  negativo, 
entonces  xy  es  negativo.  Esto  se  puede  afirmar  más  sucintamente  como  «El  producto  de  un  número 
real  positivo  y  un  número  real  negativo  es  un  número  real  negativo».  ^ 

Las  expresiones  con  cuan!  i  deudores  anidados  que  formulan  sentencias  en  lenguaje  natural 
pueden  ser  muy  complicadas.  El  primer  paso  para  traducir  esas  expresiones  es  escribir  qué  ex¬ 
presan  los  cuantificadores  y  predicados  de  la  expresión.  El  siguiente  paso  es  expresar  el  significado 
en  una  frase  sencilla.  Este  proceso  se  ilustra  en  los  Ejemplos  3  y  4. 

Traduce  la  sentencia 

Vx  (C(x)  v  3y  (C(y)  a  F(x.  y>)> 

a  lenguaje  natural,  donde  C(x)  es  «x  tiene  un  ordenador»,  F(x,  y)  es  «x  e  y  son  amigos»  y  d  do¬ 
minio  tanto  para  x  como  y  consiste  en  todos  los  estudiantes  de  tu  facultad. 

Sol ttción:  La  sentencia  afirma  que  para  cada  estudiante  a  de  tu  facultad,  v  tiene  un  ordenador  o 
hay  un  estudiante  y  tal  que  y  tiene  un  ordenador  y  x  e  y  son  amigos.  En  otras  palabras,  todo  estu¬ 
diante  de  tu  facultad  tiene  un  ordenador  o  un  amigo  que  tiene  uno, 

Traduce  la  sentencia 

3a  VyVz  y)  a  F{xf  z)  a  (y  *  z) J  ^F(\\  z)) 

a  lenguaje  natural,  donde  Ffi?,  h)  significa  que  a  y  h  son  amigos.  El  dominio  para  x.  y  y  r  consis¬ 
te  en  todos  los  estudiantes  de  tu  facultad. 

Solución;  Primero  examinamos  la  expresión  (F(x  ,  y)  a  F(a.  t)  a  (y  t :))  ^F(y,  i).  Esta  expre¬ 

sión  dice  que  si  los  estudiantes  a  e  y  son  amigos,  los  estudiantes  x  y  z  son  amigos  y,  además,  v  y  z 
no  son  la  misma  persona,  entonces  y  y  z  no  son  amigos.  Se  sigue  que  la  sentencia  original,  triple¬ 
mente  cua  mili  cada,  dice  que  hay  un  estudiante  x  tal  que  para  todos  los  estudiantes  y  y  todos  los  es¬ 
tudiantes  z  que  son  diferentes  de  y,  si  x  e  y  son  amigos  y  a  y  r  también  son  amigos,  entonces  y  y  z 
no  son  amigos.  En  otras  palabras,  hay  un  estudiante  para  el  cual  se  cumple  que  sus  amigos  no  son 
amigos  entre  sl  <4 
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FORMA  IJZ  ACIÓN  OE  SENTENCIAS 
EN  EXPRESIONES  LÓGICAS 


En  la  Sección  1.3  vimos  cómo  se  podían  utilizar  los  cuantificadores  para  formalizar  frases  en  ex¬ 
presiones  lógicas.  Sin  embargo,  evitamos  sentencias  cuya  formal  i /ación  requiriese  el  uso  de 
cuantificadores  anidados.  Nos  ocupamos  ahora  de  estas  sentencias. 

EJEMPLO  5  Expresa  la  sentencia  «Si  una  persona  es  del  sexo  femenino  y  tiene  un  hijo,  esta  persona  es  la  ma¬ 
dre  de  alguien»  como  una  expresión  lógica  que  involucre  predicados,  cuantificadores  —cuyo  do¬ 
minio  es  el  conjunto  de  todas  las  personas —  y  conectivos  lógicos. 

Solución:  La  frase  anterior  se  puede  expresar  como  «Para  toda  persona  v,  si  la  persona  x  es  del 
sexo  femenino  y  la  persona x  tiene  un  hijo»  entonces  existe  una  persona  y  tal  que  la  persona*  es 
madre  de  la  persona  y».  Introducimos  los  predicados  F(x)  para  representar  «*  es  del  sexo  feme¬ 
nino»,  P(x)  para  representar  «x  tiene  un  hijo»  y  M(x,  y)  para  representar  «x  es  madre  de  y».  La  fra¬ 
se  original  se  puede  expresar  como 

V*  ((F(x)  a  P{x))  H>  3 y  M(_t,  y)). 

Podemos  desplazar  3y  hacia  la  izquierda,  puesto  que  y  no  aparece  en  F(.\)  a  P(x),  para  obtener  una 
expresión  equivalente 

V*3 y  ((F{x)  a  P(x))  ->  M(x,  y )).  < 

EJEMPLO  ó  Expresa  la  sentencia  «Cada  persona  tiene  exactamente  un  amigo  preferido»  como  una  expresión 
lógica  que  involucre  predicados,  cuantificadores  -cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  todas  las  per¬ 
sonas-  y  conectivos  lógicos. 

Solución:  La  frase  anterior  se  puede  expresar  como  «Para  cada  persona  a\  la  persona  *  tiene  exac¬ 
tamente  un  amigo  preferido».  Introduciendo  el  cuantifieador  universal,  se  ve  que  la  sentencia  es  la 
misma  que  «V  i  (la  persona  x  tiene  exactamente  un  amigo  preferido)»,  donde  el  dominio  consiste 
en  toda  la  gente. 

Decir  que  a  tiene  exactamente  un  amigo  preferido  significa  que  hay  una  persona  y  que  es 
el  mejor  amigo  de  x,  y  además,  que  para  toda  persona  z,  si  z  no  es  la  persona  y.  entonces  r  no  es  el  me¬ 
jor  amigo  de  v.  Cuando  introducimos  el  predicado  B(x,  y)  como  «y  es  el  mejor  amigo  de  x»,  la  sen¬ 
tencia  que  afirma  que  v  tiene  exactamente  un  amigo  preferido  se  puede  representar  como 

3y  ífl(x,  y)  a  Vz  ((z  ¿  y)  ->  z))). 

Consecuentemente,  nuestra  sentencia  original  se  puede  expresar  como 

Vx3v  (fí(v.  y)  a  V:  ((i^y)  — » r)|). 


(Ten  en  cuenta  que  podemos  escribir  esta  sentencia  como  Vx3!y  B( a,  y),  donde  3!  es  el  «cuaffli 
ficador  de  unicidad»  definido  en  el  Problema  48  de  la  Sección  1.3.  De  cualquier  forma,  el  «cuan- 
tificador  de  unicidad»  no  es  realmente  un  cuantifieador:  más  bien  es  un  recurso  para  expresar  cier¬ 
tas  sentencias  que  se  pueden  expresar  usando  los  cuantificadores  V  y  3.  El  ^cuantifieador  de 
unicidad»  3!  se  puede  considerar  una  muero).  4 

EJEMPLO  7  Emplea  cuantificadores  para  expresar  la  sentencia  «Hay  una  mujer  que  ha  viajado  en  un  vuelo  en 
cada  una  de  tas  líneas  aéreas  del  mundo». 

Solución:  Sea  P{w,f)  «w  ha  viajado  en  f»  y  Q(J\  a)  «fe  s  un  vuelo  de  la  línea  aérea  ¿i».  Podemos 
expresar  la  sentencia  como 

o  3wVa3f(P(w,j)  a  Q(J\  a )), 

donde  los  dominios  para  wyf y  a  consisten  en  todas  las  mujeres  del  mundo,  lodos  los  vuelos  y  tu¬ 
das  las  líneas  aéreas,  respectivamente. 
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La  sentencia  se  podría  haber  expresado  también  como 
3w¥a3fR(wJ,  a), 

donde  R{w,  f,  a)  es  «w  ha  viajado  en  ei  vuelo / de  la  línea  aérea  a».  Aunque  esta  expresión  es  más 
compacta,  oscurece  un  tanto  las  relaciones  entre  las  variables.  Por  ello,  la  primera  solución  puede 
ser  preferible.  *¡= 

Las  sentencias  matemáticas  expresadas  en  lenguaje  natural  se  pueden  formalizar  en  expre¬ 
siones  lógicas,  como  muestran  los  Ejemplos  8-10, 


EJEMPLO  8  Formaliza  la  afirmación  «La  suma  de  dos  enteros  positivos  es  positiva»  en  una  expresión  lógica 

¡►i™  Solución:  Para  formalizar  la  afirmación,  primero  la  reescribimos  para  evidenciar  los  cuantiiíca- 
adidonaies  dores  implicados:  «Para  cada  dos  enteros  positivos,  la  suma  de  estos  enteros  es  positiva».  Luego 
introducimos  las  variables  x  e  y  para  obtener  «Para  todos  los  enteros  positivos  a  e  y,  x  +  y  es  po¬ 
sitivo».  Por  consiguiente,  podemos  expresar  esta  afirmación  como 

V.tVy  ((x  >  0)  a  (y  >  0)  -a  (x  +  y  >  0)), 

donde  el  dominio  para  ambas  variables  consiste  en  todos  los  enteros.  ^ 


EJEMPLO  9  Formaliza  la  afirmación  «Todo  número  real,  excepto  ei  cero,  tiene  un  inverso  para  el  producto», 
_  ,  Solución :  Primero  reescribimos  la  frase  como  «Para  todo  número  real  x,  excepto  e!  cero,  x  tiene 

bjeoipios  L  1 

adicionales  un  inverso  para  el  producto».  Esta  sentencia  se  puede  reescnbir  de  nuevo  como  «Para  todo  numero 
real  x,  si  x  ^  0,  entonces  existe  un  numero  real  y  ta!  que  xy  -  l »,  Esto  se  puede  expresar  como 

V_r  {(x  ^  0}  -A  3 y  (xy  —  1 )).  M 

Un  ejemplo  que  te  puede  resultar  familiar  es  el  concepto  de  límite,  que  es  importante  en  Cálculo. 


EJEMPLO  10  (Se  requiere  Cálculo)  Enuncia  la  definición  de  límite  usando  cuan  ti  fie  adores. 


Solución :  Recordamos  que  la  sentencia 
lím  f(x)  -  L 

significa  que  para  todo  número  real  £  >  0,  existe  un  numero  real  5  >  0  tal  que  |/(x)  —  L  \  <  £  siem¬ 
pre  que  0  <  |  a  -  a  \  <  8*  Esta  definición  de  limite  se  puede  escribir  en  términos  de  cuantií  ieadores 
como 


Ve35Vx  (0  <  \x  <8^  [ f(x)  -L\<  £), 

donde  el  dominio  para  las  variables  5  y  c  consiste  en  todos  los  reales  positivos  y  para x  consiste  en 
todos  los  reales* 

Esta  definición  también  se  puede  expresar  como 

Ve  >  0  35  >  0  Vx  (0  <  (v  -  a\  <5->  \f(x)  -L\<  c), 

donde  el  dominio  para  las  variables  £  y  5  consiste  en  todos  los  números  reales  en  vez  de  sólo  los 
reales  positivos.  M 


NEGACIÓN  DE  CUANTIFIC ADORES  ANIDADOS 


Las  sentencias  con  varios  cuantilicadores  anidados  se  pueden  negar  aplicando  sucesivamente 
las  reglas  de  negación  de  las  sentencias  que  contienen  un  único  cuantilicador.  Esto  se  ilustra  en  los 
Ejemplos  11-13. 
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EJEMPLO  l 1  Expresa  la  negación  de  la  sentencia  Vx3y  (xy  -  I )  de  tal  tbrma  que  ninguna  negación  preceda  al 
cuantíficador. 

Solución:  Aplicando  sucesivamente  las  reglas  para  negar  sentencias  cuantificadas  dadas  en  la  Ta¬ 
bla  2  de  la  Sección  1.3,  podemos  mover  la  negación  en  -Vv3y  (xy  -  1)  dentro  de  todos  tos  cuan- 
t  i  deudores.  Encontramos  que  -Vx3y  (xy  =  1 )  es  equivalente  a  3bn3y  {xy  =  l K  que  es  equivalente 
a  3a  Vy  — i(a y  =  ! ).  Como  -'(xy  -  1)  se  puede  expresar  más  simplemente  como  xy  £  L  concluimos 
que  nuestra  sentencia  negada  se  puede  expresar  como  EvVy  {xy  ^  1  )*  ◄ 

EJEMPLO  12  Usa  euantificadores  para  expresar  la  sentencia  «No  existe  ninguna  mujer  que  haya  viajado  en  un 
vuelo  de  cada  una  de  las  líneas  aéreas  del  mundo». 

Solución:  La  afirmación  anteriores  la  negación  de  la  sentencia  «Hay  una  mujer  que  ha  viajado  en 
un  vuelo  de  cada  línea  aérea  del  mundo»  del  Ejemplo  7.  Por  el  Ejemplo  7,  nuestra  sentencia  se 
puede  expresar  como  -3>vVa3/ (P(\\\  f)  a  (Q((\  a)),  donde  P(w*f)  es  «w  ha  viajado  en  f»  y  Q(j\  a) 
es  «fe  s  un  vuelo  de  la  línea  aérea  a».  Aplicando  sucesivamente  las  reglas  de  la  negación  de  sen¬ 
tencias  cuantificadas  de  la  Tabla  2  de  la  Sección  L3  para  desplazar  la  negación  dentro  de  cada 
cuantíficador  y  aplicando  las  leyes  de  De  Morgan  en  eí  último  paso*  encontramos  que  nuestra  sen¬ 
tencia  es  equivalente  a  cada  una  de  las  de  la  siguiente  secuencia; 

Vu— Ví/3/(P(u\/)  a  Q(j\  a))  =  VwSaSf  (P(\v\j)  a  Q(f  a)) 

=  \fw3aNf-'(P(n\j)  a  Q(f  a)) 

=  Vw3a\ff  hP(w,f)  v  ->(?(/*,  a)l 

Esta  ultima  sentencia  afirma  que  «Para  toda  mujer  hay  una  linea  aérea  tal  que,  para  todo  vuelo, 
esta  mujer  no  ha  viajado  en  ese  vuelo  o  ese  vuelo  no  es  de  esa  línea  aérea».  ^ 

EJEMPLO  13  Utiliza  euantificadores  y  predicados  para  expresar  el  hecho  de  que  el  líny  f(x)  no  existe. 

Solución;  Decir  que  el  lint  /(a)  no  existe  significa  que  para  todos  los  números  reales  T.  lím 
f(x)  t-  ¿.  Usando  el  Ejemplo  10*  la  sentencia  lím  u  f{x)  í  L  se  puede  expresar  como 

-Ve  >  Ü  35  >  0  Va  (0 <  ¡x -  a \  <  5  \f(x) -L\<  e). 

Aplicando  sucesivamente  las  reglas  de  la  negación  de  expresiones  cuantificadas.  construimos  esta 
secuencia  de  sentencias  equivalentes 

-Ve  >  0  38  >  0  Va(0  <  |x -  a  \  <  8  ->  | /(.v)  -  L \<  e) 

=  3e  >  G  -35  >  0  Va  (0  <  |a  -  a  |  <  5  -*  \f(x)  -  L  |  <  e) 

=  3e > 0  V5  > 0  -Va(0  <\x~a\<h-*  \f(x) - L 1  < £) 

=  3e  >  Ü  V6  >  0  3x  -{0  <  | x -  a\  <  8  — >  |  f(x)  -  L 1  <  e) 
a=  3e  >  0  V5  >  0  3jc(0  <  |jt -  a\  <  5  a  |/(a)~  L  \  >  £). 

Usamos  la  equivalencia  -(/)  — >  q)  mp  a  en  el  último  paso. 

Debido  a  que  la  sentencia  límv  t  j  f(x )  no  existe,  significa  quedara  todos  los  números  reales 
L  lím  /(a L.  la  sentencia  se  puede  expresar  como 

V¿3e  >  0  V5  >  0  3a  (0  <  | x  -  a  \  <  S  a  '/(a)  L  |  >  £). 

Esta  última  semencia  afirma  que  para  cada  número  real  L  hay  un  número  real  £  >  0  tal  que  para  todo 
numero  real  8  >  0  existe  un  número  real  a  tal  que  Ü  <  \x-a  |  <  6  y  |  f(x)  -/,(>£.  <4 


Ejemplos 


EL  ORDEN  DE  LOS  CUANTIFIC  A  DORES 

Muchas  sentencias  matemáticas  usan  cuan]  i  licúe  iones  múltiples  de  funciones  proposicionales 
con  más  de  una  variable*  Rs  fundamental  tener  en  cuenta  que  el  orden  de  los  euantificadores  es  im¬ 
pórtame,  a  no  ser  que  todos  los  euantificadores  sean  universales  o  existenciales.  Este  hecho  se  ilus- 
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EJEMPLO  14 


EJEMPLO  15 


tra  en  tos  Ejemplos  14-16.  En  cada  uno  de  estos  ejemplos  el  dominio  de  las  variables  consiste  en 
todos  los  números  reales. 

Sai  P(a,  y)  la  sentencia  «x  +  y  -  y  +  x».  ¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  la  cuantificación  VxVv  P{  v,  v)? 

Solución:  La  cuantificación 
V.vVv  P(x\  y) 
denota  la  proposición 

«Para  todo  número  real  v  y  todo  número  real  y,  x  +  y  -  y  +  x». 

Como  P{  v,  v)  es  verdadera  para  todos  los  números  reales  a  e  y,  la  proposición  VxVv  P(x,  y)  es  ver 
dadera.  *4 

Sea  Q(x\  y)  la  sentencia  <a  +  v  =  0».  ¿Cuál  es  el  valor  de  verdad  de  las  cuantifieaciones  3vVx 
QU,y)y\fx3yQ{x,y)l 

Solución:  La  cuantificación 


3y  Vx  Q(x>  y) 
denota  la  proposición 

«Hay  un  número  real  y  tal  que  para  todo  número  real  a,  (7(a\v)», 

Para  cada  y  elegido,  hay  un  único  valor  tic  x  para  el  cual  x  +  y  =  0.  Como  no  hay  un  número  real  y 
Tal  que  x  +  y  -  0  para  todos  los  números  reales  x,  la  sentencia  3yVx  Q(\\  y)  es  falsa. 

La  cuantificación 

V.vBv  Q(xf  y) 
denota  la  proposición 

«Para  lodo  número  real  x  hay  un  número  real  y  tal  que  (?(a.  yK 

Dado  un  número  real  a\  se  puede  hallar  un  número  real  y  tal  que  a  4  y  =  0;  a  saber,  y  -  Por  tan¬ 
to,  la  sentencia  V.v3y  (>(x, y)  es  verdadera, 

El  Ejemplo  15  ilustra  que  el  orden  en  que  aparecen  los  cuantificadores  es  importante*  Las 
sentencias  3vVvP(. v.  y)  y  Vx3y  Pív.  y)  no  son  lógicamente  equivalentes*  La  sentencia  3yV.v 
P(  v.  y  )  es  verdadera  sí,  v  sólo  si,  hay  un  y  que  hace  P(x,  y)  verdadera  para  todo  v,  Por  tanto,  para 
que  esta  sentencia  sea  verdadera,  debe  haber  un  valor  particular  de  y  para  el  cual  Pí  a,  y)  es  verdadera, 
sin  importar  el  valor  que  se  elija  de  v.  Por  otra  parte,  Vx3y  P(x,  y)  es  verdadera,  si,  y  sólo  si.  para 
lodo  valor  de  a  hay  un  valor  de  y  para  el  cual  P{x,  y)  es  verdadera,  Por  tanto,  para  que  esta  sentencia 
sea  verdadera,  no  importa  la  elección  de  v,  debe  haber  un  valor  de  y  (posiblemente  dependiente 
del  valor  que  se  escoja  para  x)  parad  cual  Pía,  y)  es  verdadera.  En  otras  palabras,  en  el  segundo  caso 
y  puede  depender  de  x,  mientras  que  en  el  primer  caso  y  es  una  constante  independiente  de  v. 

De  estas  observaciones  se  siguí  que  si  3vVx  P(x,  y)  es  verdadera,  entonces  Vx3y  Pía,  y)  debe 
ser  también  verdadera.  Sin  embargo,  si  V.v3y  P( .v,  y)  es  verdadera,  nn  es  necesario  que  3yV.v 
Pí  \.  y)  sea  también  verdadera.  (Véanse  los  Problemas  complementarios  14  y  16  al  final  del  capítulo). 

PENSANDO  EN  LOS  CUANTIFIC  ADORES  COMO  BUCLES  Al  trabajar  con  caantiíica- 
dores  de  más  de  una  variable  es  útil  a  veces  pensar  en  términos  de  bucles  anidados.  (Por  supues¬ 
to,  si  hay  un  número  infinito  de  elementos  en  el  dominio  de  alguna  variable,  no  podemos  cenar  un 
bucle  para  nidos  los  valores,  A  pesar  de  ello,  esta  forma  de  pensar  sigue  siendo  útil).  Por  ejemplo, 
para  ver  si  V.vVv  PU\y)  es  verdadera,  recorremos  en  un  bucle  todas  las  variables  x,  y  para  cada  x 
recorremos  en  un  segundo  bucle  todos  valores  de  y.  Si  encontramos  que  P(  v.  y)  es  verdadera  para 
todos  los  valores  de  i  e  y,  hemos  determinado  que  VxVv  Pía,  y)  es  verdadera.  Si,  por  el  contrario, 
encontramos  algún  valor  de  a  para  el  cual  hay  un  valor  de  y  tal  que  Pía,  y)  resulta  ser  falsa,  hemos 
demostrado  que  V.vVv  P(x,  y)  es  falsa. 
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Tabla  1.  Guaní ííicadores  de  dos  variables. 

Sentencia 

¿Cuándo  es  verdadera ? 

l  Cuándo  es  falsa  ? 

V.rVy  P(x.  y) 

Vy  V.r  P(x,  y) 

P{x.  y)  es  verdadera  para  todo  par  c  y 

Hay  un  par  xr  y  para  el  cual  P(x,  y) 
es  falsa 

V.v3y  P{x,  y) 

Para  lodo  x  hay  un  y  para  el  cual  y) 

es  verdadera 

Hay  un  v  tal  que  Pix,  y)  es  falsa  para 
para  todo  y 

3bt VyP(x.y) 

Hay  un  v  para  el  cual  P(x,  y)  es 
verdadera  para  lodo  y 

Para  todo  v  hay  un  y  para  el  cual 

Pix,  y)  es  falsa 

3x3y  P(x.  y) 
3y3xP(x.y) 

Hay  un  par  x,  y  para  el  cual  P{xf  y) 
es  verdadera 

P{x,  y)  es  falsa  para  todo  par  x,  y 

De  forma  similar,  para  determinar  si  Vv3y  P{a\  y)  es  verdadera,  recorremos  en  un  bucle  todos 
los  valores  de  a\  Para  cada  .v,  recorremos  en  un  bucle  los  valores  de  y  hasta  que  encontramos  un 
v  para  el  cual  P(a,  y)  es  verdadera.  Sí  para  todos  los  x  encontramos  tal  valor  de  y,  entonces  Va3v 
P(x,  y)  es  verdadera;  si  para  algún  x  no  encontramos  un  valor  de  y  con  esa  propiedad,  entonces 
Vx3y  P{x>  y)  es  falsa. 

Para  ver  si  3aVv  P(.\\  y)  es  verdadera,  recorremos  los  valores  de  x  en  un  huele  hasta  que  en¬ 
contramos  un  a  para  el  cual  P{\\  y)  es  siempre  verdadera  cuando  recorremos  en  un  bucle  todos  los 
valores  de  y.  Una  vez  encontrado  tal  valor  de  a\  sabemos  que  3xVy  P( xY y)  es  verdadera.  Si  no  en¬ 
contramos  nunca  un  a  como  ése,  entonces  sabremos  que  3a  V  y  P(.v,  y)  es  falsa. 

Finalmente,  para  saber  si  3Lv3y  P(x,  y)  es  verdadera,  recorremos  en  un  bucle  los  valores  de  v. 
y  para  cada  valor  de  x  recorremos  los  valores  de  y  hasta  que  encontremos  un  x  para  el  cual  haya  un 
v  que  verifique  que  Pí  a.  y)  sea  verdadera. 

La  Tabla  1  resume  los  significados  de  las  diferentes  cuantificaciones  posibles  con  dos  va¬ 
riables. 

También  son  comunes  las  cuantificaciones  de  más  de  dos  variables,  como  ilustra  el  Ejemplo  16. 

EJEMPLO  16  Sea  Q(x7  y\  z)  la  sentencia  «a  +  y  -  i».  ¿Cuáles  son  los  valores  de  verdad  de  las  sentencias 
V.cVyBr  Q(x,  y(  z)  y  3zV  \  Vy  Q(xf  y,  z)? 

Solución:  Supongamos  que  asignamos  valores  a  x  e  y.  Entonces,  existe  un  número  real  z  tal  que 
a  +  y  ~  z,  Por  consiguiente,  la  cuantíficación 

VaVv3z  Q(xt  >\  z) 
que  es  la  sentencia 

I«Para  todos  los  números  reales  x  e  y  hay  un  número  real  z  tal  que  a-  t  y  =  z*, 

i 

es  verdadera.  El  orden  de  la  cuantificación  aquí  importa,  ya  que 
BrV.vVy  Q(x,  y,  z), 
es  la  sentencia 

«Hay  un  numero  real :  tul  que  para  todos  los  números  reales  x  e  y  se  cumple  que  x  +  y  =  z*>, 

la  cual  es  falsa,  ya  que  ningún  valor  de  r  satisface  la  ecuación x  +  y  =  z  para  todos  los  valores  de 
x  e  y.  < 


o 
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Problemas 

1.  Traduce  estas  sentencias  a  lenguaje  natural,  donde  el 
dominio  para  todas  las  variables  es  el  conjunto  de  los 
números  reales. 

a)  Yv3y  (x  <y) 

b)  YxVy  (({x  >  0)  a  (y  >  0»  -4  (xy  >  0)) 
e)  VxVy3z  (xy  =  :> 

2.  Traduce  estas  sentencias  a  lenguaje  natural,  donde  el 
dominio  para  rodas  las  variables  es  el  conjunto  de  los 
números  reales. 

a)  3xVy(xy~y) 

b)  VxYy  {((x  >  0)  a  (  v  <  0»  “>  (x  -  y  >  0» 

c)  YxYyHz  (x  =  y  +  z) 

3.  Sea  (?(x,  y)  la  sentencia  <oc  ha  enviado  un  correo  elec- 
irónico  a  y»,  donde  el  dominio  lanío  para  x  como  para  y 
consiste  en  todos  los  estudiantes  de  tu  clase,  Expresa 
cada  una  de  es  ras  cu  anl  i  fie  aciones  en  lenguaje  natural, 

a }  Id)-  Q(x,  y)  b  \  3xV y  Q(x\  y ) 

c)  Yx3y  Qi.w  y)  d)  3v  Yx  Q{x,  y) 

e)  VyrLv  Q(x>  y  )  0  VxYy  Q(_xt  y) 

4.  Sea  Pix.  y)  la  sentencia  «el  estudiante  x  está  matricula¬ 
do  en  Ja  asignatura  v »*  donde  el  dominio  para  x  son  Jos 
estudiante  de  lu  clase  y  el  de  y  consiste  en  todas  Jas 
asignaturas  de  ingeniería  informática.  Expresa  cada  una 
de  estas  cu  a  nti  litaciones  en  lenguaje  natural, 

a  1  3v3y  P(  v,  y  )  b)  3vVy  P(x,  y) 

c)  Vx3y P(.r,  y)  di  3y  Vx P{xt y) 

el  Vy3x  F(x,  y)  0  VxYy  P(x,  y) 

5.  Supongamos  que  mediante  tu  sentencia  W(x\  y)  quere¬ 
mos  expresar  que  el  estudiante  x  ha  visitado  la  página 
web  y,  donde  el  dominio  para  v  consiste  en  todos  los  es¬ 
tudiantes  de  tu  f acuitad  y  para  y  consiste  en  todas  las 
páginas  web.  Expresa  cada  una  de  estas  cuantificacmnis 
en  lenguaje  natura L 

a )  W{  Sara h  S  m  i  th,  w  w  w ,  a  1 1  xom } 
h)  3v  U(x,  wwwjmdb.org) 

c)  3y  H  (jose  Ore/,  y) 

d)  3y  (W{ Ashok  Purí,  y)  a  IVíCindy  Yoon,  y)) 

e)  3yVz  (y  #  (David  Bdcher)  a  (W(David  Bdcher,  :) 

W(y\  z») 

f)  3x3vYz  ({x  t  y)  A  í  W(,y,  z)  H  (y.  z))} 

U.  Supongamos  que  mediante  la  sentencia  CU,  y)  queremos 
expresar  que  el  estudiante  x  se  ha  matriculado  en  la  asig¬ 
natura  y,  donde  d  dominio  para  x  consiste  en  todos  los 
estudiantes  de  tu  facultad  y  para  y  consiste  en  todas  las 
asignaturas  impartidas  en  ingeniería  informática.  Expre¬ 
sa  cada  una  de  estas  cu anl ideaciones  en  lenguaje  natural. 

xj  Cí  Randy  Goldberg,  CC  252) 
b }  3r  C(x,  Mate  695) 

c)  3y  C(Carol  Sitca,  y) 

d)  3x  (C( a\  Mate  222)  a  C(x\  CC  252) 


e)  3x3yVz  (Cv  *  y)  a  (C(x,  z)  C(\\  z)}) 

f)  3x3  vVz  ((  v  *y)  a  i  Ctw  z)  <~>  C(>\  z))} 

7,  Supongamos  que  mediante  la  sentencia  7(.v,  yj  queremos 
expresar  que  al  estudiante  x  le  gusta  la  cocina  del  país  y\ 
donde  el  dominio  para  x  consiste  en  todos  los  estudiantes 
de  tu  facultad  y  para  y  consiste  en  todos  los  países  con 
cultura  culinaria  propia.  Expresa  cada  una  de  estas  cuan- 
tifie  aciones  en  lenguaje  natural. 

a )  -T[ Abda  llah  1 1  ussein ,  japón  esa) 

b)  3 x  7 (y,  c  ore  a  n  a)  a  Yx  7 fx ,  me  x  ic  an  a ) 

c )  3  y  ( T(  M  oniq  u  e  A  rsc  nault,  y)  v  7 ( J  a  y  J  ol  m  son  ,  y ) ) 

d )  YxY i3y  ( (x  *£  z)  — >  i( í  ( x .  v )  a  Ti z,  y))) 

e)  3x3zVy  (T(x,  y)  *->  7(zt  v)) 

f)  VxVzBy  (7(x't  v)  *+  7(zf  y)) 

H,  Sea  (J(x,  y)  b  sentencia  «el  estudiante  ,v  ha  participado 
en  el  concurso  vK*>.  Expresa  cada  una  de  estas  sentencias  en 
términos  de  £>(  v,  y),  cuan  tifie  adores  y  conectivos  lógi¬ 
cos,  donde  el  dominio  para  i  consiste  en  todos  los  estu¬ 
diantes  de  tu  facultad  y  para  y  consiste  en  lodos  los 
concursos  de  televisión. 

n )  H  ay  u  n  e  st  u  d  i  a n  le  en  tu  t  ac  u  1 1  ad  q  ue  ha  par  t  i  c  i  p ad  i > 
en  un  concurso  de  televisión. 

b )  Ni  ngún  estudi  ante  de  t  u  fac  u  1  tad  ha  parí  ic  i  pad o  nu  n  - 
ea  en  un  concurso  de  televisión, 

c)  Hay  un  estudiante  en  tu  facultad  que  ha  participado 
en  los  concursos  «50  X  15»  y  «Pasa  Palabra», 

ri  \  Cada  concurso  de  televisión  ha  tenido  un  estudiante 
de  tu  facultad  como  participante, 
el  Al  menos  dos  estudiantes  de  tu  facultad  han  partici¬ 
pado  en  el  concurso  de  televisión  «50  x  15». 

9.  Sea  L(x,  y)  la  sentencia  «v  quiere  a  y»,  donde  el  dominio 
tanto  para  x  como  para  y  consiste  en  todas  las  personas 
del  mundo.  Usa  c  u  ai  it  i  fie  adores  para  expresar  cada  una 
de  las  siguientes  sentencias, 

a  1  Todo  el  mundo  quiere  a  Jaime, 
b I  Tod o  el  m u nd i )  q u iere  a  al gu ic n , 

c)  Hay  alguien  a  quien  todo  d  mundo  quiere, 

d )  N  adié  q  u  iere  a  lotl  o  e  I  m  u  n  d  o. 

t)  Hay  alguien  a  quien  Lidia  no  quiere, 

f)  Hay  alguien  a  quien  no  le  quiere  nadie, 
gt  Hay  exactamente  una  persona  a  quien  todo  el  mun¬ 
do  quiere. 

h  i  Hay  exactamente  dos  personas  a  quienes  Lidia  quiere. 
1 1  Todo  el  mundo  se  quiere  a  sí  mismo, 
j )  Hay  alguien  que  no  quiere  a  los  que  están  a  su  lado, 

til.  Sea  Ff.v,  y)  la  sentencia  «x  puede  engañar  a  y»,  donde  el 
dominio  tamo  para  x  como  para  y  consiste  en  todas  las 
personas  del  mundo.  Utiliza  cuantificadores  para  ex¬ 
presar  cada  una  de  las  siguientes  sentencias 

a )  T odo  el  mu  ndo  pu  e  de  e  n  g  uñ  ar  a  Fred . 

b )  Fi  v  dyn  puede  er iga  íi  ar  a  l  odo  el  mu  ndo . 
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c)  Todo  d  mundo  puede  engañar  a  alguien. 
áí  No  hay  nadie  que  pueda  engañar  a  todo  el  mundo. 
ti  Todo  el  mundo  puede  ser  engañado  por  alguien, 
í)  Nadie  puede  engañar  a  Fred  y  a  Jerry  (a  los  dos), 
g)  Naney  puede  engañar  a  exactamente  dos  personas. 
hi  Hay  exactamente  una  persona  a  quien  todo  el  mun¬ 
do  puede  engañar. 

i)  Nadie  puede  engañarse  a  sí  mismo, 

j)  Hay  alguien  que  puede  engañar  a  exactamente  una 
de  las  personas  que  están  a  su  lado. 


11.  Sea  Si  v  i  el  predicado  <k  es  un  estudiantes*  F{x)  el 
predicado  «a  es  un  profesor»  y  A(xt  y)  el  predicado  «.r 
ha  hecho  una  pregunta  a  y»,  donde  el  dominio  con¬ 
siste  en  todas  las  personas  de  tu  facultad.  Usa  cuan  ti’ 
fie  ado  res  para  expresar  cada  una  de  las  siguiera  es 
sentencias. 

a)  Luis  ha  hecho  una  pregunta  al  profesor  Michaels. 

b)  Todos  los  estudiantes  le  han  hecho  una  pregunta  al 
profesor  Gross, 

e)  Todos  los  profesores  bien  han  hecho  una  pregunta  al 
profesor  Milíer  o  bien  han  sido  preguntados  por  el 
profesor  Milíer, 

d)  Algún  estudiante  no  ha  hecho  una  pregunta  a  nin¬ 
guno  de  los  profesores. 

e)  Hay  un  profesor  al  que  ningún  estudiante  ha  hediu 
nunca  una  pregunta. 

f)  Algún  estudiante  ha  hecho  una  pregunta  a  cada  uno 
de  los  profesores. 

gt  Hay  un  profesor  que  ha  hecho  una  pregunta  a  cada 
uno  de  los  otros  profesores. 

h  l  Algún  estudiante  no  ha  sido  preguntado  nunca  por 
un  profesor. 


12*  Sea  í(x)  la  sentencia  *v  tiene  conexión  a  Internet»  y 
Cía\  y)  la  sentencia  <a  e  y  han  c hateado  en  Internet», 
donde  d  dominio  de  las  variables  .ce y  consiste  en  todos 
los  estudiantes  de  tu  clase.  Utiliza  cuantificadores  para 
expresar  cada  una  de  las  siguientes  sentencias. 


a) 

h) 

é 

d> 

el 

fj 

g) 

hj 

i) 


Jaime  no  tiene  conexión  a  Internet. 

Raquel  no  ha  chuteado  en  Internet  con  Chelsea. 

Jan  y  Sharon  nunca  lurn  chateado  en  Internet. 

Nadie  de  la  dase  ha  chateado  con  Bob. 

Susana  ha  chateado  con  todos  excepto  con  Bob. 
Alguien  de  tu  l  lase  no  tiene  conexión  a  Internet. 
No  todos  los  ik  tu  clase  tienen  conexión  a  Internet. 
Exactamente  i  n  estudiante  de  ín  dase  tiene  lo* 
nexión  a  Internet. 

I  odos  excepto  un  estudiante  de  tu  clase  tienen  co¬ 
nexión  a  Internet. 


j)  Todos  los  estudiantes  de  tu  clase  que  tienen  co* 
nexión  a  Internet  han  chateado  al  menos  con  otro 
estudiante  de  tu  clase, 

kt  Alguien  en  tu  cíase  tiene  conexión  a  Internet,  pero 
no  ha  chateado  con  ningún  otro  estudiante. 

1)  Hay  dos  estudiantes  en  tu  dase  que  no  han  chuteado 
entre  dios  en  Internet. 

m)  Hay  un  estudiante  en  tu  clase  que  ha  chateado  con 
cada  uno  de  los  estudiantes  de  tu  clase, 


ni  Hay  al  menos  dos  estudiantes  de  tu  clase  que  no 
han  chateado  con  la  misma  persona  de  tu  dase, 
o)  Hay  dos  estudiantes  de  tu  clase  que  entre  ambos 
han  chuleado  con  todos  los  estudiantes  de  la  clase. 

13.  Sea  Mí  a.  y)  <*x  ha  enviado  a  y  mensajes  por  correo  elec¬ 
trónico»  y  T(xf  y)  «x  ha  telefoneado  a  r»,  donde  el  do¬ 
minio  consiste  en  todos  los  estudiantes  de  tu  clase.  Usa 
cu  ¡unificad  ores  para  expresar  cada  tina  de  las  siguientes 
amencias,  (Supon  que  lodos  los  mensajes  enviados 
fueron  recibidos....  que  no  es  lo  que  siempre  sucede). 

a)  Carmen  nunca  ha  enviado  ttn  mensaje  por  correo 
electrónico  a  Kiko. 

b)  Arierre  nunca  ha  enviado  un  mensaje  por  correo 
electrónico  o  telefoneado  a  Sara, 

c)  José  minea  ha  recibido  un  mensaje  por  correo  elec¬ 
trónico  de  Débota, 

d)  Todos  los  estudiantes  de  tu  clase  han  enviado  un 
mensaje  por  correo  electrónico  a  Ken. 

e )  N  ad  ie  de  tu  dase  h  a  telefe  meado  a  Nina. 

fí  Todo  el  mundo  en  tu  clase  ha  telefoneado  a  Avi  o  le 
ha  enviado  un  mensaje  por  correo  electrónico, 

g)  I  iay  un  estudiante  en  tu  clase  que  ha  enviado  a  cada 
uno  de  los  demás  un  mensaje  por  correo  electrónico, 
hl  Hay  un  estudiante  en  tu  clase  que  ha  enviado  un 
mensaje  \x >r  correo  electrónico  o  ha  telefoneado  a 
cada  uno  de  los  demás. 

i)  1  Iay  dos  estudiantes  en  tu  clase  que  se  han  enviado 
mutuamente  un  mensaje  por  correo  electrónico, 
j  I  I  Iay  un  estudiante  que  se  ha  enviado  a  sí  mismo  un 
í  n  e  n  s  aj  e  po  r  co rreo  e  1  ec  tro  n  i  c  o. 
ki  Hay  un  estudiante  en  tu  clase  que  no  ha  recibido  un 
mensaje  por  correo  electrónico  de  ningún  otro  estu¬ 
diante  de  la  clase  ni  tampoco  ha  sido  telefoneado 
por  otro  estudiante, 

I  i  Todos  los  estudiantes  de  la  clase  bien  han  recibido 
un  mensaje  por  correo  electrónico  de  otro  estudian¬ 
te  de  la  ciase  o  bien  han  sido  telefoneados  por  otro 
estudiante  de  Ja  dase. 

m)  Hay  al  menos  dos  estudiantes  en  tu  dase  tales  que 
uno  ha  enviado  al  otro  un  mensaje  por  correo  elec¬ 
trónico  v  eí  segundo  ha  telefoneado  al  primero, 

n)  Hay  dos  estudiantes  en  tu  clase  que  entre  ambos 
hien  han  enviado  un  mensaje  por  correo  electrón  Ico 
o  bien  han  telefoneado  a  cada  uno  de  los  demás 
i n iemb  rus  de  la  c  I  ase , 


14.  I  i  i  liza  cuant  tricad  ores  y  predicados  con  más  de  una 

variable  para  expresar  las  siguientes  afirmaciones. 

ni  H  ay  un  estu  d  i  an  I  e  e  n  esi  a  e  I  ase  q  u  e  h  a  bla  h  i  i  id  ó . 

b)  l  odo  estudiante  de  esta  dase  practica  algún  de¬ 
porte, 

c)  Algún  estudiante  de  esta  dase  ha  visitado  Alaska, 
pero  no  ha  visitado  México. 

d)  Todos  los  estudiantes  de  esta  clase  han  aprendido  ai 
menos  un  lenguaje  de  programación. 

ei  Hay  un  estudiante  de  esta  dase  que  se  ha  niíitricu- 
huio  en  todas  las  asignaturas  que  ofrece  uno  rie  los 
departamentos  de  tu  facultad. 
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f)  Algún  estudiante  de  esta  clase  es  de  la  misma  ciu¬ 
dad  que  exactamente  otro  estudiante  de  la  clase. 

g)  Todo  estudiante  de  la  ciase  ha  chuteado  con  al  me¬ 
nos  otro  estudiante  en  a!  menos  un  grupo  de  chai. 

15.  Usa  euantificadores  y  predicados  con  más  de  una  va¬ 
ri  a  b  1  e  para  c  x  pros  ar  las  si  guien  te  s  atl  rm  ac  i  o  oes . 

a)  Todo  estudiante  de  ingeniería  informática  necesita 
un  curso  de  matemática  discreta, 

b)  Hay  un  estudiante  en  esta  clase  que  tiene  un  orde¬ 
nador  personal. 

c)  Todo  estudiante  de  esia  clase  ha  cursado  al  menos 
una  asignatura  de  ciencias  de  la  computación. 

d)  Hay  un  estudiante  en  esta  clase  que  ha  cursado  al 
menos  una  asignatura  de  ciencias  de  la  computación. 

e)  Todo  estudiante  de  esta  clase  ha  estado  en  lodos 
los  edificios  del  campus. 

íj  Hay  un  estudiante  en  esta  clase  que  ha  estado  en  to¬ 
das  las  habitaciones  de  al  menos  un  edificio  del 
campus. 

g)  l  odo  estudiante  de  esta  clase  ha  estado  al  menos  en 
una  habitación  de  cada  edificio  del  campus. 

16.  En  un  aula  se  reúnen  los  siguientes  estudiantes:  un  es¬ 
tudiante  de  matemáticas  de  primer  curso,  12  estudiantes 
de  matemáticas  de  segundo  curso,  15  estudiantes  de  in¬ 
geniería  informática  de  segundo  curso,  2  estudiantes 
de  matemáticas  de  tercer  curso,  2  estudiantes  de  cien¬ 
cias  de  la  computación  de  tercer  curso  y  un  estudiante 
de  ciencias  de  la  computación  de  cuarto  curso.  Expresa 
cada  una  de  estas  sentencias  en  términos  de  cu antifi ca¬ 
doces  y  determina  su  valor  de  verdad. 

a)  Hay  un  estudiante  en  el  aula  que  es  de  tercer  curso. 

b)  Todo  estudiante  del  aula  es  de  ingeniería  informática. 

c )  H  ay  u  n  es  t  ud  i  a  n  te  c  n  e  J  aul  a  q  u  e  ni  e  s  de  m  ate  m  át  i  - 
cas  ni  es  de  tercer  curso. 

d)  Todo  estudiante  en  d  aula  es  bien  de  segundo  curso 
o  estudiante  de  ingeniería  informática. 

e)  Hay  una  titulación  tal  que  en  d  aula  se  encuentra  un 
estudiante  de  cada  año  de  estudio  de  esa  titulación. 

17.  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  especificaciones  de 
sistema  usando  predicados,  euantificadores  y  conectivos 
lógicos,  según  proceda. 

a)  Todo  usuario  tiene  exactamente  un  buzón  de  correo. 

b)  Hay  un  proceso  que  continúa  su  ejecución  para 
todos  los  casos  de  error  sólo  si  el  kerneí  funciona 
correctamente, 

e)  Todos  los  usuarios  de  la  red  del  campus  pueden  ac¬ 
ceder  a  todas  las  página  web  cuyas  direcciones  ter¬ 
minen  en  ,edu 

*d)  Hay  exactamente  dos  sistemas  que  irtonit orizan  io¬ 
dos  ios  servidores  remotos. 

18.  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  especificaciones  ele 
sistema  usando  predicados,  euantificadores  y  conectivos 
lógicos,  según  proceda. 

a)  Al  menos  una  consola  debe  ser  accesible  durante 
cada  condición  de  fallo. 


b )  Se  puede  obtener  la  dirección  de  correo  electrónico  de 
cada  usuario  siempre  que  la  carpeta  contenga  al  menos 
un  mensaje  env  iado  por  cada  usuario  del  sistema, 

c)  Para  cada  violación  de  la  seguridad  hay  al  menos  un 
mecanismo  que  puede  detectar  esta  violación  si,  y 
sólo  si.  hay  un  proceso  que  no  ha  sido  afectado. 

d)  Hay  al  menos  dos  rutas  que  conectan  cada  dos  ter 
mínales  de  la  red. 

e)  Nadie  conoce  la  clave  de  acceso  de  todos  los  usua¬ 
rios  del  sistema,  excepto  el  administrador. 

19.  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  sentencias  usando 
operadores  matemáticos  y  lógicos,  predicados  y  cuanti- 
ficadores.  El  dominio  consiste  en  todos  los  enteros, 

a)  La  suma  de  dos  enteros  negativos  es  negativa. 

!)}  La  diferencia  de  enteros  positivos  no  es  necesaria¬ 
mente  positiva. 

c)  La  suma  de  los  cuadrados  de  dos  enteros  es  mayor  o 
igual  que  el  cuadrado  de  su  suma. 

d)  El  valor  absoluto  del  producto  de  dos  enteros  es  el 
producto  de  sus  valores  absolutos. 

20*  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  sentencias  usando 
operadores  matemáticos  y  lógicos,  predicados  y  cuanli- 
fic adores.  El  dominio  consiste  en  todos  los  enteros. 

a )  F 1  p  re  )d  u uto  dedos  cnt  ero  s  negat  i  v  os  e  s  po  s  i  t  i  v  o . 

b)  El  val  or  m  ed  i  o  d  e  do  s  en  í  eros  positivos  es  pos  i  t  i  vo . 

c)  La  diferencia  de  dos  enteros  negativos  no  es  nece¬ 
sariamente  negativa, 

di  El  valor  absoluto  de  la  suma  de  dos  enteros  no  es 
mayor  que  la  suma  de  los  valores  absolutos  de  estos 
enteros. 

21.  Usa  predicados,  euantificadores,  conectivos  lógicos  y 
operadores  matemáticos  para  expresar  la  sentencia  que 
dice  que  todo  entero  positivo  es  la  suma  de  los  cuadra¬ 
dos  de  cuatro  enteros. 

22.  Usa  predicados,  euantificadores,  conectivos  lógicos  > 
operadores  matemáticos  para  expresar  la  sentencia  que 
dice  que  hay  un  entero  positivo  que  no  es  la  suma  de 
tres  cuadrados. 

23.  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  sentencias  usando 
predicados,  euantificadores  y  operadores  matemáticos  y 
lógicos. 

a)  El  producto  de  dos  reales  negativos  es  positivo. 

b)  La  diferencia  entre  un  número  real  y  él  mismo  es  cero. 

c )  T  odo  re  al  posi  1 1  v  o  t  i  cu  e  ex  ac  lame  nte  d  os  raíce  s  c  u  a- 
d  radas. 

d)  Un  real  negativo  no  tiene  raíces  reales. 

24.  Traduce  cada  una  de  estas  cuan  ti  fie  ación  es  anidadas  a 
una  frase  en  lenguaje  natural  que  exprese  una  afirma¬ 
ción  matemática.  El  dominio  en  cada  caso  consiste  en 
todos  los  números  reales, 

a)  IvVy  (,i  +  y  =  y) 

b  1  V-tVy  (((*  >  ti)  a  l  v  <  0))  (x  -y  >  0)) 
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c)  3x3y  «fjr  <  0)  a  (y  <  0»  a  (x  -  y  >  Uj) 

d )  Va  Vy  ((a  íÜ)a  {y  *  0))  <->  (ay  #  0)) 

25»  Traduce  cada  una  de  estas  cuantifiéariones  anidadas  a 
una  frase  en  lenguaje  natura]  que  exprese  una  afín  na¬ 
ción  matemática.  FI  dominio  en  cada  caso  consiste  en 
lodos  los  números  reales. 

a)  3x¥y(xysy) 

h  l  VjfVy  ({(a  <  0)  A  (y  <  0))  — >  (xy  >  0}) 

e)  3x3y(tiP>y)A.fr<y)) 
ti )  Va  Vy3z  íx  +  y  =  z) 

26.  Sea  QU,  y)  la  sentencia  «u  +  y  =  x  -  y».  Si  el  dominio 
para  ambas  variables  consiste  en  todos  los  enteros,  ¿cuá¬ 
les  son  los  valores  de  verdad  de  las  siguientes  sentencias? 

m)  Gil,  1J  b)  ÍK 2,0)  c)  Vy  Q{  1,  y) 

d)  3a  0(a,  2)  e)  3x3y  Q{xf  y)  f)  Vx3y  £)(*,>’) 

g)  3yVx  0(v.  v) 

h)  Vy3x  Q(xt  y) 

i)  Va VyQ{xty) 

27.  Determina  el  valor  de  verdad  de  cada  una  de  estas  sen¬ 
tencias  si  el  dominio  de  todas  las  variables  es  el  con¬ 
junto  de  lodos  los  enteros. 

a)  Vji3ot  (n1  <  m)  h)  BnVtti  (n  <  m2) 

c  )  V/t3/77  (n  +  m  =  0)  d )  3nVm  (nm  =  m) 

e  1  3/t3/ti  (/r  +  m2  =  5)  D  3n3nr  írr"  +  nr  =  6) 

g  1  3/i3ot  (*r  4  m  =  4  a  n  -  m  =  1 ) 

fí )  BnBm  [n  4  m  ”  4  a  n  -  m  =  2) 

i)  VnWiBp  {p  =  {m- f-  n >/2) 

28.  Determina  el  valor  de  verdad  de  cada  una  de  estas  sen¬ 
tencias  si  el  dominio  de  todas  las  variables  es  el  con* 
junto  de  todos  los  números  reales. 

a)  V.v3y  (.r  =  y)  b)  Vi3y  (a  =  y2) 

el  BiYy  (xy  -  0)  d>  3t3y  (a  +  y  *  v  +  vj 

e)  Va  {a ^  0  - »  3y  (xy  =  1  ¡) 

f)  BaVv  ( y  *  0  -y  xy  =  1 ) 

g)  Vv3y (A  +  y-I) 

h  1  3x3y  (a  +  2 y  =  2a  2x  +  4 y  =  5) 

i)  VjcBv  (jr +  y  =  2  A-SBt-  y  =  1 ) 

j)  VxVy3z  (z  =  (a  +  y)/2) 

29.  Supon  que  el  dominio  de  la  función  preposicional 
P(x.  y)  consiste  en  los  pares  v  e  y  adonde  v  es  l ,  2  o  3  e 
y  es  1,  2  o  3.  Escribe  estas  proposiciones  usando  dis¬ 
yunciones  y  conjunciones, 

al  ViVy  Pía,  y)  b)  3r3v  P(\T  y) 

el  3v Vy  P(a\  y )  d)  VyBr  P(j,  y) 

3(1  Reescribe  cada  una  de  Jas  siguientes  sentencias  de  tal 
forma  que  las  negaciones  aparezcan  sólo  dentro  de  los 
predicados  (es  decir,  de  tal  forma  que  ninguna  negación 
esté  fuera  de  un  euaníifkador  o  de  una  expresión  con 
conectivos  lógicos). 

a)  ~3yBx  P(x,  y)  bj  -<Vv3y  Pix.  y) 
el  “i 3y  (Q(y)  a  Va  a,  y))  6 

d>  ~3y  (3a  R(x,  y)  v  Va  S(x,  y)) 

e)  -i3y  (  Va3z  T\x,  y,  z)  v  EUVz  U(x,  y\  z)) 


31.  Expresa  ía  negación  de  cada  una  de  estas  sentencias  de 
lal  forma  que  lodos  ios  símbolos  de  negación  precedan 
inmediatamente  a  predicados. 

a)  Va3 yVzT(xryt  ¿) 

b )  Va3 y  P(x,  y)  v  Vt3 v  Q(x,  y) 

c)  Va3y  (P(xt  y)  a  Bz  R(x.  >\  z)) 
tí)  \/xBy{P(x,y)->Q[xiy)) 

32.  Expresa  las  negaciones  de  cada  una  de  estas  sentencias 
de  tal  forma  que  todos  los  símbolos  de  negación  prece¬ 
dan  inmediatamente  a  predicados. 

a)  3zV>Va  T(xr  y,  z) 
h)  3v3y  P{x,  y)  a  Va  Vv  Q{\.  y) 
cri  3v3y  [Q{x.  y)  o  Q(}\  x)) 
ú  \  YvBaB:  (T(x,  y,  z)  v  Q[x,  y)) 

33.  Reescribe  cada  una  de  las  siguientes  sentencias  de  lal 
forma  que  las  negaciones  aparezcan  sólo  dentro  de  los 
predicados  (es  decir,  de  tul  forma  que  ninguna  negación 
esté  fuera  de  un  cuantió eador  o  de  una  expresión  con  co¬ 
nectivos  lógicos). 

a  i  ->VaVv  P(x,  y)  b)  -<Vv3x  Pix.  y ) 

C)  -^VvVa  P{x,  y)  v  Q{x,  y)) 

d )  --  (  3a  3  y  -i  P{  x .  y)  a  Va  Vy  Q  ix ,  y ) ) 

c)  ^ Va( 3y V:  P(x,  yr  z)  a  3zVy  P(x,  y.  :)) 

34.  Expresa  cada  una  de  estas  sentencias  utilizando  cuanti- 
lie  adores.  Posteriormente,  forma  la  negación  de  la  sen¬ 
tencia  de  lal  forma  que  ninguna  negación  esté  a  la  iz¬ 
quierda  de  un  Luantificador.  Finalmente,  expresa  la 
negación  en  lenguaje  natural.  (No  te  limites  a  usar  la  ex¬ 
presión  ^No  se  cumple  que*..»). 

a)  Nadie  ha  perdido  más  de  1.000  euros  jugando  a  la 
lotería. 

h)  Hay  un  estudiante  en  esta  clase  que  ha  chuteado 
con  exactamente  otro  estudiante  de  la  clase. 

e)  Ningíín  estudiante  de  la  cíase  ha  enviado  mensajes 
de  correo  electrónico  a  exactamente  dos  estudiantes 
de  la  clase, 

d)  Algún  estudiante  ha  resuelto  todos  los  problemas 
de  este  libro. 

e)  Ningún  estudiante  ha  resuelto  al  menos  un  problema 
de  cada  sección  de  este  libro. 

35.  Expresa  cada  una  de  estas  sentencias  usando  cuantifi 

c adores.  Posteriormente,  forma  la  negación  de  la  sen-  6 
tcncia  de  tal  forma  que  ninguna  negación  esté  a  lu  iz¬ 
quierda  de  un  euaníifkador.  Finalmente,  expresa  la 
negación  en  lenguaje  natural.  (No  te  limites  a  utilizar  la 
expresión  «No  se  cumple  que,.,»). 

a)  Cada  estudiante  de  esta  clase  ha  cursado  exactamente 
dos  asignaturas  de  matemáticas  en  esta  facultad. 

b)  Alguien  ha  visitado  todos  los  países  del  mundo,  ex¬ 
cepto  Libia. 

c )  Nad  se  ha  e  seal  ado  todas  1  as  mon  tañas  del  H  i  tria  1  a  y  a . 

d)  Todo  actor  ha  participado  en  una  película  con  Kcvm 
Bacon  o  ha  participado  en  una  película  con  algún 
otro  actor  que  ha  participado  en  una  película  con 
Kcvin  Bacon. 
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36,  F\ presa  las  negaciones  de  estas  proposiciones  utilizan¬ 
do  cuanlifíeadores  y  en  lenguaje  natural. 

a)  A  todos  los  estudiantes  de  la  dase  les  gustan  las 
matemáticas. 

b)  Hay  un  estudiante  en  esta  clase  que  nunca  ha  visto 
un  ordenador. 

c)  Hay  un  estudiante  en  esta  dase  que  ha  cursado  todas 
las  asignaturas  de  matemáticas  de  la  licenciatura, 

d )  I  iay  un  estudiante  en  esta  dase  que  ha  estado  en  al 
menos  una  habitación  de  cada  edificio  dd  campus. 

37.  Encuentra  un  contrae jemplo.  si  es  posible,  de  estas  sen¬ 
tencias  universalmente  cuamificadas,  donde  el  domi¬ 
nio  de  todas  las  variables  consiste  en  todos  los  enteros, 

a)  Vj (YyCx*  =  /-**=>) 

b)  V.v3  v  (v2  =  -v)  c)  VxVy  (xy  >  x) 

3HP  Encuentra  un  contraejemplo,  sí  es  posible,  de  estas  sen 
tencias  universal  mente  euanlificadas,  donde  el  dominio 
de  todas  las  variables  consiste  en  todos  los  enteros. 

a )  Vx3v  (a*  -  1  /y  )  b)  V v3y  (y2  -  x  <  100) 

c)  VxVv  (.r  *  y-) 

39.  Utiliza  cuantiftcadores  para  expresar  la  propiedad  aso¬ 
ciativa  para  el  producto  de  números  reales. 

4(1.  Utiliza  cuanlifíeadores  para  expresar  La  ley  distributiva 
del  producto  con  respecto  a  la  suma  de  números  reales, 

41.  Determina  el  valor  de  verdad  de  la  sentencia  Vx3y  (ay= 
1 )  si  d  dominio  es 

a)  los  reales  no  nulos, 

b)  los  enteros  no  nulos. 

c)  los  reales  positivos. 

42,  Determina  el  valor  de  verdad  de  la  sentencia  ELvVy  (a  < 
y2)  si  el  dominio  es 

a)  los  reales  positivos, 

b)  los  enteros, 

c)  los  reales  no  nulos. 

43*  Muestra  que  las  dos  sentencias  -3rVy  P( a.  y)  y  Va3;v 
~*P(x.  y)  tienen  el  mismo  valor  de  verdad. 

*44.  Muestra  que  Va  P(x)  v  Va  Q{.\}  y  Va Vy  iP(x)  v  Q(y  )  i  son 
poicamente  equivalentes,  (La  nueva  variable  y  se  emplea 
para  combinar  bis  cuanlifíeadores  correctamente). 

*45.  a )  Muestra  que  Va  P\x)  a  3a  0a)  es  equivalente  a  Vv3y 

lPU)A0y». 

b  )  Muestra  que  Va  PLx)  v  3v  0a)  es  equivalente  a  Vx3y 
(Pix)vQ(y)). 

Una  semencia  está  en  forma  normal  preñe x  (PNF)  si,  y  sólo 
si,  es  de  la  forma 

CVAv -V-' -O- 

donde  cada  Q ,  /  -  I ,  2f _ k ,  es  bien  el  cuantí fie-ador  existen¬ 


cia!  o  el  cuantitlcador  universal,  y  P(\t . jq)  es  un  predicado 

que  no  involucra  ningún  cuami  Picador.  Por  ejemplo.  3a Vy 
(P{  i.  y)  a  Q(y))  está  en  forma prenex  normal,  mientras  que  Eb 
P(\)  v  Va  Q{ y I  no  (ya  que  no  lodos  ios  cuanlifíeadores  se  pre 
sentan  al  principio). 

Toda  sentencia  formada  con  variables  propos  i  dónales,  pre¬ 
dicados  y  los  valores  V  y  F.  utilizando  conectivos  lógicos  y 
cuanlifíeadores,  es  equivalente  a  una  sentencia  en  forma  nor¬ 
mal  prenex.  Ki  problema  47  pide  demostrar  este  hecho. 

*46.  Pon  estas  sentencias  en  forma  normal  prenex,  [Indicación: 
Usa  las  equivalencias  lógicas  de  las  Tablas  5  \  ó  de  la  Sec¬ 
ción  1.2,  la  Tabla  2  de  la  Sección  1,3,  los  Problemas  42^15 
de  la  Sección  1.3  y  los  Problemas  44  y  45  de  esta  sección). 

a)  3a  P(a)  v  3a  £?(a)  v  A,  donde  A  es  una  proposición 
que  involucra  cuan  Li  fie  adores 

b)  ^(Va  P(x)  v  Va  0a)) 
e)  3v  P[x)  — >  3v  Q(x) 

**47,  Muestra  cómo  se  puede  transformar  una  sentencia  arbi¬ 
traria  en  una  sentencia  en  forma  normal  prenex  que  sea 
equivalente  a  la  sentencia  dada, 

4H,  Un  número  real  x  es  cota  superior  de  un  conjunto  S  de 
números  reales  si  x  es  mayor  o  igual  que  lodo  numero  de 
S.  El  número  real  v  se  dice  que  es  el  supremo  de  un 
conjunto  S  de  números  reales  si  v  es  una  cota  superior  y 
v  es  menor  o  igual  que  toda  cota  superior  de  5,  Si  este 
valor  existe,  es  único. 

a  t  t  hi  tizando  cuantí  tiradores,  expresa  el  hecho  de  que 
v  es  una  cota  superior  de  S. 

b  \  Util  i  zandí >  e  u  a nt i  fi cadore  s .  e  x  pre  sa  e )  h  ec  ho  de  q  ue 
a  es  el  supremo  de  ÓT. 

*49,  Expresa  la  cuantificaeión  3U  P( a  )  usando  cuantificac io¬ 
nes  universales,  exístenciales  y  operadores  lógicos.  La 
sentencia  ifmfl  ^  a  =  L  significa  que  para  lodo  número 
real  positivo  C  hay  un  entero  positivo  N  tal  que  \  an  -  L  \ 
<  z  siempre  que  n  >  N. 

50.  (Se  requiere  Cálculo).  Utiliza  cuan  tífica  dores  para  ex¬ 
presar  la  sentencia  lim  _  a  =  L. 

51.  (Se  requiere  Cálculo).  Utiliza  cu  aurificad  oí  es  para  ex¬ 
presar  la  sentencia  lím  _  a  no  existe. 

52.  (Se  requiere  Cálculo).  Utiliza  cuan  ti  fie  adoren  para  ex¬ 

presar  la  siguiente  definición:  una  sucesión  {dj  es  una 
sucesión  de  Cauchy  si  para  todo  número  real  e  >  0  hay 
un  entero  positivo  N  tal  que  |  -  at  \  <  e  para  cada  par 

de  enteros  positivos  n  y  m*  ni  >  A/,  n  >  N . 

53.  (Se  requiere  Cálculo).  Utiliza  cu  aurificad  ores  y  conec¬ 
tivos  lógicos  para  expresar  esta  definición:  un  número 
/  es  e!  límite  superior  de  una  sucesión  ftfj  sí  para 
lodo  número  real  e  >  0.  an  >  L  -  E  para  infinitos  valo¬ 
res  de  n  y  an  >  L  T  £  sólo  para  un  número  finito  de  va¬ 
lores  de  n. 
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1.5  Métodos  de  demostración 


INTRODUCCIÓN 

Dos  importantes  cuestiones  que  aparecen  en  el  estudio  de  las  matemáticas  son:  ( I }  ¿cuándo  es 
correcto  un  argumento  matemático?,  y  (2)  ¿qué  métodos  se  pueden  utilizar  para  construir  argu¬ 
mentos  matemáticos?  Esta  sección  ayudará  a  resolver  estas  dos  preguntas  describiendo  varios  ti¬ 
pos  de  argumentos  matemáticos,  correctos  e  incorrectos* 

Un  teorema  es  una  sentencia  que  se  puede  verificar  que  es  verdadera.  (A  veces  a  los  teore¬ 
mas  se  les  llama  proposiciones,  hechos  o  resultados).  Demostramos  que  un  teorema  es  verdadero 
mediante  una  secuencia  de  semencias  que  constituyen  un  argumento  llamado  demostración. 
Para  construir  demostraciones  se  necesitan  métodos  para  derivar  sentencias  nuevas  a  partir  de  las 
conocidas.  Las  sentencias  que  se  utilizan  en  una  demostración  pueden  incluir  axiomas  o  postu¬ 
lados,  que  son  suposiciones  que  subyacen  a  las  estructuras  matemáticas,  hipótesis  del  teorema  o 
teoremas  demostrados  previamente.  Las  reglas  de  inferencia,  que  son  los  medios  usados  para  de¬ 
ducir  conclusiones  a  partir  de  otras  afirmaciones,  enlazan  los  pasos  de  una  demostración. 

En  esta  sección  hablaremos  sobre  las  reglas  de  inferencia,  lo  que  ayudará  a  clarificar  cómo 
construir  una  demostración  correcta.  Describiremos  también  algunas  formas  frecuentes  de  razo¬ 
namiento  incorrecto,  que  llamaremos  falacias.  Presentaremos  varios  métodos  que  se  utilizan  co¬ 
múnmente  para  demostrar  teoremas. 

El  término  lema  o  corolario  se  emplea  para  cierto  tipo  de  teoremas.  Un  lerna  es  un  teorema 
sencillo  utilizado  en  la  demostración  de  otros  teoremas.  Demostraciones  complicadas  son  a  veces 
más  fáciles  de  entender  haciendo  uso  de  lemas,  los  cuales  se  demuestran  por  separado.  Un  coro¬ 
lario  es  una  proposición  que  se  puede  establecer  directamente  a  partir  de  un  teorema  que  ya  ha 
sido  demostrado.  Una  conjetura  es  una  semencia  cuyo  valor  de  verdad  es  desconocido.  Cuando  se 
encuentra  una  demostración  para  una  conjetura,  ésta  se  convierte  en  teorema.  Muchas  veces  las 
conjeturas  resultan  ser  falsas,  por  lo  que  no  llegan  a  ser  teoremas 

Los  métodos  de  demostración  que  se  describen  en  este  capitulo  son  importantes  no  sólo  por¬ 
que  se  usan  para  demostrar  teoremas  matemáticos,  sino  por  sus  muchas  aplicaciones  en  ciencias  de 
la  computación.  Entre  ellas,  podemos  citar  la  verificación  de  que  un  programa  de  ordenador  es 
correcto,  establecer  si  un  sistema  operativo  es  seguro,  hacer  inferencias  en  el  área  de  la  inteligen¬ 
cia  artificial  o  mostrar  que  las  especificaciones  de  luí  sistema  son  consistentes.  Por  consiguiente, 
entender  las  técnicas  que  se  utilizan  en  las  demostraciones  es  esencial  tanto  en  las  matemáticas 
como  en  las  ciencias  de  la  computación, 


REGLAS  DE  INFERENCIA 


Vamos  a  introducir  en  este  apartado  las  reglas  de  inferencia  para  lógica  preposicional.  Estas  reglas 
justifican  los  pasos  dados  para  demostrar  que  a  partir  de  una  serie  de  hipótesis  se  llega  de  forma  ló¬ 
gica  a  una  conclusión.  La  tautología  {//  a  [p  — >  q))  q  es  la  base  de  la  regla  de  inferencia  llama¬ 
da  modus  ponens.  Esta  tautología  se  escribe  de  la  forma  siguiente 

p  i 

Usando  esta  notación,  las  hipótesis  se  escriben  en  una  columna  y  Ja  conclusión  debajo  de  una  ha 
rra  horizontal,  (El  símbolo  denota  «por  tanto»  o  «luego»).  El  modas  ponens  declara  que  sí  tan¬ 
to  una  implicación  como  sus  hipótesis  son  verdaderas,  entonces  la  conclusión  de  esta  implicación 
es  verdadera. 

& 

EJEMPLO  I  Supongamos  que  la  implicación  «si  nieva  hoy,  iremos  a  esquiar»  y  la  hipótesis  «está  nevando  hoy» 
son  verdaderas.  Entonces,  por  el  modus  ponens,  se  sigue  que  la  conclusión  «iremos  a  esquiar»  es 
verdadera.  <4 


Ejemplos 
.idk  huíais 
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EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Supongamos  que  la  implicación  «si  n  es  mayor  que  3,  entonces  n2  es  mayor  que  9»  es  verdadera. 
Por  tanto,  si  n  es  mayor  que  3,  por  el  machis  ponens,  se  sigue  que  nl  es  mayor  que  9.  4 

La  Tabla  1  muestra  un  listado  de  las  reglas  de  inferencia  más  importantes.  En  los  problemas 
de  la  Sección  1 .2  podemos  encontrar  verificaciones  de  estas  reglas.  Aquí  daremos  algunos  ejem¬ 
plos  de  argumentos  que  utilizan  estas  reglas  de  inferencias. 

Di  en  qué  regla  de  inferencia  se  basa  el  argumento  siguiente:  «Ahora  estamos  bajo  cero.  Por  tan¬ 
to,  bien  estamos  bajo  cero  o  bien  llueve  ahora». 

Solución:  Sea  p  la  proposición  «Ahora  estamos  bajo  cero»  y  q  «Llueve  ahora».  Entonces,  este  ar¬ 
gumento  es  de  la  forma 

P _ 

:,pvq 

Este  argumento  utiliza  ta  regla  de  adición.  4 

Di  en  que  regla  de  inferencia  se  basa  el  argumento  siguiente:  «Estamos  ba  jo  cero  y  llueve.  Por  tan¬ 
to.  estamos  bajo  cero». 

Solución:  Sea  p  la  proposición  «Estamos  bajo  cero»  y  q  «Llueve».  Entonces,  este  argumento  es  de 
¡a  forma 


P*tf 

:.p 

Este  argumento  utiliza  la  regla  de  simplificación.  4 


Tabla  1.  Reglas  de  inferencia. 

Regla  de  inferencia 

Tautología 

Nombre 

P 

:.p\cq 

p~*(pvq) 

Adición 

pAq 

Ap 

ip  a  q)  -» p 

Simplificación 

P 

q 

NpÁq 

t(f)A(í?))-í(^Aí/) 

Conjunción  0  ley  de  combinación 

p 

P  <7 

A  <7 

1 p  A  ( P  ->q)\->q 

Modas  ponens 

i  -1? 

l^q  A  íp  ->  í/||  ->  -ip 

Modas  t  oí  i  cus 

p-*q 
|  A  ~*P 

* 

p-^q 
q  — >  r 
p  — $  r 

[(/>  — ^  q)  a  (q  — >  r)]  — >  ip  — ^  r) 

S  i  1  og  ismo  h  i  poté  tic  o 

pvq 

-P 

:\q 

Upvq)A~>p\  -»  q 

Silogismo  disyuntivo 

pvq  « 

n  -'p  v  r 
,\  q\Tr 

[(/?  v  q)  A  (np  a  r)]  — *  (q  v  r) 

Ley  de  resolución 
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EJEMPI ,0  5  Di  en  qué  regla  de  inferencia  se  basa  el  argumento  siguiente: 

«Si  llueve  hoy,  entonces  hoy  no  haremos  una  barbacoa.  Si  no  hacemos  una  barbacoa  hoy, 
haremos  una  barbacoa  mañana.  Por  tanto,  si  llueve  hoy.  haremos  una  barbacoa  mañana». 

Solución:  Sean  p  la  proposición  «Llueve  ahora»,  q  «I  loy  no  haremos  una  barbacoa»  y  r  «Haremos 
una  barbacoa  mañana».  Entonces,  este  argumento  es  de  la  forma 

p^q 

q  r 

,\p  r 

Por  tanto,  este  argumento  es  un  silogismo  hipotético.  ◄ 


ARGUMENTOS  VÁLIDOS 


Se  dice  que  un  argumento  deductivo  es  correcto  si  siempre  que  todas  ¡as  hipótesis  son  verdaderas, 
la  conclusión  también  lo  es.  Consecuentemente,  mostrar  que  q  se  deduce  lógicamente  de  las  hi¬ 
pótesis  prpr  pñ  es  lo  mismo  que  mostrar  que  la  implicación 


(p, 

es  verdadera.  Cuando  todas  las  proposiciones  utilizadas  en  un  argumento  correcto  son  verdaderas* 
se  llega  a  una  conclusión  correcta.  No  obstante,  un  argumento  correcto  puede  conducir  a  una  con¬ 
clusión  incorrecta  si  se  utilizan  una  o  más  proposiciones  falsas  en  el  argumento.  Por  ejemplo. 


«Si  v'2  >4,  en  tal  caso  (a/2)  >(§)  .  Sabemos  que  v'2  >4;  por  consiguiente, 

(V2)‘=2  >(íf=J.. 


es  un  argumento  correcto  basado  en  el  modas  ponens.  Sin  embargo,  la  conclusión  de  este  argu 
mentó  es  falsa,  porque  2  <  Se  ha  usado  en  el  argumento  la  proposición  falsa  «\Í2  >4»*  lo  que 
significa  que  la  conclusión  de  este  argumento  puede  ser  falsa. 

Cuando  hay  muchas  premisas,  a  menudo  se  necesitan  varias  reglas  de  inferencia  para  de¬ 
mostrar  que  un  argumento  es  correcto.  Esto  se  ilustra  en  los  ejemplos  siguientes,  donde  se  mues- 
Ejcmpto*  ira  paso  a  paso  cómo  se  llega  de  un  argumento  a  otro,  razonando  explícitamente  cada  paso  que  se 
ha  dado.  Estos  ejemplos  muestran  también  cómo  se  pueden  analizar  argumentos  en  lenguaje  na¬ 
tural  utilizando  reglas  de  inferencia. 


EJEMPLO  ó  Muestra  que  las  hipótesis  «Esta  tarde  no  hace  sol  y  hace  más  frío  que  ayer»,  «Iremos  a  nadar  sólo 
si  hace  sol»,  «Si  no  vamos  a  nadar,  daremos  un  paseo  en  canoa»  y  «Si  damos  un  paseo  en  canoa, 
estaremos  en  casa  para  la  puesta  de  sol»  conducen  a  la  conclusión  «Estaremos  en  casa  para  la 
puesta  de  sol». 

Solución:  Sea p  la  proposición  «Esta  urde  hace  sol»,  q  la  proposición  «Hace  más  frío  que  ayer», 
r  la  proposición  «Iremos  a  nadar»,  s  la  proposición  «daremos  un  paseo  en  canoa»  y  t  la  proposi¬ 
ción  «Estaremos  en  casa  para  la  puesta  de  sol».  Entonces,  las  hipótesis  se  pueden  expresar  como 
-p  A  q ♦  r  — *  p,  ir  — >  s  y  s  /.  La  conclusión  es  simplemente  /.  [En  el  caso  de  la  segunda  hipóte¬ 
sis,  se  recuerda  que  una  de  las  formas  de  expresa*  r  — >  p  recogida  en  la  página  5,  Sección  L  L  es 
«r  sólo  si  />»,  que  es  la  forma  de  la  hipótesis  «Iremos  a  nadar  sólo  si  hace  sol]. 

Construimos  un  argumento  para  mostrar  que  nuestras  hipótesis  conducen  a  la  conclusión  de¬ 
seada  como  sigue. 


Paso 

I .  “p  A  q 
2  .  -i p 

3.  r  — » p 


Razonamiento  e 

Hipótesis  « 

Simplificación  usando  d  paso  I 
Hipótesis 
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EJEMPLO  7 


Ffilact's 


EJEMPLO  S 


Ejemplos 
íhJíc  ¡«ríales 


4.  -v 

5.  -^r— >$ 

6.  s 

7.  s  — >  t 

8.  t 


Modas  toliens  usando  !os  pasos  2  y  3 
Hipótesis 

Modas  poneos  usando  los  pasos  4  y  5 
Hipótesis 

Modas  ponens  usando  los  pasos  6  y  7 


< 


Muestra  que  las  hipótesis  «Si  me  mandas  un  mensaje  por  correo  electrónico,  entonces  acabaré  de 
escribir  d  programa*,  «Si  no  me  mandas  un  mensaje  por  correo  electrónico,  me  iré  a  la  cama  tem¬ 
prano»  y  «Si  me  voy  a  la  cama  temprano,  me  levantaré  descansado»  llevan  a  la  conclusión  «Si  no 
acabo  de  escríhir  el  programa,  me  levantaré  descansado». 


Solución:  Sea  p  la  proposición  «Me  mandas  un  mensaje  por  correo  electrónico»,  q  la  proposición 
«Ten mnaré  de  escribir  el  programa»,  r  la  proposición  «Me  iré  a  la  cama  temprano»  y  s  la  pro¬ 
posición  «Me  levantaré  mañana  descansado».  Las  hipótesis  se  pueden  reescribir  como  p  — >  q . 
-y }  —>  r  y  r  — »  s.  I  conclusión  deseada  es  ->t/  ->  s. 

Esta  forma  de  argumento  muestra  que  nuestras  hipótesis  conducen  a  la  conclusión  deseada. 


Paso 

i >  p-*q 

2.  ~x¡  — >  i p 

3.  -p  — >  r 

4.  — >  /■ 

5.  r— 

6.  ->  s 


Razonamiento 

Hipótesis 

Con  ir  arrea  proco  del  paso  i 
Hipótesis 

Silogismo  hipotético  usando  los  pasos  2  y  3 
Hipótesis 

Silogismo  hipotético  usando  los  pasos  4  y  5. 


RESOLUCIÓN 


Se  han  desarrollado  programas  de  ordenador  que  automatizan  tareas  de  razonamiento  y  demos¬ 
traciones  de  teoremas.  Muchos  de  estos  programas  hacen  uso  de  una  regla  de  inferencia  conocida 
como  resolución.  Esta  regla  de  inferencia  se  basa  en  la  tautología 

((p  v  q)  a  (-« p  v  r»  -Mr/  v  r). 

(La  comprobación  de  que  esta  sentencia  es  una  tautología  se  trató  en  el  Problema  28  de  la  Sec¬ 
ción  1.2).  La  disyunción  fina!  en  la  regla  de  resolución,  q  v  r,  se  llama  resolvente.  Cuando  se  cum¬ 
ple  que  q  —  r  en  esta  tautología,  tenemos  que  {p  v  q)  a  (~y>  v  q)  >  q.  Además,  cuando  r  =  F,  ob¬ 
tenemos  que  (p  v  q)  a  (-y;)  — >  q  (puesto  que  </vF  =  q),  lo  cual  es  la  tautología  en  la  que  se  basa  el 
silogismo  disyuntivo. 

Utiliza  la  regla  de  resolución  para  mostrar  que  las  hipótesis  «Jaime  está  esquiando  o  no  nieva»  y 
«Nieva  o  Beatriz  está  jugando  al  hockey»  implican  que  «Jaime  está  esquiando  o  Beatriz  está  ju¬ 
gando  al  hockey». 

Solución:  Sea  p  la  proposición  «Nieva»,  q  la  proposición  «Jaime  está  esquiando»  y  r  la  proposi¬ 
ción  «Beatrtz  está  jugando  al  hockey».  Podemos  representar  las  hipótesis  como  -i p  v  q  y  p  v  r.  res¬ 
pectivamente.  Utilizando  la  regla  de  resolución,  se  obtiene  la  proposición  q  v  r.  es  decir,  «Jaime 
está  esquiando  o  Beatriz  está  jugando  al  hockey».  A 

La  regía  de  resolución  desempeña  un  importante  papel  en  lenguajes  de  programación  basados 
en  las  reglas  tic  la  lógica,  como  el  Prolog  (donde  se  aplica  la  regla  de  resolución  sobre  sentencias 
cuanlificadas).  Además,  se  puede  usar  para  construir  sistemas  automáticos  de  demostración  de 
teoremas.  Para  construir  demostraciones  en  lógica  preposicional  utilizando  la  regla  de  resolución 
como  única  regla  de  inferencia,  la  hipótesis  y  la  conclusión  deben  ser  expresadas  como  clausulas, 
donde  una  cláusula  es  una  disyunción  de  variables  o  negación  de  estas  variables.  Podemos  susti¬ 
tuir  una  sentencia  en  lógica  preposicional  que  no  sea  una  cláusula  por  una  o  más  sentencias 
equivalentes  que  sean  cláusulas.  Por  ejemplo,  supongamos  que  tenemos  una  sentencia  de  la  forma 
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EJEMPLO  9 


RníaCfs 


EJEMPLO  10 


EJEMPLO  11 


p  v  (q  a  /■).  Corno  p  v  (q  a  r)  =  (p  v  q)  a  (p  v  r),  podemos  sustituir  la  sentencia  individual 
p  v  (q  a  r)  por  la  conjunción  de  las  dos  sentencias  (p  v  q)  y  (p  v  r),  cada  una  de  las  cuajes  es  una 
cláusula.  Podemos  sustituir  una  sentencia  de  la  forma  -<j?  v  ¿y)  por  la  conjunción  de  las  dos  sen¬ 
tencias  -y?  y  -«c/  (que  son  cláusulas),  puesto  que  por  las  leyes  de  De  Morgan  ->{p  v  q)  =  -»/;  a 
Podemos  también  reemplazar  una  implicación  y?  q  por  la  disyunción  equivalente  -p  v  t/. 

Muestra  que  las  hipótesis  (p  aí/)v  r  y  r  — >  ¿  implican  la  conclusión  p  v  s, 

So/nadií;  Podemos  reescribir  la  hipótesis  (p  a  £/)  v  r  como  dos  cláusulas,  pvrv  q  v  r.  Podemos 
reemplazar  también  r  — >  v  por  la  cláusula  equivalente  ->rvr.  Utilizando  tas  dos  cláusulas  pv  r  y 
-r  v  podemos  usar  la  regla  de  resolución  para  concluir  pvs.  M 


FALACIAS 


Hay  varias  falacias  muy  frecuentes  que  surgen  de  razonamientos  incorrectos.  Estas  falacias  se  ase¬ 
mejan  a  reglas  de  inferencia,  pero  se  basan  en  contingencias,  no  en  tautologías.  Mostraremos  en 
este  apartado  la  distinción  entre  razonamientos  correctos  e  incorrectos. 

La  proposición  [ip  —t  q)  a  í/J  — *  p  no  es  una  tautología,  ya  que  es  falsa  cuando  p  es  falsa  y  q  es 
verdadera.  No  obstante,  hay  muchos  argumentos  incorrectos  que  tratan  esta  proposición  como  si  fue* 
se  una  tautología.  Este  tipo  de  razonamiento  incorrecto  se  denomina  falacia  de  afirmar  la  conclusión* 

¿Es  correcto  el  argumento  siguiente? 

Si  haces  textos  los  problemas  de  este  libro,  aprenderás  matemática  discreta.  Tú  has  aprendido 
matemática  discreta. 

Por  tanto,  hiciste  lodos  los  problemas  de  este  libro. 

Solución:  Sea  p  la  proposición  «Hiciste  lodos  tos  problemas  del  libro».  Sea  q  ía  sentencia  «Tú 
aprendiste  matemática  discreta».  Entonces,  este  argumento  es  de  la  forma:  si  p  —>  q  y  q  entonces 
p.  Esto  es  un  ejemplo  de  un  argumento  incorrecto  que  usa  la  falacia  de  afirmar  la  conclusión.  De 
hecho,  es  posible  que  tú  aprendas  matemática  discreta  de  alguna  otra  forma  que  no  sea  hacer  todos 
los  problemas  del  libro.  (Puedes  aprender  matemática  discreta  leyendo,  asistiendo  a  clases  y  ha¬ 
ciendo  muchos,  pero  no  todos,  los  problemas  de  este  libro).  *4 

La  proposición  [{p  — >  q)  a  -p]  — >  -*<y  no  es  una  tautología,  puesto  que  es  falsa  cuando  p  es 
falsa  y  q  es  verdadera.  Muchos  argumentos  incorrectos  utilizan  erróneamente  lo  anterior  como  re¬ 
gla  de  inferencia.  Este  tipo  de  razonamiento  incorrecto  se  llama  falacia  de  negar  la  hipótesis. 

Sean  p  y  q  las  proposiciones  del  Ejemplo  10.  Si  la  implicación  p  — >  q  es  verdadera  y  -*p  es  ver¬ 
dadera.  ¿es  correcto  concluir  que  ~^q  es  verdadera?  En  otras  palabras,  ¿es  conecto  asumir  que  no 
aprendiste  matemática  discreta  si  no  hiciste  todos  los  problemas  del  libro,  suponiendo  que  si  haces 
todos  los  problemas  del  libro  aprendes  matemática  discreta? 

¡ 

Solución :  Es  posible  que  aprendas  matemática  discretí  incluso  si  no  haces  todos  los  problemas  cid 
libro.  Este  argumento  incorrecto  es  de  la  forma  p  — >  r  y  -¡p  implica  -></.  que  es  un  ejemplo  de  fa¬ 
lacia  de  negación  de  la  hipótesis  <4 


REGLAS  DE  INFERENCIA  PARA  SENTENCIAS  CIA  MI  FILADAS 


Hemos  hablado  de  reglas  de  inferencia  para  proposiciones.  Ahora  describiremos  algunas  reglas  de 
inferencia  importantes  para  sentencias  que  involucran  cuantificadores.  Estas  reglas  de  inferencia 
se  usan  con  frecuencia  en  los  argumentos  matemáticos,  a  veces  sin  mencionarlas  explícitamente. 

a 

Particularización  universal  es  la  regla  de  inferencia  que  se  utiliza  para  concluir  que  Fie)  es 
verdadera,  donde  c  es  un  miembro  particular  del  dominio,  dada  la  premisa  Va  P(x).  Se  utiliza  la 
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parltcularización  universal  cuando  se  concluye  de  la  sentencia  «Todas  las  mujeres  son  sabias»  que 
«  Lisa  es  sabia»,  donde  Lisa  es  un  miembro  del  dominio  de  todas  tas  mujeres. 

Generalización  universal  es  la  regla  de  inferencia  que  declara  que  V.v  P(x)  es  verdade¬ 
ra.  dada  la  premisa  de  que  P{c)  es  verdadera  para  todos  los  elementos  c  del  dominio.  Utiliza¬ 
mos  la  generalización  universal  cuando  mostramos  que  V.v  P(x)  es  verdadera  tomando  un  ele¬ 
mento  arbitrario  c  del  dominio  y  mostrando  que  Pie)  es  verdadera.  El  elemento  c  seleccionado 
debe  ser  un  elemento  arbitrario  del  dominio  y  no  uno  específico.  La  generalización  universal 
se  usa  implícitamente  en  muchas  demostraciones  matemáticas;  rara  vez  se  menciona  explíci¬ 
tamente. 

Particiilarización  existencia!  es  la  regla  que  nos  permite  concluir  que  hay  un  elemento  c  en 
el  dominio  para  el  cual  P(c)  es  verdadera  si  sabemos  que  3r  P(x)  es  verdadera.  Aquí  no  podernos 
seleccionar  un  valor  arbitrario  de  c,  sino  que  deber  ser  un  c  para  el  cual  sea  verdadera.  General¬ 
mente.  no  tenemos  conocimiento  de  qué  c  es,  sólo  de  que  éste  existe.  Como  existe,  le  podemos  dar 
un  nombre  y  continuar  nuestro  argumento. 

Generalización  existencia!  es  la  regla  de  inferencia  que  se  utiliza  para  concluir  que  3a 
P{x)  es  verdadera  cuando  se  conoce  un  elemento  particular  c  con  P(c)  verdadera.  Esto  es,  si 
conocemos  un  elemento  c  del  dominio  para  el  cual  P(c)  es  verdadera,  sabemos  que  3x  P(x)  es 
verdadera. 

.  Resumimos  estas  reglas  de  inferencia  en  la  Tabla  2.  Ilustraremos  cómo  se  utiliza  una  de  es¬ 

tas  reglas  de  inferencia  para  sentencias  cuanlilicadas  en  el  Ejemplo  1 2. 

EJEMPLO  1 2  Muestra  que  las  premisas  «Todo  el  mundo  en  la  clase  de  matemática  discreta  está  matriculado  en 
ingeniería  informática»  y  «María  es  una  estudiante  de  esta  clase»  implican  la  conclusión  «María 
está  matriculada  en  ingeniería  informática». 


Ejemplos 

adidonato 


Solución:  Sean  D(a)  está  en  la  clase  de  matemática  discreta»  y  C(  v)  «x  está  matriculado  en  in¬ 
geniería  informática».  Entonces»  las  premisas  mjíi  Va  (£)(. i)  — >  C{. i))  V  Z)(  María).  La  conclusión  es 
CíMaría). 


Se  pueden  usar  los  siguientes  pasos  para  establecer  la  conclusión  a  partir  de  las  premisas: 


Paso 

1.  VjrCDtí)->CGc)) 

2.  Oí  María)  — >  C(  María) 

3.  0(  María) 

4.  C( María) 


Razonamiento 

Premisa 

Particu  lar  i  zuaun  universa!  de  í  h 
Premisa 

Modus  ponens  usando  (2)  y  (3) 


EJEMPLO  13  Muestra  que  las  premisas  «Un  estudiante  de  esta  clase  no  ha  leído  el  libro»  y  «Todo  el  mundo  en 
esta  clase  aprobó  el  primer  examen»  implican  la  conclusión  «Alguien  que  aprobó  el  primer  exa¬ 
men  no  ha  leído  el  libro»» 


Tabla  2.  Reglas  de  inft 

renda  para  sentencias  cua  ni  tinadas. 

Regla  Re  inferencia 

Nombre 

V,r  P(x) 

■■■  Pie) 

Pa rtic  u  l ari  z  ae  ion  ij  n  i  v  ersa  1 

P(t )  para  un  c  arbitrario 

V.v  Plx) 

Genera  lizadón  universal 

Ti  Pix) 

Particularizad  ón  existencia! 

Pie)  para  algún  elemento  c 

P(c)  para  algún  elemento  c 

3.x  P(x) 

- — ^ — 

General  i  /.ación  existenciai 
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F-jviapIfte 

adiciottak* 


Rvíiluiidón 


Ejemplos 

adiciurtalcA 


DEFINICIÓN  1 


Solución:  Sean  C{x)  «x  es  de  esta  clase»,  fí(.x)  «x  ha  leído  el  libro»  y  P(x)  <a  ha  aprobado  el  pri¬ 
mer  examen».  Las  premisas  son  3.r  (C(,r)  a^B(x))  y  Vx  (C(x)  ->  P(x )),  La  conclusión  es 
Etv  {Pía >  A^fi(.v)).  Los  pasos  siguientes  establecen  la  conclusión  a  partir  de  las  premisas. 


Paso 

1.  3x  ÍC(a)  a  -'Bix)) 

2.  C(a)A^B(a) 

X  C(a) 

4.  Vx(C(x)^P(x)). 

5.  C(ü)  ->  P(r/> 

6.  P{a) 

7*  ~ £J> 

8.  P(ú)a^B(ü) 

9.  Xx  (P(x)  a 


Razonamiento 

Premisa 

Particular!  ¿ación  exisleneial  de  í 1) 
Simplificación  de  (2) 

Premisa 

Particuiarízación  universal  de  (4) 
Modas  ponens  usando  (3)  y  (5) 
Simplificación  de  (2) 

Conjunción  de  (6)  y  (7) 
Generalización  existencial  de  (8) 


◄ 


Observación;  l  ,os  argumentos  matemáticos  a  menudo  incluyen  pasos  donde  se  utilizan  reglas  de  in¬ 
ferencia  tanto  para  proposiciones  como  para  cuanti  Picadores.  Por  ejemplo,  la  particularización  universal 
y  el  machis  ponens  se  usan  a  menudo  juntos.  Cuando  estas  reglas  de  inferencia  se  combinan,  la  hipó¬ 
tesis  Vv  (P(x)  ->  Q(xj)  y  P(c\  donde  c  es  dd  dominio,  muestra  que  la  conclusión  Q(c)  es  verdadera. 

Observación:  Muchos  teoremas  en  matemática  discreta  enuncian  que  una  propiedad  se  cumple 
para  lodos  los  elementos  de  un  conjunto  en  concreto,  corno  d  conjunto  de  los  números  enteros  o 
los  reales.  Aunque  el  enunciado  preciso  de  tales  teoremas  requiere  incluir  el  cuanliítcador  uni¬ 
versal,  por  convención  se  omite.  Por  ejemplo,  la  sentencia  «Si  x  >  y,  donde  x  e  y  son  números 
reales  positivos,  entonces  ,r  >  y2»  significa  realmente  «Para  lodos  los  reales  positivos  x  e  y,  si  v  > 
y,  entonces  a2  >  yz».  Además,  cuando  se  demuestran  teoremas  de  este  tipo,  se  utiliza  a  menudo  la 
ley  de  generalización  universal  sin  mencionarlo  explícitamente.  El  primer  paso  de  la  demostración 
consiste  en  elegir  un  elemento  genérico  de!  dominio.  Pasos  posteriores  muestran  que  este  demento 
cumple  la  propiedad  en  cuestión.  La  generalización  universal  implica  que  el  teorema  se  cumple 
para  todos  los  miembros  del  dominio. 

En  fas  siguientes  explicaciones  adoptaremos  las  convenciones  usuales  y  no  mencionare¬ 
mos  explícitamente  el  uso  de  la  cuantiiicación  y  la  generalización  universales.  No  obstante,  debería 
entenderse  siempre  cuándo  se  aplica  esta  regla  de  inferencia  de  modo  implícito. 


MÉTODOS  PARA  DEMOSTRAR  TEOREMAS 


Demostrar  teoremas  es  a  veces  muy  difícil,  por  !o  que  necesitamos  todas  las  herramientas  dispo¬ 
nibles  que  nos  puedan  ayudar.  Presentamos  ahora  una  batería  de  métodos  diferentes  de  demos¬ 
tración.  Estos  métodos  deberían  convertirse  en  parte  de  tu  repertorio  para  demostrar  teoremas. 
Dado  que  muchos  teoremas  son  implicaciones,  las  técnicas  para  demostrar  implicaciones 
son  importantes.  Recuerda  que  /;  —>  q  es  verdadera  a  no  ser  que/?  sea  verdadera  y  q  falsa.  Ten  en 
cuenta  que  cuando  se  demuestra  la  sentencia  p  — >  </,  sólo  hace  hdta  demostrar  que  q  es  verdadera 
si  p  lo  es:  por  lo  general,  no  se  demuestra  que  q  es  verdadera.  Ei  i  lo  que  sigue  presentaremos  las 
técnicas  más  comunes  para  demostrar  implicaciones, 

DEMOSTRACIONES  DIRECTAS  La  implicación  p  — >  q  se  puede  demostrar  viendo  que  si  p 
es  verdadera,  entonces  q  debe  ser  verdadera  también.  Esto  pone  de  manifiesto  que  la  combinación 
p  verdadera  y  q  falsa  no  ocurre  nunca.  Una  demostración  de  este  tipo  se  llama  demostración  di¬ 
recta*  Para  llevar  a  cabo  este  tipo  de  demostración,  se  supone  que  p  es  verdadera  y  se  utilizan  re¬ 
glas  de  inferencia  y  teoremas  ya  demostrados  para  demostrar  que  q  dehe  ser  también  verdadera. 
Antes  de  dar  un  ejemplo  de  demostración  directa,  necesitamos  una  definición. 


o 

El  entero  n  es  par  si  existe  un  entero  k  tal  que  n  =  2 k  y  es  impar  si  existe  un  entero  k  tal  que 
n  -  2k  +  1.  (Observa  que  un  número  entere  es  bien  par  o  bien  impar). 
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EJEMPLO  14 


Ejemplos: 

adicionales 


EJEMPLO  15 


EJEMPLO  16 


EJEMPLO  17 


Da  una  demostración  directa  del  [eorcma  «Si  n  es  un  entero  impar,  entonces  n2  es  un  entero 
impar». 

Solución:  Suponemos  que  la  hipótesis  de  esta  implicación  es  verdadera,  es  decir,  que  n  es  impar. 
Entonces,  n  -  2k  +  1 ,  donde  k  es  un  entero.  Se  sigue  que  rr  =  (2 k  +  J  f  -  4k2  +  4í  +  1  =  2(2^  +  2 k) 
+1 .  Por  tanto,  n1  es  un  numero  impar  {es  una  unidad  mayor  que  el  doble  de  un  entero).  M 

DEMOSTRACIONES  INDIRECTAS  Como  la  implicación  p  ->  q  es  equivalente  a  su  con¬ 
traríe  cíproca,  q  — >  ™p,  la  implicación  p  — >  q  se  puede  demostrar  viendo  que  su  contrarrecíproca 
es  verdadera.  La  contrarrecíproca  se  suele  demostrar  directamente,  pero  se  puede  utilizar  cualquier 
otra  técnica.  Un  argumento  de  este  tipo  se  llama  demostración  indirecta. 

Da  una  demostración  directa  del  teorema  «Si  3 n  +  2  es  impar,  entonces  n  es  impar». 

Solución:  Supongamos  que  la  conclusión  de  esta  implicación  es  falsa,  es  decir,  que  n  es  par.  En¬ 
tonces,  n  —  2 k  para  algún  entero  k.  Se  sigue  que  3 n  +  2  =  3(2 k)  +  2  -  6k+  2  =  2(3 k  +  ! ).  por  lo  que 
+  2  es  par  (por  ser  múltiplo  de  2).  Como  la  negación  de  la  conclusión  implica  que  la  hipótesis 
es  falsa,  la  implicación  original  es  verdadera.  ^ 


DEMOSTRACIONES  VACUAS  V  TRIVIALES  Supongamos  que  la  hipótesis  p  de  una  im¬ 
plicación  p  — >  q  es  falsa.  Entonces,  la  implicación  p  — >  q  es  verdadera,  porque  la  semencia  licué  la 
forma  E  — »  V  o  F  — >  F,  y  por  tanto  es  verdadera.  Consecuentemente,  si  se  puede  demostrar  que  p 
es  falsa,  entonces  se  puede  dar  una  demostración,  llamada  demostración  vacua,  de  la  implicación 
p  — >  q.  Las  demostraciones  vacuas  se  utilizan  para  establecer  casos  especiales  de  teoremas  que 
enuncian  que  una  implicación  es  verdadera  para  todos  los  enteros  positivos  [esto  es.  un  teorema 
del  tipo  Vn  P(n)  donde  P(n)  es  una  función  propósicional].  Las  técnicas  de  demostración  para 
teoremas  de  esta  dase  se  discutirán  en  la  Sección  3.3. 

Muestra  que  la  proposición  PfO)  es  verdadera,  donde  P(n)  es  la  función  preposicional  «Si  n  >  l  es 
impar,  entonces  n2  >  n ». 

Solución:  rJ'en  en  cuenta  que  la  proposición  P(0)  es  la  implicación  «Sí  0  >  1,  entonces  ()-  >  0». 
Como  la  hipótesis  0  >  1  es  falsa.  ía  implicación  P(0)  es  automáticamente  verdadera.  «4 

Observación:  El  hecho  de  que  la  conclusión  de  esta  implicación.  O2  >  0,  sea  falsa  es  i rre levante 
para  el  valor  de  verdad  de  esta  implicación,  porque  está  garantizado  que  una  implicación  con  una 
hipótesis  falsa  es  verdadera. 

Supongamos  que  la  conclusión  q  de  una  implicación p  — >  q  es  verdadera.  Entonces,  p  — >  r /  e s 
verdadera,  puesto  que  la  sentencia  tiene  la  forma  V  -o  V  o  F  >  V,  lo  cual  es  cierto.  Por  tanto,  si 
se  puede  ver  que  q  es  verdadera,  entonces  se  puede  dar  una  demostración,  llamada  demostración 
trivial,  de  p  — >  q.  Las  demostradores  triviales  son  importantes  para  casos  especiales  de  teoremas 
(véase  la  discusión  sobre  la  técnica  Je  demostración  por  casos)  y  en  inducción  matemática,  que  ve¬ 
remos  en  la  Sección  3.3. 

1 

Sea  P(n)  «Si  a  y  b  son  enteros  positivos,  a  >  fr,  entonces  cf  >  //».  Muestra  que  la  proposición  P{ 0) 
es  verdadera. 

Solución:  La  proposición  FÍO)  es  «Si  a  >  entonces  a"  >  b'[».  Como  a°  =■  b°  -  1.1a  conclusión  de 
P( 0)  es  verdadera.  Por  tanto,  P(0)  es  verdadera.  Este  es  un  ejemplo  de  una  demostración  trivial. 
Nota  que  la  hipótesis,  que  es  la  semencia  «a  >  h».  no  se  necesitó  en  la  demostración.  M 

UN  POCO  DE  ESTRATEGIA  PARA  HACER  DEMOSTRACIONES  Hemos  descrito  tan¬ 
to  las  demostraciones  directas  conlo  indirectas  y  hemos  proporcionado  ejemplos  de  cómo  se  u ti 
tizan;  sin  embargo,  cuando  nos  enfrentamos  a  un  teorema  que  debemos  demostrar,  ¿qué  método 


ó  O  M  a  Le m á f  i  ca  d  a  s c ret  a  y  su  s  api  i  ea  c  iones 


Ejemplos 

adicionales 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  IX 


EJEMPLO  19 


deberemos  usar?  Primero  evalúa  si  una  demostración  directa  parece  eficaz.  Desarrolla  las  defini¬ 
ciones  dadas  en  las  hipótesis.  Luego  comienza  a  razonar  haciendo  uso  de  ellas,  jumo  con  los  axio¬ 
mas  y  los  teoremas  disponibles.  Si  no  parece  que  conduzca  a  ningún  sitio,  intenta  lo  mismo  con 
una  demostración  indirecta.  Recuerda  que  en  una  demostración  indirecta  se  asume  que  la  con 
c  I  u  si  ón  d  e  la  i  m  p  I  i  c  ac  ¡  ó  n  e  s  f a  1  s  a  y  se  u  i  i  liza  una  de  m  ost  rae  i  ón  d  i  rec  t  a  para  d  e  mo  s  t  ra  r  q  ue  se  d  e  - 
drice  que  la  hipótesis  debe  ser  falsa.  A  veces,  cuando  no  hay  una  forma  obvia  de  conseguir  una  de¬ 
mostración  directa,  una  demostración  indirecta  puede  funcionar.  Ilustramos  esta  estrategia  en 
los  Ejemplos  18  y  19. 

Antes  de  presentar  los  siguientes  ejemplos,  necesitamos  una  definición. 


I 


Eí  número  real  r  es  racional  si  existen  dos  enteros  p  y  q,  q  #  0,  tales  que  r  = 
real  que  no  es  racional  se  llama  irracional. 

. ...  • ■  c  i*  '"v  ü  ~ 


LTn  número 


Demuestra  que  la  suma  de  dos  números  racionales  es  un  número  racional. 


Solución:  Primero  intentamos  una  demostración  directa.  Para  empezar,  supongamos  que  r  y  s  son 
números  racionales.  De  la  definición  de  número  racional  se  sigue  que  hay  dos  enteros  p  y  q,  q  1 0, 
tales  que  r  =  pfq,  y  otros  dos  enteros  t  y  u,  u  /  0,  tales  que  i  - 1  fu.  ¿Se  puede  usar  esta  información 
para  mostrar  que  r  +  s  es  racional?  El  paso  siguiente  obvio  es  sumar  r  -  pfq  y  s  —  ¡fu  para  obtener 


r4,  =  £ 


pu  +  qi 
qu 


Como  q  #  0  y  u  ^  0,  se  sigue  que  qu  0.  Por  consiguiente,  hemos  expresado  r  +  $  como  la  razón 
de  dos  enteros,  pu  -f  qt  y  qu,  donde  qu  A  0  Esto  significa  que  r  -f-  s  es  racional.  Nuestro  intento  por 
encontrar  una  demostración  directa  ha  tenido  éxito.  -4 


Demuestra  que  si  n  es  un  entero  y  n2  es  impar,  entonces  n  es  impar. 

Solución:  Primero  intentamos  una  demostración  directa.  Supongamos  que  n  es  un  entero  y  n2  es 
impar.  Entonces,  existe  un  entero  k  tal  que  n~  =  2 k-¥  I.  ¿Se  puede  utilizar  esta  información  para  de¬ 
mostrar  que  n  es  impar?  No  parece  haber  un  camino  obvio  para  mostrar  que  n  es  impar  porque  las 
soluciones  para  n  son  de  la  forma  n  =  ±-y2 k  +  1  lo  cual  no  es  muy  útil. 

Como  el  intento  de  dar  una  demostración  directa  no  parece  tener  éxito,  intentamos  la  de¬ 
mostración  indirecta.  1  ornamos  como  hipótesis  que  n  no  es  impar.  Como  todo  entero  que  no  es 
impar  es  par,  n  es  par.  Esto  implica  que  existe  un  k  tal  que  n  =  2 k.  Para  demostrar  el  teorema,  ne¬ 
cesitamos  mostrar  que  esta  hipótesis  implica  la  conclusión  de  que  n2  no  es  impar,  es  decir,  de  que 
/res  pan  ¿Podemos  usar  la  ecuación  n  -  2  k  para  llegar  a  esto?  Elevando  ambos  miembros  al  cua¬ 
drado,  obtenemos  ti2  -  4 k2  -  2(2 fe2),  lo  que  implica  que  n1  es  también  par,  ya  que  rr-  2 í.  donde 
/  =  Ik2,  Hemos  tenido  éxito  en  el  intento  de  encontrar  una  demostración!  indirecta,  <4 

DEMOSTRACIONES  POR  REDUCCIÓN  AL  ABSURDO  Hay  otn|  formas  de  demostración 
que  no  son  ni  la  directa  ni  la  indirecta.  Presentamos  ahora  varias  técnicas  adicionales  de  demos¬ 
tración. 

Supongamos  que  se  puede  encontrar  una  contradicción  q  tal  que  -y ?  q  sea  verdadera,  esto 
es,  — *  F  es  verdadera.  Entonces  la  proposición  -r/j  tiene  que  ser  falsa.  Por  tanto,  p  debe  ser  ver¬ 
dadera.  Esta  técnica  se  utiliza  cuando  podemos  encontrar  una  contradicción,  como  por  ejemplo 
r  a  de  tal  forma  que  es  posible  mostrar  que  la  implicación  “p  — >  (r  a  ->/)  sea  verdadera.  Un  ar¬ 
gumento  de  este  tipo  se  llama  demostración  por  reducción  al  absurdo. 

Vamos  a  dar  ahora  tres  ejemplos  de  demostraciones  por  reducción  al  absurdo.  El  primero  es 
un  ejemplo  de  ¡a  aplicación  del  principio  del  palomar,  una  técnica  de  combinatoria  que  se  vera  en 
profundidad  en  la  Sección  4.2. 
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EJEMPLO  20 


ndionririlts 


EJEMPLO  21 


EJEMPLO  22 


Muestra  que  al  menos  cuatro  de  cada  22  días  deben  caer  en  el  mismo  día  de  la  semana. 


Solución :  Sea  p  la  proposición  «Al  menos  cuatro  de  los  22  días  elegidos  caen  en  el  mismo  día  de 
la  semana».  Supongamos  que  ->p  es  verdadera.  Entonces,  como  mucho,  tres  de  estos  22  días 
corresponden  al  mismo  día  de  la  semana.  Como  hay  siete  días  de  la  semana,  esto  implica  que 
como  mucho  se  podrían  haber  elegido  2 1  días,  puesto  que  tres  son  los  que.  a  lo  más.  pueden  ser  un 
día  particular  de  la  semana.  Esto  es  una  contradicción.  4 

Muestra  que  \2  es  irracional  dando  una  demostración  por  reducción  al  absurdo. 

Solución:  Sea  p  la  proposición  «\'2  es  irracional».  Supongamos  que  -p  es  verdadera.  Entonces,  V2 
es  racional.  Mostraremos  que  esto  conduce  a  una  contradicción.  Bajo  la  suposición  de  que  V2  es 
racional,  existirán  dos  enteros  a  y  h  tle  tal  forma  que  \2  —  o/b,  donde  a  y  h  no  tienen  factores  co¬ 
munes  (de  tal  forma  que  no  hay  una  tracción  equivalente  a  a/h  con  números  más  pequeños).  Como 
S2  =  u/b,  cuando  ambos  miembros  de  la  ecuación  se  elevan  ai  cuadrado,  se  sigue  que 

2  =  aW. 

Por  tanto, 

2b2  =  a2. 

Esto  significa  que  ¿r  es  par.  por  lo  que  a  es  par.  Además,  como  u  es  par.  a  =  2c  para  algún  entero  c 
Así, 

2  b1  =  4c2, 

por  lo  que 

b1  =  2c2. 

Esto  significa  que  b2  es  par.  Por  tanto,  h  debe  ser  par  también. 

Se  ha  mostrado  que  ->p  implica  que  V5  =  uth.  donde  a  y  h  no  tienen  factores  comunes  y  2  di¬ 
vide  a  a  y  a  h.  Esto  es  una  contradicción,  puesto  que  se  ve  que  ->p  implica  tanto  r  como  ~>rt  donde 
r  es  la  sentencia  «a  y  b  son  enteros  sin  factores  comunes».  Por  tanto,  ->p  es  falsa,  es  decir,  «S2  es 
irracional»  es  verdadera.  4 


Una  demostración  indirecta  de  una  implicación  se  puede  reescrihir  como  una  demostración 
por  reducción  al  absurdo.  En  una  demostración  indirecta  mostramos  que  p  — »  q  es  verdadera  uti¬ 
lizando  una  demostración  directa  para  ver  que  -vy  ->  -ip  es  verdadera.  Esto  es.  en  una  prueba  in¬ 
directa  de  p  — >  q  suponemos  que  ~>q  es  verdadera  para  mostrar  que  ~>p  debe  serlo.  Para  reescrihir 
una  demostración  indirecta  ticp  -o-  q  como  una  demostración  por  reducción  al  absurdo,  supone¬ 
mos  que  tanto p  como  -vy  son  verdaderas.  Entonces  usamos  los  pasos  de  la  prueba  directa  ~<q  -o  ~<p 
para  mostrar  que  -7?  dehe  ser  verdadera  también.  Esto  conduce  a  la  contradicción  p  a  -p.  com¬ 
pletando  la  demostración  por  reducción  al  absurdo.  El  Ejemplo  22  ilustra  cómo  una  demostración 
de  una  implicación  se  puede  reescribir  como  una  demostración  por  reducción  al  absurdo. 


Da  una  demostración  por  reducción  al  absurdo  de  teorema  «Si  3 n  +  2  es  impar,  entonces  n  es  impar». 


Solución:  Asumimos  que  3 n  +  2  es  impar  y  que  n  no  es  impar,  es  decir,  n  es  par.  Siguiendo  ¡os 
mismos  pasos  que  en  la  solución  de!  Ejemplo  13  (una  demostración  indirecta  de  este  teorema),  po¬ 
demos  mostrar  que  si  n  es  par.  entonces  3n  +  2  es  par.  Esto  contradice  la  suposición  de  que  3/¡  +  2 
es  impar,  completando  la  demostración.  4 


DEMOSTRACIÓN  POR  CASOS  Para  demostrar  una  implicación  de  la  forma 

(y?,  vp2v...v /»„)-><? 
se  puede  utilizar  la  tautología 

[<;>,  vp2  v  ...  vpj  q\  o  [(/?,  ->  q)  a  íp2  ->  q)  a  ...  a  (pn  ->  q)} 
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Ejemplos 

adicionales 


EJEMPLO  23 


EJEMPLO  24 


FJpmplov 

adiciónale* 


como  regla  de  inferencia.  Esto  muestra  que  la  implicación  original  con  una  hipótesis  construida 
mediante  una  disyunción  de  las  proposiciones  pvpr  ... ,  pn  se  puede  demostrar  demostrando  in¬ 
dividualmente  cada  una  de  las  n  implicac  ones  p  — >  q .  i  -  1,2. ....  n .  Tal  argumento  se  denomina 
una  denuost  ración  por  casos.  A  veces  para  demostrar  que  una  implicación  p  — >  q  es  verdadera,  es 
conveniente  usar  una  disyunción  de  proposiciones  p{  vp„  v ...  vpír  en  lugar  de  una  sola  proposición 
p  como  hipótesis  de  la  implicación,  donde  p  y  p,  v^v  v p  son  equivalentes.  Considera  el 
Ejemplo  23. 

Utiliza  una  demostración  por  casos  para  ver  que  [xy  |  “  |.v¡  |y  |.  donde  x  c  y  son  números  reales. 
(Recuerda  que  \x  |.  el  valor  absoluto  de  x\  es  igual  a  x  cuando  i  >  0  e  igual  a  -Jt  cuando  x  <  0). 

Solución:  Sea  p  «x  e  y  son  números  reales»  y  sea  q  «|xv |  =  |x  1 1 y  ¡».  Ten  en  cuenta  que  p  es  equi¬ 
valente  a  p¡  v  p,  v  p3  v  pr  donde  pf  es  «.v  >  0  a  y  >  ü».  p ;  es  «x  >  0  a  y  <  0»,  px  es  «x  <  0  a  y  >  0» 
y  p,  es  «x  <  0  AV  <  Ó».  Por  tanto,  para  demostrar p  — >  q,  podemos  ver  que  p(  —*  q,  p2  q,  — >  q  y 
p  í/.  (Hemos  considerado  estos  cuatro  casos  porque  son  una  elección  apropiada  pirra  poder  eli- 
minar  el  signo  del  producto  dentro  de  cada  caso). 

Vemos  que  P ,  — >  q  porque  xy  >  0  cuando  x  >  0  e  y  >  0.  por  lo  que  |xv|  =  xy  -  |  x  ||  y  |. 

Para  ver  que  p2  — >  q ,  ten  en  cuenta  que  si  x  >  0  e  y  <  0,  entonces  xy  <  0,  por  lo  que  \xy  \  =  -  xy 
-  ,v("V)  -  ¡x|  jy  |.  (  Aquí,  como  y  <  0,  tenemos  que  |y  J  -  -  y). 

Para  ver  que  p,  ->  q.  seguimos  el  mismo  razonamiento  que  en  el  caso  anterior,  cambiando  v 
por  y,  y  viceversa. 

Para  ver  que  pi  f/,  ten  en  cuenta  que  cuando  x  <  0  e  y  <  0  se  sigue  que  xy  >  0.  Por  tanto, 
[xy\  -  xy  -  {— v)(-_v)  =  |x|  \y  |.  Esto  completa  la  demostración.  ^ 

DEMOSTRACIONES  POR  EQUIVALENCIA  Para  demostrar  un  teorema  que  viene  dado 
por  una  Incondicional,  esto  es,  una  doble  implicación  de  la  forma p  o  q ,  donde  p  y  q  son  propo¬ 
siciones,  se  puede  usar  la  tautología 

ip  <r^q)*r*  [(p  q)  a  {q  ->  p)]r 

Esto  es,  la  proposición  «p  si,  y  sólo  si.  q»  se  puede  demostrar  si  se  demuestran  las  dos  implica- 
cioncs  «si  p,  entonces  íp>  y  «si  q,  entonces  p». 

Demuestra  el  teorema  «El  entero  //  es  impar  si,  y  sólo  si.  n2  es  impar». 

Solución:  Este  teorema  tiene  la  forma  «p  si,  y  sólo  si,  q donde  p  es  m  es  impar»  y  q  es  «>r  es 
impar».  Para  demostrar  este  teorema,  necesitamos  mostrar  que  p  — »  q  y  q  —>  p  son  verdaderas. 

Ya  hemos  demostrado  que  />  -»  q  y  que  q  — >  p  son  verdaderas  (Ejemplos  14  y  19,  respectiva¬ 
mente).  Como  p  q  y  q  ->  p  son  verdaderas,  hemos  demostrado  que  el  teorema  se  cumple.  M 


A  veces,  un  teorema  enuncia  que  varias  proposiciones  p|Vpr  pr  son  equivalentes.  Tales 
teoremas  se  pueden  reescrihir  como 


lo  cual  declara  que  las  n  proposiciones  tienen  los  mismos  valores  de  verdad  y,  por  lame ,  que  para 
todo  /  y  _/,  1  <i<j<  fh  p.  y  p  son  equivalentes.  Una  forma  de  demostrar  estas  cqui  valencias  mu¬ 
tuas  es  emplear  la  tautología 


[Pi  *->p2  +*  -  <~>  pj  **  [(p,  ->  p2)  a  (p3  p3)  a  ...  a  (prt  ->/?;)] 

Esto  indica  que  si  tas  implicaciones  p,  — y  pv  p,  — v  pv  ...  ,  pn  -*  pl  se  pueden  mostrar  que  son 

verdaderas,  entonces  las  proposiciones  pvpr . pn  son  todas  equivalentes. 

Esto  es  mucho  más  eficiente  que  probar  p¡  -*  p}  para  ¡  ?  /,  1  <  i  <  n  y  i  <  j  <  n. 

Cuando  demostrarnos  que  un  grupo  de  sentencias  son  equivalentes,  podemos  establecer 
cualquier  cadena  de  implicaciones  que  elijamos,  ya  que  a  través  de  la  cadena  es  posible  ir  de  una 
a  otra  cualesquiera.  Por  ejemplo,  podemos  ver  que  pv  p,  y  p3  son  equivalentes  mostrando  que  p}  —>  py 
¡\^P2yPi^Pr 
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EJEMPLO  25 


Ejemplos 
adi  doma  !cs 


EJEMPLO  26 


EJEMPLO  27 


Muestra  que  estas  sentencias  son  equivalentes: 

p{:  n  es  un  entero  par 
p2:  n-  1  es  un  entero  impar 
p3:  tr  es  un  entero  par 

Solución:  Mostraremos  que  estas  tres  sentencias  son  equivalentes  viendo  que  las  implicaciones 
que  p{  -->  p2  -o  p,  y  p  -o  son  verdaderas. 

Hacemos  una  demostración  directa  para  p  — »  pv  Supongamos  que  «  es  par.  Entonces,  /i  =  2 A' 
para  algún  entero  k.  Por  tanto,  n  I  =  2k  -  1  =  2(k  —  1)  +  L  Esto  significa  que  n  -  1  es  impar,  pues 
se  puede  poner  de  la  forma  2 m  +  1 „  donde  ni  es  el  entero  k  \ . 

Daremos  también  una  prueba  directa  de  que  p,  ->  pv  Supongamos  ahora  que  n  -  1  es  im¬ 
par.  Entonces,  n-\  -  2k  +  í  para  algún  entero  k.  Por  tanto,  n  -  2 k  +  2f  por  lo  que  n1  -  (2 k  +  2): 
-  4k2  +  8£  +  4  -  2(2A4  4-  4 A:  +  2),  Esto  significa  que  n2  es  el  doble  del  entero  2 k2  +  4k  +  2,  y  por 
tanto,  par. 

Para  demostrar  p  ->  p]  mil  izarnos  una  demostración  indirecta.  Esto  es,  demostramos  que  si 
n  no  es  par,  entonces  n1  no  es  par.  Esto  es  lo  mismo  que  demostrar  que  si  n  es  impar,  n1  es  impar, 
lo  cual  se  ha  hecho  ya  en  el  Ejemplo  14.  Esto  completa  la  demostración.  A 


TEOREMAS  Y  CUANTIFICADORES 


Muchos  teoremas  se  enuncian  haciendo  uso  de  proposiciones  y  cuaníiíicadores.  Se  pueden  utilizar 
varios  métodos  para  demostrar  teoremas  que  son  cuantificaciones.  Aquí  describimos  algunos  de 
los  más  importantes. 


DEMOSTRACIONES  DE  EXISTENCIA  Muchos  teoremas  afirman  la  existencia  de  un  tipo 
particular  de  objetos.  Un  teorema  de  este  tipo  es  una  proposición  de  la  forma  3x  P(v),  donde  P  es 
un  predicado.  Una  demostración  de  una  proposición  de  la  forma  Esa  P(x)  se  llama  demostración 
de  existencia.  Hay  varias  formas  de  demostrar  un  teorema  de  este  tipo.  A  veces  puede  darse  una 
demostración  del  tipo  3.x  P(x)  encontrando  un  elemento  a  tal  que  P(a)  sea  verdadera.  Tal  demos¬ 
tración  de  existencia  se  llama  constructiva.  También  es  posible  dar  una  demostración  de  exis¬ 
tencia  que  sea  no  constructiva.  Esto  es.  no  encontramos  el  elemento  a  tal  que  Pia)  es  verdadera, 
sino  que  demostramos  que  3x  Pix)  es  verdadera  de  alguna  otra  forma.  Un  método  común  para  dar 
una  demostración  no  constructiva  de  existencia  es  utilizar  una  demostración  por  reducción  al  ab¬ 
surdo  y  mostrar  que  la  negación  de  la  cu  notificación  existencia!  implica  una  contradicción.  El  con¬ 
cepto  de  demostración  constructiva  se  ilustra  en  el  Ejemplo  26. 

Una  demostración  constructiva  de  existencia.  Demuestra  que  hay  un  entero  positivo  que  se 
puede  poner  de  dos  formas  diferentes  corno  suma  de  cubos  de  enteros  positivos. 


Solución:  Tras  considerables  cálculos  (haciendo  uso,  por  ejemplo,  de  un  programa  de  ordenador), 
encontramos  que 

1729  =  l O3  -h  93  —  1 23  +  l\ 


Como  hemos  encontrado  un  entero  positivo  que  puede  escribirse  como  la  suma  de  cubos  de  dos 
formas  diferentes,  la  demostración  está  conseguida  A 


Una  demostración  no  constructiva  de  existencia.  Muestra  que  existen  dos  números  irraciona¬ 
les  x  e  y  tales  que  xy  es  racional. 


Solución:  Por  el  Ejemplo  21  sabemos  que  V2  es  irracional.  Considera  el  número  y 2  .  Si  es 

racional,  hemos  encontrado  dos  números  v  e  y  con  x-  racional:  x  =  V2  e  y  -  \  2.  Por  otra  parte,  si 

v'  2  es  irracional,  entonces  podemos  hacer  x  =  ■ V2  e  y  =  v'2,  de  tal  forma  que  v '  -  í  v  2  "  | 


$***%*&*& 
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Ejemplos 
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Ejemplos 
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EJEMPLO  29 


Enlitm 


EsUi  demostración  es  un  ejemplo  de  demostración  no  constructiva  de  existencia,  porque  no 
hemos  encontrado  dos  números  x  c  y  tales  que  v1  es  racional.  Más  bien  hemos  demostrado  que 

bien  el  par x  =  \/2,  V  =  V2  o  bien  x  =  V 2  ",y=  v'2  uno  de  ellos  tiene  las  propiedades  deseadas, 
pero  ¡no  sabemos  cuál  de  estos  dos  pares  es  el  que  buscamos!  < 

DEMOSTRACIONES  DE  UNICIDAD  Algunos  teoremas  afirman  la  existencia  de  un  tínico 
elemento  con  una  propiedad  particular.  En  otras  palabras,  estos  teoremas  afirman  que  hay  exac¬ 
tamente  un  elemento  con  esta  propiedad.  Para  demostrar  una  sentencia  de  este  tipo,  necesitamos 
mostrar  que  existe  un  elemento  con  esta  propiedad  y  que  ningún  otro  elemento  cumple  esta  pro¬ 
piedad.  Las  dos  partes  de  una  demostración  unicidad  son: 

Existencia:  Mostramos  que  existe  un  elemento  x  con  la  propiedad  deseada. 

Unicidad:  Mostramos  que  si  y  ¿ x,  entonces  y  no  tiene  la  propiedad  deseada. 

Observación:  Mostrar  que  existe  un  único  elemento  x  tal  que  P(x)  es  lo  mismo  que  demostrar  la 
sentencia  3x  (/'(x)  a  Vy  (y  *  x  — >  ->P(y)))- 

Muestra  que  talo  entero  tiene  un  único  inverso  respecto  la  suma.  Esto  es.  muestra  que  sí  p  es  un 
entero,  entonces  existe  un  único  entero  q  tal  que  p  +  q  -  0. 

Solución:  Si  p  es  un  entero,  encontramos  que  p  +  q  =  0  cuando  q  =  p.  Como  q  es  también  ente¬ 
ro.  por  consiguiente,  existe  un  entero  q  tal  que  p  +  q  —  0. 

Para  mostrar  que  dado  el  entero /;,  el  entero  q  tal  que  p  +  q  =  0  es  único,  supongamos  que  r  es 
un  entero  tal  que  ríe/ y  p  +  r  =  0.  Así.  p  +  q  -  p  +  r.  Sustrayendo  p  de  ambos  lados  de  la  ecua¬ 
ción,  se  sigue  que  q  —  r,  lo  que  contradice  !a  suposición  de  que  q  *  r.  Por  tanto,  hay  un  único  en¬ 
tero  q  tal  que  p  +  q  =  0-  ^ 

CONTRAEJEMPLOS  En  la  Sección  1.3  mencionamos  que  se  podía  ver  que  una  semen¬ 
cia  de  la  forma  V.v  P(x)  es  falsa  si  podemos  encontrar  un  contraejemplo,  esto  es,  un  ejemplo 
x  para  el  cual  Pía)  es  falsa.  Cuando  nos  encontramos  una  sentencia  de  la  forma  V.v  P(.v)  y 
bien  creemos  que  es  falsa  o  bien  se  nos  resisten  lodos  los  intentos  para  encontrar  una  de¬ 
mostración,  buscamos  un  contraejemplo.  Ilustramos  la  caza  de  un  contraejemplo  en  el  Ejem¬ 
plo  29. 

Muestra  que  Ea  sentencia  « I  odo  entero  positivo  es  la  suma  de  los  cuadrados  de  tres  enteros»  es  talsa. 

Solución:  Podemos  mostrar  que  esta  sentencia  es  falsa  si  encontramos  un  contráejemplo.  Esto  es, 
la  sentencia  es  falsa  si  podemos  mostrar  que  hay  un  entero  particular  que  no  es  la  suma  de  los  cua¬ 
drados  de  tres  enteros.  Para  buscar  un  contráejemplo.  intentamos  escribir  los  sucesivos  enteros  po¬ 
sitivos  como  suma  de  tres  cuadrados.  Encontramos  que  1  =  O2  +  0:  +  I  ,  2  =  0:  +  1  +  I :,  3  =  1 2  + 
\2  +  ]2  4  -  o2  +■  0:  +  22.  5  =  O2  +  I2  +  22,  6  =  l2  +  [ ’  +  22,  pero  no  podemos  encontrar  una  forma 
para  escribir  7  como  la  suma  de  tres  cuadrados.  Para  demostrar  que  no  hay  tres  cuadrados  que  su-, 
men  7.  ten  en  cuenta  que  podemos  utilizar  sólo  aquellos  cuadrados  que  no  exceden  de  7.  a  saber! 
0,  I  y  4.  Como  no  hay  tres  términos  escogidos  entre  0,  1  o  4  cuyos  cuadrados  sumen  7.  se  sigua 
que  7  es  un  contraejemplo.  Concluimos  que  la  sentencia  -Todo  entero  positivo  es  la  suma  de  lo:? 
cuadrados  de  tres  enteros»  es  falsa.  M 

Un  error  común  consiste  en  asumir  que  uno  o  más  e  jemplos  establecen  la  verdad  de  una  sen¬ 
tencia.  No  importa  los  ejemplos  que  se  encuentren  que  hagan  P(x)  verdadera,  la  cuanlificación  uni¬ 
versal  V.v  P(x)  puede  ser  falsa.  Considera  c!  Ejemplo  30. 


NOTA  HISTÓRICA  Cuando  el  matemático  inglés  G.  H.  I tardy  \  isitó  al  prodigio  hindú  Ratnanujan  en  el  hospilat  don¬ 
de  estaba  convaleciente.  Hardy  señaló  que  e!  172*).  d  número  riel  taxi  que  había  tomado,  era  bastante  insulso.  Raimmujaif 
le  replicó:  «No.  es  un  número  muy  interesante:  es  el  número  más  pequeño  que  se  puede  expresar  como  la  suma  de  cubos  de 
dos  formas  diferentes-,  (Véanse  los  Problemas  suplementarios  del  Capítulo  3  para  las  biografías  de  Hardy  y  Ramanujan), 
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KJEMPLO  30 


EJEMPLO  31 


EJEMPLO  32 


¿Es  verdad  que  toda  entero  positivo  es  la  suma  de  IK  potencias  cuartas  de  enteros?  En  otras  pa 
labras,  ¿es  un  teorema  la  sentencia  V/í  P(nh  donde  P(n)  es  la  sentencia  «/i  se  puede  escribir 
como  la  suma  de  18  potencias  cuartas  tic  enteros»  y  d  dominio  consiste  en  todos  los  enteros  po¬ 
sitivos? 

Solución:  Para  determinar  si  n  se  puede  escribir  como  la  suma  de  18  potencias  cuartas  de  enteros, 
deberíamos  empezar  examinando  si  n  es  la  suma  de  18  potencias  cuartas  de  enteros  para  los  ente¬ 
ros  positivos  mas  pequeños.  Como  las  potencias  cuartas  de  enteros  son  (X  1,  16.  81. ...,  si  podemos 
seleccionar  Í8  términos  de  estos  números  que  sumen  u,  entonces  n  es  una  suma  de  18  potencias 
cuartas.  Podemos  mostrar  que  todos  los  enteros  positivos  hasta  78  se  puede  escribir  como  la  suma 
de  18  potencias  cuartas.  (Los  detalles  se  dejan  :il  cuidado  dd  lector).  Sin  embargo,  si  decidiéramos 
que  esto  es  suficiente,  habríamos  llegado  a  una  conclusión  errónea.  La  sentencia  inicial  no  es 
correcta  porque  79  no  es  suma  de  1 8  potencias  citarías  (como  el  lector  podría  verificar).  4 


ERRORES  EN  DEMOSTRACIONES 


1 1  ay  mucho  fallos  comunes  en  la  construcción  de  demostraciones.  Describiremos  brevemente  al¬ 
gunos  de  ellos  aquí.  Entre  ios  fallos  más  generalizados  están  las  equivocaciones  en  aritmética  y  ál¬ 
gebra  básica.  Incluso  matemáticos  profesionales  cometen  tales  errores,  especialmente  cuando 
trabajan  con  fórmulas  complejas.  Siempre  que  utilices  cálculos  complejos,  deberías  revisarlos  tan 
cuidadosamente  como  sea  posible.  (Sería  interesante  que  repasases  algunos  aspectos  problemáti¬ 
cos  del  álgebra  básica,  especialmente  ames  de  estudiar  la  Sección  3.3). 

Cada  paso  de  una  demostración  matemática  debe  ser  correcto  y  la  conclusión  debe  deducir¬ 
se  lógicamente  de  los  pasos  que  la  preceden.  Muchas  equivocaciones  resultan  de  introducir  pasos 
que  no  se  han  deducido  lógicamente  de  los  anteriores.  Esto  se  ilustra  en  ios  Ejemplos  31-33. 

¿Dónde  está  el  error  en  la  famosa  «demostración»  supuesta  de  que  I  =  27 


«Demostración»:  Consideramos 
iguales. 

los  siguientes  pasos,  donde  a  y  h  son  dos  enteros  positivos 

Paso 

Razón  a  miento 

l .  a  =  b 

Dado 

2.  a1  =  ab 

Multiplicando  ambos  lados  de  ( i )  por  a 

3.  a 2  -  b1  -  ab  -  b2 

Restando  h2  a  ambos  lados  de  (2) 

4.  {a  -  b }  (a  +  b)  -  h(u  -  b) 

Factorizando  ambos  lados  de  (3) 

5.  a  +  b  -  b 

Dividiendo  ambos  lados  de  (4)  por  a  -  b 

6.  2b  =  b 

Reemplazando  a  por  b  en  (5),  porque  a  -  bf  y  simplificando 

7.  2  =  I 

Dividiendo  ambos  lados  de  (6)  por  b 

Solución:  Todos  los  pasos  son  válidos  excepto  uno,  el  paso  5,  donde  dividimos  ambos  lados  por 
a  -  b.  El  error  está  en  que  a  b  es  igual  a  cero.  La  división  de  ambo  í  miembros  de  una  ecuación 
por  la  misma  cantidad  es  válida  siempre  que  esta  cantidad  no  sea  eco.  *4 

¿Dónde  está  el  error  en  esta  «demostración»? 


«Teorema»;  Si  n1  es  positivo,  entonces  n  es  positivo. 

«Demostrad ó n »:  Supongamos  que  n2  es  positivo.  Como  la  implicación  «Si  n  es  positivo,  en¬ 
tonces  rr  es  positivo»  es  verdadera,  concluimos  que  n  es  positivo. 

Solución:  Sea  Fin)  «n  es  positivo»  y  Qin)  « tr  es  positivo»,  Entonces  nuestra  hipótesis  es  Q[n),  La 
semencia  «Si  n  es  positivo,  entonces  tr  es  positivo»  es  la  semencia  V/?  (Fin)  £?(«)).  Dé  la  hi¬ 
pótesis  Q(n)  y  la  semencia  Vn  (. P(n )  Q(n))  no  podemos  concluir  P(n\  porque  no  estamos  em¬ 

pleando  una  regla  de  inferencia  válida.  De  hecho,  éste  es  un  ejemplo  de  la  falacia  de  la  afirmación 
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EJEMPLO  33 


EJEMPLO  34 


EJEMPLO  35 


de  la  conclusión*  Se  puede  poner  un  contraejemplo  con  n  ——  L  para  e!  cual  n2  -  I  es  entero  po¬ 
sitivo,  pero  n  es  negativo  A 

¿Dónde  está  el  error  en  esta  «demos  i  ración-? 

«Teorema»:  Si  n  no  es  positivo,  entonces  n  no  es  positivo.  (Esto  es  eontrarreeíproco  del 
«teorema»  del  Ejemplo  32). 

«De  m  os  trac  ion» ;  Supongamos  que  n  no  es  positivo.  Como  la  implicación  «Si  n  es  positivo,  en 
toncos  n  es  positivo»  es  verdadera,  concluimos  que  ir  no  es  positivo. 

Solución:  Sean  Pin)  y  Q(n)  del  Ejemplo  32.  Entonces  nuestra  hipótesis  es  ^P(n)  y  la  sentencia  «Si 
u  es  positivo,  entonces  ir  es  positivo»  es  la  sentencia  V/i  {Pin)  —¥  Q(n)).  De  la  hipótesis  ^P(n)  y  la 
sentencia  Vu  (Pin)  -*  Q(fl})  no  podemos  concluir  ~'Q{n\  porque  no  utilizamos  una  regla  de  infe¬ 
rencia  correcta.  De  hecho,  esto  es  un  ejemplo  de  hi  J alacia  de  negar  la  hipótesis.  Puede  darse  un 
contraejemplo  para  n  =  -  I ,  como  en  el  Ejemplo  32*  A 

Un  error  común  consistente  en  hacer  suposiciones  no  garantizadas  puede  darse  en  las  de¬ 
mostraciones  por  casos,  en  las  cuales  a  veces  no  se  consideran  todos  los  casos.  Esto  se  ilustra  en  el 
Ejemplo  34. 

¿Dónde  está  el  error  en  esta  «demostración»? 

«Teorema»:  Si  x  es  un  número  real,  entonces  ,r  es  un  real  positivo. 

«Demostración»:  Sea p  «.ves  positivo»,  pn  «x  es  negativo»  y  q  «v2  es  positivo».  Para  mostrar  que 
ten  en  cuenta  que  cuando  x  es  positivo.  .v  es  positivo,  puesto  que  el  producto  de  dos  nú¬ 
meros  positivos  (.v  y  a  \  reales  es  un  real  positivo.  Para  mostrar  que  p  — »  q+  se  puede  ver  que  cuan¬ 
do  x  es  negativo,  x1  es  positivo,  ya  que  el  producto  de  dos  números  negativos,  x  y  v.  es  positivo. 
Esto  completa  la  demostración. 

Solución:  E!  problema  de  la  solución  que  hemos  dado  es  que  hemos  olvidado  el  caso  en  que  v  sea 
igual  a  0.  Cuando x  —  0,  v:  -  ü.  no  es  positivo,  por  lo  que  el  teorema  es  falso.  Si  //  es  «a  es  un  nú¬ 
mero  real»,  entonces  podemos  demostrar  resultados  donde  p  es  la  hipótesis  con  tres  casos  pvp2  y 
pv  donde  p]  es  <iv  es  positivo»,  /?,,  es  «a  es  negativo»  y  es  «a  =  0»,  por  la  equivalencia  p  <-> 
P)  vp2vpr  ‘  A 

Finalmente,  discutimos  brevemente  un  tipo  de  error  especialmente  desafortunado.  Muchos  ar¬ 
gumentos  correctos  se  basan  en  una  falacia  llamad  j  petición  de  principio.  Esta  falacia  se  presenta 
cuando  uno  o  más  pasos  de  una  demostración  se  basan  en  la  veracidad  de  la  sentencia  que  se  está 
demostrando.  En  otras  palabras,  esta  falacia  surge  cuando  se  demuestra  una  sentencia  usando  en  la 
demostración  la  misma  sentencia  o  una  sentencia  equivalente  a  ella.  Es  por  lo  que  esta  falacia  tam¬ 
bién  se  conoce  como  razonamiento  circular. 

¿Es  correcto  el  siguiente  argumento?  Supuestamente,  demuestra  que  n  es  par  siempre  que  /r  sea  par. 

Supongamos  que  n  es  par.  Entonces,  ir  =  2 k  para  algún  entero  k.  Sea  n  =  2/  para  algún 
entero  L  Esto  muestra  que  n  es  par. 

Solución:  Este  argumento  es  incorrecto.  La  sentencia  «Sea  n  -  2/  para  algún  entero  /»  se  utiliza  en 
la  demostración.  No  se  ha  dado  ningún  argumento  que  demuestre  que  n  se  puede  escribir  como  2/ 
para  algún  entero  A  Esto  es  un  razonamiento  circular  porque  la  sentencia  es  equivalente  a  la  sen¬ 
tencia  que  se  quiere  demostrar,  esto  es,  «n  es  par».  Por  supuesto,  el  resultado  es  correcto:  sólo  el 
método  lie  demostración  es  incorrecto.  a 


Cometer  errores  en  las  demostraciones  es  parte  del  proceso  de  aprendizaje.  Cuando  cometes 
un  fallo  y  otra  persona  lo  encuentra,  deberías  analizar  cuidadosamente  porqué  te  equivocaste  y 
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asegurarte  de  que  no  cometes  el  mismo  fallo  de  nuevo*  Incluso  los  matemáticos  profesionales  co¬ 
meten  errores  en  sus  demostraciones.  No  pocas  demostraciones  incorrectas  de  resultados  impor¬ 
tantes  han  confundido  a  la  gente  durante  muchos  años  antes  de  que  los  sutiles  errores  contenidos 
en  ellas  fueran  encontrados. 


SÓLO  EL  COMIENZO 


í  jemos  presentado  algunos  métodos  para  demostrar  teoremas*  Observa  que  no  se  ha  dado  ningún 
algoritmo  para  demostrar  teoremas;  ni  siquiera  se  ha  mencionado.  Un  resultado  de  gran  calado  es 
que  no  existe  tal  algoritmo* 

Hay  muchos  teoremas  cuyas  demostraciones  son  fáciles  de  encontrar  trabajando  directamente 
con  las  hipótesis  y  las  definiciones  de  ios  términos  del  teorema.  No  obstante,  a  veces  es  difícil  de¬ 
mostrar  un  teorema  sin  hacer  un  uso  inteligente  de  demostraciones  indirectas  por  reducción  al  ab¬ 
surdo  o  por  alguna  otra  técnica.  Construir  demostraciones  es  un  arte  que  sólo  se  puede  aprender  a 
través  de  la  experiencia*  que  consiste  en  escribir  las  demostraciones*  hacerlas  revisar*  leer  y  ana¬ 
lizar  demostraciones  hechas  por  otros*  etc* 

Presentamos  más  ejemplos  tic  demostraciones  en  el  resto  de  este  capitulo  y  en  el  Capítulo  2. 
En  el  Capítulo  3  seguiremos  viendo  algo  del  arte  y  la  estrategia  de  demostrar  teoremas  y  trabajar 
con  conjeturas,  introduciendo  varias  técnicas  de  demostración  importantes  entre  las  que  se  inclu¬ 
ye  el  principio  de  inducción*  que  se  puede  mili  zar  para  demostrar  resultados  que  se  cumplen  para 
enteros  positivos*  Fn  el  Capítulo  4  presentamos  la  noción  de  demostraciones  combinatorias* 


Problemas 


I*  Qué  reglas  de  inferencia  se  usan  en  los  siguientes  argu¬ 
mentos? 

a)  Alicia  estudia  matemáticas*  Por  lauto*  Alicia  estudia 
bien  matemáticas  o  bien  ingeniería  informática* 
fo)  Jeny  estudia  matemáticas  e  ingeniería  informática* 
Por  tamo.  Jeny  estudia  matemáticas, 
el  Si  llueve*  se  cierra  la  piscina.  Llueve;  por  tanto*  está 
cerrada* 

ú)  S  i  n  ie va  hoy  *  se  ce  rrará  la  uni  vers  í  dad  La  uni  v  ers  i  - 
dad  no  esta  cerrada  hoy.  Por  tamo,  no  nieva  hoy* 
e)  Si  voy  a  nadar,  entonces  estaré  al  sol  demasiado 
tiempo.  Si  estoy  al  sol  demasiado  tiempo,  me  que¬ 
maré*  Por  tanto,  si  voy  a  nadar  me  quemare, 

2,  ¿Qué  reglas  de  inferencia  se  usan  en  los  siguientes  argu¬ 
mentos? 

al  Los  canguros  viven  en  Australia  y  son  marsupiales* 
Por  tanto*  !us  canguros  son  marsupiales 
h\  Estamos  a  más  de  40  °C  hoy  o  la  polución  es  peli¬ 
grosa.  Estamos  a  menos  de  40  °C  hoy.  Por  tanto*  la 
polución  es  peligrosa. 

C)  Linda  es  una  excelente  nadadora.  Si  Linda  es  una  exce¬ 
lente  nadadora,  entonces  puede  trabajar  como  salvavi¬ 
das.  Por  tanto*  Linda  puede  trabajar  como  salvavidas, 
dt  Susana  trabajará  en  una  compañía  de  informática  e^te 
verano.  Por  tanto*  este  verano  Susana  trabajará  en 
una  compañía  de  informática  o  deambulará  por  la 
playa. 

el  Si  trabajo  toda  la  noche*  podré  resolver  todos  los  pro- 
b Jemas.  Si  puedo  resolver  todos  los  problemas*  ern 


tendere  la  asignatura.  Por  tanto,  si  trabajo  toda  la  no¬ 
che,  entonces  entenderé  la  asignatura* 

3.  Construye  un  argumento  utilizando  reglas  de  inferencia 
para  mostrar  que  Jas  hipótesis  «Randy  trabaja  duro»,  «Si 
Randy  trabaja  duro,  sera  un  chico  soso»,  «Si  Randy  es  un 
chico  soso,  no  conseguirá  el  trabajo»  implican  ki  conclu¬ 
sión  «Randy  no  conseguirá  el  trabajo»* 


4*  Construye  un  argumento  utilizando  reglas  de  inferencia 
para  mostrar  que  las  hipótesis  «Sí  no  llueve  o  ó  no  hace 
nkbla,  entonces  se  celebrará  la  competición  de  barcos  y  se 
hará  una  demostración  de  los  salvavidas»,  «Si  se  celebra  la 
c  o  m  peí  i  c  i  ó  n  t  le  b  a  re  os,  se  entreg  a  rá  un  t  ro  fet  >  »  y  «  Eli  ra¬ 
leo  no  se  ha  entregado»  implican  la  conclusión  «Movió». 


¿Qué  regla  de  inferencia  se  utiliza  ei] 
mentó?  -  Todos  los  hombre  son  tnord 
hombre.  Por  lauto,  Sócrates  es  moría 


este  famoso  arg ti¬ 
lles.  Sócrates  es  un 

i». 


6*  ¿Qué  regla  de  inferencia  se  usa  en  este  argumento?  «Nin¬ 
gún  hombre  es  una  isla.  Manhattan  es  una  isla.  Por  tanto* 
Manhattan  unes  un  hombre». 


7,  Para  cada  uno  de  estos  conjuntos  de  premisas,  ¿qué  con 
dusión  o  conclusiones  í>e  pueden  deducir?  Explica  las  re¬ 
gías  de  inferencia  utilizadas  para  obtener  cada  conclusión 
a  partir  de  las  premisas. 

a)  «Si  me  lomo  el  día  libre,  bien  llueve  o  bien  nieva». 
«Me  tome  el  martes  o  el  jueves  tihre».  «Hizo  sol  el 
martes».  «No  nevó  el  jueves». 
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bj  «Si  ceno  comidas  picantes,  entonces  tengo  sueños 
extrañosa.  «Tengo  sueños  extraños  sí  truena  por  la 
noche».  «No  he  tenido  sueños  extraños», 
c)  «Soy  bien  inteligente  o  bien  afortunado»*  «No  su  y 
afortunado».  «Si  soy  afortunado,  me  tocará  la  lote¬ 
ría». 

el)  «Todo  estudiante  de  ingeniería  informática  Liene  un 
ordenador».  «Ralph  no  tiene  ordenador»,  «Ana  üene 
un  ordenador». 

e>  «Lo  que  es  bueno  pura  las  empresas,  lo  es  para  m 
país»,  «Lo  íjue  es  bueno  para  lu  país  es  bueno  para 
ti».  «Lo  que  es  bueno  para  las  empresas  es  que  con 
su  m  as  c  om  pulsi  v  a  ni  el  \  te  » . 

f)  «Todos  los  roedores  roen  su  comida»,  «Los  ratones 
son  roedores»,  «Los  conejos  no  roen  la  comida». 
«Los  murciélagos  no  son  roedores». 

8*  Para  cada  una  de  estas  premisas,  ¿qué  conclusión  o  cotí' 
alusiones  relevantes  se  pueden  derivar?  Explica  las  reglas 
de  inferencia  usadas  para  obtener  cada  conclusión. 

a)  «Si  juego  al  hockey,  entonces  estoy  dolorido  al  día  si¬ 
guiente»,  «Uso  Ea  bañera  de  hidromasaje  si  estoy  do* 
lortdo».  «No  usé  la  piscina  de  hidromasaje». 
b  i  «Si  trabajo,  está  soleado  o  nublado  a  rachas».  «Tra¬ 
bajé  el  último  lunes  o  el  ultimo  viernes».  «El  martes 
no  estuvo  soleado».  «No  estuvo  nublado  a  rachas  el 
viernes». 

c)  «Todos  los  insectos  tienen  seis  patas»,  «Las  libe  lulas 
son  insectos».  «Las  arañas  no  tienen  seis  patas».  «Uis 
arañas  se  comen  a  las  libélulas», 
di  «Todos  los  estudiantes  tienen  una  cuenta  de  Inter¬ 
net»,  «Homer  no  tiene  una  cuenta  de  Internet». 
«Maggie  tiene  una  cuenta  de  Internet». 

e)  «Toda  la  comida  sana  no  sabe  bien».  «El  tofu  es 
sano»,  «Tú  sólo  comes  lo  que  sabe  bien»,  «Tú  no 
comes  tofu».  «Las  hamburguesas  grasicntas  no  son 
sanas», 

f)  «Estoy  soñando  o  estoy  alucinado».  «No  estoy  so¬ 
ñando».  «Si  estoy  alucinando,  veo  elefantes  corriendo 
por  la  carretera*. 

9.  Para  cada  uno  de  estos  argumentos* explica  qué  regias  de 
inferencia  se  han  utilizado  en  cada  paso 

a)  «Domingo,  un  estudiante  de  esta  clase,  sabe  progra¬ 
mar  en  JAVA.  Todos  los  que  saben  programar  en 
JAVA  pueden  conseguir  trabajos  bien  remunerados. 
Por  tanto,  alguien  en  esta  clase  puede  conseguir  un 
trabajo  bien  remunerado». 

b)  «A  alguien  de  tu  clase  le  gusta  observar  las  balle¬ 
nas,  Todas  tas  personas  a  las  que  Ies  gusta  observar 
las  ballenas  se  preocupan  por  la  con  ti  un  i  nación  de! 
océano,  Por  tanto,  hay  una  persona  en  esta  clase  que 
se  preocupa  por  la  contaminación  del  océano», 

c)  «Cada  uno  de  los  93  estudiantes  de  la  clase  tiene  un 
ordenador  Todos  los  que  tienen  un  ordenador  pueden 
utilizar  un  editor  de  le  vio.  Por  tanto,  Zacarías,  un  es¬ 
tudiante  de  laclase,  puede  utilizar  un  editor  de  texto» 

á)  «Todo  el  mundo  en  Santo  Domingo  vive  a  menos 
de  iOft  km  del  océano.  Alguien  en  Santo  Domingo  no 


ha  visto  nunca  el  océano.  Por  tanto,  alguien  que  vive 
a  menos  de  100  km  del  océano  no  ha  visto  nunca  el 
océano». 

10,  Para  cada  uno  de  estos  argumentos,  explica  qué  reglas  de 
inferencia  se  han  usado  en  cada  paso. 

a)  Linda,  una  estudiante  de  esta  dase*  tiene  un  desca¬ 
potable  rojo,  A  iodos  los  que  tienen  un  descapotable 
rojo  les  han  multado  alguna  vez  por  exceso  de  velo¬ 
cidad  Por  tanto,  a  alguien  en  esta  dase  1c  han  multa¬ 
do  por  exceso  de  velocidad». 

h)  «Cada  uno  de  los  cinco  compañeros  de  habitación. 
Melisa,  A  a  ron,  Ralph,  Vanesa  y  Kiko.  han  cursado  la 
asignatura  de  matemática  discreta.  Todos  los  estu¬ 
diantes  que  han  cursado  la  asignatura  de  matemática 
discreta  pueden  cursar  la  asignatura  de  algoritmos. 
Por  tanto,  los  cinco  compañeros  de  habitación  pueden 
cursar  la  asignatura  de  algoritmos  el  año  que  viene», 
c)  «Todas  las  películas  producidas  por  John  Saylcs  son 
maravillosas.  John  Su  v  les  produjo  una  película  sobre 
los  mineros  del  carbón.  Por  tatito,  hay  una  magnífica 
pe  lien  1  a  sobre  1 1  >s  m  me  ros  del  cu  rbón  » , 
d}  «1  lav  alguien  en  la  clase  que  ha  visitado  Francia.  To¬ 
dos  los  que  van  a  Francia  visitan  el  I  om  re.  Por  tanto, 
alguien  en  esta  clase  ha  visitado  el  I  ouvre». 

I  L  Para  cada  uno  de  estos  argumentos  determina  m  es 
correcto  o  incorrecto  y  explica  por  qué. 

al  Todos  los. estudiantes  de  la  dase  entienden  lógica. 
Xavier  es  un  estudiante  de  la  dase  Por  tanto.  Xavier 
enriende  lógica, 

h)  Unios  los  estudiantes  de  ingeniería  informática  cur¬ 
san  matemática  discreta.  Natacha  cursa  matemática 
discreta.  Por  lanío.  Natacha  es  estudiante  de  ingenie¬ 
ría  informática. 

c)  A  todos  los  loros  les  gusta  la  fruta.  Mi  pájaro  no  es 
un  loro.  Por  lanío,  a  mi  pájaro  no  le  gusta  la  fruta. 

d)  Los  que  comen  vegetales  todos  lus  días  están  sanos. 
Linda  no  está  sana.  Por  tanto,  Linda  no  come  vegeta¬ 
les  iodos  lm  días. 

12.  Para  cada  uno  de  es  los  argumentos  determina  sj  son 
c  1 1  rre  c  te  s  o  i  n  c  orre  c  \  os  y  explica  po  r  q  u  é , 

al  Todos  bs  que  han  pasado  por  fe  universidad  han  vivi¬ 
do  en  una  residencia*  Mía  no  ha  vivido  en  una  resi¬ 
dencia.  Por  tatito.  Mia  no  ha  pasado  por  la  universidad. 

b )  1  .os  a  u  i  umóv  ¡les  de  se  a  pot  abl  es  se  >n  ti  i  veri  idos  de  con  - 
dueir.  El  automóvil  de  Isaac  no  es  descapotable.  Por 
tanto,  el  automóvil  de  Isaac  no  es  divertido  de  con¬ 
ducir. 

ct  ,\  Quique  le  gustan  las  películas  de  acción*  A  Quique 
le  gusta  la  película  En  la  línea  de  fuego.  Por  tanto,  En 
ta  línea  de  fuego  es  una  película  de  acción, 

d)  rodos  tos  pescadores  de  langostas  ponen  al  menos 
una  docena  de  nasas,  Hilario  es  un  pescador  de  lan¬ 
gostas.  Por  tanto,  pone  a!  menos  una  docena  de  nasas. 

13.  Determina  si  es  correcto  cada  uno  de  los  siguientes  ar¬ 
gumentos.  Si  el  argumento  es  correcto,  ¿cuál  es  la  regla 
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de  inferencia  utilizad:*?  Si  no  lo  es,  ¿qué  error  lógico 
ocurre? 

a)  Si  n  es  un  número  real  tal  que  n>  I .  entonces  ir  >  I  - 
Supongamos  que  nl  >  I  Entonces  n  >  I 
h)  El  número  log,3  es  irracional  si  no  es  la  razón  de  dos 
culeros.  Por  tanto,  como  |ogn  3  no  se  puede  escribir  en 
la  forma  a¡h  donde  a  y  h  son  enteros,  es  irracional 
el  Si  n  es  uti  numero  real  v  n  >  3,  entonces  tr  >  9.  Su- 
pongamos  que  ir  <  9W  Entonces,  n  <  3. 
d>  Si  n  es  un  número  real  y  n  >  2T  entonces  n 2  >  4.  Su¬ 
pongamos  que  n  <  2.  Entonces,  rr  <  4, 

14,  Determina  ú  estos  argumentos  son  corréelos. 

a )  «Sí  x2  es  irracional,  entonces  x  es  irracional.  Por  lau¬ 
to,  si  x  es  irracional,  se  sigue  que  x2  es  irracional», 
h)  «Si  x-  es  irracional,  entonces  x  es  irracional.  El  nú¬ 
mero  x=  Ji-  es  irracional.  Por  tanto,  el  número  a  ~  it 
es  irracional». 

15*  ¿Qué  está  equivocado  en  este  argumento?  Sea  //( x)  «x 
esta  feliz».  Dada  ht  premisa  3i  H l  xL  concluimos  que 
H( Lola).  Por  tanto,  Lola  está  feliz. 

16,  ¿Qué  está  equivocadlo  en  este  argumento?  Sea  Síx,  y)  * v 
es  más  bajo  que  y».  Dada  la  premisa  zb  5(*v,  Max);  se  >i 
gue  que  Si Man.  Max),  Entonces,  por  generalización  lie 
existencia,  se  sigue  que  3x  S( x,  x),  por  ¡o  que  alguien  es 
más  bajo  que  él  mismo. 

17,  Demuestra  la  proposición  Pt 0),  donde  Pin)  es  la  propo¬ 
sición  «Si  n  es  un  entero  positivo  mayor  que  E  entontes 
rr  >  /i»,  ¿Qué  tipo  de  demostración  has  empleado? 

1 H*  Demuestra  la  proposición  P{  \ )T  donde  Pún  es  la  propo¬ 
sición  «Si  n  es  un  entero  positivo,  entonces  n1  >  »».  ¿Qué 
tipo  de  demostración  has  utilizado? 

19.  Sea  Pin)  la  proposición  «Si  a  y  b  son  números  reales 
positivos,  entonces  (*/  +  bY  >  tP  +  tf».  Demuestra  que 
P{  1 )  es  verdadera.  ¿Que  upo  de  demostración  has  usado? 

211*  Demuestra  que  el  cuadrado  de  un  numero  par  es  un  nú¬ 
mero  par  utilizando: 

a )  U  na  demost  rae iún  di  recta . 

b)  Una  demostración  indirecta, 

c)  Una  demostración  por  reducción  al  absurdo. 

21.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  y  tr'  +  5  es  impar,  en¬ 
tonces  n  es  par  usando: 

a)  Una  demostración  indirecta, 
b  I  Una  den  ios  i  ra c  i  ón  pt >r  red  ucc  ión  al  absu  rdo . 

22,  Demuestra  que  si  /;  es  un  entero  y  3it  +  2  es  par.  entonces 
n  es  par  usando: 

a)  Una  demostración  indirecta, 

1>)  Una  demostración  por  reducción  al  absurdo. 

2A  Demuestra  que  la  suma  de  dos  impares  es  par. 


24,  Demuestra  que  d  producto  de  dos  números  impares  es  impar. 

25.  Demuestra  que  la  suma  de  un  número  irracional  y  un 
número  racional  es  uu  número  irracional  utilizando  una 
demostrac  ión  por  reducción  al  absurdo. 

2  f> .  De  m  u  otra  que  c  I  prt  >d  u  c  t  o  de  dos  nú  me  ro  s  rae  i  f  )n a  Ies  es 
racional. 

27,  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  el  producto  de 
i  los  números  irracionales  es  irracional. 

2K.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  el  producto  de 
un  numero  racional  no  nulo  y  un  irracional  es  irracional 

29.  Demuestra  que  si  a  es  irracional  l/x  también  lo  es, 

3íl  Demuestra  que  si  x  es  racional  y.^  0,  l/x  también  lo  es 

31.  Demuestra  que  10  de  cualquier  grupo  de  64  dias  que  se 
escojan  deben  curre spon de r  al  mismo  día  de  la  semana, 

32.  Demuestra  que  3  de  cualquier  grupo  de  25  días  que  se  es¬ 
cojan  deben  corresponder  al  mismo  mes  del  año, 

33.  Muestra  que  si  x  e  y  son  números  reales,  entonces  maM 
y)  +  mÍTi(x,  y)  =  x  +  v.  {indicación;  Usa  una  demostración 
por  casos,  siendo  los  dos  casos  x  >  y  y  x  <  yl 

34.  Utiliza  una  demostración  por  casos  para  mostrar  que 
minffl,  c))  -  míníminí^,  b\  c)  siempre  que  a.  b  \ 
l  sean  números  reales. 

35.  Demuestra  la  desigualdad  triangular,  que  afirma  que  si 

x  e  y  son  números  reales,  entonces  [  x  |  +  |  y  |  >  ( x  +  y  | 
(donde  |x|  representa  el  valor  absoluto  de  a\  que  es  igual 
a  v  para x >  0  y  es  igual  a  x  para  a  <  0). 

36.  Demuestra  que  el  cuadrado  de  un  entero  finaliza  en  0,  1,4, 

5.  6  o  9.  {indicación:  Sea  n  -  10 k  +  /,  donde  /  =  0,  l . 9), 

37*  Demuestra  que  la  potencia  cuarta  de  un  entero  acaba  en 
0.  1 T  5  o  6. 

38.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces  n  es 

par  si,  y  sólo  si,  In  +  4  es  par,  |j 

39.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces!  n  es 

impar  si,  y  sólo  si,  In  +  4  es  impar.  * 

40.  Demuestra  que  si  m2  -  tr  si*  y  sólo  si,  m  =  n  o  m  =  -  n, 

4 1 .  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no*  que  ú  m  y  n  son  cu¬ 
leros  tales  que  mn  =  í  *  entonces  bien  m  —  ¡  y  n  =  \  o 
bien  m  -  —  I  y  n  -  -  I . 

42.  Demuestra  que  estas  tres  sentencias  son  equivalentes, 
donde  a  y  h  son  números  reales:  (í)  a  es  menor  que  h: 
07)  d  valor  medio  de  a  y  b  es  mayor  que  at  y  Uu)  el  valor 
medio  de  a  y  b  es  menor  que  h. 
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43,  Demuestra  que  estas  tres  sentencias  son  equivalentes: 
(i)  3*  +  2  es  un  número  pan  U0  x  +  5  es  un  entero  impar, 
y  (ú7)  x2  es  un  entero  par. 

44,  Demuestra  que  estas  tres  sentencias  son  equivalentes: 

(1)  v  es  racional:  (ii)  \¡2  es  racional  y  (iií)  3*  I  es  rio 
cional. 

45,  Demuestra  que  estas  tres  semencias  son  equivalentes: 
ii)  x  es  irracional;  (íi)  3a  +  2  es  irracional  y  077)  a/2  es 
irracional 

46,  ¿Es  correcto  este  razonamiento  para  encontrar  tas  soluciones 

de  la  ecuación  y  2.x2  -  I  —  a  ?  (/),  Se  da  \  2x2  - 1  =  x; 

(2)  Ix 2  -  1  =  x2,  elevando  al  cuadrado  ambos  términos 
de  ( /);  (2)  jr  -1=0,  restando  .r  a  ambos  lados  de  (2); 
í4)  (.v-  l)(x  +  l)  =  0,  faetón /ando  la  parte  izquierda  de 
(i);  (5)  x  =  I  o  x  =  -  1 ,  ya  que  si  ab  =  0  implica  que  bien 
a  -  0  o  bien  h  -  0, 

47,  ¿Son  correctos  estos  pasos  dados  para  encontrar  las  so¬ 
luciones  de  la  ecuación  y[x  +3  -  3  -  A?  (/)  Se  parle  ele 

Vah s  3  =  3  -  x:  (2)  x  +  3  =  .r  -  fu  +  9>  elevando  aJ  cuadra¬ 
do  ambos  lados  de  (/);  (i)  0  =  x:  Ix  +  6,  restando  x+  3 
a  ambos  términos  de  (2):  (4)0  =  [x  -  1  )(x  -  ó),  faetón- 
zando  la  parte  derecha  de  (5):  (5 )  x  =  I  o  x  =  6,  ya  que  si 
ah  =  0  implica  que  bien  cj  =  0  o  bien  b  -  0. 

4M  Demuestra  que  hay  un  entero  positivo  que  es  igual  a  la 
suma  de  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  él. 
¿Es  tu  demostración  constructiva  o  no  constructiva? 

49,  Demuestra  que  hay  cien  enteros  consecutivos  que  no  son 
cuadrados  perfectos,  ¿Es  tu  demostración  constructiva  o 
no  constructiva? 

50,  Demuestra  que  bien  2  *  10™  +  15  o  bien  2  ■  10300  +  16  no 
es  cuadrado  perfecto.  ¿Es  tu  demostración  constructiva  o 
no  constructiva? 

51,  Demuestra  que  hay  un  par  de  enteros  positivos  consecu¬ 
tivos  tales  que  uno  es  un  cuadrado  perfecto  y  d  otro  un 
cubo  perfecto, 

52,  Demuestra  que  el  producto  de  dos  (Je  los  números  65 11X111 
_  {fswt  +  3in  791212  _  923W  +  2:m  y  24m*  -  5m  4-  7 1777  no 

es  negativo.  ¿Es  tu  demostración  constructiva  o  no  cons¬ 
tructiva?  {Indicación:  ¡No  intentes  evaluar  estos  números  rL 

53,  Demuestra  que  cada  una  de  las  siguientes  semencias  se 
pueden  utilizar  para  expresar  el  hecho  de  que  hay  un 
único  elemento  a  tal  que  Pix)  es  verdadera,  lien  en  cuen¬ 
ta  que.  por  el  Problema  48  de  la  Sección  13.  ésta  es  la 
sentencia  3!  P{x)] . 

a)  lvVyiP(y)<->  .t  =  y) 

bí  3x  P(x)  A  V.rVy  (P(  x)  a  P(y)  -4  x  =  y) 

c)  3x  (P(x)  a  Vy  (P{y)  -4  a  =  y)) 

54,  Demuestra  que  si  o,  h  y  t  son  números  reales  y  a  *  0.  en¬ 
tonces  existe  una  solución  única  para  la  ecuación  cix  +  h  =  c. 


55.  Supongamos  que  a  y  b  son  enteros  impares,  a  *  h ,  Mues¬ 
tra  que  existe  un  único  entero  c  tal  que  |  a  -  c  |  =  |  h  -  c), 

56.  Muestra  que  si  r  es  un  numero  irracional  hay  un  único 
entero  n  tal  que  la  distancia  entre  r  y  n  es  menor  que  '/> 

57.  Muestra  que  si  n  es  un  entero  impar,  entonces  exisle  un 
único  entero  k  tal  que  n  es  la  suma  de  A  -  2  y  k  +  3. 

58.  Demuestra  que  dado  un  número  real  x  existen  dos  únicos 
números  n  y  c  tal  que  a  =  n  +  £,  n  es  un  entero  y  0  <  t  <  1, 

59.  Demuestra  que  dado  un  número  real  t  existen  dos  únicos 
números  n  y  £  tal  que  x  =  n  e,  n  es  un  entero  y  0  <  £  <  L 

60.  Usa  la  regla  de  resolución  para  mostrar  que  las  hipótesis 
«Alien  es  un  mal  chico  o  Hillary  es  una  buena  chica»  y 
«Alien  es  un  buen  chico  o  David  eslá  contento»  implican 
la  conclusión  «Hillary  es  una  buena  chica  o  David  está 
contento». 

61.  Utiliza  la  regla  de  resolución  para  mostrar  que  las  hipó¬ 
tesis  «No  llueve  o  Yvette  tiene  un  paraguas»,  «Yvette  no 
tiene  un  paraguas  o  ella  no  se  moja»  y  «Llueve  o  Yvette 
no  se  moja»  implican  la  conclusión  «Yvette  no  se  moja», 

62.  Muestra  que  las  equivalencias  p  a  V  se  pueden  derivar 
utilizando  la  regla  de  resolución  junto  con  el  hecho  de  que 
una  implicación  con  hipótesis  falsa  es  correcta.  {Indica¬ 
ción:  Sea  if  =  r  =  V  cuando  se  use  la  regla  de  resolución). 

63.  L'sa  la  regla  de  resolución  para  demostrar  que  la  fórmula 
[p  V  q)  a  i^p  v  q)  a  (p  v  -y/)  a  {^p  v  -'¿/I  no  se  cumple. 

64.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  si  a  y  b  son  nú¬ 
meros  racionales,  entonces  ah  también  lo  es. 

65.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  hay  un  número 
racional  x  y  un  irracional  y  tales  que  xy  es  irracional 

66.  Muestra  que  puede  verse  que  las  proposiciones  pr  p,.  p1 
y  p4  son  equivalentes  demostrando  que  p{  pv  <-4  p^ 
y  p¡  44  son  verdaderas. 

67.  Muestra  que  puede  verse  que  las  proposiciones  pr  pv 
I?,  y  />,  son  equivalentes  demostrando  que  p ,  -4  p4,  />..  -4/r,, 
/ij  ->  py  p,  -4/?s  y  p5  ^4  son  verdaderas. 

6S,  Demuestra  que  un  tablero  de  ajedrez  de  8x8  casillas  se 
puede  cubrir  completamente  empleando  fichas  de  domi¬ 
nó  (piezas  de  I  X  2  casillas), 

*69,  Demuestra  que  es  imposible  cubrir  un  tablero  de  ajedrez 
de  K  x  8  casillas  con  dos  casillas  quitadas  en  dos  esquinas 
opuestas  utilizando  fichas  de  dominó, 

*70,  El  Problema  de  Lógica,  tomado  de  WFF'N  PROOF  The 
Oíttne  of  Módem  Logic ,  usa  estas  dos  suposiciones: 

l .  « La  1  óg  i  e  a  e s  d  itícil  o  a  poc  os  e s  t  ud í  ante  s  1  es  g  u  sta  J  a 
lógica». 
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2.  «Si  las  m  ale  malí  cas  son  fáciles,  entonces  la  lógica  no 
es  difícil». 

Formalizando  estos  dos  enunciados  a  sentencias  con  va¬ 
riables  proposición  ales  y  conectivos  lógicos,  determina 
cuáles  de  estas  conclusiones  son  válidas  para  estas  supo¬ 
siciones* 

a)  Que  las  matemáticas  no  son  fáciles  sí  a  muchos  estu¬ 
diantes  le  gusta  la  lógica. 

b}  Que  a  pocos  estudiantes  les  gusta  la  lógica  sí  las  ma¬ 
temáticas  no  son  fáciles. 

c)  Que  las  matemáticas  no  son  fáciles  o  la  lógica  e>¿  difícil. 

d)  Que  la  lógica  no  es  difícil  o  las  matemáticas  no  son 
fáciles. 

e)  Que  si  a  pocos  estudiantes  les  gusta  la  lógica,  e mon¬ 
ees  bien  las  malemálicas  no  son  fáciles  o  bien  la  ló¬ 
gica  no  es  difícil 

71.  Demuestra  que  al  menos  uno  de  los  números  reales  ar 
ür  ün  es  mayor  o  igual  que  el  promedio  de  ellos. 
¿Qué  clase  de  demostración  has  utilizado? 

72,  Usa  el  Problema  71  para  mostrar  que  si  se  ponen  los 
diez  primeros  números  enteros  positivos  alrededor  de  un 
círculo,  en  cualquier  orden,  existen  tres  enteros  en  posi¬ 
ciones  consecutivas  alrededor  dd  círculo  que  tienen  una 
suma  mayor  o  igual  que  17, 


73,  Demuestra  que  si  n  es  un  entero,  estas  cuatro  sentencias 
son  equivalentes:  (/)  n  es  par,  l. ii)  n  +  1  es  impar,  itii)  3n  + 
1  es  impar,  (j'v)  3/i  es  par. 

74,  Demuestra  que  estas  cuatro  sentencias  son  equivalentes: 
(0  tr  es  impar.  (//)  I  n  es  par,  (ni)  ir  es  impar,  (7v)  ir  +  I 
es  par. 

75,  ¿Qué  reglas  de  inferencia  se  utilizan  para  establecer  la 
conclusión  del  argumento  de  Lew  is  Carrol  i  descrito  en  el 
Ejemplo  19  de  la  Sección  1.3? 

76,  ¿.Qué  reglas  de  inferencia  se  utilizan  para  establecer  la 
conclusión  del  argumento  de  Lewís  Carro H  descrito  en  d 
Ejemplo  20  de  í a  Sección  1.3? 

*77.  Determina  si  este  argumento,  tomado  de  Backhotise 
[Ba861,  es  correcto, 

Si  Supe  imán  fuese  Capaz  y  quisiese  prevenir  el  crimen. 
Jo  haría.  Si  Su peonan  no  fuese  capaz  de  prevenir  el  cri¬ 
men.  sería  débil;  m  no  quisiese  prevenir  el  crimen,  sería 
malevolente.  .Supermán  no  previene  d  crimen.  Sí  Su- 
permiín  existiese,  ni  sería  débil  ni  malevolente.  Por  tanto, 
Supermán  no  existe. 


1.6  Conjuntos 


INTRODUCCIÓN 


En  este  libro  estudiaremos  una  gran  variedad  de  estructuras  discretas.  Éstas  incluyen  relaciones, 
que  consisten  en  pares  ordenados  de  elementos;  combinaciones,  que  son  colecciones  desordenadas 
de  elementos,  y  gratos,  que  son  conjuntos  de  véitices  y  aristas  que  conectan  vértices.  Además,  ¡ins¬ 
inuemos  cómo  se  utilizan  estas  y  otras  estructuras  discretas  en  el  modelado  y  !a  resolución  de  pro¬ 
blemas.  En  particular,  se  describirán  muchos  ejemplos  del  uso  de  estructuras  discretas  en  alma¬ 
cenamiento.  comunicación  y  manipulación  de  datos.  En  esta  sección  estudiamos  la  estructura 
discreta  fundamental,  sobre  la  que  se  construyen  todas  las  demás:  el  conjunto. 

Los  conjuntos  se  utilizan  para  agrupar  objetos.  Generalmente,  los  objetos  de  un  conjunto  tienen 
propiedades  similares.  Por  ejemplo,  lodos  los  estudiantes  que  están  matriculados  en  tu  facultad  forman 
un  conjunto.  De  la  misma  forma,  lodos  los  estudiantes  matriculados  en  la  asignatura  de  matemática  dis¬ 
creta  en  cualquier  facultad  forman  un  conjunto.  Además,  aquellos  alumnos  de  matemática  discreta  ma¬ 
lí  ¡ciliados  en  tu  facultad  forman  otro  conjunto  que  puede  formarse  lomando  los  elementos  comunes  de 
las  dos  primeras  colecciones.  El  lenguaje  de  los  conjuntos  es  un  medio  para  estudiar  tales  colecciones 
de  forma  organizada,  A  continuación  proporcionamos  una  definición  de  conjunto. 


DEL  INICION  1  Un  conjunto  es  una  colección  desordenada  de  objetos. 


Observa  que  el  término  objeto  se  ha  utilizado  sin  especificar  que  es.  Esta  definición  de  conjunto 
Eniares  como  una  colección  de  objetos,  basada  en  la  noción  intuitiva  do  lo  que  es  un  objeto,  fue  establecida 
por  primera  vez  por  el  matemático  alemán  Georg  Cantor  en  1895.  La  teoría  que  resulta  de  esta  de~ 
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DEFINICION  2 

EJEMPLO  1 
EJEMPLO  2 

EJEMPLO  3 

EJEMPLO  4 


Enlace 


fimción  intuitiva  de  conjunto  conduce  a  paradojas,  o  inconsistencias  lógicas,  como  el  filósofo  in¬ 
glés  Benrand  Russell  mostró  en  1902  (en  el  Problema  30  se  describe  una  de  estas  paradojas).  Es¬ 
tas  inconsistencias  lógicas  se  pueden  evitar  construyendo  la  teoría  de  conjuntos  con  suposiciones 
básicas,  llamadas  axiomas.  En  este  texto  seguiremos  la  versión  original  de  Canfor  de  la  teoría  de 
conjuntos,  conocida  como  la  teoría  naif  (le  conjuntos,  sin  desarrollar  una  versión  axiomática, 
puesto  que  todos  ios  conjuntos  que  consideraremos  se  pueden  tratar  consistentemente  usando  la  te¬ 
oría  original  de  Cantor. 

Tras  este  preámbulo,  comenzamos  con  nuestra  discusión  sobre  conjuntos 


Los  objetos  de  un  conjunto  se  llaman  también  elementos  o  miembros  del  conjumo.  Se  dice  que 
un  conjunto  contiene-  a  sus  elementos. 


Hay  varias  formas  de  describir  un  conjunto.  Una  es  enumerar  todos  los  miembros  del  conjunto 
cuando  esto  sea  posible.  Para  ello  utilizamos  una  notación  en  la  que  todos  los  miembros  se  enu¬ 
meran  entre  llaves.  Por  ejemplo,  la  notación  [o,  Ik  r,  d)  representa  el  conjunto  con  los  cuatro  ele¬ 
mentos  a .  Ih  c  y  d. 

El  conjunto  de  las  vocales  de  i  alfabeto  se  puede  escribir  como  V  -  Lri  t\  /,  o,  tt  j .  4 

El  conjunto  de  los  enteros  positivos  impares  menores  que  10  se  puede  expresar  como  /  -  1 1 ,  3,  5. 
7, 9).  4 

Aunque  los  conjuntos  se  suelen  usar  para  agrupar  elementos  con  propiedades  comunes,  no  hay 
nada  que  impida  a  un  conjunto  tener  elementos  no  relacionados.  Por  ejemplo,  {a,  2.  Alfredo,  Se¬ 
villa  |  es  el  conjunto  que  contiene  los  cuatro  elementos  2,  Alfredo  y  Sevilla,  4 

A  veces,  la  notación  con  llaves  se  utiliza  para  describir  un  conjunto  sin  enumerar  todos  sus 
miembros.  Sólo  se  enumera  algunos  de  ellos  y  usamos  tres  punios  suspensivos  (...)  para  repre¬ 
sentar  los  demás  cuando  el  patrón  general  de  los  elementos  es  obvio. 

El  conjunto  de  enteros  positivos  menores  que  100  se  puede  denotar  como  1 1,  2,  3t . ...  99 1 .  4 

Los  siguientes  conjuntos,  escritos  en  negrita,  desempeñan  un  importante  papel  en  matemática 
discreta: 

N  =  |0T  1,  2,  3, ,,*  el  conjunto  de  los  números  naturales. 

Z  =  | . . .,  -2,  -  1 , 0,  1.2.  el  conjunto  de  los  enteros. 

Z*  -  |  l,  2?  3,  el  conjunto  de  los  enteros  positivos. 

Q  -  |  ph¡  |  p  e  Z,  0) ,  el  conjunto  de  los  números  racionales, 

K<  el  conjunto  de  los  números  reales. 


GEOKti  C  ANTOR  ( 1 K45- 1 0 1 H )  Georg  Cantor  nació  en  San  Petersburgo,  Rusia,  donde  su  padre  fue  un  próspero  co¬ 
merciante.  Cantor  desarrolló  su  interés  por  las  matemáticas  en  la  adolescencia.  Comenzó  sus  estudios  universitarios  en  Zu- 
rích  en  1862,  pero  cuando  su  padre  murió  abandonó  esta  ciudad.  Continuó  sus  estudios  en  la  Universidad  de  Berlín  en  1863 
como  discípulo  de  los  eminentes  matemáticos  Weierstrass,  Kummer  y  Kmnecker.  Defendió  su  tesis  doctoral,  que  trataba 
sobre  teoría  de  números,  en  IXó7„  Tomó  posesión  de  una  plaza  de  profesor  en  la  Universidad  de  Halle  en  1869,  donde  con¬ 
tinuó  hasta  su  muerte. 

Cantor  es  considerado  d  fundador  de  lu  teoría  de  conjuntos.  Sus  aportaciones  en  este  área  incluyen  el  descubrimiento 
de  que  d  conjunto  de  números  reales  es  no  numerable.  Son  notorias  sus  contribuciones  al  análisis.  Cantor  también  se  in¬ 
teresó  por  la  filosofía  y  escribió  trabajos  relacionando  su  teoría  de  conjuntos  con  tu  metafísica. 

Se  casó  en  1874  y  tuvo  cinco  hijos,  □  buen  ánimo  de  su  mujer  compenso  su  temperamento  melancólico.  Aunque  re¬ 
cibió  una  gran  herencia  de  su  padre,  fue  mal  pagado  como  profesor,  y  para  nnügai  esto,  internó  conseguir  un  puesto  me¬ 
jor  remunerado  en  la  Universidad  de  Berlín  Su  solicitud  fue  bloqueada  por  Kronceker,  quien  no  estaba  de  acuerdó  con  los 
puntos  de  vista  de  Cantor  sobre  la  teoría  de  conjuntos.  Canror  sufrid  una  enfermedad  mental  en  los  últimos  años  de  su  vida. 
Murió  en  I  9  \  S  en  una  clínica  psiquiátrica. 
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(Hay  que  tener  en  cuenta  que  algunas  personas  no  consideran  el  0  como  un  numero  natural,  por  lo 
que  tienes  que  prestar  cuidado  al  término  número  natural  cuando  trabajes  con  otros  libros). 

Muchas  sentencias  matemáticas  declaran  que  dos  colecciones  de  objetos  especificadas  de 
forma  diferente  son  realmente  el  mismo  conjunto.  Necesitamos  por  ello  aclarar  qué  entendemos 
con  que  dos  conjuntos  sean  iguales. 


DEFINICIÓN  3  Dos  conjuntos  son  iguales  si.  y  sólo  si,  tienen  los  mismos  deméritos. 


EJEMPLO  5  Los  conjuntos  |  L  3, 5}  y  (3,  5,  1 1  son  iguales,  puesto  que  tienen  los  mismos  elementos.  Observa 
que  el  orden  en  el  que  se  listan  los  elementos  de  un  conjunto  no  imporlú.  Ten  en  cuenta  también 
que  no  importa  que  un  elemento  se  liste  más  de  una  vez,  por  lo  que  (1,3,  3,  3,  5,  5,  3,  5}  es  el 
mismo  conjunto  que  1 1, 3t  5),  puesto  que  ambos  llenen  los  mismos  elementos.  *4 

Otra  forma  de  describir  un  conjunto  es  usando  la  notación  de  construcción  ele  conjuntos* 
üdlcíomiJes  Caracterizamos  todos  los  elementos  del  conjunto  declarando  la  propiedad  ó  propiedades  que  deben 
tener  sus  miembros.  Por  ejemplo,  el  conjunto  O  de  todos  los  enteros  impares  menores  que  10  se 
puede  escribir  como 

O  “  {x  |  v  es  un  entero  positivo  menor  que  10). 

Generalmente  utilizamos  esta  notación  cuando  es  imposible  enumerar  todos  los  elementos  dd  con¬ 
junto.  Por  ejemplo*  el  conjunto  de  los  números  reales  se  puede  escribir  corno 

R  =  |  v  |  a  es  un  número  real ) . 

Los  conjuntos  se  pueden  representar  también  gráficamente  mediante  diagramas  de  Venn,  lla¬ 
mados  así  por  el  matemático  inglés  John  Venir,  quien  introdujo  esta  representación  en  1  SKI.  En  los 
diagramas  de  Venn,  el  conjunto  universal  LL  el  cual  contiene  todos  los  objetos  bajo  considera 
don.  se  representa  por  un  rectángulo.  Dentro  del  rectángulo  se  utilizan  círculos  u  otras  figuras  ge¬ 
ométricas  para  representar  conjuntos.  A  veces  se  emplean  puntos  para  representar  elementos 
particulares  del  conjunto.  Los  diagramas  de  Venn  se  usan  a  menudo  para  indicar  relaciones  entre 
conjuntos.  En  el  siguiente  ejemplo  mostraremos  cómo  se  puede  utilizar  un  diagrama  de  Venn. 

EJEMPLO  6  Dibu  ja  un  diagrama  de  Venn  que  represente  \  \  el  conjunto  de  las  vocales. 


figura  1.  Diagrama  de  Venn  para  el  conjunto 
de  las  vocales 


BERTRAN!)  Rl  SSELL  (1872-1970)  Benrund  Russell  nac  ió  en  una  prominente  familia  inglesa  activa  en  el  movimiento 
progresista  y  eim  un  fuerte  compromiso  con  la  libertad.  Quedó  huérfano  a  edad  temprana  y  fue  puesto  bajo  el  cuidado  de 
sus  abuelos  paternos,  que  le  educaron  en  casa.  Ingresó  en  el  Tritiítv  Collcgc.  Cambridge,  en  I HÓO,  donde  destacó  en  ma¬ 
temática $  y  ciencias  morales.  Consiguió  una  beca  con  su  trabajo  sobre  tos  fundamentos  de  la  geometría,  tn  1910,  el  Trmiiy 
College  te  nombró  profesor  de  lógica  y  filosofía  de  las  matemáticas. 

R Lisse.lt  luchó  por  causas  progresistas  durante  toda  su  vida.  Sostuvo  fuertes  convicciones  pacifistas  y  sus  protestas  contra  la 
Primera  Guerra  Mundial  le  condujeron  a  dimitir  de  su  plaza  en  el  Trmity  College.  Estuvo  en  prisión  durante  seis  meses  en  1918 
debido  a  un  artículo  que  escribió  que  fue  etiquetado  de  sedicioso.  Russell  luchó  por  el  sufragio  de  b  mujer  en  tiran  Bretaña.  En 
I%1 .  a  la  edad  de  ochenta  y  nueve  años,  fue  a  la  cárcel  par  segunda  vez  por  sus  protestas  a  favor  del  desarme  nuclear. 

t  i  gran  trabajo  de  Russelt  fue  el  desarrollo  de  principios  que  pudiesen  ser  usados  como  fundamentos  p ara  todas  las  mu 
temáticas.  Su  trabajo  más  famoso  es  Frhtcipiú  Mathematiat.  escrito  con  Alfrcd  Nonh  Whitehead,  en  e!  que  se  intentan  de 
Filiaos  ducir  tudas  las  matemáticas  utilizando  en  conjunto  de  axiomas  primarios.  Escribió  muchos  libros  sobre  filosofía,  física  y 

sus  ideas  políticas,  Russell  ganó  el  premio  .Nobel  de  Literatura  en  1950. 
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DEFINICIÓN  4 


TEOREMA  1 


FiíUiceü 


Solución:  Dibujarnos  un  rectángulo  pura  indicar  el  con  junto  universal  LK  el  conjunto  de  las  2tt 
letras  del  alfabeto.  Dentro  del  rectángulo  dibujarnos  un  círculo  para  representar  V.  Dentro  de  este 
círculo  indicamos  los  elementos  de  V  con  puntos  (véase  la  Figura  1 ).  < 

Ahora  presentaremos  la  notación  que  se  utiliza  para  describir  la  pertenencia  a  un  conjunto. 
Escribimos  que  ge  A  para  denotar  que  a  es  un  elemento  del  conjunto  A ,  La  notación  a  €  A 
expresa  que  a  no  es  miembro  del  conjunto  A.  (Generalmente,  se  usan  letras  minúsculas  para  de¬ 
notar  elementos  de  conjuntos). 

Hay  un  conjunto  especial  que  no  tiene  elementos.  Este  conjunto  se  llama  conjunto  vacío  o 
conjunto  nulo,  y  se  denota  por  0.  El  conjunto  vacío  también  se  puede  denotar  por  |  |  (esto  es, 
representamos  el  conjunto  vacío  por  un  par  de  llaves  que  encierran  todos  los  elementos  del  con¬ 
junto).  A  menudo,  un  conjunto  de  elementos  con  determinadas  propiedades  resulta  ser  el  conjun¬ 
to  vacio.  Por  ejemplo,  el  conjunto  de  todos  los  enteros  positivos  que  son  mayores  que  sus  cua¬ 
drados  es  el  conjunto  vacío. 

Un  error  que  se  comete  a  menudo  consiste  en  confundir  el  conjunto  vacío  0  con  el  conjunto 
1 0 1 .  que  es  un  conjunto  unitario,  esto  es,  un  conjunto  con  un  solo  elemento.  ¡El  único  elemento 
del  conjunto  { 0 1  es  el  conjunto  vacío! 


El  conjunto  A  se  dice  que  es  subconjunto  de  B  si,  y  sólo  si,  todo  elemento  de  A  es  también  un 
elemento  de  B ,  Usamos  la  notación  A  C  B  para  indicar  que  A  es  un  subconjunto  de  B. 

L~3A:';  -  3'""V  '  3  -  -’Ó3V\  --  7  7*' 3  r  3  ’r  ’  -  * 


Vemos  que  A  C  B  sí,  y  sólo  si.  la  cuanüfícación 
V.v(j ceA  B) 

es  verdadera.  Por  ejemplo,  el  conjunto  de  enteros  positivos  impares  menores  que  10  es  un  subeon- 
junto  del  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  que  10.  El  conjunto  de  todos  los  estudiantes  de 
ingeniería  informática  de  tu  facultad  es  un  subconjunto  del  conjunto  de  todos  los  estudiantes  de  tu 
universidad. 

El  Teorema  1  muestra  que  todo  subconjunto  no  vacío  de  S  tiene  al  menos  dos  subconjuntos, 
el  conjunto  vacío  y  el  conjunto  5 ,  esto  es, 0  C  5  y  S  C  S. 


Para  cualquier  conjunto  S* 

(i)  fiCSy  (ii)  S  C  S. 

Demostración:  Demostraremos  (i)  y  dejaremos  la  demostración  de  (ii)  como  ejercicio. 

Sea  S  un  conjunto.  Para  demostrar  que  0  C  S  debemos  demostrar  que  Va  (xe0  ->  xeS)  es 
verdadera.  Como  e!  conjunto  vacío  no  contiene  elementos,  se  sigue  que  x  e  0  es  siempre  falsa.  Por 
tanto,  la  implicación  \  e  0  —>  ve  S  es  siempre  verdadera,  porque  la  hipótesis  es  siempre  falsa  (y 
una  implicación  con  hipótesis  falsa  es  verdadera).  Así,  V.v  (.ve  0  — >  xeS)  es  verdadera,  lo  que 
completa  la  demostración  de  (i).  Observa  que  esto  es  un  ejemplo  de  demostración  vacua.  M 

Cuando  queremos  enfatizar  que  A  es  un  subconjunto  de  B.  pero  que  A  t  B,  escribimos  A  C  B 
y  decimos  que  A  es  un  subconjunto  propio  de  B .  Los  diagramas  de  Venn  se  pueden  utilizar  para 


JOHN  VENN  ( 1S34-I923)  John  Venn  nadó  en  una  familia  del  Londres  suburbano  que  destacaba  por  su  filantropía.  Es¬ 
tudió  en  Londres  y  obtuvo  su  graduación  en  matemáticas  en  el  Caías  College.  Cambridge.  en  IR57.  Posteriormente  fue  ele¬ 
gido  para  un  puesto  en  este  Col  lego,  donde  estuvo  hasta  su  muerte  Se  ordenó  clérigo  en  1 859,  y  tras  un  breve  periodo  de 
trabajo  religioso,  volvió  a  Cambridge,  donde  se  dedicó  a  la  ética.  Ademas  de  por  su  trabajo  matemático*  Venn  se  interesó 
por  la  historia  y  escribió  mucho  acerca  de  sn  College  y  su  familia. 

El  libro  de  Venn  Lógico  simbólica  clarifica  ideas  presentadas  originalmente  por  Roo  te  En  es  le  libro  presenta  un 
desarrollo  sistemático  de  un  método  que  utili/a  tlguras  geométricas,  conocido  como  diagramas  de  1  t  >ui.  Hoy  día  estos  dia¬ 
gramas  son  una  herramienta  primordial  para  analizar  argumentos  lógicos  e  ilustrar  relaciones  cutre  conjuntos.  Adicional- 
mente  a  su  trabajo  sobre  lógica  simbólica.  Vean  hizo  contribuciones  ¡*  la  teoría  de  probabilidades  descritas  en  su  libro  so¬ 
bre  esta  materia,  texto  ampliamente  utilizado. 
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mostrar  que  un  conjunto  A  es  un  subeon junto  del  conjunto  B.  Dibujamos  el  conjunto  universal  U 
como  un  rectángulo.  Dentro  de  este  rectángulo  dibujamos  un  círculo  que  corresponda  a  B .  Como 
A  es  un  subconjunto  de  B ,  dibujamos  el  círculo  correspondiente  a  A  dentro  del  círculo  de  B.  Esta 
relación  se  muestra  en  la  Figura  2. 

Una  forma  de  mostrar  que  dos  conjuntos  tienen  los  mismos  elementos  es  mostrar  que  cada 
conjunto  es  subconjunto  del  otro.  En  otras  palabras,  si  podemos  mostrar  que  A  y  B  cumplen  que 
A  C  B  y  que  B  C  A,  entonces  A  =  B.  Este  es  un  método  útil  de  ver  que  dos  conjuntos  son  iguales. 
Esto  es,  A  -  B,  donde  A  y  B  son  conjuntos,  si,  y  sólo  si,  Vx  (x  e  A  — >  x  o  B)  y  Vx  (x e  B  >  re  ,4), 
o  de  forma  equivalente,  si,  y  sólo  si,  Vx  (x  e  A  x  e  B) . 

Los  conjuntos  pueden  tener  otros  conjuntos  como  elementos.  Por  ejemplo,  podemos  definir 
los  conjuntos  {0,  {¿z},  \b\,  {ath  j  y  {x  |  x  es  un  subconjunto  del  conjunto  [a.  í?]¡.  Observa  que  es- 
tos  dos  conjuntos  son  iguales. 

Los  conjuntos  se  usan  con  mucha  frecuencia  en  problemas  de  recuento.  Para  tales  aplica¬ 
ciones  necesitamos  definir  el  tamaño  de  los  conjuntos. 


DEFINICION  5 


Sea  lV  uri  conjunto.  Si  hay  exactamente  n  dementes  distintos  en  5,  donde  n  es  un  entero  no  ne- 


EJEMPLO  7  Sea  A  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  impares  menores  que  10.  Entonces,  |  A  |  =  5. 

EJEMPLO  8  Sea  S  el  conjunto  de  las  letras  del  alfabeto  español.  Entonces,  |  S  |  =  28.  ^ 

[Nota  del  Traductor:  El  alfabeto  español  se  compone  de  las  26  letras  del  alfabeto  inter¬ 
nacional  inglés  utilizado  típicamente  en  ciencias  de  Ja  computación  más  las  letras  ch  y  ñ}.  *4 

EJEMPLO  9  Como  el  conjunto  vacío  no  tiene  elementos,  se  sigue  que  |0|  -  0.  *4 


DEFINICION  ó 


Un  conjunto  se  dice  que  es  infinito  si  no  es  finito. 


EJEMPLO  10  El  conjunto  de  los  enteros  positivos  es  infinito. 

Del  cardinal  de  conjuntos  infinitos  hablaremos  en  la  Sección  3.2.  En  esa  sección  discutiremos 
JÍSÍící  s^n¡fica  cluc  tm  conjunto  seo  numerable  y  mostraremos  que  ciertas  ciases  de  conjuntos  son 

numerables  y  otras  no. 


EL  CONJUNTO  DE  LAS  PARTES  DE  UN  CONJUNTO 


En  muchos  problemas  debemos  probar  (odas  las  combinaciones  posibles  de  elementos  de  un 
conjunto  para  ver  si  satisfacen  una  propiedad  determinada.  Para  considerar  todas  estas  combina- 


Figura  2.  Diagrama  de  Venn  que  muestra 
que  .4  es  un  subeon junto  de  B. 
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DEFINICIÓN  7 


EJEMPLO  M 


EJEMPLO  12 


DEFINICION  8 


DEFINICIÓN  9 


dones  de  elementos  de  un  conjunto  S ,  construirnos  un  nuevo  conjunto  cuyos  elementos  son  iodos 
los  posibles  subconjuntos  de  S. 

■^■yj  .  .  ....  —  .  r  H...»  --y- 

Dado  un  conjunto  S,  el  conjunto  de  las  partes  de  S  es  el  conjunto  de  todos  los  subconjunlos  de  S. 

El  conjunto  de  las  partes  de  5  se  denota  por  jPí.S). 


¿Cuál  es  el  conjunto  de  las  partes  dd  conjunto  {0,  1,2)? 

Solución:  El  conjunto  de  las  partes  P(|0, 1 . 2 1 )  es  el  conjunto  de  los  subconjuntos  de  |0.  1.2). 
Por  tanto, 

P(|0. 1,2))=  {0.  |0|,  (I).  { 2 1 .  {0,  I).  10.2).  1 1.21,  10,  1,2)}. 

Observa  que  el  conjunto  vacío  y  el  propio  conjunto  son  miembros  del  conjunto  de  las  partes.  ^ 

¿Cuál  es  el  conjunto  de  las  partes  del  conjunto  vacío?  ¿Cuál  es  el  conjunto  de  las  partes  de  (0| 1 

Solución:  El  conjunto  de  las  partes  del  conjunto  vacío  tiene  exactamente  un  subconjunto:  él 
mismo.  Por  tanto. 

P(0)  =  10|. 

El  conjunto  (0)  tiene  exactamente  dos  subconjunlos,  a  saber.  0  y  el  propio  conjunto  (0).  Por 
tanto. 

P<|0|>=  |0.(0}}.  < 

Si  un  conjunto  tiene  n  elementos,  entontes  el  conjunto  de  las  partes  del  conjunto  tiene  2"  ele¬ 
mentos.  Demostraremos  este  hecho  de  varias  formas  diferentes  en  secciones  posteriores  dd 
libro. 


PRODUCTO  CARTESIANO 


El  orden  de  los  elementos  en  una  colección  puede  ser  importante.  Como  los  elementos  de  un  con¬ 
junto  están  desordenados,  necesitamos  una  estructura  diferente  para  representar  colecciones  or¬ 
denadas.  Esto  nos  lo  proporcionan  las  n-tuplas  ordenadas. 

La  n-tupla  ordenada  («,,  a,.  ....  aj  es  la  colección  ordenada  en  la  que  at  es  su  primer  ele¬ 
mento,  o,  el  segundo, ...  y  an el  elemento  w-ésimo. 


Decimos  que  dos  n-tuplas  ordenadas  son  ¡guales  si,  y  sólo  si.  cada  par  correspondiente  de  sus  ele¬ 
mentos  es  igual.  En  otras  palabras.  (ar  ar  ,aj  =  (br  b,,  ....  bj  si,  y  sólo  si,  u  -  b.  para  /  =  1 ,  2. 
....  n.  En  particular,  las  2-tuplas  se  llaman  pares  ordenados.  Los  pares  ordenados  la.  b)  y  (c,  d) 
son  iguales  si,  y  sólo  si.  a  =  c  y  b  =  d.  Observa  que  (o.  b)  y  (, b ,  a)  no  son  iguales  a  no  ser  que  a  =  b. 

Muchas  de  las  estructuras  discretas  que  estudiaremos  en  capítulos  posteriores  se  basan  en  la 
noción  de  producto  cartesiano  de  conjuntos  (llamado  así  por  Kené  Descartes),  Detiiiimos  prime¬ 
ro  el  producto  cartesiano  de  dos  conjuntos. 


Sean  A  y  B  conjuntos.  El  producto  cartesiano  de  A  y  B.  denotado  por  A  x  B.  es  el  conjunto  de 
todos  los  pares  ordenados  (o,  b)  donde  ti  6 ,4  y  b  e  B.  Por  tanto. 

A  x  B  =  1  (a.  b)  |  a  e  A  a  b  e  B  | . 
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EJEMPLO  13 


EJEMPLO  14 


EJEMPLO  15 
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Enlaces 


Sea  4  el  conjunto  de  todos  los  estudiantes  de  una  universidad,  y  sea  B  el  conjunto  de  todas  las 
asignaturas  ofertadas  en  la  universidad.  ¿Cuál  es  el  producto  cartesiano  A  x  El 

Solución:  El  producto  cartesiano  A  x  B  consiste  en  todos  ios  pares  ordenados  de  la  forma  Un  b}+ 
donde  a  es  un  estudiante  de  la  universidad  y  h  es  una  asignatura  ofertada  en  la  universidad.  El  con¬ 
junto  A  x  B  se  puede  utilizar  para  representar  todas  las  posibles  matricul  aciones  de  estudiantes  en 
asignaturas  en  la  universidad.  ^ 

¿Cuál  es  el  producto  cartesiano  de  A  —  f  1.  2  [  y  B  =  {u,  h ,  t  |? 

Solución:  El  producto  cartesiano  A  x  B  es 

AxB  -  ¡(I,  al  (1 .  &  (1,  el  (2.  al  (2,  hl  (2,  c) ) .  ^ 

Una  relación  del  conjunto  /I  en  el  conjunto  B  es  un  subconjunto  /?  del  producto  cartesiano 
A  x  B.  Los  elementos  de  R  son  pares  ordenados,  donde  el  primer  elemento  pertenece  a  A  y  el  se¬ 
gundo  a  B.  Por  ejemplo,  R  ~  \{a.  0).  {ce  .1),  Ue  3).  (/;,  1),  ib,  2),  (r,  0),  (c,  3)¡  es  una  relación  del 
conjunto  \a7  i?,  c]  en  el  conjunto  ¡0,  L  2,  3 1.  Estudiaremos  en  profundidad  las  relaciones  en  el  Ca¬ 
pítulo  7. 

Los  productos  cartesianos  Ax  B  y  B  x  A  no  son  iguales,  a  no  ser  que  A  =  0  o  8  -  0  (de  tal 
forma  que  Ax  B  =  0)  o  a  no  ser  que  .4  -  B  (véase  el  Problema  26,  al  final  de  esta  sección).  Ilus¬ 
tramos  esto  en  el  Ejemplo  13. 

Demuestra  que  el  producto  cartesiano  B  x  4  no  es  igual  ai  producto  cartesiano  4  x  tí ,  donde  4  y  B 
son  los  conjuntos  del  Ejemplo  14, 

Solución :  El  producto  cartesiano  B  x  A  es 

BXA=  [{a,  l),(a,  2),  (¿,  !},{/>.  2),  (c,  l),tc.2)L 
que  no  es  igual  al  conjunto  4  x  £  hallado  en  el  Ejemplo  1 4.  ^ 

Podemos  también  definir  el  producto  cartesiano  de  más  de  dos  conjuntos. 


El  producto  cartesiano  de  los  conjuntos  A  r  4  v  M  4;f  denotado  por  A ,  x  4,  X  . . .  x  A  ,  es  el  con¬ 
junto  destapias  (a  >ar  ¿ij,  donde  a.  pertenece  a 4.,  para  /  —  1,2, _ re  En  otras  palabras, 

ÁlX  , x  . . .  X  A „  =  {  (<?, ,  av  ....  |  a.  e  A'  para  i  =  2.  ....  n¡. 


RENE  DESCARTES  (1596-1650)  Rene  Descartes  nació  en  el  seno  tic  un  familia  noble  cerca  de  Tours,  Francia,  a  más 
de  300  Jan  al  suroeste  de  París,  Fue  el  tercer  hijo  de  la  primera  mujer  de  su  padre:  su  madre  falleció  pocos  días  después  de 
su  nacimiento.  Debido  a  la  débil  salud  de  Rene,  su  podre  Juez  de  provincias,  perdonó  las  clases  formales  de  .su  hijo,  has¬ 
ta  que  a  la  edad  de  ocho  años  entró  en  el  colegio  jesuíta  de  l.á  Fleche.  El  director  del  colegio  se  encariñó  con  eJ  y  je  per¬ 
mitía  estar  en  cama  hasta  tarde  debido  a  su  débil  salud.  Desde  entonces.  Descartes  pasó  las  mañanas  en  Ja  cama.  Él  con¬ 
sideraba  esos  momentos  como  sus  horas  más  productivas  para  pensar. 

Descartes  abandonó  el  colegio  en  1612,  trasladándose  a  París,  donde  estuvo  dos  años  estudiando  matemáticas.  Con¬ 
siguió  graduarse  en  leyes  en  1616  por  la  Universidad  de  Poitiers,  A  los  dieciocho  años.  Descartes  se  desencantó  de  los  es¬ 
tudios  y  decidió  ver  mundo.  Se  trasladó  a  París,  donde  se  hizo  un  jugador  de  éxito.  Sin  embargo,  aE  crecer,  se  canso  de  esa 
vida  y  se  mudó  al  barrio  de  Saint -Germair,  donde  se  dedicó  al  estudio  de  las  matemáticas.  Cuando  sus  amigos  jugadores 
le  encontraron,  decidió  abandonar  Francia  y  hacer  carrera  militar.  Sin  embargo,  nunca  entro  en  combate.  Un  día.  mientras 
se  resguardaba  del  frío  en  una  habitación  sobrecalentada  de  un  campamento  militar,  tuve  varios  sueños  febriles  que  Je  re¬ 
velaron  su  carrera  futura  corno  matemático  y  filósofo. 

J  ras  acabar  su  carrera  militar,  viajó  por  Europa.  Más  tarde,  permaneció  varios  años  en  París,  donde  estudió  mate¬ 
máticas  y  filosofía  y  construyó  instrumentos  ópticos.  Descartes  decidió  trasladarse  a  1  lnfanduT  donde  estuvo  veinte  años 
moviéndose  por  el  país,  llevando  a  cabo  su  trabajo  más  importante.  Durante  este  tiempo  escribió  varios  libros,  incluyendo 
el  Discurso,  su  obra  mas  famosa,  que  contiene  sus  contribuciones  a  la  geometría  anaíífica.  Mizo  también  contribuciones 
fundamentales  a  la  filosofía. 

En  1649.  Descartes  fue  invitado  por  la  reina  Cristina  a  visitaría  a  su  corte  de  Suecia  para  se;  su  tutor  en  ei  estudio  de 
3a  filosofía.  Aunque  era  reacio  a  vivir  en  lo  que  él  llamó  3a  «tierra  de  osos  entre  rocas  y  hielo»,  finalmente  aceptó  la  invi¬ 
tación  y  se  trasladó  a  Suecia,  Lamentablemente,  el  invierno  de  1649-1650  fue  extremadamente  duro.  Descartes  enfermó  de 
neumonía  y  muñó  a  mitad  de  febrero. 
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EJEMPLO  16  ¿Cuál  es  el  producto  cartesiano  de  A  x  B  x  C.  donde  A  =  |0.  1 1.  B  —  {  L  2 1  y  C  ~  (0,  1 .  2 1? 


Solución:  El  producto  cartesiano  A  x  B  x  C  consiste  en  todas  las  temas  ordenadas  (a,  b .  r), 
donde  ae  A,  he  By  ce  C,  Por  tanto. 


AxBxC=  f(0,  1,0),  (0.  1,  1),  (0,  !,  2),  (0.  2,0),  (0,  2,  1),  (0,  2,  2),  (1,  LO),  0,  U), 
(1.  L  2),  (1.2,0).  (1.2, 1),  (1, 2. 2)}.  < 


USO  DE  NOTACIÓN  DE  CONJUNTOS  CON  CUANTIFIC ADORES 


A  veces  especificamos  explícitamente  en  la  notación  el  dominio  de  una  sentencia.  En  particular, 
V.v  e  5  /J(.v)  denota  la  cuantü'ieación  universal  de  Píx).  donde  el  dominio  es  el  conjunto  S.  De  tur¬ 
ma  similar,  3a  e  S  P( a)  denota  la  cuantificación  existencial  de  P(x),  donde  el  dominio  es  S. 

EJEMPLO  17  ¿Qué  significan  las  sentencias  Vx  e  K  {x2  >  0)  y  3,v  e  L  (,r  -  I )? 

Solución:  La  sentencia  V.v  e  R  <r  >  0)  afirma  que  para  todo  número  real  x ,  ,r  >  0.  Esta  sentencia  se 
puede  expresar  como  «El  cuadrado  de  todo  número  real  es  no  negativo».  Es  una  sentencia  verdadera. 

La  sentencia  3x  e  'A  (,v2  -  l )  afirma  que  existe  un  entero  x  tal  que  xl  -  L  Esta  sentencia  se 
puede  expresar  como  «Existe  un  entero  cuyo  cuadrado  es  1 ».  También  es  una  sentencia  verdade¬ 
ra,  puesto  que  x  =  I  lo  cumple  (y  x  =  —  1 ).  “4 


Problemas 

1.  Enumera  ios  miembros  de  estos  conjuntos. 

al  |.t  |  a  es  un  número  real  positivo  tal  que  r  -  1 1 
b  i  j  v  |  x es  un  número  entero  positivo  menor  que  1 2  [ 

c)  |  .x  |  x  es  el  cuadrado  de  un  entero  y  x  <  100  [ 

d )  j  x  \  x  es  un  número  entero  tal  que  x1  “  2  | 

2*  Usa  la  notación  de  construcción  de  conjuntos  paro  dar 
una  descripción  de  cada  uno  de  estos  conjuntos. 

a)  {0,3,6,9,12) 

bi  {-3,-2, -1, 0,  U  2, 3) 

c) 

3.  Determina  si  cada  uno  de  estos  pares  de  conjuntos  son 
iguales. 

ai  (1,3.3,3,5,5,5,5,51,  {5,3.  1) 

b)  [MIME  Ul) 

C)  0,  {0| 

4.  Supongamos  que  A  -  (2,4,ó),0  =  [2,G),C  =  { 4,  6 )  y 
D  -  \  4,  6,  8 1 .  Determina  cuáles  de  estos  con  juntos  san 
s  u  be  or ij  untos  de  c  u  ál  es  * 

5.  Para  cada  uno  de  los  siguientes  conjuntos,  determina  si  2 
es  o  no  elemento  suyo. 

a)  \x  e  R  |  x  es  un  entero  mayor  que  1 ) 

b)  {ve  R  |xes  el  cuadrado  de  un  entero! 
el  {2,  |2|| 

di  H2.H2H 

e)  1I2U2,  [2IM 

f)  { H2M  | 


6,  Para  cada  conjunto  del  Problema  5,  determina  si  |  2  (  es  o 
no  elemento  suyo. 

7,  Determina  si  cada  una  de  estas  sentencias  es  verdadera  o 
falsa, 

al  De  0  h)  0  €  |01 

C)  |0}  C  0  d)  0C  {0 1 

e)  |0)  e  10)  f)  10)  C{0) 

sí  \&\c  m 

8,  Determina  si  cada  una  de  estas  sentencias  es  verdadera  o 
falsa. 

a)  He  {01  b)  0e  [0,  [0)1 

c)  {Ole  (0|  di  {0|  e  ({0)1 

e)  10]  C  |0,  (0}j  fl  {{0}}  C  (0,  (0Í| 

g)  110}  I  c  (|0J,  IBM 

9,  Determina  si  cada  una  de  estas  sentencias  es  verdadera  o 
falsa. 

a)  x<e\x\C  b)  (jc)C(^I  c)  U|  eW 

di  \x\ e{{aH5  ei  0C  (Jt)  n  ft  \x] 

10,  Utiliza  un  diagrama  de  Venn  para  ilustrar  la  relación 
A  CByB  C  C\ 

\  1.  Supongamos  que  A *  By  C  son  conjuntos  tales  que  A  C  B 
y  B  C  C*  Demuestra  que  A  C  C, 

12.  Encuentra  dos  conjuntos  A  y  B  tales  que  A  e  B  y  A  C  B , 
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13.  ¿Cuál  es  ei  cardinal  de  estos  conjuntos? 

a)  («I  I»)  f{«|! 

c)  !«,{«)]  <i)  («,  (a),  {«,  ¡a) }[ 

14.  ¿Cuál  es  el  cardinal  de  estos  conjuntos? 

a)  0  h>  {0| 

cj  10,10»  d)  |0.  {0},  |0,[0} ti 

15.  Obtén  el  conjunto  de  las  panes  de  estos  conjuntos 

a)  M  h>  {«.  b\  c)  |0,  (0|| 

16.  ¿Se  puede  concluir  tjuc  A  —  B  si  ,4  y  H  son  iguales  si  tie¬ 
nen  el  mismo  conjunto  de  partes? 

17.  ¿Cuántos  doma  tíos  tienen  estos  conjuntos? 
ü)  F(\aJh  \a.h¡\) 

h)  {aJ.Udll}) 

c)  PiPim 

18.  Determina  sí  alguno  de  estos  conjuntos  es  el  conjunto  de 
las  partes  de  algún  conjunto 

o)  0  b)  ¡0,  \a\] 

c)  fftlfll.íftflll  ti)  t&iíiU&M ath)\ 

1 9.  Sean  A  -  f  a,  6,  c,  d )  y  B  =  |  \\  1 1 .  Obtén 

a)  AxB  b)  BxA 

20.  ¿Cuál  es  el  producto  cartesiano  Á  X  íf,  donde  A  es  ei 
conjunto  de  asignaturas  impartidas  por  el  departamento 
de  matemáticas  de  un;*  universidad  y  B  son  los  profeso¬ 
res  del  departamento  de  matemáticas  de  esta  universi¬ 
dad? 

23 .  ¿Cuál  es  el  producto  cartesiano  A  xBxC,  donde  A  es  el 
conjunto  de  líneas  aéreas  y  B  y  C  son  d  conjunto  de  to¬ 
das  las  capitales  europeas? 

22.  Supongamos  que  A  X  B  =  0,  donde  A  y  B  son  conjuntos. 
¿Qué  se  puede  concluir? 

23.  Sea  A  un  conjunto.  Muestra  que  0  x  A  =  A  x  0  =  0. 


24.  Sean  A=  {a, />,  c],  #  =  (  v. y |  yC  =  |0.  1],  Obtén 

n)  AxBxC  b)  Cx/íxá 

ti  CxAxB  ú)  BxlixB 

25.  ¿Cuántas  elementos  distintos  tiene  A  x  B  si  A  tiene  m  de¬ 
méritos  y  B  tiene  n ? 

26.  Demuestra  que  A  x  B  #  B  x  A,  para  conjuntos  A  y  B  no 
vacíos,  a  no  ser  que  A  =  B 

27.  Traduce  estas  cuan  tifie  aciones  a  lenguaje  natural  y  de¬ 
termina  su  valor  de  verdad. 

a)  VitRt.r^-1)  b)  lveZ(^  =  2) 
c)  Vi  e  Z  {x2  >  0)  d )  3.v  e  R  (x2  =  x) 

28.  Traduce  estas  cu antificac iones  a  lenguaje  natural  y  de¬ 
termina  su  valor  de  verdad. 

á)  Ive  R  u3  -  -  l) 

b)  3jce  Z  {x  +  1  >  x) 

c)  V.v  eZ(j-le  Z) 

d)  VveZ^e  Z) 

*29.  Demuestra  que  los  pares  ordenados  (a,  b)  se  pueden  de¬ 
finir  en  términos  de  conjuntos  como  f  |d),  jn.  h\  },  {In¬ 
dicación:  Demuestra  en  primer  lugar  que  ( \u\,  |¿c  6)  |  = 
( \v  j ,  ( t\  d\  |  si.  y  sólo  si,  o  -  c  y  b  -  J). 

*30.  Lú!  csie  problema  se  presenta  la  paradoja  de  Ktissd!. 
Sea  S  el  conjunto  que  contiene  a  un  conjunlo  v  sí  el  con¬ 
junto  x  no  pertenece  a  sí  mismo,  es  decir,  S  =  \  x )  x  £  i }. 

a  i  Demuestra  que  la  suposición  de  que  $  es  un  miembro 
ile  S  conduce  a  una  contradicción, 
b)  Demuestra  que  la  suposición  de  que  S  no  es  un 
miembro  de  S  conduce  a  una  contradicción. 

De  las  partes  (a)  y  (b)  se  sigue  que  S  no  se  puede  definir  de  la 
forma  que  se  hizo.  Esta  paradoja  se  puede  evitar  restringiendo 
los  tipos  de  elementos  permitidos  en  los  conjuntos. 

*31.  Describe  un  procedimiento  para  enumerar  todos  los  sub¬ 
conjuntos  de  un  conjunto  finito. 


1.7  Operaciones  con  conjuntos 

INTRODUCCIÓN 


Dos  conjuntos  se  pueden  combinar  de  muchas  maneras  diferentes.  Por  ejemplo,  comenzando  con 
t  niiULs  el  conjunto  de  los  estudiantes  de  matemáticas  y  los  estudiantes  de  ingeniería  informática  de  tu  uni¬ 
versidad,  podemos  formar  el  conjunto  de  ios  estudiantes  de  matemáticas  o  de  ingeniería  infor¬ 
mática,  el  conjunto  de  que  estudian  a  la  vez  matemáticas  e  ingeniería  informática,  el  conjunto  de 
los  que  no  estudian  matemáticas,  etc. 

DEFINICION  I  Sean  A  v  B  conjuntos.  La  unión  de  tos  conjuntos  /I  y  B ,  denotada  por  A  U  B\  es  el  conjunto 
que  contiene  aquellos  elementos  que  están  bien  en  A  o  bien  cu  B>  o  en  ambos. 


HA  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


EJEMPLO  1 

EJEMPLO  2 

DEFINICION  2 


EJEMPLO  3 
EJEMPLO  4 

DEFINICIÓN  3 


Figura  I.  Diagrama  de  Venn  que  representa  la  Figura  2.  Diagrama  de  Venn  que  representa 
unión  de  A  y  B.  la  intersección  dc/tyfi. 

Un  elemento  x  pertenece  a  la  unión  de  ios  conjuntos  A  y  tí  si,  y  sólo  si.  x  pertenece  a  A  o  x  perte¬ 
nece  a  B.  Esto  nos  dice  que 

A  U  B  =  (.r  |  x  e  A  v.t  e  B  ]. 

El  diagrama  tic  Venn  mostrado  en  la  Figura  I  representa  la  unión  de  los  conjuntos  .4  y  B.  El  área 
sombreada  que  está  bien  dentro  del  círculo  que  representa  a  A  o  bien  dentro  del  círculo  que  re¬ 
presenta  a  /i  es  el  área  que  representa  a  la  unión  de  A  y  H. 

Damos  ahora  algunos  ejemplos  de  unión  de  conjuntos. 

La  unión  de  los  conjuntos  \l,  3.  5]  y  1 1,  2,  3|  es  el  conjunto  1 1.  2,  3,  5);  esto  es,  í  L  3,  5)  U 
1 1,2,31  =  í  1.2,  3,  5).  4 

La  unión  del  conjunto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  matemáticas  y  el  con¬ 
junto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  ingeniería  informática  son  aquellos  que 
están  matriculados  en  alguna  de  estas  dos  carreras,  o  en  ambas.  M 


Sean  A  y  B  conjuntos.  La  intersección  de  los  conjuntos  \  y  B.  denotada  jxir  A  H  B,  es  el  con¬ 
junto  que  contiene  aquellos  elementos  que  están  tanto  en  A  como  en  B. 


Un  demento  x  pertenece  a  la  intersección  ce  los  conjuntos  A  y  B  si,  y  sólo  si.  x  pertenece  a  A  y  x 
pertenece  a  B.  Esto  nos  dice  que 

AÍ18  =  U  |  ve  /Ia.vé  B). 

El  diagrama  de  Venn  mostrado  en  la  Figura  2  representa  la  intersección  de  los  conjuntos  A  y  B.  El 
área  sombreada  que  está  dentro  de  los  círculos  que  representan  A  y  B  es  el  área  que  representa  la 
intersección  de  A  y  B. 

Vamos  a  dar  ahora  algunos  ejemplos  de  la  intersección  de  conjuntos. 

La  intersección  de  los  conjuntos  (1,3,5}  y  ( 1 ,  2,  3 }  es  el  conjunto  [  1 ,  a };  esto  es,  11,3.5]  í  l 

( 1.  2,  3}  =  ( 1*3).  4 

La  intersección  del  conjunto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  matemáticas  y  el 
conjunto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  ingeniería  informática  son  aquellos 
que  están  matriculados  en  ambas  carreras  a  la  vez.  ^ 


Se  dice  que  dos  conjuntos  son  disjuntos  si  su  intersección  es  el  conjunto  vacío. 


EJEMPLO  5  Sea  A  =  \  1 . 3, 5, 7, 9}  y  B  =  \2. 4. 6,  8, 10}.  Como  A  n  B  =  0.  A  y  B  son  disjuntos. 


◄ 


Los  fundamentos:  lógica  y  demostración,  conjuntos  >  funciones  <St 


DEFINICIÓN  4 


EJEMPLO  6 

EJEMPLO  7 

DEFINICIÓN  5 

EJEMPLO  8 

EJEMPLO  9 


A  veces  estamos  interesados  en  encontrar  el  cardinal  de  la  unión  de  conjuntos.  Para  encontrar 
el  número  de  elementos  de  la  unión  de  dos  conjuntos  finitos  ó  y  tí.  len  en  cuenta  que  |  A  |  +  |  tí  \ 
cuenta  exactamente  una  vez  cada  elemento  que  esta  en  A,  pero  no  en  tí,  o  que  está  en  tí.  pero  no  en 
A,  y  exactamente  dos  veces  cada  elemento  que  está  tanto  en  /I  como  en  tí.  Por  tanto,  si  el  número 
de  elementos  que  está  tanto  en  4  como  en  tí  se  sustrae  de  |  A  |  +  |  tí  j.  contaremos  los  elementos  de 
A  n  B  sólo  una  vez.  Por  tanto. 

I  A  U/i|  =  |A[  +  j£|-|A  DB\. 

La  generalización  de  este  resultado  a  uniones  de  un  número  arbitrario  de  conjuntos  se  llama 
principio  de  inclusión-exclusión.  El  principio  de  inclusión-exclusión  es  una  técnica  muy  im¬ 
portante  utilizada  en  los  problemas  de  enumeración.  Veremos  este  principio  y  otras  técnicas  de  re¬ 
cuento  en  detalle  en  los  Capítulos  4  y  6. 

Hay  otras  formas  importantes  de  combinar  conjuntos. 


Sean  A  y  tí  conjuntos.  La  diferencia  de  los  conjuntos  A  y  tí,  denotada  por  A -tí,  es  el  con¬ 
junto  que  contiene  aquellos  elementos  que  están  en  A,  pero  no  en  tí.  La  diferencia  de  A  y  tí  se 
llama  también  el  complementario  de  B  con  respecto  a  ,4. 


Un  elemento  .v  pertenece  a  la  diferencia  de  A  y  tí  .si.  y  sólo  si,  are  A  y  .r  <£  tí.  Esto  nos  dice  que 
A-B  =  ¡  x  |xe  A  Ajrg  B). 

El  diagrama  de  Venn  mostrado  en  la  Figura  4  representa  la  diferencia  de  los  conjuntos  A  y  B.  El 
área  sombreada  que  está  dentro  del  círculo  que  representa  a  .4  y  luera  del  círculo  que  representa  a 
B  es  el  área  que  representa  a  ,4  B. 

Vamos  a  dar  ahora  algunos  ejemplos  de  la  diferencia  de  conjuntos. 

La  diferencia  de  1 1 . 3, 5 }  y  ( I,  2, 3 }  es  el  conjunto  {5};  esto  es,  { 1.  3,  5 }  -  j  1 , 2,  3 }  =  ( 5 1.  Esto 
es  distinto  de  la  diferencia  de  1 1, 2,  3 }  y  )  I.  3.  5 },  que  es  el  conjunto  1 2 1 .  4 

La  diferencia  del  conjunto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  ingeniería  infor¬ 
mática  y  el  conjunto  de  los  estudiantes  de  tu  universidad  matriculados  en  matemáticas  es  el  con¬ 
junto  de  aquellos  estudiantes  matriculados  en  ingeniería  informática  que  no  están  a  la  vez  matri¬ 
culados  en  matemáticas.  4 

Una  vez  especificado  el  conjunto  universal  V.  podemos  definir  el  conjunto  complementario. 


Sea  V  el  conjunto  universal.  El  conjunto  complementario  de  A.  denotado  por  ,4,  es  el  comple¬ 
mentario  de  A  con  respecto  a  U.  En  otras  palabras,  el  complementario  del  conjunto  A  es  U  .4. 


Un  elemento  pertenece  a  A  si.  y  sólo  si.  ve  4.  Esto  nos  dice  que 
Á  =  |v  | x  e  Aj. 

En  la  Figura  4,  el  área  sombrearla  fuera  del  círculo  que  representa  ,4  es  el  área  que  representa  A. 
Damos  ahora  algunos  ejemplos  del  complementario  de  un  conjunto. 

Sea  A  -  \a,  i,  o.  11}  (donde  el  conjunto  universal  es  el  abecedario).  Entonces,  A  -  ( b ,  c.  ch,  d,  f. 
S-  h,  j,  k.l.m.n.ñ.  p.  q.  r.  s,  t.  v,  w,  .r,  y,  z  \.  4 

Sea  A  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  mayores  que  10  leí  conjunto  universal  es  el  conjunto  de 
todos  los  enteros  positivos).  Entonces,  A  =  |  L  2.  3, 4,  5.  6,  7,  8,  9,  10}.  4 
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Ejemplos 

&didüftaie& 


FJ  área  sombreada  representa  A~B 

Figura  3.  Diagrama  de  Venn  que  representa 
la  diferencia  de  A  y  B. 


El  área  sombreada  representa  a  A 

F  i  gu  ra  4 .  Di  agram  a  d e  V e nn  que 

representa  el  complementario  de  A. 


I  a  b  ía  1.  i  d  en  ti  d  ad  e  s  en  tro  c  o  n  j  untos. 

Identidad 

Nombre 

A  U  0  =  A 

Leyes  de  identidad 

/i  n  u=a 

AUU=U 

Leyes  de  dominación 

A  n  tí  =  0 

AUA^A 

Leyes  id  empoten  les 

A  C\A=  A 

(J)  =A 

Ley  de  complementad  un 

A  U  B  =  B  U  /I 

Leyes  conmutativas 

/i  n  b  =  b  riA 

AU(fiU  C)  =  (.4  U  B)  U  C 

Leyes  asociativas 

a  n  (8  n  o  e  (/i  nB)nc 

a  n  (B  u  Q  =  (A  n  B)  u  (a  n  C) 

Leyes  distributivas 

A  U  0  n  o  =  {A  U  B)  n  (A  u  C) 

A  U  S-Aíl  B 

Leyes  de  De  Morgan 

,4  ns  =  A  U  B 

A  U  {.4  -n  B)  =  A 

Leyes  de  absorción 

A  n  (A  U  B)  =  A 

A  U  A  -  U 

Leyes  de  complemento 

AHA^Q 

IDENTIDADES  DE  CONJUNTOS 


La  Tabla  1  contiene  las  identidades  más  importantes  entre  conjuntos.  Demostraremos  algunas  de  esas 
identidades  utilizando  tres  métodos  diferentes.  Se  presentan  estos  métodos  para  evidenciar  que  a  me¬ 
nudo  un  problema  se  puede  afrontar  de  varias  maneras.  Las  demostraciones  del  resto  de  ellas  se  de¬ 
jan  como  ejercicios.  El  lector  podrá  notar  la  similitud  entre  estas  identidades  y  las  equivalencias  ló¬ 
gicas  presentadas  en  la  Sección  1 .2.  De  hecho,  las  identidades  entre  conjuntos  se  pueden  demostrar 
directamente  a  partir  de  las  equivalencias  lógicas  correspondientes.  Además,  ambas  son  casos  es¬ 
peciales  de  identidades  que  se  cumplen  en  el  álgebra  de  Boole  (comentada  en  el  Capítulo  10). 

Una  forma  de  demostrar  que  dos  conjuntos  son  iguales  es  mostrar  que  un  conjunto  es  subcon  junto 
del  otro,  y  viceversa.  Ilustramos  este  tipo  de  demostración  estableciendo  la  segunda  ley  de  De  Morgan. 


EJEMPLO  JO  Demuestra  que  A  O  B  -  A  U  B  . 


Los  fu ndamcn tos ;  lógico  y  de ntos iraci ón .  con jun tos  y  1  u n c ternes  S3 


Solución:  Demostraremos  que  las  dos  conjuntos  son  iguales  mostrando  que  cada  uno  es  subcon¬ 
junto  del  otro. 

Primero  supongamos  que xeA  H  B.  Por  definición  de  complementario, _v  e  A  Pl  B .  Por  defi¬ 
nición  de  la  intersección,  “»({x  e  A)  a  (x  £  B))  es  verdadera.  Aplicando  las  leyes  de  De  Morgan  (de 
la  lógica),  vemos  que  — i(jt  e  A)  o  ~ix  €  B).  Por  tanto,  por  la  definición  de  la  negación,  x  &  A  oí  £  B. 
Por  definición  del  complementario,  x  £  A  o  x  e  B.  Por  la  definición  de  unión,  se  sigue  que  x  e  A  U  B. 
Esto  demuestra  que  A  D  B  C  A  U  B. 

Ahora  supongamos  que  x  e  Á  U  B .  Por  definición  de  unión,  x  e  A  o  leB,  Usando  la  defi¬ 
nición  de  complementario,  vemos  que  x  £  A  o  x  á  B .  Por  consiguiente,  ~>{x  £  A  )  v  ->(x  £  B  )  es 
verdadera.  Aplicando  las  leyes  de  Pe  Morgan  (de  la  lógica),  se  concluye  que  — «((..x  e  A)  a  (r  £  B)) 
es  verdadera.  Por  la  definición  de  intersección,  se  sigue  que  ~áx  e  A  f]  B)  es  verdadera.  Utilizamos 
Ja  definición  de  complementario  para  ver  que  x  £  A  O  B?  lo  que  muestra  que  Á  U  B  C  A  H  B. 
Como  se  ha  mostrado  que  cada  conjunto  es  subconjunto  del  otro,  los  dos  conjuntos  son  ¡guales  y 
la  identidad  queda  demostrada.  4 

EJEMPLO  U  Usa  la  notación  de  construcción  de  conjuntos  y  las  equivalencias  lógicas  para  mostrar  que  A  D  B 
=  ÁUB. 

Solución:  La  siguiente  cadena  de  igualdades  proporciona  una  demostración  de  esta  identidad: 

Afligí |xe  a  n B) 

=  [x\  “*(X  £  (A  n  B))J 
=  {x  |  “>(x  €  A  ax  e  B)\ 

=  \x  \xg  A  v  x  €  B  | 

-  { X  1  X  £  Á  V  X  £  B  ¡ 

=  fx  j xe  A  U  B } 

=  A  US 

Observa  que  en  la  cuarta  igualdad  de  la  cadena  se  ha  utilizado  la  segunda  ley  de  De  Morgan  para 
equivalencias  lógicas*  4 

Demostrar  una  identidad  de  conjuntos  con  más  de  dos  conjuntos  mostrando  que  cada  uno  es  sut> 
conjunto  del  otro  requiere  a  menudo  seguir  los  posibles  casos  diferentes,  como  se  ilustra  en  el  Ejem¬ 
plo  12  para  la  demostración  de  una  de  las  leyes  distributivas  para  conjuntos. 

EJEMPLO  12  Demuestra  que  A  H  (B  U  C)  =  (Á  n  B)  U  (A  H  C)  para  Lodo  conjunto  A,  B  y  C. 

Solución:  Demostraremos  esta  identidad  mostrando  que  cada  lado  de  la  igualdad  es  un  subcon¬ 
junto  de)  otro  lado. 

Supongamos  que  x  £  A  H  (fí  U  C).  Entonces  x  e  A  y  x  £  (B  U  C),  Por  la  definición  de  unión, 
se  sigue  que  r  £  A  y  x  eíoreC  (o  ambas).  Por  tanto,  sabemos  que  x  e  A  y  x  £  B  o  que  x  £  A  y 
x  £  C.  Por  la  definición  de  intersección,  se  sigue  que  x  £  A  O  B  oí  £  A  H  C.  Usando  la  definición 
de  unión,  se  concluye  que  x  £  (A  O  B)  U  (A  HC).  Por  tanto,  A  D  (B  U  C)  C  (A  fl  B)  U  (A  O  O. 

Ahora  supongamos  quex  £  (A  O  B)  U  (A  O  Cf  Entonces,  según  la  definición  de  unión,  x  £ 
A  n  B  o  x  £  A  H  C.  Según  la  definición  de  intersección,  se  sigue  que  x  e  A  y  x  £  B,  o  que  x  €  A 
y  x  £  C.  De  esto  vemos  que  x  £  A  y  que  x  £  B  o  x  e  C.  Por  tanto,  por  la  definición  de  unión, 
venios  que  x  £  A  y  x  £  B  U  C  Además,  según  la  definición  de  intersección,  se  sigue  que  x  £  A  0 
(B  U  C).  Concluimos  que  (A  O  B)  U  (A  O  C)  C  A  O  (BU  C).  Esto  completa  la  demostración  de 
la  identidad.  4 

Las  identidades  entre  conjuntos  se  pueden  demostrar  utilizando  tablas  de  pertenencia. 
Consideramos  cada  combinación  de  conjuntos  a  la  que  puede  pertenecer  un  elemento  y  verifica¬ 
mos  que  los  elementos  de  una  misma  combinación  de  conjuntos  pertenecen  a  ambos  conjuntos  de 
la  identidad.  Para  indicar  que  un  elemento  pertenece  a  un  conjunto  se  usa  un  I .  Para  indicar  que  el 
elemento  no  está  en  el  conjunto  se  usa  un  0.  i  El  lector  podrá  observar  la  similitud  entre  tablas  de 
pertenencia  y  labias  de  verdad). 


S4  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


labia  2.  Una  tabla  de  pertenencia  para  la  propiedad  distributiva. 
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EJEMPLO  13  Utiliza  una  tabla  de  pertenencia  para  mostrar  que  ,4  n(fiUf)  =  (/in  tí)  U  (4  H  C). 

Solución:  La  tabla  de  pertenencia  para  estas  combinaciones  de  conjuntos  se  muestra  en  la  Tabla 
2.  Esta  tabla  tiene  ocho  ftlas.  Como  las  columnas  para  A  H  (B  U  C)  y  (4  n  íí)  U  (4  fl  C)  son  las 
mismas,  la  identidad  es  válida.  ^ 

Se  pueden  establecer  identidades  adicionales  entre  conjuntos  utilizando  las  que  ya  hemos  de¬ 
mostrado.  Considera  el  Ejemplo  14. 

EJEMPLO  1 4  Sean  4,  B  y  C  conjuntos.  Muestra  que 

4  U  (BO  0  =  (CU  tí)H  Á. 

Solución:  Tenemos 

4  u  (tí ñ o  =An(zmcj 
=  4  0  (BU  O 
=  (B  u  o  n  4_ 

=  (C  u  tí )  n  4 


por  la  primera  ley  de  De  Morgan 

por  la  segunda  ley  de  De  Morgan 

por  la  ley  conmutativa  para  la  intersección 

por  la  ley  conmutativa  para  la  unión  < 


UNIONES  E  INTERSECCIONES  GENERALIZADAS 


Como  la  unión  e  intersección  de  conjuntos  satisfacen  la  ley  asociativa,  los  conjuntos  4  U  B  IJ  C  y  4 
nene  están  correctamente  definidos  para  los  conjuntos  4,  li  y  C.  Ten  en  cuenta  que  4  U  tí  U  C 
contiene  aquellos  elementos  que  están  en  al  menos  uno  de  los  conjuntos  4,  tí  y  C ,  y  que  A  nflfl  C 
contiene  aquellos  elementos  que  están  tanto  en  4  como  en  tí  como  en  C.  Estas  combinaciones  de  los 
tres  conjuntos  A,  B  y  C  se  muestran  en  la  Figura  5. 


(a)  El  área  sombreada  représenla  a  A  U  B  U  C  b)  El  área  sombreada  représenla  a  .4  H  /?  H  í 

Figura  5,  Union  e  intersección  de  A,  B  y  C\ 
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EJEMPLO  15 


DEFINICION  6 


DEFINICIÓN  7 


EJEMPLO  lí* 


Sean  4  =  1 0, 2, 4, 6,8},¿3  =  {0, 1,2,3,41  y  C  =  |0, 3. 6, 9).  ¿Cuáles  son/iUflUCyMDfinc? 

Solución:  F.l  conjunto  ,4  U  B  U  C  contiene  aquellos  elementos  de  al  menos  uno  de  ios  conjuntos 
A,  BoC.  Por  lanío. 

,4  Ufí  UC  =  10,  1,2. 3. 4, 6.  8,9|. 

El  con  junto  A  D/inf  contiene  todos  los  elementos  que  están  a  la  vez  en  ,4,  en  H  y  en  C.  Por 
tanto, 

/4nsnc={0).  M 

Podemos  también  considerar  uniones  e  intersecciones  de  un  número  arbitrario  de  conjuntos 
según  se  ve  en  las  siguientes  definiciones. 


La  unión  de  una  colección  de  conjuntos  es  el  conjunto  que  contiene  aquellos  elementos  que 
son  miembros  de  ai  menos  uno  de  los  conjuntos  de  la  colección. 


Usamos  la  notación 


A,U  A2  U  U  =  UA- 

i=] 

para  denotar  la  unión  de  los  conjuntos  ArA^ . AH. 


La  intersección  de  tina  colección  de  conjuntos  es  el  conjunto  que  contiene  aquellos  elementos 
que  son  miembros  de  todos  los  conjuntos  de  la  colección. 


Utilizamos  la  notación 


/t,rM,  n  -n/t,,  flA 

1=  I 

para  denotar  la  intersección  de  los  conjuntos  ArA2 . A  .  ilustramos  las  uniones  e  intersecciones 

generalizadas  con  el  Ejemplo  16, 

Sea  4.  =  j  i,  /  +  f .  /  +  2 _ |,  Entonces, 

ÜA  =  ÜlO'+A/  +  2,.,.}  =  il,  2,  3,...j 

i=i  1=1 


y 

HA  =  niL'  +  Li+2,...)  =  |fl,fl  +  l,n  +  2,...|. 

I  f»l 


REPRESENTACIÓN  !>E  CONJUNTOS  EN  UN  ORDENADOR 


Hay  varias  formas  de  representar  conjuntos  en  un  ordenador.  Una  forma  es  almacenar  los  ele- 
mentos  de  un  conjunto  de  manera  desordenada.  Sin  embargo,  si  se  hace  así,  ías  operaciones  para 
calcular  la  unión,  intersección  o  la  diferencia  serían  demasiado  costosas  en  tiempo,  puesta  que  es¬ 
tas  operaciones  requerirían  largos  procesos  de  búsqueda  ríe  elementos.  Presentamos  un  método 
para  almacenar  elementos  utilizando  una  ordenación  arbitraria  de  los  elementos  del  conjunto 
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EJEMPLO  17 


EJEMPLO  18 


universal.  Este  método  de  representación  de  conjuntos  simplifica  e!  cálculo  en  operaciones  entre 
conjuntos. 

Supongamos  que  el  conjunto  universal  V  es  finito  (y  de  tamaño  razonable,  de  tal  forma  que 
e|  número  de  elementos  de  U  no  sea  más  grande  que  la  memoria  del  ordenador  utilizado).  Prime¬ 
ro  especificamos  un  orden  arbitrario  para  ios  elementos  de  V ,  Por  ejemplo,  av  ay  ....  att.  Repre¬ 
sentamos  un  subeonjunto  A  de  U  mediante  la  cadena  de  bits  de  longitud  n  en  la  que  el  bit  ¿-ésimo 
es  1  si  a.  pertenece  aA  y  0  si  no  pertenece.  El  Ejemplo  1 7  ilustra  esta  técnica. 

Sea  U  =  {  I,  2, 3, 4,  5t  6,  7,  8,  9, 10),  Damos  los  elementos  de  U  ordenados  de  forma  creciente,  es 
decir,  a  -  L  ¿Qué  cadena  de  bits  representa  el  subconjunto  de  lodos  los  números  impares  en  lf!  ¿Y 
el  conjunto  de  los  números  pares  en  U1  ¿Y  el  subconjunto  de  los  elementos  de  U  que  son  menores 
o  iguales  que  5? 

Solución:  La  cadena  de  bits  que  representa  el  conjunto  de  los  impares  en  ÍA  es  decir,  ¡1,3,  5,  7, 
9 tiene  un  bn  igual  a  l  en  las  posiciones  primera,  tercera,  quinta,  séptima  y  novena  y  cero  en  las 
demás.  Es  decir, 

10  1010  1010. 

(Partimos  esta  cadena  de  longitud  10  en  bloques  de  cuatro  para  hacerla  fácil  de  leer,  puesto  que 
una  cadena  continuada  de  10  bits  se  lee  coa  dificultad).  De  forma  similar,  representamos  el  suh- 
conjunto  de  todos  los  enteros  pares  en  U  ({2,  4,  6,  8,  10))  por  la  cadena 

01  0101  0101, 

El  conjunto  de  los  enteros  de  U  menores  o  iguales  que  5,  es  decir,  )  L  2,  3, 4,  5),  se  representa  por 
la  cadena 

11  1110  0000,  < 

Utilizando  cadenas  de  bits  como  representación  de  conjuntos  es  fácil  encontrar  comple¬ 
mentarios.  uniones,  intersecciones  y  diferencias  de  conjuntos.  Para  encontrar  la  cadena  de  bits  aso¬ 
ciada  al  complementario  de  un  conjunto,  simplemente  cambiamos  cada  I  por  un  0  y  cada  0  por  un  I , 
puesto  que  ,v  e  A  si,  y  sólo  si,  a  £  A .  Observa  que  si  asociamos  a  cada  bit  un  valor  de  verdad,  aso¬ 
ciando  al  1  el  valor  de  verdadero  y  al  0  el  de  falso*  entonces  esta  operación  corresponde  a  reem¬ 
plazar  cada  bit  por  su  negación. 

Hemos  visto  que  la  cadena  de  bits  para  el  conjunto  )  1, 3,  5,  7,  91,  con  el  conjunto  universal  igual 
a  1 1,2,  3,  4,5,6, 7,8,9,  10|, es 

10  1010  1010. 

¿Cuál  es  la  cadena  de  bits  que  representa  al  complementario  de  este  conjunto? 

Solución:  La  cadena  de  bits  del  complementario  de  este  conjunto  se  obtiene  reemplazando  los  ce¬ 
ros  por  unos,  y  viceversa.  Esto  nos  da  la  cadena 

01  0101  010L 

que  corresponde  al  conjunto  {2, 4,  6,  8,  10}.  ^ 

Para  obtener  las  cadenas  de  bits  que  representan  la  unión  y  la  intersección  de  tíos  conjuntos 
realizamos  operaciones  booleanas  sobre  los  bits  de  las  cadenas  que  representan  a  tos  dos  con¬ 
juntos,  El  bit  de  la  posición  /-ésima  de  la  cadena  de  bits  de  la  unión  es  1  si  el  bit  i-é simo  de  una 
de  las  dos  cadenas  es  I  y  0  cuando  ambos  son  0.  Por  tanto,  la  cadena  de  bits  para  la  unión  es  el 
resultado  de  aplicar  la  operación  bit  OR  a  las  cadenas  de  bits  de  los  dos  conjuntos.  El  bit  /-ésimo 
de  la  cadena  de  bits  de  ta  intersección  es  1  si  los  bits  de  la  posición  /-ésima  de  las  cadenas  de  bits 
de  los  dos  conjuntos  es  I  y  0  cuando  uno  de  los  dos,  o  ambos,  es  0.  Así,  la  cadena  de  bits  para  la 
intersección  es  el  resultado  de  aplicar  la  operación  bit  AND  a  las  cadenas  de  bits  de  los  dos  con¬ 
juntos. 
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EJEMPLO  19  Las  cadenas  de  bits  para  los  conjuntos  {1,2,  3,  4,  5}  y  {L  3,  5,  7,  9}  son,  respectivamente.  í  I 
l  1 10  0000  y  10  1010  1010.  Usa  cadenas  de  bits  para  encontrar  la  unión  y  la  intersección  de  estos 
conjuntos. 

Solución:  La  cadena  de  bits  para  la  unión  de  los  dos  conjuntos  es 
11  11 10  0000  vlO  1010  1010=  H  1110  1010, 

que  corresponde  al  conjunto  { 1 . 2,  3,  4.  5,  7,  9}.  La  cadena  de  bits  para  la  intersección  de  estos 
conjuntos  es 

lili  10  0000  a  10  1010  1010  =  10  1010  0000, 

que  corresponde  al  conjunto  {1,3,5}.  4 


Problemas 


1 .  Sea  A  el  conjunto  de  los  estudiantes  que  vive  a  2  km  de 
ta  facultad  y  sea  B  el  conjunto  de  los  estudiantes  que 
van  andando  a  clase.  Describe  a  los  estudiantes  de  estos 
conjuntos. 

a)  A  fl  B  b)  A  U  B 

c)  A-B  d)  B-A 

2.  Supongamos  que  A  es  el  conjunto  de  estudiantes  de  se¬ 
gundo  curso  de  tu  facultad  y  B  el  conjunto  de  estudiantes 
de  matemática  discreta  de  tu  facultad.  Expresa  estos  con¬ 
juntos  en  términos  de  A  y  B. 

a)  Fl  conjunta  de  estudiantes  de  segundo  curso  matri¬ 
culados  en  matemática  discreta  en  tu  facultad, 

b)  El  conjunto  de  estudiantes  de  segundo  curso  no  ma¬ 
triculados  en  matemática  discreta  en  tu  facultad. 

c)  El  conjunto  de  estudiantes  de  tu  facultad  que  bien 
son  de  segundo  curso  o  bien  están  matriculados  en 
matemática  discreta. 

d)  El  conjunto  de  estudiantes  de  tu  facultad  que  bien 
no  son  de  segundo  curso  o  bien  no  están  matriculadas 
en  matemática  discreta. 


3.  Sea  4  =  11,2,  3,  4,  5 J  y  B  =  {0,  3,  ó).  Obten 

a)  A  U  B  h)  A  n  B 

c)  A-B  d)  B-A 


4.  Sea  A  =  { a ,  bt  c,  d.  c }  y  B  =  (  a ,  br  c,  d.  e,/,  g3  h  | .  C )btén 

a)  A  U  B  b)  A  H  B 

c)  A-B  d)  B-A 

5.  Sea  A  un  conjunto.  Demuestra  que  A -  A  , 

6.  Sea  A  un  conjunto.  Demuestra  que 

a)  A  U  0  =  /l  b)  A  n  0  =  0 
c)  A  U  A  =  A 
el  A  -  0  =  A 
g)  A  n  IM  A 


d)  4  n  A  -  A 
f )  A\J.U=U 
h)  0-4  =  0 


7.  Sean  4  y  B  dos  conjuntos.  Demuestra  que 
a)  4  U  B  =  B  U  A  b)  A  0  8=80  A 


8.  Sean  A  y  B  conjuntos*  Demuestra  que  A  U  (4  O  B)  -  A . 

9.  Sean  A  y  B  conjuntos.  Demuestra  que  4  fl  (4  U  B  )  =  4. 

10.  Halla  los  con  juntos  4  y  B  si  A  -  B  =  ( 1  ,  5,  7.  8 } ,  B  -  A  = 
(2,  10}  y  A  OB  =  [3,  6,9), 

1 1 .  Demuestra  que  si  4  y  B  son  conjuntos,  entonces  4  U  B  = 
4  OB 

a)  mostrando  que  cada  lado  de  la  igualdad  es  subcon¬ 
junto  del  otro, 

b  }  útil  i  /  an  d  o  un  a  ta  bl  a  de  porte  nene  i  a . 

12.  Sean 4  y  B  conjuntos.  Demuestra  que 

a)  (A  fl  B)  C  A  b)  A  C  (4  U  B) 
c)  A-BCA  d)  A  H  (B  -  A)  =  0 

e)  A  U  (B  -  A)  =  A  U  B 

13.  Demuestra  que  si  4,  B  y  C  son  conjuntos,  entonces 
A  n  B  íTC  =  4  UfiUC, 

a)  mostrando  que  cada  lado  es  subconjunto  dd  otro, 
b  J  utilrz  an  do  u  n  a  t  ab  I  a  de  pe  rt  en  e  n  c  i  a. 

14.  Sean  A,  B  y  C  conjuntos.  Demuestra  que 

a)  (4  U  B)  C  (4  U  B  U  C) 

b)  (AOBO  OCÍAOS} 

c)  (4  -  B)  -  C  C  A  -  C 

d)  (A-C)n(C-fl)  =  0 

e)  (B  4)  U  (C-4)  =  (B  U  C)  -  A 

15.  Demuestra  que  si  A  y  B  son  conjuntos,  entonces  A  -  B  = 
A  n  fí. 

16.  Demuestra  que  si  4  y  B  son  conjuntos,  entonces  (4  O  B) 
U  (4  OB)  =  A. 

17.  Sean  4 .  B  y  C  c onj  u n  t  os .  De n i ue st ra  q ue 

a)  A  U  (B  U  O  =  (4  U  B)  U  C 

b)  a  o  (B  n  o  =  (4  n  B)  n  c 

c)  A  u  (B  n  O  =  (A  u  B  )  n  (4  u  o 
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1S.  Sean  A.  B  y  C  conjunlos.  Demuestra  que  (4  -  fl  I  -  C  = 
{A  C)-{B-C), 

19.  Sean  A  =(0,2. 4,  6, 8.  !()},/?=  (0,  1. 2, 3.4, 5,6)  yC  = 
(4,5, 6,  7,  8.  9, 10}.  Halla 

¡i )  /inane  b)4uíuc 

c)  (A  U  B)  n  C  d)  {,4  n  B)  U  C 

20.  Dibuja  diagramas  de  Venn  para  cada  una  de  estas  com¬ 
binaciones  de  ios  conjuntos  4.  B  y  C. 

a)  4  n  (B  U  O  b)  4  n  fl  n  e 
c)  (4-fl)U<4-0U(fl-0 

21.  ¿Qué  puedes;  decir  de  los  conjuntos  A  y  B  si  sabemos  que 

a»  A  U/i  =  A?  b)  Af]B=A'l 
c)  4-Ü=A?  d)  ¿  n  B  =  B  DA? 
el  A-B^B-A1 

22.  ¿Se  puede  concluir  que  A  -  B  si  A,  B  y  C  son  conjuntos 
tales  que 

al  4UC  =  BUC?  b\  AnC  =  BnC? 

23.  Sean  A  y  B  subconjuntos  del  conjunto  universal  IL 
Muestra  que  A  C  B  si,  y  sólo  si.  B  C  A* 

La  diferencia  simétrica  de  A  y  B.  denotada  por  A  ©  B.  es  el 
conjunto  que  contiene  aquellos  elementos  que  bien  están  en  A 
o  bien  están  de  B,  pero  no  en  ambos. 

24.  Halla  la  diferencia  simétrica  de  j  L  3.  5|  y  |  L  2,  3 1 

25.  Describe  la  diferencia  simétrica  de  los  estudiantes  de 
matemáticas  de  tu  universidad  y  los  estudiantes  de  ínge- 
n  i  e  ría  i  n  form  átic  a  de  tu  u  n  i  vers  i d ad . 

2 fu  Dibuja  un  diagrama  de  Venn  de  la  diferencia  simétrica  de 
dos  conjuntos  A  y  B. 

27,  Demuestra  que  A  ©  B  =  {A  U  B )  -  (A  O  B). 


34.  Si  A ,  /i.  C  y  D  son  conjuntos,  ¿.se  verifica  que  (.4  ©  B)  © 
(C  ©  D)  =  (A  ©  C)  ©  (B  ©  D>? 

35.  Si  -4,  B,  C  y  D  son  conjuntos,  ¿se  verifica  que  (A  ©  B)  © 
{C  ©  D)  =  {A  ©  D)  ®  (B  ©  O? 

*36.  Demuestra  que  si  A,  B  y  C  son  conjuntos,  entonces 
\A  VB  UCI-Ml  +  i/íl  +  ICI-l/t  H  B\ 

- )  a  nc|-[5nci  +  |A  DBnci 

(Éste  es  un  caso  especial  del  principio  de  inclusión -ex¬ 
clusión,  que  estudiaremos  en  el  Capítulo  ó). 

*37,  Sea  A  =  \  L  2,  3 _ ,  /}  para  /  =  L  2.  3,  ...  Halla 

a)  üa  b)  Ha 

í-t  i-* 

="38.  Sea  4,  =  (...,-2,-1, 0.  t . i).  Halla 

a)  ÜA  b>  flA 

Í^1  t- 1 

39,  Sean  4.  los  conjuntos  de  todas  las  cadenas  de  bits  no  va¬ 
cias  (esto  es.  cadenas  de  hils  de  longitud  al  menos  uno) 
de  longitud  menor  n  igual  que  l  Calcula 

u)  UA  bl  f)A 

40.  Supongamos  que  el  conjunto  universal  es  11  =  { 1, 2, 3. 4, 
5,  6,  7,  8,  9 T  10}.  Expresa  cada  uno  de  estos  conjuntos 
con  cadenas  de  bits  donde  el  bit  r-ésimo  de  la  cadena  es  1 
si  /  está  en  el  conjunto  y  0  si  no  lo  está. 

u>  (3,4.5)  b)  ( 1.3,  6t  10 1  ct  12.  3, 4.7,8,  91 

4L  Considerando  el  mismo  conjunto  universal  que  en  el  pro¬ 
blema  anterior,  determina  el  con  junto  especificado  para 
cada  una  de  estas  cadenas  de  bits, 
a)  11  1100  lili  h)  01  0111  1000 
c)  10  0000  0001 


28.  Demuestra  que  A  ©  B  =  (-4  -#)  U  (B- A), 


29,  Demuestra  que  si  .4  es  un  subconjunto  del  conjunto  uni¬ 
versal  entonces 


a) 

O 


©  A  -  0 
©U  =  A 


bl  A  ©  0  <4 
d)  A®Á=U 


30*  Demuestra  que  si  A  y  B  son  conjuntos,  entonces 
a)  A  ©#  =  £©A  bí  iA^B)BB-A 


31.  ¿Qué  se  puede  decir  de  los  conjuntos  A  y  B  si  ,4  ©  B  =  V? 

*32,  Determina  si  la  diferencia  simétrica  es  asociativa;  esto  es. 
si  1  ,  B  y  C  son  conjuntos,  ¿se  cumple  que  A  @  (fí  ©  C) 
=  {A  0  8)  ©  C7  e 

0 

*33.  Supongamos  que  A.  B  y  C  son  conjuntos  que  verifican 
que  A  ©  C  =  B  ©  C  ¿Debe  verificarse  que  A  =  B7 


42.  ¿Qué  subconj  unios  dd  con  junio  universal  representan 
estas  cadenas  de  bits? 

a)  la  cadena  con  todos  0 

b)  la  cadena  con  iodos  L 

A 

43.  ¿Cuál  es  la  cadena  de  bits  correspondiente  a  la  diferencia 
de  dos  conjuntos? 

44.  ¿Cuál  es  la  cadena  de  bits  correspondiente  a  la  diferencia 
simétrica  de  dos  conjuntos? 

45.  Muestra  cómo  se  pueden  usar  las  operaciones  lógicas 
bit  para  encontrar  fas  siguientes  combinaciones  de  A  = 
{  h,  t\  d,e]f  B=  i  b,  t\  tt  £,  p,  Mp (,  C  =  {c,  e.  /,  o,  u,  i. 
y,  1 1  y  D  =  | dt  c.  h.  /.  fl,  o,  f,  H,  v,  y  [ . 

a)  AUB  b)  A  n  B 

c)  (A  Ü  D)  n  (B  U  C) 
i\)  AVBUCUD 
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46*  ¿Cómo  pueden  encontrarse  la  anión  e  intersección  de  n 
conjuntos,  todas  subcon juntos  de  un  conjunto  universal 
(/,  utilizando  cadenas  de  bits? 

47,  til  sucesor  de]  conjunto  A  es  d  conjunto  A  U  {A  },  En¬ 
cuentra  los  sucesores  de  los  siguientes  con  juntos: 

a)  (1,2,3}  b)  0 

c)  (01  d)  (0,(01) 

4Ht  ¿Cuántos  elementos  tiene  el  sucesor  de  un  conjunto  de  n 
elementos? 

En  algunos  casos,  hay  que  tener  en  cuenta  d  numero  de  veces 
q  ue  un  demento  se  repite  en  una  colección  desordenada.  Los 
m ii It icón juntos  son  colecciones  de  elementos  donde  un  de¬ 
mento  puede  figurar  más  de  una  vez  como  miembro  del  con¬ 
junto.  La  nutación  { m¡  ■  n¡2  *  a2 mr-  dr }  denota  al  mul¬ 
lican  junto  con  d  elemento  <t.  repetido  veces,  d  demento  rj, 
repetido  m „  veces  y  así  sucesivamente.  Los  números  m  ,  í  -  1, 

2 . r,  se  llaman  m til I  i pl ¡dríades  de  los  elementos  a  y  i  =  1,2. 

r. 

Sean  P  y  Q  muít  icón  juntos.  La  unión  de  los  multiconjuntos 
P  y  C  es  el  mu  tócon  junto  en  d  que  Ja  multiplicidad  de  un 
demento  es  d  máximo  de  tas  multiplicidades  de  ese  elemento 
en  P  y  Q.  La  intersección  de  P  y  Q  es  el  mulo  conjunto  en  d 
que  la  multiplicidad  de  un  demento  es  d  mínimo  de  las  mu! 
tiplicidades  de  ese  elemento  en  P  y  Q.  La  diferencia  de  P  y  Q 
es  d  makieonjunto  en  d  que  la  multiplicidad  de  un  elemento 
es  la  multiplicidad  dd  demento  en  P  menos  la  multiplicidad 
del  demento  en  Q  a  no  ser  que  esta  diferencia  sea  negativa,  en 
cuyo  caso  la  multiplicidad  es  0,  La  suma  de  P  y  Q  es  un  mu! 
ti  conjunto  donde  !a  multiplicidad  de  un  elemento  es  la  suma  de 
Lis  multiplicidades  en  P  y  Q-  La  unión,  intersección  y  diferen¬ 
cia  de  P  y  Q  se  denotan  por  P  U  (L  P  n  Q  y  P-Q.  respecti¬ 
vamente  (las  operaciones  con  multiconjuntos  no  deberían  con¬ 
fundirse  con  sus  análogas  para  conjuntos).  La  suma  de  P  y  Q 
se  denota  por  P  +  Q. 

49,  Sean  A  y  B  los  multiconjuntos  (3  ■  a,  2  *  br  i  ■  c]  y  (2  -  íí, 
3  *  6, 4  *  íVL  respectivamente.  Halla 

a)  AUB  h)  AC\B  c)  A-B 

á)  B-A  c)  A  +  B 

50,  Supongamos  que  A  es  el  mtiltíconjunto  que  tiene  como 
elementos  los  equipos  informáticos  que  se  necesitan  en  un 
departamento  de  una  universidad  y  las  multiplicidades 
son  el  número  de  unidades  de  cada  tipo  que  hacen  falta.  B 
es  el  multiconjunto  análogo  para  un  segundo  departamen¬ 
to  de  la  universidad.  Por  ejemplo,  ,4  podría  ser  el  muln- 
conjunto  1  107  -  ordenadores  personales,  44  ■  routers. 


6  ■  servidores}  y  B  podría  ser  1 14  -  ordenadores  perso¬ 
nales,  6  ■  ronters,  2  *  ordenadores  vectoriales  ¡ , 

a)  ¿Qué  combinación  de  A  y  B  representa  el  equipa 
miento  que  la  universidad  deberá  comprar  asumiendo 
que  ambos  departamentos  utilizan  el  mismo  equipa¬ 
miento? 

b)  ¿Qué  combinación  de  A  y  B  representa  el  equipa¬ 
miento  que  será  usado  por  ambos  departamentos  si 
los  dos  departamentos  utilizan  el  mismo  equipa¬ 
miento? 

c\  ¿Qué  combinación  de  \  y  B  representa  ei  equipa¬ 
miento  que  será  usado  por  el  segundo  departamento, 
pero  no  por  el  primer  departamento,  si  los  dos  depar¬ 
tamentos  utilizan  el  mismo  equipamiento? 
d)  ¿Qué  combinación  de  A  y  B  representa  el  equipa¬ 
miento  que  la  universidad  deberá  comprar  si  los  de¬ 
partamentos  no  comparten  d  mismo  equipamiento? 

En  inteligencia  artificial  se  utilizan  frecuentemente  los  con¬ 
juntos  difusos  o  borrosos.  En  un  conjunto  difuso  5,  cada  ele¬ 
mento  del  conjunto  universal  V  tiene  un  grado  de  pertenen¬ 
cia,  que  es  un  número  real  entre  0  y  1  i  incluyendo  0  y  1 ),  El 
conjunto  difuso  se  denota  enumerando  sus  elementos  junto 
con  su  grado  de  pertenencia  ílo.s  elementos  con  grado  de  peo 
tenencia  í)  no  se  listan).  Por  ejemplo,  escribimos  como  ¡0,6 
Alicia,  0,9  Brían,  0.4  Alfredo,  04  Óscar,  0.5  Rila )  el  conjunto 
F  (de  las  personas  famosas)  para  indicar  que  Alicia  tiene  un 
grado  0,6  de  pertenencia  a  /\  Brían  tiene  un  grado  0,9  de  per¬ 
tenencia  a  F,  Alfredo  un  0,4,  Ose  ai  0, 1  y  Rila  0,5.  Pul  lanío,»  d 
más  famoso  es  Brían  y  Oscar  el  menos  famoso.  Supongamos 
también  que  R  es  e!  conjunto  de  la  gente  rica,  con  R  -  }  0,4  Ali¬ 
cia.  0,8  Briait,  0,2  Alfredo,  0,9  Oscar,  0.7  Rita}. 

51  El  complementario  de  un  conjunto  difuso  5  es  el  conjunto 
5,  en  el  que  el  grado  de  pertenencia  a  S  de  un  elemento  es 
igual  a  1  menos  el  grado  de  pertenencia  a  5  de  dicho  de- 
memo,  Obten  F  (el  conjunto  difuso  de  la  gente  que  no  es 
famosa)  y  R  (el  conjunto  difuso  de  la  gente  que  no  es  rica). 

52,  La  unión  de  dos  conjuntos  difusos  $  v  T  es  el  conjunto  di 
fuso  5  U  F,  en  d  que  el  grado  de  pertenencia  de  un  de¬ 
mento  en  S  U  F  es  el  máximo  de  los  grados  de  pertenencia 
de  este  demento  en  5  y  F.  Determina  el  conjunto  difuso 
F  U  R  de  ía  gente  famosa  o  rica. 

53,  La  intersección  de  dos  conjuntos  difusos  S  y  Te  sel  con¬ 
junto  difuso  5  O  F,  en  el  que  el  gradó  de  pertenencia  de  m 
demento  en  ,Sr  D  F  es  d  mínimo  de  los  grados  de  perte¬ 
nencia  de  este  demento  en  5  y  T.  Determina  el  conjunto 
difuso  F  O  R  de  la  gente  famosa  y  rica. 
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1.8  Funciones 

INTRODUCCIÓN 


En  muchas  ocasiones  asignamos  a  cada  elemento  de  un  conjunto  un  elemento  particular  de  un  se¬ 
gundo  conjunto  (que  puede  ser  el  mismo  que  el  primer  conjunto).  Por  ejemplo,  supongamos  que  a 
un  grupo  de  personas  se  les  asigna  una  letra  del  conjunto  {/l,  B,  C,  D,  I  }.  Y  supongamos  que  k* 
asignamos  a  Adams  la  A,  a  Chou  la  C,  a  Goodfriend  la  B.  a  Rodríguez  la  A  y  a  Stevens  la  F.  Esta 
asignación  se  ilustra  en  la  Figura  i. 

La  asignación  anterior  es  un  ejemplo  de  función.  Id  concepto  de  una  función  es  extremada¬ 
mente  importante  en  matemática  discreta.  Las  funciones  se  usan  en  definiciones  de  estructuras  dis¬ 
cretas  tales  como  sucesiones  o  cadenas.  Las  funciones  también  se  utilizan  para  representar  cuán¬ 
to  tiempo  tarda  un  ordenador  en  resolver  un  problema  de  un  tamaño  determinado.  Las  funciones 
recursivas,  que  son  funciones  que  se  definen  en  términos  de  ellas  mismas,  se  utilizan  frecuente¬ 
mente  en  ciencias  de  la  computación.  Se  estudiarán  en  el  Capítulo  3.  En  esta  sección  se  repasarán 
los  conceptos  básicos  relacionados  con  funciones  que  se  necesitan  en  matemática  discreta. 


DEFINICIÓN  1  Sean  A  y  B  conjuntos.  Vnajjmción  f  de  A  en  B  es  una  asignación  de  exactamente  un  elemento 
de  6  a  cada  elemento  de  A.  Escribimos  /(ti)  -  h  si  b  es  el  tínico  elemento  de  B  asignado  por  la 
función  /  ai  elemento  a  de  A.  Si  /es  una  función  de  A  en  B.  escribimos/:  A  B. 


Las  funciones  se  pueden  especificar  de  muchas  maneras  diferentes.  A  veces  declaramos  explíci¬ 
tamente  las  asignaciones,  como  en  la  Figura  I.  Otras  veces  damos  una  fórmula,  como/fv)  =  .v  +  I . 
Otras  usamos  un  programa  de  ordenador  para  especificar  la  función. 

Nota:  Una  función /:  A  — >  B  se  define  a  veces  en  términos  de  la  relación  de  A  cu  B  definida  en  la 
Sección  1.6.  Discutiremos  esta  forma  de  definir  funciones  en  el  Capítulo  7. 


DEFINICIÓN  2  Si/  es  una  función  de  A  en  fl,  decimos  que  A  es  el  dominio  de/y  B  es  el  codo  minio  de/.  Si 

fía)  -  b,  decimos  que  b  es  la  imagen  de  a  y  a  es  úna  p  re  imagen  de  b.  El  rango  o  imagen  de  / 
es  el  conjuntó  de  todas  las  imágenes  de  elementos  de  A.  También  decimos,  si  / es  una  función 
de  A  en  B,  que  f  transforma  A  en  B. 


La  Figura  2  representa  una  función/ de  A  en  B. 

Consideremos  el  ejemplo  del  comienzo  de  la  sección.  Sea  G  la  función  que  asigna  una  letra 
a  una  persona  del  grupo.  Nota  que  (/(Adams)  —  A,  por  ejemplo.  El  dominio  de  G  es  ei  conjunto 
(Adams.  Chou.  Goodfriend,  Rodríguez.  Stevens}  y  el  codommio  es  (A  B,  C,  I),  /■’}.  La  imagen  de 
O  es  el  conjunto  (A,  B,  C.  F],  ya  que  a  cada  persona  se  le  asigna  una  letra  del  dominio,  excepto  la 
D.  Considera  también  los  Ejemplos  1  y  2. 


Adams 

Chou 

GtKxlfncnd 


A 

H 

€ 


Stevens  * - — - F 

Figura  I.  Asignación  de  letras  a  un  conjunto 
de  personas* 


Figura  2.  La  función / 'transió mía  A  en  B. 
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EJEMPLO  1 

Sea/la  función  que  a  una  cadena  de  bits  de  longitud  mayor  o  igual  que  2  le  asigna  sus  dos  últimos 

Ejemplos 

adkiüniilt-S 

bits.  Entonces,  el  dominio  de/e s  e!  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  de  longitud  mayor  o 
igual  que  2  y  tanto  el  codominio  como  la  imagen  son  el  conjunto  (00,  ()1,  10,  1 1 1.  A 

EJEMPLO  2 

Sea / :  Z  Z  la  función  que  asigna  el  cuadrado  de  un  entero  a  este  entero.  Entonces, /(a)  -  x% 
donde  el  dominio  de/e  s  el  conjunto  de  todos  ios  enteros,  el  codominio  de /se  puede  elegir  que  sea 
el  conjunto  de  los  enteros  también  y  la  imagen  es  el  conjunto  de  ios  enteros  positivos  que  son  cua¬ 
drados  perfectos,  es  decir,  1 0,  1 , 4,  9,  , 

EJEMPLO  3 

En  lenguajes  de  programación  a  menudo  se  especifican  el  dominio  y  el  codominio  de  las  funcio¬ 
nes  declaradas.  Por  ejemplo,  la  sentencia  Java 

i  ni  parte  entera  (float  real)  (...) 

y  la  sentencia  Pascal 

fu  n  e  t  i  o  n  par  te  en  tero  (x :  r  e  a  1 ) :  i  n  te  ge  r 

declaran  ambas  que  el  dominio  de  la  función  parte_entera  es  el  conjunto  de  los  números  reales  y 
su  codominio  es  el  conjunto  de  los  enteros.  A 

Dos  funciones  con  valores  reales  con  el  mismo  dominio  se  pueden  sumar  y  multiplicar. 

DEFINICIÓN  3 

~ 

Sean/  y  /  funciones  de  A  en  R,  Entonces,  /  +/  y  //  son  también  funciones  de  /i  en  R  de- 
finidas  por 

(/  +f2){x)  +f,( x), 

,  l  ,  v'  ■*  .  v  ¿vi  •  •  - 

EJEMPLO  4 

Observa  que  las  funciones/,  +  /  y /’/,  han  sido  definidas  especificando  sus  valores  en  el  punto.* 
en  términos  de  los  valores  de/  y /en  x. 

Sean  /  y  f,  funciones  de  R  en  R  tales  que /(.*)  =  x2  y  /2(x)  =  x  -  x2.  ¿Cuáles  son  las  funciones 

/,  y./]/,? 


Solución:  De  la  definición  de  la  suma  y  el  producto  de  funciones,  se  sigue  que 

(ft  +/;h-ó  =ffo)  +/2w  <=**+(*  -V)  -  x 

y 

(f^g{x)=xí<x-r)=¿-xir  ◄ 

Cuando/ es  una  función  de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  B,  también  se  puede  definir  la  imagen  de 
un  sube onju  nto  de  .4. 

DEFINICIÓN  4 

Í.--T- /  m  .. 

Sea/una  función  de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  B  y  sea  S  un  subconjunto  de  4.  La  imagen 
de  S  es  el  subdonjunto  de  B  formado  por  todas  las  imágenes  de  los  elementos  de  S.  Denota¬ 
mos  por  f(S)  a  la  imagen  de  S.  de  tal  forma  que 

A5)-  í/(D|.vc.S'j. 

EJEMPLO  5 

Sean  A  =  [a,  b,c.d,e}  y  B  =  [  17  2,  3,  4]  con  f(a)  = 2 ,f(h)  =  i, f(c)  =  4,f(d )  =  !  y f{e)  =  1 .  La 

s 

imagen  del  subconjunto  S  -  { h,  cy  d)  es  el  con jumo  f(S)  =  (.  1,  4 1 .  A 
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FUNCIONES  INVECTIVAS  Y  SOBREYECTIVAS 

Evíi  luición 

Algunas  funciones  asignan  imágenes  distintas  a  elementos  distintos  del  dominio.  Estas  funciones 
se  conocen  como  invectivas. 

DEFINICIÓN  5 

v;' 7  2'  ,  ■ '  J  ■  - 

Se  dice  que  una  (unción/ es  inyectiva  si.  y  sólo  si, /ó)  —  /{ v)  implica  que  x  =y  para  a:  e  y  en 
el  dominio  de/.  Una  función  se  dice  que  es  una  inyección  si  es  inycciiva. 

--/.r  -/i  ;- -y  '  *  ■-  <  -  -y  -  -r-  -  - 

Ejemplos 

adicionales 

Observación:  Una  función /es  invectiva  si,  y  sólo  sif/(x)  ^f(y)  siempre  que  y  Esta  forma  de 

expresar  que/ es  invectiva  se  obtiene  tomando  el  contrarreeíproco  de  la  implicación  de  la  defini¬ 
ción.  Observa  que  podemos  expresar  que  fes  inyectiva  usando  cuantificadorcs.  como  VxVy  (f{x) 
-  f(y )  — >  x  =  y),  o  de  fonna  equivalente,  VxVy  (x  ^  y  — >  f(x)  &  f(y )),  donde  el  dominio  del  cuami- 
ficador  viene  dado  por  el  dominio  de  la  función. 

Ilustramos  este  concepto  dando  ejemplos  de  funciones  que  son  invectivas  y  otras  que  no  lo  son. 

EJEMPLO  6 

Determina  si  la  función /de  ¡o,  í),  e,  d}  a  (  L  2,  3,  4,  5},  confia)  -  4 ,/(/?)  =  5,/(c)  =  l  y  f{d)  -  3. 
es  una  función  invectiva. 

Solución:  La  función/ es  inyectiva  puesto  que/toma  diferentes  valores  en  los  cuatro  elementos 
del  dominio.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  3.  M 

EJEMPLO  7 

Determina  si  la  fundón /(x)  =  .r  del  conjunlo  de  los  enteros  al  conjunto  de  los  enteros  es  inyectiva. 

Solución:  La  función  /(a  )  =  x2  no  es  inyectiva  puesto  que,  por  ejemplo, /  (I)  -f(-l)  -  L  pero  1 
- 1 .  Observa  que  la  función /es  iny  ectiva  si  el  dominio  se  restringe  a  Z*.  ^ 

EJEMPLO  8 

Determina  si  la  función /(x)  =  v  +  1  es  inyectiva. 

Solución:  La  función /(x )  =  x  +  1  es  invectiva.  Para  demostrarlo,  vemos  quex  +  1  #  y  +  1  cuando 
x^y.  ^ 

Vamos  a  dar  algunas  condiciones  para  garantizar  que  una  función  es  inyectiva. 

DEFINICIÓN  6 

••••  ■  '  y  .--v-'/-  C  ;  ■  ...  P  ^  '  y . 'V  4 

Una  función  /  cuyo  dominio  y  codominio  son  subcoiijuntos  dei  conjunto  de  los  números  reales 
se  denomina  estrkMrnénte  creciente  si f(x)  <f(y)  siempre  que  x  < y  y  tanto  x  como  y  estén  en 
el  dominio  de/.  De  forma  similar,/ se  dice  que  es  estrictamente  decreciente  si  f(x)  >fiy) 
siempre  que  x  < y  y  x  e  y  estén  en  el  dominio  de  / 

DEFINICIÓN  7 

Observación:  Una  íunción/cs  estrictamente  creciente  si  VxVy  ({x  <  y)  — >  (/ (x)  <f(y)))  y  es 
estricta nente  decreciente  si  V.vVy  (( v  <  y)  -4  (f\x)  >  f(y)))t  donde  el  dominio  viene  dado  por  el 
dominio  de/ 

De  estas  definiciones  se  deduce  que  una  función  que  es  estrictamente  creciente  o  decreciente  debe 
ser  inyectiva. 

Para  algunas  funciones,  la  imagen  y  el  codominio  son  iguales.  Esto  es,  todo  miembro  del  co¬ 
dominio  es  la  imagen  de  algún  elemento  del  dominio.  Las  funciones  con  esta  propiedad  se  deno¬ 
minan  sobreyectivas- 

.  ^ 

Una  Junción/de  A  a  H  es  sohreyectixa,  o  sobre,  si,  y  sólo  si,  para  lodo  elemento  b  e  B  hay  un 
elemento  a  e  A  tal  que  fia)  =  b.  Una  función  fes  una  sobr eyección  sí  es  sobreyecüva. 
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Figura  3.  Una  función  invectiva.  Figura  4.  Una  función  sobreyectiva. 


Ejemplos 
atl  idonales 


Observación:  Una  fundón /es  sobre  si  VyELr  (f{x)  =  y),  donde  el  dominio  para  .ves  el  dominio  de 
la  función  y  el  dominio  para  y  es  d  codómimo  de  la  función. 

Damos  a  continuación  algunos  ejemplos  de  funciones  sobreyectivas  y  otras  que  no  lo  son. 


EJEMPLO  9  Sea/ la  función  de  {a,  b,  c,  d]  en  { !,  2,  3)  definida  povf(a)  =  3  J(h)  =  2,/r)  =  1  y/(d)  =  3.  ¿Es/ 
una  función  sobreyectiva? 

Solución:  Como  ¡os  tres  elementos  de!  codominio  son  imágenes  de  elementos  del  dominio,  vemos 
que /es  sobre.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  4.  Observa  que  sí  el  codominio  fuese  {1.2,  3,  4).  en¬ 
tonces  /no  sería  sobreyectiva.  *4 

EJEMPLO  10  ¿Es  sobreyectiva  la  función /(vj  =  v2  del  conjunto  de  los  enteros  en  el  con  junto  de  los  enteros? 

Solución:  La  función /no  es  sobreyectiva  porque  no  hay  ningún  entero  x  tal  que  r  =  -L  por 
ejemplo.  ^ 

EJEMPLO  1 1  ¿Es  sobreyectiva  la  función /(.v)  =  x  +  I  del  conjunio  de  los  enteros  al  conjunto  de  los  enteros? 

Solución:  Esta  función  es  sobre,  puesto  que  para  todo  entero  y  hay  un  entero  x  tai  que/(v)  -  y. 
Para  ver  esto,  ten  en  cuenta  que/(jc)  =y  si,  y  sólo  si,  x  +  1  =  y,  lo  cual  se  cumple  si.  y  sólo  si, 
v:  =  y  —  1 .  ◄ 


DEFINICIÓN  8  La  función /es  una  Inyección  o  función  hiyectiya  si  es  tanto  invectiva  como  sobreyectiva. 


Los  Ejemplos  12  y  13  ilustran  d  concepto  de  biyección. 

EJEMPLO  12  Sea/ la  función  de  |  a ,  h.  c,  d)  en  {1,2,  3,  4}  definida  por  fía)  =  4  J(h)  =  2J(c)  =  1  y  f(d)  =  3, 
|  ¿Es / una  biyección? 

Solución:  La  función /es  invectiva  y  sobre.  Es  inyeciiva  puesto  que  la  función  toma  siempre  va¬ 
lores  distintos.  Es  sobre  porque  los  cuatro  elementos  del  codominio  son  imágenes  de  elementos  del 
dominio.  Por  tanto,/ es  una  biyección.  ^ 

La  Figura  5  muestra  cuatro  funciones.  La  primera  es  invectiva,  pero  no  sobre;  la  segunda  es 
sobre,  pero  no  invectiva;  la  tercera  es  invectiva  y  sobreyectiva,  y  la  cuarta  no  es  ni  invectiva  ni  so¬ 
breyectiva.  La  quinta  correspondencia  de  la  Figura  5  no  es  una  función,  puesto  que  asigna  dos  ele¬ 
mentos  diferentes  a  un  mismo  elemento. 

® Supongamos  que /es  una  función  de  un  conjunto  A  en  sí  mismo.  Si  A  es  finito,  entonces/es 
inyectiva  si,  y  sólo  si,  es  sobre.  (Esto  se  deduce  del  resultado  del  Problema  64  del  final  de  esta  sec¬ 
ción).  Esto  no  se  cumple  necesariamente  sí  A  es  infinito  (como  se  verá  en  la  Sección  3.2). 
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fa}  Invectiva, 
no  sobre 


fb)  Sobre, 
no  inyeciiva 


(c)  Invectiva 
y  sobre 


Figura  5.  Ejemplos  de  diferentes  tipos  de  correspondencias. 


•  i 

•  2 

•  3 

•  4 


EJEMPLO  13  Sea  A  un  conjunto.  La  función  identidad  sobre  A  es  la  función  iA :  A  A  tai  que 

i¿*>=x 

para  cadajr  e  A.  En  oirás  palabras,  la  función  identidad  ¡A  es  la  función  que  asigna  a  cada  elemento 
él  mismo.  La  función  tA  es  inyeciiva  y  snbreyecliva,  por  lo  que  es  una  biyección,  ◄ 

FUNCIONES  INVERSAS  V  COMPOSICIÓN  DE  FUNCIONES  _ 


Consideremos  ahora  una  biyección/  del  conjunto  A  en  el  conjunto  B.  Como /es  una  función  sobre, 
todo  elemento  de  B  es  la  imagen  de  algún  elemento  de  A.  Además,  como /es  también  una  función 
inyeciiva,  todo  demento  de  B  es  la  imagen  de  un  único  elemento  de  A  Por  tanto,  podemos  definir 
una  nueva  función  de  B  en  A  que  invierte  la  correspondencia  dada  por/.  Esto  conduce  a  la  Defi¬ 
nición  9. 


DEFINICIÓN  9  Sea /una  función  biyectiva  del  conjunto  A  en  el  conjunto  B.  Lí  función  inversa  de/  es  la  fun¬ 

ción  que  asigna  a  un  elemento  b  que  pertenece  a  B  el  único  elemento  a  de  A  tal  que  f(a)  =  b. 
La  función  inversa  de/ se  denota  por/-1.  Así,/1  (ó)  =  a  cuando /(o)  -  b. 


La  figura  6  ilustra  el  concepto  de  función  inversa. 

Si  una  función  /'no  es  biyectiva,  no  podemos  definir  su  función  inversa.  Si/no  es  una  bi¬ 
yección,  entonces  bien  no  es  inyeciiva  o  bien  no  es  sobre.  Si/ no  es  inyeciiva,  algún  elemento  b 
del  codominio  es  la  imagen  de  más  de  un  elemento  del  dominio.  Si/ no  es  sobreyectiva,  entonces 
para  algún  elemento  b  del  codominio  no  existe  un  a  del  dominio  tal  que  /  (a)  =  b.  Por  consi¬ 
guiente,  si  /  no  es  una  biyección,  no  podemos  asignar  a  cada  elemento  b  del  codominio  un  único 
elemento  a  del  dominio  tal  que  f(a)  =  b  (porque  para  algún  h  hay  bien  más  de  un  elemento  a  o 


bien  ninguno). 

Una  función,  biyectiva  se  llama  i n vertible  puesto  que  podemos  definir  una  inversa  de  esa  función. 
Una  función  es  in  in  vertible  si  no  es  una  biyección.  ya  que  la  inversa  de  tal  función  no  existe. 


Figura  6.  La  función/  '  es  la  inversa  de  la  tención/. 
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EJEMPLO  ¡4 


EJEMPLO  15 


EJEMPLO  16 


DEFINICIÓN  10 


EJEMPLO  17 


EJEMPLO  1S 


Sea/la  función  de  |«.  b,  c\  en  j  1, 2,  3 }  definida  por  fUi )  =  2 ,/(/>')  =  3  y  f(c)  =  1 .  ¿Es /invertible? 
Si  lo  es.  ¿cuál  es  su  inversa? 

Solución:  La  función/es  invertiblc  puesto  tjue  es  una  biyección.  La  función  inversa /_i  invierte  la 
correspondencia  dada  por/,  de  tal  forma  que /''<  1)  =  c,f  '( 2)  =  a  y/“'(3)  =  h.  4 

Sea /la  función  del  conjunto  de  los  enteros  al  conjunto  de  los  enteros  tal  que  f(x)  =  x  +  I .  ¿Es /in- 
vertible?  Si  lo  es,  ¿cuál  es  su  inversa? 

Solución:  La  función/tiene  inversa  puesto  que  es  biyectiva,  como  ya  hemos  visto.  Para  invertir  la 
función,  supongamos  que  y  es  la  imagen  de  x,  por  lo  que  y  =  x  +  I .  Entonces,  x  =  y  - 1,  lo  que  significa 
que  y  I  es  el  único  elemento  de  Z  al  que  se  le  asigna  y  mediante/  Por  tanto,/-1  (y)  -y  -  1.  4 

Sea/la  función  de  Z  en  Z  dada  por/(.r)  =  x2.  ¿Es/invertible? 

Solución:  Como/(-l)  =/(l)  =  1,/ no  es  inyectiva.  Si  se  definiese  una  función  inversa,  a  1  se  le 
asignarían  dos  elementos.  Por  tanto, /no  es  invertible.  ◄ 

Sea  g  una  función  del  conjunto  A  al  conjunto  li  y  sea/ una  Junción  del  conjunto  B  al  con¬ 
junto  C.  La  composición  de  las  funciones/ y  g.  denotada  por  fag,  se  define  por 

(/o. ?)(<*)  =/(«(«))- 


Bn  otras  palabras./ o  g  es  la  función  que  asigna  al  elemento  a  de  A  el  elemento  asignado  por/a 
g(a).  Observa  que  la  composición /o  g  no  se  puede  definir  a  no  ser  que  la  imagen  de  g  sea  un  sub- 
conjunto  del  dominio  de /.  En  la  Figura  7  se  muestra  la  composición  de  dos  funciones. 

Sea  g  la  función  del  conjunto  {a,  h,  rj  en  sí  mismo  definida  por  g{a)  =  b.  g(b)  -  c  y  g(c)  =  a.  Sea 
/la  función  del  conjunto  {«,  b,  c}  en  ( 1,  2,  3]  tal  que/(a)  =  3 .f{b)  -  2  y  f(c)  -  1 .  ¿Cuál  es  la  com¬ 
posición  de/y  g?  ¿Y  la  composición  de  g  y /? 

Solución:  La  composición  f  o  g  se  define  como  (f  o  g)(a)  =f(g(a))  -  f(b )  =  2 ,(f°  g)(b)  =  f(g(b))  - 

f{r)  =  1  y  (f°  g)(c)  =f(g  °f))  =/(«)  =  3. 

Observa  que  g  o/no  está  definida,  porque  la  imagen  de/no  es  un  subconjunto  del  dominio 
de  g.  4 

Sean / y  g  las  funciones  del  conjunto  de  los  enteros  al  conjunto  de  los  enteros  definidas  por/(jc)  = 
2a  +  3  y  gU)  =  3.v  +  2.  ¿Cuál  es  la  composición  de  fy  g?  ¿Cuál  es  la  composición  de  g  y /? 


■f°g 

Figura  7.  La  composición  de  las  funciones/ y  g, 
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DEFINICION  II 


EJEMPLO  19 


EJEMPLO  20 


Solución:  t  amo  tas  composiciones /  o  g  como  g  o/ están  definidas.  Además* 

(f*g) U)  = /(#(*))  -/( 3jc  +  2)  -  2(3jc  +  2)  +  3  =  6_v  +  7 

y 

(g  o/){.v)  =  g<f(x))  =f(2x  +  3)  =  J&x  +  3)  +  2  =  6x  +  )  L 

O/jsm'tíridrt:  Ten  en  cuenta  que  aunque  /  g  y  g  o /están  definidas  para  las  funciones/ y  g  del 
Ejemplo  18*/°  g  y  g  o /no  son  iguales*  Etn  otras  palabras,  la  propiedad  conmutativa  no  se  aplica  a 
la  composición  de  funciones. 

Cuando  se  forma  la  composición  de  una  función  y  su  inversa,  no  importa  el  orden*  se  oblie- 
ne  una  función  identidad.  Para  ver  esto*  supongamos  que/es  una  función  biyectiva  del  conjunto  A 
en  el  conjunto  B.  Entonces,  la  función  inversa /  1  existe  y  es  una  biyección  de  B  en  A*  La  función 
inversa  invierte  la  correspondencia  de  la  función  original,  de  tal  forma  que /_l(fe)  -  a  cuando 
fia]  -  h  y  /(a)  =  h  cuando/-3  (7?)  =  a,  Por  tanto* 

(f  '  °f){0)  =f~l(f(a))  =f  i(b)  =  a 

y 

=/(<?)  =  b. 


Por  consiguiente,/'1  °f-  ^  y  f°f'  =  I„,  donde  /4  c  ¡B  son  las  funciones  identidad  sobre  los  con¬ 
juntos  4  y  ti,  respectivamente.  Es  decir,  (J  1 )  1  =/. 


GRÁFICA  DE  UNA  FUNCIÓN 


Podemos  asociai  un  conjunto  de  pares  de  A  x  H  a  cada  función  de  A  en  B *  Este  conjunto  de  pares 
se  llama  gráfica  de  la  función  y  generalmente  se  representa  para  ayudar  a  entender  d  comporta¬ 
miento  de  fu  función. 


Sea/ una  función  del  conjunto  A  al  conjunto  B.  La  gráfica  de  una  función /es  el  conjunto  de 
pares  ordenados  )  ( a *  b)  ¡  a  e  A  y  f(a )~h}. 


Por  la  definición,  la  gráfica  de  una  función/de  A  a  B  es  el  subconjunto  de  A  x  B  que  contiene  los  pa¬ 
res  ordenados  con  la  segunda  entrada  igual  al  elemento  de  B  asignado  por/ a  la  primera  entrada. 

Dibuja  la  gráfica  de  la  función  f(n)  =  2n  +  1  del  conjunto  de  los  enteros  al  conjunto  de  los  enteros, 

Solución:  La  gráfica  de /es  el  conjunto  de  pares  ordenados  Ul  2n  +  \ ),  donde  n  es  un  entero.  Esta 
gráfica  se  muestra  en  la  Figura  8.  A 

Dibuja  la  gráfica  de  la  funció  i  f(x)  -  a2  del  conjunto  de  los  enteros  al  conjunto  de  ios  enteros* 

Solución:  La  gráfica  de/ es  eí  conjunto  de  pares  ordenados  (  \\  f  (*v))  ~  u.  r:),  donde  .v  es  un  entero* 
Esta  gráfica  se  muestra  en  la  Figura  9*  4 


ALGUNAS  FUNCIONES  IMPORTANTES 


Seguidamente  introduciremos  dos  funciones  importantes  en  la  matemática  discreta:  las  funciones 
parte  entera  y  parte  entera  por  exceso.  Sea  v  un  numero  real.  La  función  parte  entera  redondea  .v 
hacía  abajo  hasta  el  entero  más  cercano  que  sea  Humor  o  igual  que  .v*  La  función  parte  entera  por 
exceso  redondea  v  hacia  arriba  hasta  el  entero  más  cercano  mayor  o  igual  que  v.  Estas  funciones  se 
utilizan  a  menudo  cuando  se  cuentan  objetos  y  desempeñan  un  importante  papel  en  el  análisis  del 
número  de  pasos  utilizados  por  un  procedimiento  para  resolver  problemas  de  un  tamaño  particular* 
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DEFINICIÓN  12 


EJEMPLO  21 


F.nMces 


Fjemplos 
aííiekí  fíales 


Figura  8.  Gráfica  de  la  función /(>;)  =  2 n+  I  Figura  9.  Gráfica  de  la  función /(: x)  =  x1  de  Z 

de  Z  en  Z.  en  Z. 


La  función  parle  entera  asigna  a  un  número  real  x  el  mayor  entero  que  es  menor  o  igual  que  x. 
El  valor  de  la  función  parte  entera  se  denota  por  Ul  La  función  parte  entera  por  exceso  asig¬ 
na  ai  número  real  .v  el  menor  entero  que  es  mayor  o  igual  que  .t.  Ei  valor  de  la  fundón  pinte 
entera  por  exceso  en  x  se  denota  por  f,v]. 


Observación:  La  función  parte  entera  se  denota  a  menudo  por  [  vj. 

Éstos  son  algunos  valores  de  las  funciones  parle  entera  y  parte  entera  por  exceso: 

um  m=>.  L-ij-v  ni-* 

L3.1J-3.  [3.11=4,  |7J»7,  r7>7. 

En  la  Figura  10  representamos  las  gráficas  de  las  funciones  parte  entera  y  pane  entera  por  ex¬ 
ceso.  En  la  Figura  I0(a)  se  muestra  la  gráfica  de  la  función  LrJ.  Observa  que  esta  función  toma 
un  mismo  valor  en  todo  el  intervalo  [ n ,  n  +  I  ),  el  valor  n.  A  partir  de  él,  salta  al  valor  n  +  I  cuan¬ 
do  x  =  n  +  L  En  la  Figura  i0(b)  se  ha  dibujado  la  gráfica  de  la  función  parte  entera  por  exceso, 
r.v].  Esta  función  toma  un  valor  constante  en  el  intervalo  (n,  n  +  1 J,  el  valor  n  +  L  A  partir  de  él 
salta  al  valor  n  +  2  cuando  x  es  ligeramente  mayor  que  n  +  )  r 

Las  I unciones  parte  entera  y  parte  entera  por  exceso  son  útiles  en  una  gran  variedad  de 
aplicaciones,  entre  las  que  se  incluyen  e!  almacenamiento  y  la  transmisión  de  datos.  Consideremos 
los  Ejemplos  22  y  23.  cálculos  típicos  en  problemas  de  bases  de  datos  y  comunicación  de  datos. 


f  i  gura  10,  í  páticas  de  las  funciones  (a)  parte  entera  y  (b)  parte  entera  por  exceso. 
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EJEMPLO  22 


EJEMPLO  23 


Tabla  I.  Propiedades  útiles  de  las 
funciones  parte  entera  y  parle  entera 
por  exceso  úi  es  luí  entero), 

( 1  a)  UJ  =  fi  si,  y  sólo  si,  n  < v <  n  4-  1 

(lb)  !  V !  =  n  sí,  y  sólo  si,  n  -  1  < x  <  n 

(lc)  LaJ  =  n  sí,  y  sólo  sí,  a  -  1  <n< x 
(.  1  d)  f a!  =  n  sit  y  sólo  si,  x  <  n  <  x  +  1 

(2)  .r—  i  <  La'J  <  x  <  \  x]  <  x  +  i 


(3a)  L— -v.|  =  —  f_\l 
(3b)  I-a]  =  — LrJ 


(4a)  La  +  ni  -  LaJ  +■  n 
(4b)  Lr  +  «I  =  Lv1  +  n 


Los  datos  almacenados  en  un  disco  duro  o  transmitidos  en  una  red  de  información  generalmente  se 
representan  en  cadenas  de  bytes.  Cada  byte  consta  de  8  bits.  ¿Cuántos  bytes  se  requieren  para  co¬ 
dificar  1  (K)  hits  de  datos? 


Solución:  Para  determinar  el  numero  de  bytes  necesario,  determinaremos  el  entero  nías  pequeño 
que  es  al  menos  tan  grande  como  eí  cociente  de  dividir  100  entre  8,  el  número  de  bits  y  el  núme¬ 
ro  de  bits  por  bvte,  respectivamente.  Consecuentemente,  se  precisan  100/8  I  - 1  12,5]  ~  13  bytes. 


En  el  modo  de  transferencia  asincrona,  ATM  (un  protocolo  usado  en  redes  principales),  los  datos 
se  organizan  en  células  de  53  bytes.  ¿Cuántas  células  ATM  se  pueden  transmitir  en  un  minuto  en 
una  conexión  que  transmite  datos  a  razón  de  500  k  i  [obits  por  segundo? 

Solución;  En  un  minuto  esta  conexión  puede  transmitir  500.000  ■  60  =  30,000.000  bits.  Cada  cé¬ 
lula  ATM  contiene  53  bytes,  lo  que  significa  que  tiene  53  *  8  -  424  bits.  Para  determinar  el  número 
de  células  que  pueden  transmitirse  en  un  minuto,  determinamos  el  mayor  entero  que  no  exceda  al 
resultado  de  dividir  30.000.000  entre  424.  Por  tanto,  se  pueden  transmitir  L 30. 000, 000/4 24 J  - 
70,754  células  ATM  en  un  minuto  por  una  conexión  de  500  kilobits  por  segundo.  ^ 


La  Tabla  1,  en  (a  que  i  denota  un  numero  real,  muestra  algunas  propiedades,  simples 
pero  importantes,  de  las  funciones  parte  entera  y  parte  entera  por  exceso.  Como  estas  funciones 
aparecen  frecuentemente  en  matemática  discreta,  resultará  útil  considerar  estas  propiedades  en 
detalle.  Cada  propiedad  de  esta  tabla  se  puede  establecer  utilizando  las  definiciones  de  las  fun¬ 
ciones  parte  entera  y  parte  entera  por  exceso.  Las  propiedades  (la),  (  Ib),  (  le)  y  (Id)  se  siguen  di¬ 
rectamente  de  sus  definiciones.  Por  ejemplo,  (la)  afirma  que  LvJ  =  n  sí.  y  sólo  si.  el  entero  n  es 
menor  o  igual  que  x  y  n  +  1  es  maybr  que  a.  Esto  es  precisamente  lo  que  significa  que  n  sea  el 
mayor  entero  que  es  menor  o  igual  que.w  que  es  la  definición  de  I  vj  =  n.  Las  propiedades  (Ib), 
(le)  y  (Id)  se  pueden  establecer  deí forma  similar.  Demostraremos  la  propiedad  (4a)  haciendo 
una  demostración  directa. 


Demostración :  Supongamos  que  LvJ  =  m,  donde  m  es  un  entero  positivo.  Por  la  propiedad  (la)  se 
cumple  que  m  <  a  <  m  +  1.  Sumando  n  a  ambos  lados  de  la  desigualdad,  se  muestra  que  m  +  n  < 
,v  +  n  <  m  +  íj4-  1.  Usando  la  propiedad  (la)  de  nuevo,  vemos  que  La  +  /íj  -  m  +  n  -  LaJ  +  n .  Esto 
completa  la  demostración.  Dejamos  la  demostración  de  las  otras  propiedades  como  ejercicio.  ◄ 

Las  funciones  parte  entera  y  parte  entera  por  exceso  verifican  algunas  otras  propiedades  úti¬ 
les  además  de  las  mostradas  en  la  tabla  L  Hay  otras  declaraciones  relacionadas  con  estas  fun¬ 
ciones  que  a  primera  vista  parecen  ser  correctas,  pero  que  realmente  no  lo  son.  Veremos  algunas 
consideraciones  acerca  de  estas  funciones  en  los  Ejemplos  24  y  25. 
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Un  enfoque  útil  a  la  hora  de  considerar  afirmaciones  que  incluyan  la  función  parte  entera 
es  tomar  x  =  n  +  £,  donde  n  =  Lvj  es  un  entero  y  £,  la  parte  decimal  de  r,  satisface  la  desigualdad  L) 
<  £  <  L  De  forma  similar,  cuando  consideramos  la  función  parte  entera  por  exceso,  puede 
resultar  útil  escribir*  =  n  -  £,  donde  n  -  í  il  es  un  entero  y  0  <  e  <  I . 

EJEM PLO  24  Demuestra  que  LZvJ  =  U J  4-  U  +  4 _ 

Solución:  Para  demostrar  esta  afirmación,  consideremos  .v  =  ;?  +  £,  donde  n  es  un  entero  positivo 
y  0  <  £  <  1 .  Debemos  considerar  dos  casos,  dependiendo  de  si  p  es  menor  que  ¡/2  o  no,  ( En  la  de¬ 
mos!  ración  quedará  claro  por  que  elegimos  estos  dos  casos). 

Primero  consideremos  el  caso  en  que  0  <  c  <  4-.  En  este  caso,  2x  ~  Itt  4  2£  y  [_2tJ  =  hu  puesto 
que  0  <  2e  <  I ,  De  forma  similar,  x  +  4  =  w  +  (4  +  e),  por  lo  que  [x  +  4  J  -  fh  ya  que  0  <  {  +  e  <  L 
Por  tanto,  |_2vJ  =  2/i  y  Lvj  +  U  4  4]  =  n  +  n  =  2 n. 

Ahora  veamos  el  caso  en  que  ií  f  <  L  En  este  caso,  lx  -  2n  +  2  £  -  (2/t  +  1)  +  (2c  -  i). 
Como  0  <  2e  -  I  <  t,  se  sigue  que  Lid  -  2n  4  l .  Como  U  +  \  J  =  U  +  (4  +  £)j  =  U  +  1  +  (£  -  í  )J  y 
0  í  £—  ^  <  U  se  sigue  que  L*  4  i-  J  =  h  +  I .  Consecuentemente.  LlxJ  =  2.«  +■  1  y  Ld  +  Lv  4  4j  ~ 
/i  +  (n  +  i )  =  2/í  4  1 .  Esto  concluye  la  demostración.  <4 

EJEMPLO  25  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  la  ecuación  í.v+  y]  -  f  t'1 4-  ¡y]  pura  todos  los  números  reales  *  e  v. 

Solución:  Aunque  esta  semencia  parece  correcta,  resulta  ser  falsa.  Se  puede  dar  un  contraejemplo 
con x-\  e  v  -  J  .  Con  estos  valores  se  ve  que  vi  =  Í4-  +  =  í  1 1  =  L  pero Lrl  + 1  vi  =  Í4 1  + 

ryi =]  +  i=2,  < 

Hay  ciertos  tipos  de  funciones  que  se  describirán  a  lo  largo  del  texto.  Entre  ellas  están  las  po- 
I inúmieas.  logarítmicas  y  exponenciales.  En  el  Apéndice  I  se  ofrece  un  breve  repaso  de  las  pro¬ 
piedades  más  importantes  de  estas  funciones  que  se  necesitan  en  el  texto.  En  este  libro  utilizaremos 
la  notación  log  1  para  denotar  el  logaritmo  en  base  2  de  a.  puesto  que  2  es  la  base  que  general¬ 
mente  aparecerá  cuando  trabajemos  con  logaritmos.  Denotaremos  al  logaritmo  en  base  h  de  v,  don¬ 
de  h  es  cualquier  número  real  mayor  que  1 1  por  lograr  y  ál  logaritmo  natural  de  v  como  ln  v. 

Otra  fundón  que  usaremos  u  b  largo  del  texto  es  la  función  factorial  /':  M  —>  Z+,  que  deno¬ 
taremos  por  f(n)  ~  /fL  El  valor  de  f(n)  =  n\  es  el  producto  de  los  n  primeros  enteros  positivo®,  es 
decir, /(«)  =  1  -  2  —  {n  -  1)  ♦  n  [v /¡O)  =  0!  =  1  ¡. 

EJEMPLO  26  Tenemos  que/(6)  =  ó! «  1  2  *  3  4  -5  *  6  =  720.  ^ 


Problemas 


1-  ¿Por  qué  /no  es  una  Función  de  R  en  R  si 
;<)  f(x)  =  \¡Ú 

b)/(.r)=i6?  I 

c  i  f{x)  -  ±  V(.v-’+l')? 


2.  Determina  si  /es  una  Función  de} 7,  en  R  si 


a)  f(n)-±n 
1)1  f(n)  -  w  +  l 
O  /(«)=  J/ín2  4í 


2.  Determina  si  /es  una  función  del  conjunto  de  las  cadenas 
de  bits  al  conjunto  de  los  enteros  si 

a!  J(S)  es  la  posición  de  un  bit  0  en  S . 
h)  f(S)  es  d  número  de  bits  1  en  5. 
c)  /(5)  es  ej  menor  entero  i  tal  que  d  bil  í -érirno  de  S  es* 
un  1  y/(.V)  I)  si  S  es  la  cadfenu  vacía,  la  cadena  con 
cero  bits. 


4.  Hallad  dominio  y  la  imagen  de  estas  funciones; 

al  la  función  que  asigna  u  cada  entero  no  negativo  su 
última  cifra, 

Irt  la  función  que  asigna  el  entero  siguiente  a  un  enteso 
positivo, 

el  la  función  que  asigna  a  una  cadena  de  bits  d  número 
de  bits  I  de  ia  cadena. 

di  la  función  que  a  signa  a  una  cadena  de  bits  d  numero 
de  bits  de  la  cadena. 

5,  Halla  el  dominio  y  la  imagen  de  estas  funciones; 

a)  la  función  que  asigna  a  cada  cadena  de  bits  la  dife¬ 
rencia  cutre  d  numero  de  unos  v  d  número  de  ceros. 

hi  La  función  que  asigna  a  cada  cadena  de  biis  el  doble 
del  número  de  ceros  de  la  cadena, 

c)  la  función  que  asigna  d  número  de  bits  restantes  cuan¬ 
do  la  cadena  se  separa  en  bytcs  (bloques  de  8  hits), 
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d|  la  función  que  asigna  a  cada  entero  el  mayor  cuadra¬ 
do  perfecto  menor  o  igual  que  él. 

6.  1  íalla  el  dominio  y  la  imagen  de  estas  funciones: 

a  i  la  función  que  a  cada  par  de  enteros  positivos  le  asig¬ 
na  el  primer  entero  del  par. 

bi  la  función  que  a  cada  entero  positivo  1c  asigna  su 
mayor  cifra  decimal, 

e)  la  función  que  asigna  a  una  cadena  de  bits  la  dife 
renda  entre  el  número  de  unos  y  el  número  de  ceros  de 
la  cadena. 

d)  la  función  que  a  cada  entero  positivo  le  asigna  et 
mayor  número  entero  menor  o  igual  que  la  raíz  cua¬ 
drada  del  entero, 

e)  la  función  que  asigna  a  una  cadena  de  bits  la  cadena 
de  unos  más  larga  contenida  en  ella. 

7,  Halla  el  dominio  y  la  imagen  de  estas  funciones: 

a)  la  función  que  a  cada  par  de  enteros  positivos  le  asig¬ 
na  d  máximo  de  los  dos, 

b)  la  función  que  a  cada  entero  positivo  le  asigna  el  nú¬ 
mero  de  las  cifras  0,  lt  2,  3*  4,  5,  6,  7,  8,  9  que  no 
aparecen  como  cifras  decimales  del  entero, 

e)  la  función  que  asigna  a  una  cadena  de  bits  el  número 
de  veces  que  aparece  en  ella  el  bloque  1 1 , 

d  i  la  función  que  asigna  a  una  cadena  de  bits  la  posición 
numérica  del  primer  I  de  la  cadena  y  que  asigna  el 
valor  ü  a  una  cadena  con  0  en  todas  sus  posiciones. 

S,  Calcula  estos  valores 

al  LlJj  bl  n,ll  el  L-O.lJ 

di  T-fUl  e)  [2,99]  fl  [-  2,99] 

r1  Li+riU  hi  ruj+rp+n 


15*  Determina  si/:  Z  x  Z  >  Z  es  sobreyectiva  si 

a  )  f(m  %  n  )  -  m  +  n 

b)  f(m,  n)  -  m1  +  n2 

c)  f{nr  n)-  m 

di  n)  =  |n¡ 
el 

16,  Da  un  ejemplo  de  una  función  de  N  en  N  que  sea 
a)  invectiva,  pero  no  sobre, 

bl  sobre,  pero  noinyectí  va, 

el  tanto  invectiva  como  sobrevela  iva  (pero  diferente  a 
la  función  identidad), 
á\  ni  inyectiva  ni  sobreyectiva. 

17,  Da  una  fórmula  explícita  para  una  función  del  conjunto 
de  los  enteros  al  conjunto  los  enteros  positivos  que  sea 

a)  invectiva,  pero  no  sobre, 
hj  sobre,  pero  no  inyectiva, 
el  inyectiva  y  sobre, 
d!  ni  inyectiva  ni  sobreyectiva. 

18.  Determina  s¡  estas  funciones  son  Inyecciones  de  K  en  R: 

a)  /(*)=-  3.V  +  4 

I»  /(*>«- 3** +  7 

c)  /{*)  =  {X  +  I  )/ix  +  2) 

d)  f(.\ :)=_!*  +  ! 

19.  Determina  si  estas  fundones  son  bis  ecciones  de  R  en  K. 

a)  f(x)  =  2v  +  I 

b)  fi$  =  x2+  I 

c)  f(x)  -  x1 

di  f(x)  =  (x2  +  I  )/(.r  +  2) 


9,  Calcula  estos  valores 

ai  Til  bl  LfJ  el  \~l\  d)  L— J-J 

ei  f3l  f)  L-U  g)  U  +rflJ  b)  Ly'L|JJ 


20.  Sea  f  :  K  — >  R  y  sea/lx)  >  0  para  todo  v  e  R.  Muestra  que 
f(x)  es  estrictamente  creciente  si,  y  sólo  si.  la  función 
g(x)  -  ]  /f(x)  es  estrictamente  decreciente. 


10.  Determina  si  estas  funciones  del  conjumo  |  a.  b,c,d)  en 
sí  mismo  son  iiiyeclívas. 

al  fia)  ~  bjihi  =  u,  /(el  =  c,f(d)  =  J 

b)  f(a)  ~  bjib)  =  ó,  fie)  =  dj{d)  =  c 

c)  fia)  -  dj(h)  =  h.  f{c)  =  cj{d)  =  d 

1 1 .  ¿Cuáles  de  las  funciones  del  Problema  1 1 1  son  sobre  vecii  vas? 

12.  Determina  si  estas  fundones  de  Z  en  Z  son  invectivas 

al  f{n)  -  n  -  I  bl  f(n)  -  n2  +  1 
c)  f{rt) * tt*  di  f(n)  -  U/21 

13.  ¿Cuáles  de  las  funciones  del  Problema  12  son  sobrey ac¬ 
tivas? 


14,  Determina  si/ :  Z  x  Z  — >  Z  es  sobreyectiva  si 

a)  f(?nr  n)  =  2m-ñ 

b)  f(mt  n)  =  mJ  -  ir 

c)  /(ni,  ri)-m  +  /i  +  I 

d)  f(m ,  n)  =  |m|  -  \n\ 

e)  f{mr  n)  -  m2  -  4 


2 1 .  Sea/:  R  — >  R  y  sea  f{x)  >  0  para  todo  v  t  R.  Muestra  que 
/(.v)  es  estrictamente  decreciente  sí,  y  sólo  si,  la  función 
g(_r|  =  1//Í.V)  es  estrictamente  creciente. 


22.  Sea  S  -  1-1,0,  2,  4,  7  ( .  1  lalla /(S)  si 


23. 


a)  f(x)  =  1  b)  /(r)  -  2*  +  I 

c)  fu)m  fjr/sl  fl)  /(A-)  =  L(X2+  1  J/3j 


Sc;i/(*)  =  Lr/.U  Halla /(i)  si 
al  si  |-2, -|,0,  1,2,3) 


bl  5=  (fl,  1.2.3.4,5) 
c)  S=  {!.  5.7,  11) 

(I)  S=  |2,  6,  10.  14) 


24.  Sea /(a  )  =  1\  .  ¿Cuáles  son 

al  /( Z)?  bl  /(N)?  el  /(R)7 

25*  Supongamos  que  g  es  una  función  de  ,1  en  ¿f  y  /  es  una 
función  de  B  en  C. 

t 

a)  Demuestra  que  si  tanto /como  g  son  funciones  in- 
yéctivas,  entonces/0  ,g  también  lo  es 
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b)  Demuestra  que  si  tanto  /  como  g  son  funciones  so- 
b  re  y  ecl  i  v  a  s .  ent  onces  /  >  g  t  am  h  \  c  n  loen, 

*26,  Si /y  f  °  g  son  inyeetivas,  ¿es  g  inycctíva?  Justifica  tu 
respuesta. 

*  2  7.  S  i  /y  j  -  e  - 1  >n  sobteyee  í  i  v  a  ¿  eses  obre  ye  c  ti  v  a  ?  Justi  ti  - 
ca  tu  respuesta. 

28.  Calcula/0  g  y  >  / donde  f(x)  =  r  4  I  y  gi\)  =  t  +  2  son 
funciones  de  K  en  R. 

29.  Calcula  /  +  g  y  fg  para  Jas  funciones  /  y  ¡?  dadas  en  el 
Problema  28. 

31).  Sean  f(x)  -  í/.t  +  h  y  g(  v)  =  ex  +  ti  donde  a,  h,  c  y  d  son 
constantes.  Determina  para  qué  valores  de  o,  b,  c  y  d  se 
cumple  que  / 1  g  -  g  o  /. 

31,  Demuestra  que  la  función  /( v)  -  a\  4  h  de  R  a  R  es  in- 
vertible,  donde  ti  y  h  son  constantes,  a  ±  0,  y  halla  la  fun¬ 
ción  inversa  de / 

32,  Sea/ la  función  del  conjunto  I  en  el  conjunto  B ,  Sean  S  y 
/  suheonjtmtüs  de  A.  Demuestra  que 

a)  /(SU7)=/fflU/(7) 

H)  /<S  H  D  C/(S)  fl /(D 

33,  Da  un  ejemplo  que  muestre  que  la  inclusión  en  la  parte 
íb)  del  Problema  32  puede  ser  propia. 

Sea/ una  función  del  conjunto  A  al  conjunto  B .  Sea  S  un  sub¬ 
conjunto  de  B.  Definimos  la  imagen  inversa  de  S  corno  el 
subconjunto  de  A  que  contiene  las  pre imágenes  de  todos  los 
elementos  de  5.  Denotamos  la  imagen  inversa  de  S  por  /  ’bS  í. 
por  lo  que/_,(£)  =  {a  e  A  \ fia)  e  S  |  - 

34,  Sea/la  función  de  R  en  R  definida  por  /(a)  =  ,r.  Halla 

a)  /  HUI)  b!  /  ¡  0<a  <  1|) 

el  f~'(\x [x>4[) 

35,  Sea  g(x)  =  UJ.  Ha  Ib 

a)  g  HW) 

b)  . 

c)  g  í((x|0<Jf<l)) 

36,  Sea/ una  fundón  de  A  en  ti  y  sean  .V  y  T  iubconjuntos 
de  B .  Demuestra  que. 

a)  f%S  UT)=  /  *(£)  U /  l(T) 

I»  /  '(5  H  T)  =/-*(5)  n /  l(f) 

37,  Sea/ una  fundón  de  4  en  /I  Sea  S  un  subconjunto  de  /?. 
Muestra  que/^íÓ )  —  /  ^S). 

38,  Denme s ira  que  [  v  +  4j  es  el  entero  más  cercano  al  nu¬ 
mero  v,  excepto  cuando  x  está  justamente  en  el  punto 
medio  entre  dos  enteros,  en  cuyo  caso  es  el  mayor  de 
esos  dos  enteros. 


39,  Demuestra  que  [x  4  1  es  el  entero  más  cercano  al  nú 
mero  r,  excepto  cuando  a  está  justamente  en  el  punto 
medio  entre  dos  enteros,  en  cuyo  caso  es  d  más  pequeño 
de  esos  dos  enteros. 

40,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real,  entonces  fxl 
LvJ  =  1  si  v  no  es  entero  y  0  si  x  es  un  número  entero, 

41,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real,  entonces  v  -  ]  < 
LrJ  <  x  <  fjrl  <  .r  +  1. 

42,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real  y  m  un  entero, 
entonces  Ix  +  mi  =  IY[  +  ni. 

43,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real  y  n  es  un  entero, 
entonces 

a)  x  <  ti  si,  y  sólo  si.  LvJ  <  n 

b)  n  <  x  si.  y  sólo  si,  n  <  Ta  l 

44,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real  y  n  un  entera*  en¬ 
tonces 

al  x  <  n  si,  y  sólo  stj/l<  n 
b  l  n  <  x  sí,  y  sólo  si,  n  <  LvJ 

45,  Demuestra  que  si  n  es  un  número  entero,  entonces L/i/ 2j 

-  ítf2  si  n  es  par  y  (n  -  I  )/2  si  n  es  impar. 

46,  Demuestra  que  si  x  es  un  número  real,  entonces  1-vJ  - 

-Wy  |\r1  =  -UJ. 

47,  Algunas  calculadoras  utilizan  la  función  1NT,  siendo 
íNT(.v)  =  LvJ  para  v  un  numero  real  no  negativo  e  INTOv) 

-  f  vi  pam  a  un  numero  real  negativo.  Muestra  que  esta 
I unción  INT  cumple  la  igualdad  ÍNTí  -x)  =-  INTíx). 

48,  Sean  a  y  h  números  reales,  a  <  h.  Utiliza  las  funciones 
parte  entera  y  parte  entera  por  exceso  para  expresar  el  nú¬ 
mero  de  enteros  n  que  satisfacen  ía  desigualdad  a  <  n  <  b, 

49,  Sean  a  y  h  números  reales,  a  <  /?,  Utiliza  las  funciones 
parte  entera  y  paute  entera  por  exceso  para  expresar  el  nú¬ 
mero  de  enteros  n  que  satisfacen  la  desigualdad  a  <  n  <  b, 

50,  ¿Cuántos  bvles  se  requieren  para  codificar  n  bits  de  da¬ 
tos  cuando  n  es  igual  a 

n>  4?  b)  10?  c)  500?  di  3,000? 

5 1 ,  ¿Cuántos  bytes  se  requieren  para  ccxüfiear  n  bits  de  dalos 
cuando  n  es  igual  a 

a)  7?  b)  17?  c)  1,001?  d)  28.8007 

52,  ¿Cuántas  células  A  TM  (descritas  en  el  Ljcmplo  23)  se 
pueden  transmitir  en  10  segundos  en  una  linca  de  enlace 
que  trabaja  a  las  siguientes  velocidades? 

0 

a)  128  kilobits  por  segundo  i  ]  kdobit  =  1 ,000  bits). 

b)  300  kilobits  por  segundo. 

c)  1  megabil  por  segundo  ( l  raegabit  =  1.1)00,000  bits). 
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53.  tin  una  cierta  red  Ethernet  los  dalos  se  transmiten  en 
bloques  de  1,500  octetos  (bloques  de  K  bits),  ¿Cuántos 
bloques  se  requieren  para  transmitir  las  siguientes  canti¬ 
dades  de  datos  en  esta  red  Ethernet?  (Ten  en  cuenta  que 
hyic  es  sinónimo  dé  octeto,  un  kilobyte  son  1 ,000  bytes  y 
un  mégabyte  son  1.000.000  bytes). 

a  i  150  kilobytes  de  datos, 
b  t  384  kilobytes  de  datos, 

c )  l  ,544  meg abv tes  de  dat os . 
d  i  45,3  megabytes  de  datos, 

54.  Dibuja  la  gráfica  de  la  función /(fi)  =  í  -  n~  de  Z  a  Z. 

55.  Dibuja  la  gráfica  tle  la  función /(a  j  =  ilvj  de  K  a  R 

56.  Dibuja  la  gráfica  de  la  fimeión/f  x)  -  U/2J  de  R  a  R, 

57.  Dibuja  la  gráfica  de  la  función  f(x)  =  LvJ  +  LW2J  de  R  a  R. 

58.  Dibuja  la  gráfica  de  la  función /(a)  r  vi  +  La/ 2 1  de  R  a  R, 

59*  Dibuja  las  gráficas  de  las  siguientes  funciones; 

a)  fix)  “La  +  |j  b)  /(a)  =  [2\  +  1 J 
c)  / (a)  ~ fv/3l  d)  /(a)  =  f  1  / v  1 
el  fix)  =  Fa  - 2l  4  br  +  2j 

f)  m=llx}\xf2} 

g)  /a) =íLv-  4j  +  n 

60.  Dibuja  las  gráficas  de  las  siguientes  funciones: 

a)  /(a)  =  r 3.a  -  2l  h)  f(x)  =  ro.Ivl 
e)  /(v)~L-IZvJ  d)  /(.v)  =  La-2  j 
e>  /(  v)  -  F.v/21  L  v/2j 
n  /ía)-La/2Mv/21 
g)  /(A)=L2ÍA/2l+4j 

f>L  Halla  la  función  inversa  de / ix)  =  \J  +  L 

til.  Supongamos  que  fes  una  función  jn  vertible  de  Vr  a  7  y  g 
una  función  invertí  ble  de  X  a  Y.  Muestra  que  la  inversa 
de  la  composición / °  g  viene  dada  por  (f  *  g)-’  -  g  =/  L 

63,  Sea  S  un  subconjunto  de  un  conjunto  universal  V.  La 
función  característica  /  de  S  es  la  función  de  t  en  el 
conjunto  ¡0,  J 1  tal  que  js(x)  -  l  sí  a  pertenece  a  S  y  fs(  vi 
—  O  si  v  no  pertenece  a  Sr  Sean  A  y  B  dos  conjuntos. 
Muestra  que  para  lodo  i 

»>  fAOB1')  =ÍaW  J'gW 

*»  fM  m  (x)  =fA  (a)  +4  (x)  -4  (A)  ■  4  (A) 

c)  4<A)=t  -4(*) 

ti )  w =4  W  +4  W  -  24  (a)4  (x ) 

64.  Supongamos  que  f  es  una  funaón  de  A  en  fí.  donde  .4  y  fí 
son  conjuntos  finitos  que  cumplen  que  [A  \  =  \B\>  Mues¬ 
tra  que  f  es  una  función  inyccttvn  si.  y  sólo  si.  es  sobro - 

yectiva, 

45.  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  cada  una  de  estas 
sentencias  relacionadas  con  las  funciones  parte  entera  y 
parte  o  mora  por  exceso. 


a)  LLaJI  -  Ld  para  todo  número  real  x 

b)  Lid  -  2UJ  para  todo  numero  real  a, 

c)  f.d  +  fyl  -  f.r  +  vi  =  0  o  I  para  cualesquiera  x  e  y  reales. 

d)  f  vvl  =  IYI  r  vi  =  0  o  1  para  cualesquiera  a  e  y  reales. 

e)  f*f  1  =  L^J  para  iodo  real  a. 

66.  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  cada  una  de  estas 
sentencias  relacionadas  con  las  funciones  parte  entera  y 
parte  entera  por  exceso, 

a)  LLaJI  "  L.vl  para  todo  número  real  v, 
h)  [\  +  yj  =  Ld  +  Lyi  para  lodos  los  reales  x  e  y. 
e)  nV2l/2l-  La/41  para  lodo  real  x. 
ti  i  L  vid  i  -  L  Va  j  para  todo  real  a  , 
e)  [  d  +  LvJ  +  La  +  vj  <  Lid  +  L2d  para  todos  los  reales 
a  e  y. 

67.  Demuestra  que  si  a  es  un  número  real  positivo,  entonces 
a>  LVUJMvaJ- 

b>  rvRTi-r-fíi. 

68.  Sea  x  un  número  real  positivo.  Muestra  que  Lid  -  Ld  + 

U  4  J-  J  +  La  4  4  i  * 

Un  programa  diseñado  para  evaluar  una  función  puede  no  ge¬ 
nerar  el  valor  correcto  de  la  función  en  todos  los  elementos  del 
dominio  de  la  función.  Puede,  por  ejemplo,  no  producir  el  va¬ 
lor  corréelo  porque  la  evaluación  de  la  función  para  un  valor 
dado  puede  conducir  a  un  bucle  infinito  o  salirse  fuera  del 
rango  (owrJIoM  j. 

Para  estudiar  tales  situaciones,  utilizamos  el  concepto  de 
función  parcial.  Una  función  parcial /de  un  conjunto  A  a  un 
conjunto  H  asigna  u  cada  elemento  ti  de  un  subconjimlo  de  A. 
llamado  dominio  de  definición  de /,  un  único  elemento  h  del 
conjunto  fí.  Los  conjuntos  A  \  fí  se  llaman  dominio  y  codo- 
minio  de/  respectivamente.  Decimos  que /  no  esta  definida 
para  elementos  de  A  que  no  esien  en  el  dominio  de  definición 
de  /'  Cuando  d  dominio  de  definición  d e/es  igual  a  -U  deci¬ 
mos  que  /  es  una  función  total.  Escribimos/:  \  —>  B  para  de¬ 
notar  que /es  una  función  parcial  de  A  a  B.  iEs  la  misma  nota¬ 
ción  que  la  utilizada  para  funciones,  L1  contexto  en  el  cual  se 
ut  li/.a  determina  si  fes  una  función  parcial  o  total). 

69.  Para  cada  una  de  las  siguientes  funciones  parciales,  de¬ 
termina  su  dominio,  codominio,  dominio  de  definición  y 
d  conjunto  dA  valores  para  los  cuales  no  está  definida. 
Determina  también  *¡  es  una  función  total 

a)  /:  Z  ->  Rl/(n)  -  Un 

b)  f:  Z  -*  Z*/(«)  =  \rtjí\ 

c)  / :  ZxZ->  Q J{m.  n)  =  m/n 

d)  /:  ZxZ-4  Z>  f{m.  n)  =  nm 

e)  / :  Z  x  Z  -)  Z,  f(m.  n)  -  m  -fí  si  m  >  n 

70*  a)  Demuestra  que  una  función  parcial  de  A  a  B  se  puede 
considerar  como  una  fundón  /*  de  A  en  fí  U  |  tt  [  don¬ 
de  u  no  es  un  elemento  de  B  y 

Ij  ia)  si  a  pertenece  al  dominio  de  definí - 
*  ciónde/ 

u  sí  /  no  está  defi  n  i  da  c n  ü 
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b)  Utilizando  la  construcción  dada  en  (a),  calcula  h 
función  f*  correspondiente  a  cada  apartado  de]  Pro¬ 
blema  69. 


*7L  Demuestra  que  la  función/:  7/  x  Z+  ^  Z-  dada  por 
f(m.  ti)  -  (m  +  n  -  2}(m  +  n  -  1  )/2  +  m  es  una  fundón  in¬ 
vectiva  y  sobrevectiva. 


Términos  clave  y  resultados 

LÓGICA  (SECCIONES  1-4): 


TÉRMINOS 

proposición:  una  frase,  afirmación  o  sentencia  que  es  verda 
dera  o  falsa 

valor  de  verdad:  verdadero  o  falso 

-i p  (negación  de  p):  la  proposición  con  valor  de  verdad  opues¬ 
to  al  valor  de  verdad  de  p 

operadores  lógicos:  operadores  utilizados  para  combinar  pro¬ 
posiciones 

fórmula:  una  proposición  construida  mediante  la  combina¬ 
ción  de  proposiciones  usando  operadores  lógicos 
tabla  de  verdad:  una  tabla  que  muestra  los  valores  de  verdad 
de  proposiciones 

p  v  q  (disyunción  de p  y  q\ :  la  proposición  que  es  verdadera  a 
no  ser  que  tanto  p  como  q  sean  falsas 
p  a  q  (conjunción  de  p  y  q i:  la  proposición  que  es  verdadera 
sólo  si  tamo  p  como  q  son  verdaderas 
p  ©  q  (o  exclusivo  de p  y  q\:  la  proposición  que  es  verdadera 
cuando  exactamente  una  de  las  proposiciones  p  y  q  es  ver¬ 
dadera 

p  —>  q  I p  implica  q l:  ¡a  proposición  que  es  falsa  sólo  cuando  p 
es  verdadera  y  q  es  falsa 
recíproca  de  p  ->  q:  la  implicación  q  — >  p 
con Irur recíproca  de  p  ~>  q:  la  implicación  — >  ^p 

inversa  de  p  — >  q:  la  implicación  -y?  -4  ~>q 
p  Px  q  (bicondicional  o  doble  implicación):  la  proposición 
que  es  verdadera  sólo  cuando p  y  q  tienen  el  mismo  valor 
de  verdad 
bit:  un  0  o  un  1 

variable  bordean  a:  una  variable  que  toma  exclusivamente  los 
valores  0  o  1 

M  LIUDOS  DE  DEMOSTRACIÓN  (SE(  PIÓN  5): 
TÉRMINOS 

teorema:  una  aserción  matemática  que  se  puede  demostrar 
que  es  verdadera 

conjetura:  una  aserción  matemática  cuyo  valor  de  verdad  es 
desconocido 

demostración:  una  prueba  de  que  un  teorema  es  verdadero 
lema:  un  teorema  sencillo  que  se  emplea  para  demostrar  otros 
teoremas 

corolario:  una  proposición  que  se  puede  demostrar  como  con¬ 
secuencia  de  un  teorema  que  acaba  de  demostrarse 
regla  de  inferencia:  una  implicación  que  es  una  tautología 
utilizada  para  inferir  conclusiones  a  partir  de  afirmacio¬ 
nes  conocidas 


cadena  de  bits:  una  lista  de  bits 

operaciones  bit:  operaciones  entre  cadenas  de  bits  que  operan 
sobre  cada  bit  de  una  cadena  y  el  bit  correspondiente  de  la 
otra  cadena 

tautología:  una  fórmula  que  es  siempre  verdadera 
con  I  r  a  d  i  ce  ion:  u  n  a  fó  rm  ubi  que  es  s  i  e  m  prc  fa  I  s  a 
contingencia:  una  fórmula  que  unas  veces  es  verdadera  y 
otras  es  falsa 

fórmulas  consistentes:  fórmulas  para  las  que  hay  una  asigna¬ 
ción  de  valores  de  verdad  a  sus  variables  que  hace  a  todas 
estas  proposiciones  verdaderas 

equivalencia  lógica:  las  fórmulas  son  lógicamente  equivalen¬ 
tes  si  tienen  siempre  tos  mismos  valores  de  verdad 
función  proposición  al:  la  combinación  de  una  variable  y  un 
predicado 

dominio  (universo):  el  conjunto  al  que  pertenece  la  variable 
en  una  función  proposición  al 

\fx  P(x)  (euant i ficación  existe ricial  de  P(x)):  la  proposición 
que  es  verdadera  si t  y  sólo  si,  existe  un  _r  en  d  dominio  tal 
que  P(x)  es  verdadera 

3x  P(x)  (euimtificadón  un  i  versal  de  Píx) ) :  la  proposición 
que  es  verdadera  .si,  y  sólo  .si,  P{x)  es  verdadera  para  todo  x 
en  el  dominio 

variable  libre:  una  variable  no  ligada  en  una  función  proposi- 
cional 

RESULTADOS 

Las  equivalencias  lógicas  dadas  en  las  Tablas  5,  6  y  7  de  la 
Sección  1.2. 


falacias:  una  implicación  que  es  una  contingencia,  a  menudo 
incorrecta,  que  se  usa  para  razonar  conclusiones 
razonamiento  circular:  razonamiento  en  el  que  uno  o  más  pa 
sos  se  basan  en  la  veracidad  de  la  afirmación  que  se  está 
demostrando 

fiemos! ración  vacua:  una  demostración  de  que  la  implica¬ 
ción  p  q  es  verdadera  basada  en  el  hecho  de  que  p  es 
falsa 

demostración  trivial:  una  demostración  de  que  la  implica¬ 
ción  />  — ^  q  es  verdadera  basada  en  el  hecho  de  que  q  es 
verdadera 

o 

demostración  directa:  una  demostración  de  que  la  implica¬ 
ción  p  -x  q  es  verdadera  que  se  desarrolla  mostrando  que  q 
debe  ser  verdadera  cuando  lo  es  p 
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demostración  indirecta:  una  demostración  de  que  la  implica¬ 
ción  p  -»  q  es  verdadera  que  se  desarrolla  mostrando  que  p 
debe  ser  falsa  cuando  lo  es  q 

demostración  por  reducción  ai  absurdo:  una  demostración 
de  que  una  proposición  p  es  verdadera  basándose  en  la  ve¬ 
racidad  de  la  implicación  ~>p  -*  q ,  donde  q  es  una  contra¬ 
dicción 

demostración  por  casos:  una  demostración  de  una  implica¬ 
ción  donde  la  hipótesis  es  una  disyunción  de  proposiciones 
y  que  muestra  que  cada  hipótesis  por  separado  impl  ica  la 
conclusión 

contra  ejemplo:  un  elemento  v  tal  que  P(x)  e.s  falso 

CONJ l  hVTOSj SECCIONES  6-7): 

TÉRMINOS 

conjunto:  una  colección  de  objetos  distintos 
axioma:  una  suposición  básica  de  una  teoría 
paradoja:  tma  inconsistencia  lógica 

elemento,  miembro  de  un  conjunto:  un  objeto  del  conjunto 
0  (conjunto  vacío):  el  conjunto  que  no  tiene  elementos 
conjunto  universal:  el  conjunto  que  contiene  todos  los  objetos 
bajo  consideración 

diagrama  de  Venn:  una  representación  gráfica  de  conjuntos 
S  -  7  (igualdad  entre  conjuntos):  S  y  T  tienen  los  mismos 
elementos 

5  C  T  (S  es  un  su  he  mi  junto  de  T):  todo  elemento  de  S  es 
también  un  elemento  de  T 

S  C  T  (S  es  un  subconjunto  propio  de  T):  S  es  un  subcon¬ 
junto  de  T  y  S  ¿  T 

conjunto  finito:  un  conjunto  con  n  elementos,  donde  n  es  un 
entero  no  negativo 

conjunto  infinito:  un  conjunto  que  no  es  finito 
|  S  |  {cardinal  de  $);  el  número  de  elementos  de  S 

FUNC -IONES  |S  ECCIÓN 8ú 

TÉRMINOS 

función  de  A  en  B:  una  asignación  de  exactamente  luí  ele- 
memo  dé  B  á  cada  elemento  de  A 
dominio  de/:  el  con  junio  A  si  /es  una  función  de  A  cu  B 
codomintu  de/ :  el  conjunto  B  si  /es  una  función  de  A  en  B 
h  es  la  imagen  de  a  por  / ;  h  =f(a) 
u  es  una  preimagen  de  b  por  /:  f(a)  h 
imagen  o  rango  de/ :  el  conjunto  de  las  imágenes  de / 
función  sobre,  sobre  ved  iva,  so  br  eyección:  una  función  de  A  en 
B  tal  que  cada  elemento  de  B  es  la  imagen  de  alguno  de  A 
función  invectiva,  invección:  una  función  tal  que  las  imáge- 


tleinoslr -lición  constructiva  de  existencia:  una  demostración 
de  que  existe  un  elemento  con  una  determinada  propie¬ 
dad.  determinando  explícitamente  ese  elemento 
demostración  no  constructiva  de  existencia:  una  demostra¬ 
ción  de  que  existe  un  elemento  con  una  determinada  pro¬ 
piedad.  pero  sin  determinar  explícitamente  qué  elemento  es 
número  raciona!:  un  número  que  se  puede  expresar  como  el 
cociente  entre  dos  enteros  p  y  q  con  q  /  0 
demostración  de  unicidad:  una  demostración  de  que  hay 
exactamente  mi  elemento  que  satisface  una  determinada 
propiedad 


P{S)  (el  conjunto  de  las  partes  de  S):  el  conjunto  de  todos  los 
subconjuntos  de  S 

A  U  B  (la  unión  de  /I  y  B):  el  conjunto  que  contiene  aquellos 
elementos  que  están  al  menos  en  uno  de  los  dos  conjuntos 
Ay  B 

A  fl  B  (la  intersección  de  A  y  B):  el  conjunto  que  contiene 
aquellos  elementos  que  están  tanto  en  A  como  en  B 

A  -  B  (la  diferencia  de  A  y  B):  el  conjunto  que  contiene 
aquellos  elementos  que  están  en  A,  pero  no  en  B 

A  (e!  complementario  de  A):  el  conjunto  de  elementos  de! 
conjunto  universal  que  no  están  en  A 

.4  ©/í  (la  diferencia  simétrica  de  A  y  B J:  el  conjunto  que 
contiene  aquellos  elementos  en  exactamente  uno  de  los 
conjuntos  A  y  B 

tabla  de  pertenencia:  la  tabla  que  muestra  la  pertenencia  de 
elementos  a  conjuntos 

RESULTADOS 

Las  identidades  entre  conjuntos  de  la  Tabla  l  de  la  Sección  L7. 


nes  de  dos  elementos  (distintos)  en  el  dominio  son  dife 
rentes 

función  Invectiva,  Invección:  una  función  que  es  invectiva  y 
sobreveetiva 

inversa  de/:  la  fundón  que  invierte  la  correspondencia  de  ele¬ 
mentos  dada  por/ (cu  antro /es  una  bisección) 
f°  g  (composición  de /y  g):  la  función  que  a  cada  x  le  asigna 

fígtx))  í 

LxJ  (función  parte  entera):  el  mayor  entero  menor  o  igual 
que  x 

IVI  (función  parte  entera  por  exceso):  el  menor  entero  mayor 
O  igual  que  x 


o 
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Cuestiones  de  repaso 

I  ;il  Define  la  negación  de  una  proposición 

b )  ¿C uá I  es  la  neg ac i ón  de  l a  p rof^c ís i c i ón  «I: s te  cu  rso  es 
aburrido»? 

2 .  a )  Defi  n  c  í  u  s  mi  d  o  v alo  re  s  d  e  v  e  rd  a  d)  la  disyuncí  ón.  con  - 
junción,  o  exclusivo,  condicional  y  bicondicional  de 
las  proposiciones  p  y  q, 

h)  ¿Cuáles  son  la  disyunción,  conjunción,  o  exclusivo, 
condicional  y  bicondicional  de  las  proposiciones  «Iré 
al  cine  esta  noche»  y  «Acabaré  mis  tareas  de  matemá¬ 
tica  discreta»? 

X  a )  De  se  ri  be  a  1  me  no s  c  i  neo  form as  d  i  fe  rentes  d  e  excri  b  i  r 
la  implicación  p  —>  q  en  lenguaje  natural. 

b)  Define  la  recíproca  y  la  contraítecíproca  de  una  im¬ 
plicación, 

c)  Declara  la  recíproca  v  contra rrecíproca  de  la  implica 
ción  «Si  hace  sol  mañana,  entonces  daré  un  paseo  por 
el  bosque». 

4.  a)  ¿Qué  significa  que  tíos  proposiciones  sean  lógicamen¬ 

te  equivalentes? 

b)  Describe  las  formas  diferentes  de  mostrar  que  dos 
f ón  nulas  son  1  óg  i  can  íen  te  e  q  u  i  v  a  leu  les. 

c)  Demuestra  de  al  menos  dos  formas  diferentes  que  las 
fórmulas  -y;  V(r-»-^)y-pv-í£/v  son  equtv  alenlcs. 

5.  ¡Véase  el  conjunto  de  problemas  de  la  Sección  12). 

a)  Dada  una  tabla  ¿le  verdad,  explica  cómo  til  i  fizar  la 
forma  normal  disyuntiva  para  construir  una  fórmula 
con  esa  tabla  de  verdad, 

b)  Explica  por  qué  kt  parte  (a)  muestra  que  los  operadores 
A,  v  y  -t  son  funciona  Intente  completos, 

c)  ¿Hay  algún  operador  tal  que  el  conjunto  que  contiene 
sólo  a  ese  operador  es  funcional  mente  completo? 

6.  Expresa  las  cuant  i  t  ocaciones  existencia  les  y  universales 
de]  predicado  P(x).  Expresa  sus  negaciones. 

7 .  ii  í  ¿ C u á  1  es  1  a  di  fe  re  i  re  i  a  e  m  re  l  as  cuant  i  f  i  cae  iones  de  V  v 

7JI  a.  y)  y  Vvdt  P{  vt  y),  donde  P( vf  y)  es  un  predicado? 
bl  L)a  un  ejemplo  de  predicado  tal  que  ELvVv  P[\.  y)  y 
Vyrh  P(x.  y)  tengan  diferentes  tablas  de  verdad. 

8.  a)  Describe  qué  se  entiende  por  demostración  directa. 

dem  o  st  rae  ton  indi  rec ta  y  dei  i  u  >s  i  rae  i  ó  n  por  re  d  u  cc  i  ón 
al  absurdo  de  una  implicación  p  -4  q. 
bt  Da  una  demostración  directa,  una  indirecta  y  una  de¬ 
mostración  por  reducción  al  absurdo  de  la  sentencia 
«Si  ti  es  par.  entonces  n  +  4  es  par», 
al  Describe  una  forma  de  demostrar  la  bicondicional 
p^q. 

b)  Demuestra  la  sentencia  «El  entero  +  2  es  impar  si,  y 
sólo  si,  el  entero  9 n  v  5  es  par,  donde  n  es  entero». 

HE  Para  demostrar  que  las  sentencias  pv  p ,,  p,  y  p.  son  equi¬ 
valentes.  ¿es  suficiente  mostrar  que  fas  implicaciones 
P4  pr  p\  -4 p}  y  p,  -4  p2  son  válidas?  Si  no  es  así,  pro¬ 
pon  otro  conjunto  de  implicaciones  para  demostrar  que 
estas  cuatro  sentencias  son  equivalentes. 

1 1-  aj  Supongamos  que  una  sentencia  de  la  forma  Va  Píx)  es 
falsa.  ¿Cómo  se  puede  demostrar  esto? 
b)  Demuestra  que  la  sentencia  «Para  todo  entero  positivo 
/?,  n2  >  2 n»  es  falsa. 


12,  ¿Qué  diferencia  hay  entre  demostraciones  de  existencia 
constructivas  y  no  constructivas?  Da  un  ejemplo  de  cada 
una  de  ellas, 

13,  ¿Cuáles  son  los  elementos  de  una  dem  os  l  radón  de  que 
hay  un  único  elemento  x  tal  que  P(x),  donde  P(x)  es  una 
fuñe ió n  propos  i c  ion  a  l  ? 

14,  a)  Define  la  unión,  intersección,  diferencia  y  diferencia 

simétrica  de  dos  conjuntos* 

bt  ¿Cuáles  son  la  unión,  intersección,  diferencia  y  dife¬ 
rencia  simétrica  del  conjunto  de  los  enteros  positivos  y 
el  conjunto  de  los  enteros  impares? 

15,  a)  Define  qué  se  entiende  par  que  dos  conjuntos  sean 

iguales. 

b>  Describe  las  formas  de  demostrar  que  dos  conjuntos 
son  iguales. 

el  Muestra  de  al  menos  dos  formas  diferentes  que  los  con¬ 
juntos  A  -  [B  O  C)  y  (A  -  /í )  U  (A  -C)  son  iguales. 

16,  Explica  la  relación  entre  equivalencias  lógicas  e  identida¬ 
des  entre  conjuntos, 

!7.  al  Define  |S],  el  cardinal  de  5. 

b)  Da  una  fórmula  para  |  A  U  B  |  donde  A  y  B  son  conjuntos. 

1 8.  a)  Define  el  conjunto  de  las  partes  de  S. 

b)  ¿Cuándo  se  incluye  el  conjunto  vacío  en  el  conjunto  de 
las  partes  de  5? 

c)  ¿Cuántos  elementos  tiene  el  conjunto  cíe  las  partes  de 
un  conjunto  con  n  elementos? 

I  *L  a  i  Define  el  dominio,  codominio  e  imagen  de  una  función, 
b  i  Sea  f(n)  la  función  del  conjunto  de  los  enteros  en  el  con¬ 
junto  de  los  enteros  definida  por/(n)  =  n  f  3,  ¿Cuáles 
son  el  dominio,  codoimniu  y  la  imagen  de  esta  función.' 

2U.  al  Define  qué  significa  que  una  función  dd  conjunto  de 
tos  enteros  positivos  en  el  conjunto  de  los  enteros  po¬ 
sitivos  sea  inyectiva. 

b)  Define  qué  significa  que  una  función  del  conjunto  de 
los  enteros  positivos  en  el  conjunto  de  los  enteros  po¬ 
sitivos  sea  sobreyectiva. 

c)  Da  un  ejemplo  de  una  función  del  conjunto  de  los  en¬ 
teros  positivos  en  el  conjunto  de  los  enteros  positivos 
q  ue  se  a  inyec  i  i  va  y  so  breyee  t  i  v  a. 

d)  Da  un  ejemplo  de  una  fundón  del  conjunto  de  los  en¬ 
teros  positivos  en  d  conjunto  de  los  enteros  positivos 

Iq  ue  se  a  invectiva,  pero  n  o  so  bre  yect  iva, 
e  í  Da  un  ejemplo  de  función  dd  conjunto  de  los  enteros 
positivas  en  d  conjunto  de  los  enteros  positivos  que  no 
sea  invectiva,  pero  sí  sobreyectiva. 

F)  Da  un  ejemplo  de  función  dd  conjunto  de  los  enteros 
pos  i  ti  vos  en  e  I  cor  ij  unto  de  U  >s  ent  eres  pos  itiv  os  q  ue  n  o 
sea  ni  invectiva  ni  sobreyectiva. 

21.  a)  Define  la  inversa  de  una  función, 
b  \  ¿C 1  u  á  n  do  oe  ne  i  1 1 v  e  rsa  u  n  a  fu  n  c  i  ó  n  ? 
c í  í  Tier ie  iu  v crs  a  I  a  ft  1 1  ición  f(n)  10  n  de  l  con j  i  rnt  u  l¡c  3  os 
enteros  en  el  conjunto  de  los  enteros?  Si  la  tiene,  ¿cuál  es? 
22.  ai  De  fi  i  te  las  fuñe  i  t  >iie^  pa  He  e  me  ra  y  parte  c  n  te  ra  por  ex  - 
ceso  del  conjunto  de  los  números  reales  al  conjunto  de 
los  enteros. 

b)  ¿Para  qué  números  reales  x  ex  verdad  que  [x\  =  f.v] ? 
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Problemas  complementarios 


L .  Sea  p  la  proposición  -Haré  iodos  los  problemas  de  este  li¬ 
bro»  y  q  la  proposición  «Sacaré  un  sobresaliente  en  este 
curso».  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  combinaciones 
de  p  y  q, 

a)  Sacaré  un  sobresaliente  en  este  curso  sólo  si  bago  to¬ 
dos  los  problemas  del  libro. 

h)  Sacare  un  sobresaliente  en  este  curso  y  haré  todos  los 
problemas  del  libro, 

c)  Bien  no  sacaré  un  sobresaliente  en  este  curso  o  bien  no 
haré  todos  los  problemas  del  libro. 
d>  Para  que  saque  un  sobresaliente  en  este  curso  es  nece¬ 
sario  y  suficiente  que  haga  todos  los  problemas  del 
libro. 

2.  Escribe  la  tabla  de  verdad  de  la  fórmula  tp  v  q)  — > 
ip  a  -*r). 

X  Muestra  que  las  siguientes  expresiones  son  tautologías, 
a  l  ("4/  a  (p  — >  q})  — *  ->p 
bj  (ip  v  q)  A  -p)  q 

4.  Da  la  recíproca,  contrurrecíproca  y  la  inversa  de  estas  im¬ 
plicaciones. 

a)  Si  llueve  hoyt  iré  eu  automóvil  al  trabajo. 

b)  Si  |.r|  =  x,  entonces  x  >  0. 

c)  St  n  es  mayor  que  3,  entonces  n1  es  mayor  que  9, 

5.  Encuentra  una  fórmula  con  las  variables  proposicionales  p, 
í/,  r  y  s  que  sea  verdadera  cuando  exactamente  tres  de  es¬ 
tas  variables  proposicionales  sean  verdaderas  y  falsa  en 
cualquier  otro  caso, 

6.  Demuestra  que  las  siguientes  sentencias  son  inconsisten¬ 
tes:  «Si  Sergio  acepta  la  oferta  de  trabajo,  cobrará  un  plus 
al  firmar  el  contrato»,  «Sí  Sergio  acepta  la  oferta  de  tra¬ 
bajo,  recibirá  un  salario  mayor».  «Si  Sergio  cobra  un  plus 
ai  firmar  el  contrato,  entonces  no  recibirá  un  salario  ma¬ 
yor».  «Sergio  acepta  la  oferta  de  trabajo», 

7.  Muestra  que  las  siguientes  sentencias  son  inconsistentes: 
«Si  Miranda  no  aprueba  la  signatura  de  matemática  dis¬ 
creta,  no  se  graduará»,  «Sí  Miranda  no  se  gradúa,  no  esta¬ 
rá  cualificada  parad  trabajo».  «Si  Miranda  lee  este  libro, 
estará  cualificada  para  el  trabajo».  «Miranda  no  aprueba  la 
asignatura  de  matemática  discreta,  pero  Iceoste  libro». 

S,  Supongamos  que  te  encuentras  con  tres  personas  A,  B  y  C 
en  la  isla  de  ios  caballeros  y  villanos  descrita  en  el  Ejem¬ 
plo  15  de  la  Sección  1.1,  ¿Qué  son  A .  B  y  C  si  A  dice  «Yo 
soy  un  villano  y  B  es  un  caballero»  y  B  dice  «Exactamen¬ 
te  uno  de  nosotros  tres  es  un  caballero  », 

9,  (Adaptado  de  |Sm7Kp  Supongamos  que  en  una  isla  hay 
tres  tipos  de  personas:  caballeros,  villanos  \  normales. 
Los  caballeros  siempre  dicen  la  verdad,  los  villanos 
siempre  mienten  y  los  normales  a  veces  mienten  y  a  ve¬ 
ces  dicen  la  verdad.  Tres  habitantes  de  la  isla  Antonio, 
Blas  y  Carlos  son  interrogados  por  detectives  como 
paite  de  una  investigación  por  un  crimen.  Los  detectives 
sabían  que  uno  de  los  tres  cometió  el  crimen,  pero  no 
cuál  de  ellos.  I  ambicn  sabían  que  el  criminal  era  un  ca¬ 
ballero  y  los  otros  dos  no.  Además,  los  detectives  anota¬ 
ron  las  siguientes  frases.  Amonio:  «Soy  inocente»,  Blas: 
«Lo  que  dice  Antonio  es  cierto».  Carlos:  «Blas  no  es  una 


persona  normal».  Tras  analizar  la  información,  los  de¬ 
tectives  pudieron  localizar  positivamente  al  culpable. 
¿Quién  fue? 

1®.  Sea  Pix)  la  sentencia  «el  estudiante  x  sabe  cálculo»  y  sea 
Q(y)  la  sentencia  «en  la  clase  y  hay  una  persona  que  sabe 
cálculo».  Expresa  cada  una  de  estas  cuantificaciones  de 
P(x)  y  Qíyl 

al  Algunos  estudiantes  saben  cálculo, 
b  i  No  todos  los  estudiantes  saben  cálculo, 
el  En  todas  las  clases  hay  un  estudiante  que  sabe  cálculo, 
d  1  rodos  1  os  es  I  u  d  i  antes  de  tod  as  las  clases  sabe  n  cále  u  lo , 
e)  Hay  al  menos  una  clase  en  la  que  ningún  estudiante 
sabe  cálculo. 

ü.  Sea  F(m,  nj  la  sentencia  «m  divide  a  u»,  donde  el  dominio 
para  ambas  variables  es  ct  conjumo  de  los  enteros  positi¬ 
vos.  Determina  los  valores  de  verdad  de  cada  una  de  estas 
proposiciones, 

a)  P(4,5)  b)  P( 2,4) 

c)  V/tiVa  P(m ,  n)  d)  3mVrt  P(mt  n) 
e)  3nVmP{m>n)  0  VnP(\,n) 

12.  Utiliza  cuan  tifie  adores  para  expresar  la  sentencia  «Nadie 
tiene  más  de  tres  abuelas»  usando  la  función  propos  i  don  al 
<j(x,  y),  que  representa  «a  es  la  abuela  de  y». 

13.  Utiliza  cuaniificadores  para  expresar  la  sentencia  «Todo  el 
mundo  tiene  exactamente  dos  padres  biológicos»  usando 
la  función  preposicional  P(xf  y),  que  representa  <x  es  pa- 
dre  o  madre  biológíco(a)  de  y». 

14.  Sea  F{.tT>)  unsi  fundón  proposicional.  Muestra  que  la  im¬ 
plicación  TvVv  Fía.  y)  —>  Vyriv  Fu.  yj  es  una  tautología. 

15.  Sea  Fu)  y  (?í,u  funciones  proposicionales.  Muestra  que 
3.x  (F(_v>  -  >  Q(  vM  y  V.v  P(x)  — >  3\  (J(.v)  siempre  tienen  el 
mismo  valor  de  verdad, 

16.  Si  Vy3x  Fía t  y)  es  verdadera,  ¿se  cumple  necesariamente 
que  3a V.v  Fía,  y)? 

17.  Si  Va3y  F(a,  y)  es  verdadera,  ¿se  cumple  necesariamente 
que  =L\  Vy  Fía.  y)? 

IH.  Determina  las  negaciones  de  las  siguientes  sentencias: 

¡ij  Si  nieva  hoy,  iré  a  esquiar  mañana. 

b)  Todas  las  personas  de  esta  clase  entienden  la  inducción 
matemática. 

c)  A  algunos  de  estudiantes  de  esta  clase  no  les  gusta  la 
matemática  discreta. 

d)  En  todas  las  clases  de  matemáticas  hay  algún  estu 
diante  que  se  queda  dormido. 

IV.  Expresa  Ja  siguiente  sentencia  utilizando  cuantificadores: 
«'fodos  los  estudiantes  de  esta  clase  se  han  matriculado  en 
alguna  asignatura  de  todos  los  departamentos  de  la  escuela 
politécnica». 

20.  Expresa  esta  sentencia  utilizando  cuaniificadores;  «Hay 
un  edificio  en  el  campus  de  alguna  universidad  del  país  en 
el  que  cada  habitación  está  pintada  de  blanco». 

2L  Sea  A  el  conjunto  de  las  palabras  que  contienen  la  letra  i  y 
sea  B  el  conjunto  de  las  palabras  que  contienen  la  letra  q. 
Expresa  cada  uno  de  los  siguientes  conjuntos  como  com¬ 
binaciones  de  A  y  ¿í. 

a)  El  conjunto  de  las  palabras  que  no  contienen  la  letra  i. 
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b)  El  conjunto  de  las  palabras  q  Lie  contienen  tanto  la  letra 
x  como  la  q. 

c)  El  conjunto  de  las  palabras  que  contienen  la  letra  v. 
pero  no  la  q. 

ti)  El  conjunto  de  las  palabras  que  no  contienen  ni  la  letra 
x  ni  la  letra  cp 

e)  El  conjunto  de  las  palabras  que  contienen  la  letra  x  o  la 
qt  pero  no  ambas, 

22.  Describe  una  regla  de  inferencia  para  demostrar  que  exis¬ 
ten  exactamente  dos  elementos  x  e  y  en  un  dominio  tul  que 
P{_x)  y  P(y)  son  verdaderas.  Expresa  esta  regla  de  infe¬ 
rencia  comes  frase  en  lenguaje  natural, 

23.  ¿Qué  es  lo  que  falla  en  este  argumento?  Dada  la  premisa  ELv 
P(x)  a  3x  0(xf  usa  la  ley  de  simplificación  para  obtener  E3.r 
P(x):  utiliza  la  particularización  existencia!  para  obtener 
F(c)  para  algún  elemento  c:  emplea  de  nuevo  la  ley  de  sim¬ 
plificación  para  obtener  Ek  Q(a);  usa  la  particular  i /ación 
existencia I  para  obtener  Q(c);  utiliza  la  conjunción  para 
concluir  que  P(c)  a  Q(c).  Finalmente,  emplea  la  generali¬ 
zación  ex  i  si  encía!  para  concluir  que  Ek  (F  (a)  a  Q  (a)). 

24.  Utiliza  reglas  de  inferencia  para  mostrar  que  las  premisas 
Vx  [P{.x)  — >  Qix)),  V.r  (0(,v)  -4  Ríx))  y  ^R(ü),  donde  a 
está  en  el  dominio,  implica  la  conclusión  ^P(a). 

25.  Utiliza  reglas  de  inferencia  para  mostrar  que  las  premisas 
V.t  ÍPíx)  a  Qix))  y  Vx  (-*P(x)  a  Q(x)  —>  Ríx))  implican 
la  conclusión  Vx  (^R (x)  — »  P(x)). 

26.  Demuestra  que  si  jt*  es  irracional,  entonces  x  es  irracional, 

27.  Demuestra  que  si  x  es  irracional  y  x  >  0,  entonces  v'x  es 
irracional, 

28.  Demuestra  que  dado  un  entero  no  negativo  n  hay  un  único 
entero  no  negativo  m  tal  que  m7  <  n  <  {m  4  I  VE 

29.  Demuestra  que  existe  un  entero  m  tal  que  nr  >  10I0ÍHI.  ¿Es 
tu  demostración  constructiva  o  no  constructiva? 

30.  Demuestra  que  hay  un  entero  positivo  que  se  puede  escri¬ 
bir  como  la  suma  de  dos  cuadrados  perfectos  de  dos  for¬ 
mas  diferentes,  (Utiliza  la  calculadora  o  el  ordenador  para 
hacerlo  más  rápidamente). 

31.  Demuestra  que  no  todos  los  enteros  positivos  se  pueden 
escribir  como  Ja  suma  de  los  cubos  de  ocho  enteros  no  ne¬ 
gativos, 

32.  Demuestra  que  no  Lodos  los  enteros  positivos  se  pueden 
escribir  como  la  suma  de  a  lo  más  dos  cuadrados  y  un 
cubo  de  enteros  no  negativos, 

33.  Demuestra  que  es  falsa  la  sentencia  que  afirma  que  todo 
e  ni  ero  positivo  es  la  suma  de  36  enteros  no  negativos  eie- 
v  ado  s  a  1  a  qu  i  n  t  a  potenc  i  a , 

34.  Demuestra  que  si  A  es  un  subconjunto  de  IR  entonces  el 
conjunto  de  las  partes  de  A  es  un  subconjunto  del  conjun¬ 
to  de  las  partes  de  B. 

35.  Supongamos  que  A  y  B  son  conjuntos  tales  que  el  conjunto 


de  las  partes  de  .4  es  un  subconjunto  del  conjunto  de  las  par¬ 
tes  de  B.  ¿Se  puede  concluir  que  A  es  un  subconjunto  de  /Í7 

36.  Sea  F  el  conjunto  de  los  enteros  pares  e  I  el  conjunto  de 
los  enteros  impares.  Como  es  usual,  Z  denota  al  conjunto 
de  toó  os  1  os  e.  n  te  ros .  De  te  nnína  los  c  o  n  junios. 

a)  PU  I  b)  PC  I  c)  Z-P  '  d)  Z~l 

37,  Demuestra  que  si  A  es  un  conjunto  y  U  el  conjunto  uni¬ 
versal,  entonces 

a)  AC\A-.=  6  b)  AUA  =  U 
3tS,  Demuestra  que  sí  A  y  B  son  conjuntos,  entonces 
a)  A=Ar\(MJB) 
h)  A  =  4  U  (A  H  B) 

39.  Demuestra  que  si  A  y  B  son  con  juntos,  entonces  A  -  (A 

40.  Sean  A  y  B  conjuntos.  Demuestra  que  A  C  B  si,  y  sólo  si, 
AHB=A. 

41 .  Sean  4,  B  y  (.'  conjuntos.  Muestra  que  (A  -  B)  -  C  no  es 
necesariamente  igual  a  A  -  [B  -  C), 

42.  Sean  A.  B  y  C  conjuntos.  Demuestra  la  veracidad  o  false¬ 
dad  de  la  igualdad  (A  -  B)  -  C  =  (  4  -  C)  -  B. 

43.  Sean  A.  B,  C  y  D  conjuntos.  Demuestra  la  veracidad  o  fal¬ 
sedad  de  la  igualdad  (4  -  B)  -(C-  D)  =  (A  -  C)  (B  DI 

44.  Demuestra  que  si  ,4  y  B  son  conjuntos  finitos,  entonces  \A 
H  B  |  <  \  A\J  B  \w  Determina  cuándo  es  esta  relación  una 
igualdad. 

45.  Sean  A  y  B  conjuntos  en  un  conjunto  universal  U.  Ordena 
los  siguientes  valores  en  orden  creciente: 

a)  |4tJ/lU£U/inBU0Í 

b)  \A  -  Bl\A®  Bl\A\  +  \Bl\A\J  Bl\®\ 

46.  Sean  A  y  B  subcoojiintüs  del  conjunto  universal  finito  V. 
Demuestra  que  \Á  O  B  f  =  \U  \  -  |  A  |  -  |  B  |  4-  |  A  O  B  j, 

47*  Sean / y  g  funciones  de  (1,2,  3, 4 f  a  {a,  V  t\  d }  y  de  { a, 
ó,  r,  d\  a  1 1,  2.  3.  4),  respectivamente,  tales  que/(  1 }  -  d, 
A 2)  =  c,0)  =  aj (4)  =  b,  y  =  2,  g(h)  =  l.  g(c)  =  3, 
g(<i)  =  2. 

a }  ¿  Es  /  i  ny e  ct  i  v  a?  ¿  Es  g  i  n y  ec  ti  v  a  ? 

b)  ¿Es/sobreyectiva?  ¿Es  g  sobre  yec  ti  va? 

c )  ¿T  i  en  e  n  in  vers  a  /  □  g  ?  Si  es  así,  ¡Jet  e  rm  i  n  a  la  fu  n  c  ion 
inversa. 

48.  Sea / una  función  invectiva  de!  conjunto  A  al  conjunto  B , 
Sean  $  y  T  subconjuntos  de  4.  Demuestra  que  f(S  0  7} 

f(S)  n/(D. 

49.  Da  un  ejemplo  para  mostrar  que  la  igualdad  del  Proble¬ 
ma  48  puede  no  cumplirse  si /no  es  una  función  invectiva, 

50.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero,  entonces  n  =  \n¡2  \  + 

ÍV2  l  j 

51.  ¿  Pa  ra  ijué  v  a  lore  s  d  e  v  e  y,  n  nr  1 1  e  ros  re  a  1  e  s ,  se  c  u  trt  p  !e  que 

U  +  yJ|=  LvJ  +  L.vJ  ? 

52.  ¿Para  qué  números  reales  ,v  e  v  se  cumple  que  [ x  +  vi  -  [x  I 

+  fyl? 
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Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


L  Dados  los  valores  de  verdad  de  las  proposiciones  p  y  q, 
calcula  los  valores  de  verdad  de  la  conjunción,  disyun¬ 
ción,  o  exclusivo,  implicación  y  hieondic  ion  al  de  estas 
proposiciones. 

2.  Dadas  dos  cadenas  de  bits  de  longitud  n.  determina  e!  re¬ 
sultado  de  las  operaciones  bit  AND ,  OR  y  XOR  de  estas  ca¬ 
denas. 

3.  Dados  los  valores  de  verdad  de  las  proposiciones  p  y  q  en 
lógica  difusa,  determina  los  valores  de  verdad  de  la  dis¬ 
yunción  y  conjunción  de  p  y  q  (ten  en  cuenta  ios  Proble¬ 
mas  35-37  de  la  Sección  1.1). 

4.  Dados  los  subconjuntos  A  y  íí  de  un  conjunto  con  n  ele¬ 


mentos  utiliza  cadenas  de  bits  pura  encontrar  A  ,  A  U  B, 
A  ÍUi.A-ByA  © B. 

5.  Dados  Jos  mu  lt  icón  ¡untos  A  y  B  del  mismo  conjunto 
universal,  halla  A  U  B.  A  O  /L  A  B  y  A  +  B  (repasa  el 
picaril  bulo  del  Problema  4*)  de  la  Sección  1.7). 

6.  Dados  los  conjuntos  difusos  .1  y  B.  halla  A  ,  A  U  B  y  A  O  B 
i  repasa  el  preámbulo  del  Problema  5 1  de  la  Sección  1 .7). 

7.  Dada  una  función /de  1 1. 2. ....  /¿I  en  el  conjunto  de  ios  en¬ 
teros.  determina  si  /es  invectiva. 

8.  Dada  una  función /de  ¡  L  2 . n)  en  sí  mismo,  determina 

si /es  sobreyectiva. 

9.  Dada  una  biyeceíón/de  (  L  2 . n  (  en  sí  mismo,  halla/-1. 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  ISAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


L  Busca  enteros  positivos  que  no  sean  la  suma  de  los  cubos 
de  nueve  enteros  positivos  diferentes. 

2.  Busca  enteros  positivos  mayores  que  79  que  no  sean  la 
suma  de  las  potencias  cuartas  de  1 8  enteros  positivos. 

3.  Encuentra  tantos  enteros  positivos  como  puedas  que  se  pue¬ 
dan  escribir  de  dos  formas  diferentes  como  sumas  de  cubos 
de  enteros  positivos  (como  sucede  con  el  número  1 .729). 

4.  (  alcula  el  número  de  funciones  myectívas  del  conjunto  S  en 
d  conjunto  T.  donde  S  y  T  son  con  juntos  finitos  de  varios 


[amaños.  /  Puedes  determinar  una  fórmula  para  el  numero 
de  estas  funciones?  (Encontraremos  esta  fórmula  en  el  Cn- 
pitillo  4). 

5,  Calcula  el  numero  de  funciones  sobre  y  activas  del  conjunto 
S  en  el  conjunto  77  donde  S  y  T  son  conjuntos  finitos  de  va¬ 
rios  tamaños.  ¿Puedes  determinar  una  fórmula  para  el  mt 
mero  de  estas  funciones?  (Determinaremos  esta  formula  en 
d  Capitulo  6). 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  I  N  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍ  A  ADECUADA 


1.  Estudia  paradojas  lógicas  entre  las  que  se  incluyan  la  pa¬ 
radoja  de  Epiménides  el  Cretense,  la  paradoja  de  la  carta 
de  Jourdain  y  la  paradoja  del  barbero  y  muestra  cómo  se 
pueden  resolver. 

2.  Describe  cómo  se  utiliza  la  lógica  difusa  en  aplicaciones 
prácticas.  Consulta  uno  o  más  libros  recientes  de  lógica  di¬ 
fusa  escritos  para  un  publico  general, 

3*  Describe  las  reglas  básicas  de  Wl*h  N  RROOF ,  The  Gome 
ojf  Modera  Logic,  desarrolladas  por  L  ay  man  Alien.  Da 
ejemplos  de  algunos  de  los  juegos  incluidos  en  WFF'N 

PRQOF. 

4.  Lee  algunos  de  los  escritos  de  Lcwis  Carroíl  sobre  lógica 
simbólica.  Describe  en  detalle  algunos  de  Jos  modelos 
que  utiliza  para  representar  argumentos  lógicos  y  las  reglas 
de  inferencia  que  emplea  en  estos  argumentos. 

5*  Extiende  la  discusión  sobre  Prolog  dada  en  la  Sec- 


7 . 


8. 


9. 


10. 


ción  1.3.  explicando  con  mayor  profundidad  cómo  se  uti¬ 
liza  la  regla  de  resolución  en  Prolog. 

Comenta  algunas  de  las  técnicas  usadas  en  lógica  compu¬ 
tas' ¡onal,  incluyendo  la  regla  de  SKolcm. 

I  a  «demostración  automatizada  de  teoremas»  es  la  tarea  de 
utilizar  el  ordenar  para  demostrar  mecánicamente  teore¬ 
mas.  Discute  los  objetivos  y  aplicaciones  de  estas  demos¬ 
traciones  automatizadas  y  el  progreso  alcanzado  en  d 
desarrollo  de  demostradores  automatizados  de  teoremas. 

D  i  se  u  i  e  cómo  se  pu  ede  de  $am  >Ilar  una  i  eor ía  ax  i  i  wn  ática 
de  conjuntos  para  evitar  la  paradoja  de  Russell  (repasa  d 
Problema  30  de  la  Sección  L6), 

Investiga  dónde  apareció  el  concepto  de  función  y  descri¬ 
be  cómo  se  utilizó  por  primera  vez  este  concepto. 
Describe  cómo  se  ha  utilizado  la  computación  DNA  para 
resolver  casos  particulares  del  problema  de  sutisfabilidgd. 


Los  fundamentos: 
algoritmos,  números 
enteros  y  matrices 


Machos  problemas  pueden  resolverse  considerándolos  como  casos  especiales  de  un  pro¬ 
blema  más  general.  Por  ejemplo,  encontrar  el  mayor  de  los  números  101,  12»  1-14,  212,  98 
es  un  caso  específico  de  localización  del  mayor  valor  de  una  sucesión  de  números  ente¬ 
ros»  Para  resolver  un  problema  como  éste  debemos  dar  un  algoritmo  que  especifique  una  secuencia 
de  pasos  que  conduzca  a  una  solución  en  el  caso  general.  En  este  libro  estudiaremos  algoritmos  para 
resolver  muchos  tipos  de  problemas  diferentes.  Por  ejemplo,  se  desarrollarán  algoritmos  para  en¬ 
contrar  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros,  para  generar  todas  las  ordenaciones  de  un  conjunto 
finito,  para  búsquedas  en  listas,  para  ordenar  elementos  de  una  sucesión  o  para  encontrar  el  camino 
más  corto  entre  nodos  de  una  red* 

Una  consideración  importante  en  relación  con  un  algoritmo  es  su  complejidad  compu  lucí  anal  Esto 
es.  qué  reculos  computad  onales  se  necesitan  para  usar  este  algoritmo  en  la  resolución  de  un  problema 
de  un  tamaño  específico.  Para  medir  la  complejidad  de  un  algoritmo  utilizaremos  las  notaciones  O  y  0, 
que  presentaremos  en  este  capítulo.  También  ilustraremos  el  análisis  de  la  complejidad  de  algoritmos. 
Discutiremos  el  significado  de  la  complejidad  de  un  algoritmo  en  términos  prácticos  y  teóricos. 

El  conjunto  de  los  números  enteros  desempeña  un  papel  fundamental  en  matemática  discreta. 
En  particular,  el  concepto  de  división  de  enteros  es  fundamental  en  aritmética  eomputacional.  Re- 
pasaremos  brevemente  algunos  de  los  conceptos  importantes  en  teoría  de  números,  el  estudio  de  los 
enteros  y  sus  propiedades.  Estudiaremos  algunos  algoritmos  impórtenles  relacionados  con  los  en¬ 
teros,  entre  los  que  se  incluyen  el  algoritmo  de  Euciides  para  calculare!  máximo  común  divisor»  que 
fue  descrita  por  primera  vez  hace  miles  de  años.  Los  enteros  se  pueden  representar  usando  cualquier 
entero  positivo  mayor  que  I  como  base.  Las  expresiones  binarias,  que  se  utilizan  con  mucha  fre¬ 
cuencia  en  ciencias  de  la  computación,  se  representan  en  base  2.  Discutiremos  en  este  capítulo  las  re¬ 
presentaciones  de  enteros  en  base  h  y  proporcionaremos  algoritmos  para  encontrar  estas  represen¬ 
taciones.  También  describiremos  los  algoritmos  para  aritmética  entera,  que  fueron  los  primeros 
procedimientos  llamados  algoritmos.  Asimismo,  se  presentan  varias  aplicaciones  importantes  de  la 
teoría  de  números,  Por  ejemplo,  utilizaremos  la  teoría  de  números  para  construir  mensajes  secretos, 
generar  números  pseudoaleatorios  y  asignar  posiciones  de  memoria  a  ficheros  en  un  ordenador.  La 
teoría  de  números,  considerada  hace  tiempo  como  la  más  pura  de  las  disciplinas  matemáticas,  se  ha 
convertido  en  una  herramienta  esencia!  para  proporcionar  seguridad  en  computación  y  en  Internet. 

En  matemática  discreta  se  utilizan  las  matrices  para  representar  una  gran  variedad  de  es- 
tructuras  discretas.  Repasaremos  el  material  básico  sobre  matrices  v  aritmética  matricial  que  se  ne¬ 
cesita  para  representar  las  relaciones  y  los  grafos.  La  aritmética  matricial  se  utilizará  en  numero¬ 
sos  algoritmos  relacionados  con  estas  estructuras. 

!  i 

Algoritmos  ' 


INTRODUCCIÓN 


En  matemática  discreta  aparecen  muchas  clases  tic  problemas  genéricos.  Por  ejemplo,  dada  una  su¬ 
cesión  de  números  enteros»  encontrar  el  mayor:  dado  un  conjunto,  enumerar  todos  sus  subcon 
juntos;  dado  un  conjunto  de  enteros,  ponerlos  en  orden  creciente;  dada  una  red  de  ordenadores,  en¬ 
contrar  el  camino  más  cono  entre  dos  nodos.  Cuando  se  presentan  tales  problemas,  lo  primero  que 
debemos  hacer  es  construir  un  modelo  que  traduzca  el  problema  aun  contexto  matemático.  Las  es- 
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truc  turas  discretas  utilizadas  en  estos  modelos  incluyen  conjuntos,  sucesiones  y  1  unciones.- — es¬ 
tructuras  que  comentarnos  en  el  Capítulo  1—,  asi  como  otras  estructuras  como  permutaciones,  re¬ 
laciones,  gratos,  árboles,  redes  y  máquinas  de  estados  finitos — conceptos  que  se  discutirán  en  ca¬ 
pí!  ul  os  post  eriores « 

Fi  jar  el  modelo  matemático  apropiado  es  solamente  una  parte  de  la  solución.  Para  completada 
se  necesita  un  método  que  resuelva  el  problema  general  utilizando  d  modelo.  Idealmente,  lo  que 
se  requiere  es  un  procedimiento  que  siga  una  secuencia  de  pasos  que  conduzca  a  la  respuesta  de¬ 
seada  ,  Tal  secuencia  de  pasos  se  denomina  algoritmo. 


Un  algoritmá  es  un  conjunto  finito  de  instrucciones  precisas  que  sirve  para  realizar  un  cálcu¬ 
lo  o  resolver  un  problema. 


El  termino  algoritmo  es  una  degeneración  de]  nombre  al-Jowwizmit  un  matemático  del  siglo  tx  cuyo 
libro  sobre  numerales  hindúes  («Algoritmi  de  Numero  Indorum»,  en  su  versión  en  latín)  es  la  base 
de  la  notación  decimal  moderna.  Originalmente,  se  usó  una  variante  de  la  palabra  algoritmo  para  de¬ 
finir  las  regias  usadas  para  hacer  aritmética  usando  notación  decimal*  El  término  evolucionó  a  la  pa¬ 
labra  algoritmo  en  el  siglo  xvin.  Con  el  interés  creciente  sobre  máquinas  de  computación,  el  con¬ 
cepto  de  algoritmo  adquirió  un  significado  más  general,  pasando  de  incluir  sólo  procedimientos  para 
llevar  a  cabo  cálculos  aritméticos  a  definir  procedimientos  utilizados  para  resolver  problemas, 
(Comentaremos  algoritmos  para  llevar  a  cabo  la  aritmética  de  los  cuteros  en  la  Sección  2.5). 

En  este  libro  discutiremos  algoritmos  que  resuelven  una  gran  variedad  de  problemas.  En  esta 
sección  usaremos  el  problema  de  encontrar  eJ  mayor  de  una  sucesión  finita  de  enteros  para  ilustrar 
el  concepto  de  algoritmo  y  sus  propiedades.  También  describiremos  algoritmos  para  localizar  un 
elemento  particular  de  un  conjunto.  En  secciones  posteriores  se  describirán,  entre  otros,  procedi¬ 
mientos  para  hallar  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros,  para  hallare!  recorrido  más  corto  en¬ 
tre  dos  puntos  de  una  red  o  para  multiplicar  matrices. 

Describe  un  algoritmo  para  encontrar  el  máximo  valor  de  una  sucesión  finita  de  culeros. 

Aunque  encontrar  el  mayor  de  una  sucesión  de  enteros  es  relativamente  trivial,  este  problema 
proporciona  una  buena  ilustración  del  concepto  de  algoritmo.  Además,  hay  muchos  casos  en  los 
que  se  requiere  el  mayor  de  los  enteros  de  una  sucesión  finita.  Por  ejemplo,  una  universidad  pue¬ 
de  necesitar  encontrar  al  estudiante  con  mayor  puntuación  entre  los  mijes  que  han  realizado  un 
examen,  O  una  organización  deportiva  puede  querer  identificar  cada  mes  al  participante  con  ma¬ 
yor  puntuación.  Queremos  desarrollar  un  algoritmo  que  se  pueda  usar  siempre  que  aparezca  un 
problema  de  búsqueda  del  mayor  elemento  de  una  sucesión  finita  de  enteros. 

Podemos  especificar  un  procedimiento  para  resolver  este  problema  de  varias  formas*  l'n  mé¬ 
todo  consiste  simplemente  en  utilizar  d  lenguaje  natural  para  describir  la  sucesión  de  pasos  utili¬ 
zada.  Esta  es  la  solución  que  proporciona  este  método: 

Solución  del  Ejemplo  I :  Realizamos  los  siguientes  pasos, 

1.  Fijamos  provisionalmente  el  máximo  igual  al  primer  elemento  de  la  sucesión.  (El 
máximo  provisional  será  el  mayor  entero  examinado  hasta  esa  etapa  del  procedimiento), 

2.  Comparamos  el  siguiente  entero  de  la  sucesión  con  el  máximo  provisional,  y  si  es  más 
grande  que  el  máximo  provisional,  fijamos  el  máximo  provisional  como  este  entero. 

3.  Se  repite  el  paso  anterior  si  hay  mas  enteros  en  la  sucesión. 


MOHAMKI)  BEN  MUSA  AL-jOWARIZMl  te.  780-c,  X50)  uLJowarizmi*  astrónomo  y  mate  nía  tic  o,  fue  miembro 
Je  En  Casa  üe  la  Sabiduría,  una  ac  ademia  de  eiéi ínticos  en  Bagdad,  hl  nombre  al  Jowartzmi  significa  de  La  ciudad  de 
Jowarzizm».  que  ahora  se  llama  Jiva  (Khh'üí  >  es  pane  de  Uzbekistán.  aUJownriamii  escribió  libros  de  matemáticas,  as¬ 
tronomía  y  geografía.  Los  europeos  occidentales  aprendieron  álgebra  por  primera  ve/  a  través  de  sus  textos.  La  palabra  ció 
gehva  prov  iene  de  ai-jabr.  paite  del  Ululo  del  libro  Hisah  aí-jahi  u  til  muquabúla.  Lstc  libro  se  tradujo  al  latín  y  lúe  un  ie\ 
lo  ampliamente  usado.  .Su  fibra  sobre  los  numerales  hindúes  describe  procedimientos  para  realizar  operac  i  mies  aritméticas 
usando  esios  numerales.  Los  amores  europeos  ulilizuron  una  desvinuadón  de  su  nombre,  que  más  tarde  evolucionó  a  En  pn 
labra  algoritmo,  para  describir  la  disciplina  de  la  aritmética  con  numerales  hindúes. 
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4.  Paramos  cuando  no  queden  más  enteros  en  la  sucesión  por  comparar.  Llegado  este 
pumo,  el  máximo  provisional  es  el  mayor  entero  de  la  sucesión,  4 

Un  algoritmo  se  puede  describir  empleando  un  lenguaje  informático.  Cuando  se  usa  un  len¬ 
guaje  informático,  sólo  podemos  utilizar  para  describir  el  algoritmo  las  instrucciones  permitidas  en 
ese  lenguaje  particular.  Esto  a  veces  conduce  a  una  descripción  del  algoritmo  difícil  de  entender 
Como  comunmente  se  utilizan  varios  lenguajes  de  programación  distintos  en  vez  de  usar  uno  en  par¬ 
ticular  para  especificar  algoritmos,  en  este  libro  utilizaremos  una  forma  de  pseudocodigo.  (Todos  los 
algoritmos  se  describirán  también  en  lenguaje  natural  l.  El  pseudocódigo  proporciona  un  paso  in¬ 
termedio  entre  una  descripción  de  este  algoritmo  en  lenguaje  natural  y  en  lenguaje  de  programación. 
I  os  pasos  del  algoritmo  se  especifican  usando  instrucciones  que  nos  recordarán  a  aquellas  que  se  uti¬ 
lizan  en  programación.  No  obstante,  en  pscudocódigo,  las  instrucciones  utilizadas  pueden  incluir 
cualquier  operación  o  sentencia  bien  definida.  I  Jn  programa  informático  se  puede  generar  en  cual¬ 
quier  lenguaje  de  programación  utilizando  como  punto  de  partida  una  descripción  en  pseudocódígo. 

El  pseudocodigo  que  utilizamos  en  este  libro  es  una  aproximación  al  lenguaje  de  programación 
Pascal.  No  obstante,  no  se  seguirá  la  sintaxis  del  Pascal  ni  de  ningún  otro  lenguaje  de  programación. 
Además,  se  podrá  utilizar  cualquier  instrucción  bien  definida.  Los  detalles  del  pseudocódigo  utiliza¬ 
do  se  dan  en  el  Apéndice  2.  El  lector  deberá  consultar  este  apéndice  cuando  le  surja  alguna  duda. 

A  continuación  se  da  una  descripción  en  pseudocódigo  del  algoritmo  para  encontrar  el 
máximo  elemento  de  una  sucesión  finita. 


U.GOR1TMO  i  Búsqueda  del  elemento  máximo  en  una  sucesión  finita 


prucedure  mu,\{üric . a  :  enteros) 

max a, 
for  í  :=  2  to  ft 

if  max  <  a  then  max  :=  a 
|  max  es  el  mayor  elemento  | 


Este  algoritmo  primero  asigna  el  leonino  inicial  de  la  sucesión  a  la  variable  max.  El  bucle  «for» 
se  usa  para  examinar  sucesivamente  tos  términos  de  la  sucesión.  Si  un  término#,  es  mayor  que  el 
valor  de  max  en  ese  momento,  se  asigna  éste  como  nuevo  valor  de  max. 

Hay  varias  propiedades  que  generalmente  comparten  los  algoritmos.  Ls  útil  tener  estas  pro- 
piedades  en  mente  cuando  se  describen  algoritmos.  Estas  propiedades  son: 

■  Entrada  Un  algoritmo  tiene  valores  de  entrada  que  son  elementos  de  un  conjunto  espe¬ 
cificado, 

■  Salida.  Para  cada  conjunto  de  valores  de  entrada,  un  algoritmo  produce  valores  de  salida 
de  un  conjunto  especificado.  Los  valores  de  salida  son  la  solución  deí  problema. 

■  Definición  Los  pasos  de  un  algoritmo  deben  definirse  con  precisión. 

■  Corrección.  Un  algoritmo  debe  producir  valores  de  salida  correctos  para  cada  conjunto  de 
valones  de  entrada. 

m  Duración  finita.  Un  algoritmo  debe  producir  la  salida  deseada  tri  s  un  número  finito 
(aunque  quizá  grande)  de  pasos  para  cualquier  conjunto  de  valores  d:  entrada. 

i  Efectividad.  Debe  ser  posible  realizar  cada  paso  del  algoritmo  con  exactitud  y  en  un  ín¬ 
ter  v  a  lo  finito  de  ti  cm  po . 

■  Generalidad-  El  procedimiento  debería  ser  aplicable  a  Unios  los  problemas  de  la  forma 
deseada,  no  sólo  para  un  conjunto  particular  de  datos  de  entrada. 

EJEMPLO  2  Muestra  que  el  Algoritmo  l  para  encontrar  el  elemento  máximo  de  una  sucesión  finita  de  enteros 
tiene  todas  las  propiedades  enumeradas  previamente. 

Solución:  La  entrada  del  Algoritmo  1  es  una  sucesión  de  enteros.  La  salida  es  el  mayor  entero  de  la 
sucesión.  Cada  paso  del  algoritmo  está  definido  con  precisión,  puesto  que  sólo  son  asignaciones,  un 
bucle  finito  y  una  sentencia  condicional.  Para  mostrar  que  el  algoritmo  es  correcto,  debemos  mostrar 
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que  cuando  el  algoritmo  concluye,  el  valor  de  la  variable  max  coincide  con  el  máximo  de  los  tér¬ 
minos  de  la  sucesión.  Para  ver  esto,  observa  que  el  valor  inicial  de  max  es  el  primer  término  de  la  su¬ 
cesión;  cuando  se  examina  sucesív  ámente  cada  término,  el  valor  de  max  se  actualiza  si  el  término  es 
mayor  que  el  máximo  de  los  términos  anteriormente  examinados.  Este  argumento  (informal)  mues¬ 
tra  que  cuando  se  hayan  examinado  todos  ios  términos,  max  coincide  con  el  mayor  valor,  (Una  de¬ 
mostración  rigurosa  requiere  el  uso  de  técnicas  que  se  desarrollarán  en  la  Sección  3.3),  El  algoritmo 
realiza  un  número  finito  de  pasos,  puesto  que  termina  cuando  se  han  examinado  todos  los  números 
de  la  sucesión.  El  algoritmo  puede  desarrollarse  en  un  tiempo  finito,  puesto  que  cada  paso  es  bien 
una  comparación  o  una  asignación.  Finalmente,  el  Algoritmo  1  es  general,  puesto  que  puede  em¬ 
plearse  para  encontrar  ei  máximo  de  cualquier  sucesión  finita  de  números  enteros.  ^ 


ALGORITMOS  DL  BÚSQUEDA 

El  problema  de  localizar  un  elemento  de  una  lista  ordenada  se  puede  encontrar  en  muchos  con¬ 
textos.  Por  ejemplo,  un  programa  que  revisa  que  las  palabras  de  un  texto  estén  correctamente  es¬ 
critas  busca  estas  palabras  en  un  diccionario,  que  no  es  más  que  una  lista  ordenada  de  palabras. 
Los  problemas  de  este  tipo  se  llaman  problemas  de  búsqueda.  En  esta  sección  describiremos  va¬ 
rios  algoritmos  de  búsqueda.  En  la  Sección  2,3  estudiaremos  el  número  de  pasos  realizados  por 
cada  uno  de  estos  algoritmos. 

Un  problema  de  búsqueda  general  se  puede  describir  como  sigue:  localizar  un  elemento  en 
una  lista  de  elementos  distintos  a  f  r/7?  . ,,,  a  o  determinar  que  no  está  en  la  lista.  La  solución  a  este 
problema  de  búsqueda  es  la  localización  del  término  en  la  lisia  que  es  igual  que  jt  (esto  es,  la  so¬ 
lución  es  i  sí  A  =  ü)yes  0  si  x  no  está  en  la  lista, 

BUSQUEDA  LINEAL  El  primer  algoritmo  que  presentaremos  es  el  conocido  como  búsqueda 
lineal  o  búsqueda  secuencia).  El  algoritmo  de  búsqueda  lineal  comienza  por  comparar  x  y  a,. 
Cuando  x  =  ar  la  solución  es  la  localización  de  av  es  decir,  1 ,  Cuando x  ¿  ar  x  se  compara  con 
Si  a  -  a la  solución  resulta  ser  la  localización  de  a  .  es  decir,  2,  Cuando  x  *  a se  compara  a  con 
a y  Este  proceso  se  continúa,  comparando  a  sucesivamente  con  cada  término  de  la  1  ¡sin  hasta  que 
se  encuentra  una  coincidencia.  La  solución  es  la  localización  de  este  término,  a  no  ser  que  esta 
coincidencia  no  ocurra.  Si  se  ha  recorrido  la  lista  completa  sin  localizar  v,  la  solución  es  0.  El  pseu- 
docódigo  para  el  algoritmo  de  la  búsqueda  lineal  se  muestra  en  el  Algoritmo  2. 


ALGORITMO  2  Algoritmo  de  búsqueda  lineal 


procedure  búsqueda  Unealix:  entero.  a{1  a, . o  :  enteros  distintos) 

i  :=  I 

while  (í  <  n  y  x  *  a  ) 
i  ;=  i  +  I 

¡f  i  <  n  Ihen  local  izan  on  :=  i 
else  localización 0 

\ localización  es  d  subíndice  del  término  que  coincide  con  i,  o  es  0  si  x  no  es  encontrado) 


BUSQUEDA  BINARIA  Consideramos  ahora  otro  algoritmo  de  búsqueda.  Este  algoritmo  se 
puede  usar  cuando  la  lista  tiene  los  términos  en  orden  creciente  de  tamaño  (por  ejemplo,  si  los  tér¬ 
minos  son  números,  se  listan  de  menor  a  mayor;  sj  son  palabras,  se  listan  en  orden  lexicográfico  o 
alfabético).  Este  segundo  algoritmo  se  llama  algoritmo  de  búsqueda  binaria.  Se  desarrolla 
comparando  el  elemento  que  se  quiere  localizar  con  el  elemento  central  de  la  lista.  La  lista  en¬ 
tonces  se  parte  en  dos  sublistas  más  pequeñas.  Ambas  tienen  el  mismo  tamaño  o  una  de  ellas  tie¬ 
ne  un  elemento  más  que  la  otra.  La  búsqueda  continúa  restringiéndose  a  la  lista  apropiada,  ba¬ 
sándose  en  la  comparación  del  elemento  que  se  desea  localizar  con  el  término  central.  En  la 
Sección  2.3  se  mostrará  que  el  algoritmo  de  búsqueda  binaria  es  mucho  más  eficiente  que  el  de 
búsqueda  lineal.  El  Ejemplo  3  muestra  cómo  se  realiza  una  búsqueda  binaria. 


U>s  fúndame  neos;  algoritmos,  números  culeros  y  matrices  J 13 


EJEMPLO  3  Para  buscar  el  número  19  en  la  lista 

1235  67  8  10  12  13  15  16  18  19  20  22. 

primero  partimos  esta  lista,  que  tiene  16  términos,  en  dos  más  pequeñas  con  8  términos  cada  una, 
es  decir, 

123567  8  10  12  13  15  16  18  19  2022. 

Entonces,  19  se  compara  con  el  mayor  término  de  la  lista.  Como  10  <  19,  la  búsqueda  para  19  se 
puede  restringir  a  la  lista  que  contiene  desde  el  término  noveno  al  decimosexto  de  la  lista  original 
A  continuación  dividimos  esta  lista,  que  tiene  ocho  términos,  en  dos  sublistas  de  cuatro  elementos 
cada  una,  a  saber, 

12  13  15  16  18  19  20  22. 

Como  16  <  19  (comparando  19  con  el  mayor  elemento  de  la  primera  lista),  la  búsqueda  se  res¬ 
tringe  a  la  segunda  de  estas  listas,  la  que  contiene  desde  el  término  decimotercero  al  decimosexto 
de  la  lisia  original.  Esta  lista,  18  19  20  22,  se  parte  de  nuevo  en  otras  dos. 

18  19  20  22. 

Como  19  no  es  mayor  que  el  mayor  término  de  la  primera  de  estas  dos  listas,  el  cual  es  también  19, 
la  búsqueda  se  restringe  a  la  primera  lista.  18  19,  que  contiene  los  términos  decimotercero  y  deci¬ 
mocuarto  de  la  lista  original.  Esta  lista  de  nuevo  se  parte  en  dos  listas,  de  un  termino  cada  una:  18  y 
19.  Como  18  <  19,  ia  búsqueda  se  restringe  a  la  segunda  lista,  que  contiene  el  término  decimocuar¬ 
to  de  la  lista,  que  es  19.  Ahora  que  la  búsqueda  se  ha  reducido  a  una  lista  de  un  término,  se  hace  una 
comparación,  y  localizamos  el  valor  19  en  la  posición  decimocuarta  de  la  lista  original  ^ 

Ahora  especificaremos  los  pasos  de!  algoritmo  de  búsqueda  binaria.  Pitra  buscar  el  entero  x  en 
la  lista  íi„  ....tí  ,  donde  a .  <  c  ...  <tí  ,  comenzamos  comparando  r  con  el  término  a  central 
de  la  secuencia,  donde  m  -  [(/?  +  I )  /  2J,  (Recuerda  que  ]_.tJ  es  el  mayor  entero  que  es  menor  o 
igual  que  a).  Si  x  >  a  .  la  búsqueda  de  a  se  puede  restringir  a  la  segunda  mitad  de  la  lista,  que  es 

Qr  tí  . a  ,  Si  a  no  es  mayor  que  at.  la  búsqueda  de  v  se  puede  restringir  a  la  primera  mitad 

de  la  lista,  que  es  ar  a7 . a ^ 

La  búsqueda  se  ha  restringido  a  una  sublista  con  no  más  de  \n  t  T\  elementos  (  \x]  es  el  me¬ 
nor  entero  mayor  o  igual  que  v).  Utilizando  el  mismo  procedimiento,  se  compara  a  con  el  término 
del  medio  de  la  sublista  a  la  que  hemos  restringido  la  búsqueda.  Entonces,  la  búsqueda  se  vuelve 
a  restringir  a  una  de  las  ríos  mitades  de  esta  sublista.  Este  proceso  se  repite  hasta  que  se  obtiene  una 
sublista  con  un  único  término.  Entonces  se  determina  si  osle  término  es  a.  El  pseudoaktigo  para  el 
algoritmo  de  búsqueda  binaria  se  muestra  en  el  Algoritmo  3. 


ALGORITMO  3  Algoritmo  de  búsqueda  binaria 


procedure  búsqueda  hinanai a:  cillero,  «  ,  ay . an:  enteros  en  orden  creciente) 

i I  \i  es  el  extremo  izquierdo  del  intervalo  de  búsqueda! 
j  :=  n  |y  es  el  extremo  derecho  del  intervalo  de  búsqueda } 
while  i  <j 
begin 

m:=L(í'+»/2J 

if  v  >  a  Míen  i :=  m  +  l 

m 

else  j  m 
end 

if  x  =  a  then  localización  :=  / 

i 

el  se  local  iza  ( ion  0 

\ localización  es  el  subíndice  del  término  que  coincide  con  a\  o  es  0  si  a  no  está  en  la  lista! 


0 

El  Algoritmo  3  se  desarrolla  reduciendo  sucesivamente  el  rango  de  la  lista  en  la  que  se 
busca.  En  tina  posición  determinada,  sólo  se  consideran  los  términos  que  empiezan  por  üt  y  ter- 
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minan  en  a  .  En  olías  palabras,  i  y  j  son  los  subíndices  menor  y  mayor  respectivamente  de  los  tér¬ 
minos  en  los  que  se  busca.  El  Algoritmo  3  continúa  reduciendo  la  parte  de  la  lista  sobre  la  que  se 
busca  hasta  que  se  llega  a  una  lista  de  un  solo  término.  Cuando  se  llega  a  este  punto,  se  hace  una 
comparación  para  ver  si  este  término  coincide  con  y. 


ORDENACIÓN 


Ordenarlos  elementos  de  una  lista  es  un  problema  que  se  presenta  en  muchos  contextos.  Por  ejem 
pío,  para  generar  un  directorio  telefónico  es  necesario  ordenar  alfabéticamente  los  nombres  de  los 
usuarios.  Poner  en  orden  las  direcciones  en  una  lista  de  envíos  de  mensajes  de  correo  electrónico 
puede  determinar  sí  hay  direcciones  duplicadas.  Crear  un  diccionario  requiere  que  las  palabras  se 
pongan  en  orden  alfabético.  De  forma  similar,  para  generar  un  listado  útil  de  objetos  los  ordena¬ 
mos  en  orden  creciente  de  referencias. 

Supongamos  que  tenemos  una  lisia  de  elementos  de  un  conjunto.  Además,  supongamos 
que  conocemos  una  forma  de  ordenar  estos  elementos.  (La  noción  de  ordenar  elementos  de  con¬ 
juntos  se  discutirá  en  detalle  en  la  Sección  7.6).  Una  ordenación  es  colocar  estos  elementos  en  una 
lisia  en  la  cual  los  elementos  se  disponen  en  orden  creciente.  Por  ejemplo,  ordenar  ia  lista  7,  2,  ! , 
4,  5,  9  produce  la  lista  1, 2,  4,  5,  7,  9.  Ordenar  la  lista  (i  h,  c ,  a, /(usando  el  orden  alfabético)  da  lu  ¬ 
gar  a  la  lista  a ,  c,  d,f,  h. 

Se  dedica  un  altísimo  porcentaje  de  recursos  computac  i  onales  al  ordenamiento  de  cosas,  por  lo  que 
se  ha  invenido  mucho  esfuerzo  en  desarrollar  algoritmos  de  ordenación.  Se  ha  concebido  un  número 
sorprendentemente  grande  de  algoritmos  de  ordenación  utilizando  diferentes  estrategias.  ¡En  su  traba¬ 
jo  fundamental,  The  An  of  Computer  Programmmg,  Donald  Knuth  dedicó  cerca  de  400  páginas  al  pro¬ 
blema  de  ordenación,  tratando  en  profundidad  alrededor  de  15  algoritmos  de  ordenación  diferentes!  Hay 
muchas  razones  de  porqué  los  algoritmos  de  ordenación  interesan  a  los  científicos  computadonales  y 
a  los  matemáticos.  Entre  estas  razones  están  que  algunos  algoritmos  son  más  fáciles  de  implementar, 
otros  son  más  eficientes  (bien  en  general  bien  cuando  los  datos  de  entrada  cumplen  ciertas  caracterís¬ 
ticas,  tales  como  que  las  listas  oslen  ligeramente  desordenadas).  Otros  son  más  eficientes  en  arquitec¬ 
turas  computac  tona  les  particulares.  Algunos  algoritmos  son  especialmente  ingeniosas.  En  esta  sección 
presentaremos  dos  algoritmos  de  ordenación:  el  método  de  la  burbuja  v  la  ordenación  por  inserción. 
Otros  dos  algoritmos  de  ordenación:  la  ordenación  por  selección  y  la  ordenación  por  inserción  binaria, 
se  presentan  en  ios  problemas  del  final  de  la  sección.  La  ordenación  por  sacudida  ishake.  en  inglés)  se 
presenta  en  los  Problemas  complementarios  al  final  del  capítulo.  En  la  Sección  3.5  discutiremos  la  or¬ 
denación  por  mezcla  e  introduciremos  la  ordenación  rápida  (quicksort)  en  los  problemas  de  esa  sección. 
La  ordenación  por  torneo  se  presenta  en  los  problemas  de  la  Sección  9.2.  Estudiaremos  los  algoritmos 
de  ordenación  por  un  doble  motivo:  por  una  parte,  porque  la  ordenación  es  un  problema  importante;  por 
otra,  porque  estos  algoritmos  pueden  servir  como  ejemplo  de  muchos  conceptos  importantes. 

METODO  DE  LA  BURBUJA  La  ordenación  de  burbuja  es  uno  de  los  algoritmos  de  bús¬ 
queda  más  simples,  pero  no  uno  de  los  más  eficientes.  Coloca  los  elementos  de  una  lista  en  orden 
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Figura  1.  Los  pasos  de  ana  ordenación  por  el  método  de  la  burbuja. 
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EJEMPLO  4 


creciente  mediante  la  comparación  sucesiva  de  elementos  adyacentes,  intercambiándolos  si  están 
en  el  orden  equivocado.  Pañi  desarrollar  el  método  de  la  burbuja,  llevamos  a  cabo  la  operación  bá¬ 
sica,  intercambiar  un  elemento  mayor  por  otro  menor  que  le  siga,  comenzando  por  el  principio  de 
la  lisia  hasta  llegar  al  final  Iteramos  este  proceso  hasia  que  la  ordenación  se  completa.  Un  algo¬ 
ritmo  en  pseudocódigü  para  la  ordenación  de  burbuja  se  da  en  el  Algoritmo  4.  Podemos  imaginar 
los  elementos  de  la  lista  ordenados  en  una  columna.  En  el  ordenamiento  de  burbuja,  el  menor  ele¬ 
mento  «flota»  hacia  arriba  mientras  es  intercambiado  por  elementos  mayores.  Los  elementos 
mayores  se  «hunden»  al  fondo.  Esto  se  ilustra  en  el  Ejemplo  4. 

Usa  la  ordenación  de  burbuja  para  poner  4,  2.  4,  L  5  en  orden  creciente. 

Solución:  Los  pasos  de  este  algoritmo  se  ilustran  en  la  Figura  !  Se  comienza  comparando  los  dos 
primeros  elementos,  3  y  2.  Como  3  >  2,  se  intercambian  3  y  2,  produciendo  la  lista  2,  3,  4.  L  5. 
Como  3  <  4.  se  continua  comparando  4  y  1.  Como  4  >  í ,  se  intercambian  I  v  4,  produciendo  la  lis¬ 
ia  2,  3,  L  4,  5.  Como  4  <  5,  se  completa  la  primera  pasada.  La  primera  pasada  garantiza  que  el  ma¬ 
yor  demento,  5,  está  en  la  posición  correcta. 

La  segunda  pasada  comienza  comparando  2  y  3.  Como  están  en  el  orden  correcto,  se  com¬ 
paran  3  y  L  Como  3  >  I,  estos  números  se  intercambian,  produciendo  la  lista  2,  1,  3, 4,  5.  Corno 
3  <  4,  éstos  están  en  el  orden  conecto.  No  es  necesario  hacer  más  comparaciones,  puesto  que  5  ya 
está  en  la  posición  correcta.  La  segunda  pasada  garantiza  que  los  dos  elementos,  4  y  5,  están  en  las 
posiciones  correctas. 

La  tercera  pasada  comienza  comparando  2  y  I .  Estos  se  intercambian,  ya  que  2  >  1,  produ¬ 
ciendo  la  lista  1 . 2,  3, 4,  5.  Como  2  <  3,  estos  dos  elementos  están  en  el  orden  correcto.  No  es  ne¬ 
cesario  hacer  más  comparaciones  en  esta  pasada  porque  4  y  5  ya  están  en  sus  posiciones  correctas. 
La  tercera  pasada  garantiza  que  los  tres  mayores  elementos,  3,  4  y  5,  están  en  sus  posiciones 
correctas 

La  cuarta  pasada  consiste  en  una  comparación,  la  comparación  de  l  y  2.  Como  (  <  2.  estos 
elementos  están  en  el  orden  corréelo.  Esto  completa  la  ordenación  de  burbuja.  ^ 


ALGORITMO  4  La  ordenación  de  burbuja 


procedure  orden  hurhuja(ov  ) 

for  i  :=  I  to  n  l 
for  / 1  to  n  -  i 

if  a  >  a  ,  tlien  intercambiara  y  a 

j  j  +  i  t J  t  *  i 

( a, . a  está  en  orden  creciente  | 

1  1  n  r 


ORDENACIÓN  POR  INSERCION  La  ordenación  [tur  inserción  es  un  algoritmo  de  orde¬ 
nación  simple,  pero  no  es  generalmente  el  más  eficiente.  Para  ordenar  una  lista  con  n  elementos, 
la  ordenación  por  inserción  comienza  con  el  segundo  elemento.  Se  compara  este  segundo  elemen¬ 
to  con  el  primero  y  se  coloca  antes  del  primero  si  no  es  mayor  que  el  primer  elemento,  y  tras  el 
primer  elemento  si  es  mayor  que  éste.  En  este  punto,  los  dos  primeros  elementos  están  en  eí  orden 
correcto.  El  tercer  elemento  se  compara  con  el  primero,  y  si  es  mayor  que  él,  se  compara  con  el 
segundo.  Se  coloca  en  la  posición  correcta  entre  los  tres  primeros  elementos. 

Fn  genera!,  en  el  paso /-ésimo  de  la  ordenación  por  inserción,  el  demento /-ésimo  de  la  lista 
se  inserta  en  la  posición  correcta  de  la  lisia  formada  por  los  j  -  1  elementos  previamente  ordena¬ 
dos.  Para  insertar  el  elemento  j-esimo  en  la  lisia,  se  utiliza  una  búsqueda  lineal  (véase  el  Proble¬ 
ma  43);  el  demento /-ésimo  se  compara  con  los  j  I  del  comienzo  de  la  lista  ya  ordenados,  has- 
la  que  se  encuentra  el  primer  elemento  que  no  es  menor  que  éste  o  hasta  que  se  haya  comparado 
con  los  primeros  /  -  I  elementos.  El  elemento  /-ésimo  se  coloca  en  la  posición  correcta,  por  lo  que 
los  primeros/ elementos  quedan  ordenados.  El  algoritmo  continúa  hasta  que  d  último  elemento  se 
inserta  cu  la  posición  correcta  con  respecto  a  los  n  I  primeros  elementos  ya  ordenados.  La  or-  0 
donación  por  inserción  se  describe  en  pseudoeódigo  en  d  Algoritmo  5. 


I  (j  M  a tem ¿il  i ca  d  i  se  re  La  y  s  us  itp  I  i  c aci  vn  e  S 


EJEMPLO  5  Utiliza  la  ordenación  por  inserción  para  poner  la  lista  3,  2,  4,  1 , 5  en  orden  creciente. 

Solución:  La  ordenación  por  inserción  compara  primero  2  y  3.  Como  3  >  2,  coloca  2  en  la  primera 
posición,  produciendo  la  lista  2,  3*  4.  L  5  tía  parte  ordenada  de  la  lisia  se  muestra  en  negrita).  En 
este  punto,  2  y  3  están  en  el  orden  correcto.  Posteriormente,  se  inserta  el  tercer  elemento,  4,  en  la 
paite  ya  ordenada  de  la  lista  mediante  las  comparaciones  4  >  2  y  4  >  3.  Como  4  >  3,  4  se  coloca  en 
la  tercera  posición.  En  este  punto,  la  lista  es  2,  X  4,  L  5  y  sabemos  que  el  orden  de  los  tres  pri¬ 
meros  elementos  es  correcto.  Ahora  buscarnos  la  posición  correcta  para  el  cuarto  elemento,  1 .  en¬ 
tre  los  elementos  ya  ordenados  2,  3, 4.  Corno  l  <  2,  obtenemos  la  lista  1,  2,  3,  4,  5.  Finalmente,  co¬ 
locamos  5  en  ¡a  posición  correcta  por  comparaciones  sucesivas  con  L  2,  3  y  4.  Como  5  >  4,  va  al 
final  de  la  lista,  produciendo  el  orden  correcto  para  la  lista  completa.  ^ 


ALGORITMO  5  Ordenación  por  inserción 

procedure  arden j>or Jnsercion{av  ay. ....  uf¡:  números  reales  con  n  >  2) 
Tur  j 2  lo  n 
bCRÍll 
í  :=  1 

whilcti  >a 
i  :=  i  +  1 
m  :=  a 

for  k  0  to y  - i  -  I 

a  .  :~a  .  . 

J-*  y ■ i-  ! 

a .  m 

i 

end  {or  a „  ....  an  están  ordenados) 


ALGORITMOS  VORACES 


Muchos  de  los  algoritmos  que  estudiaremos  en  este  libro  están  diseñados  para  resolver  problemas 
de  optimización.  El  objetivo  de  tales  problemas  es  encontrar  la  solución  al  problema  dado  que 
bien  minimice  o  maximiee  el  valor  de  algún  parámetro.  Los  problemas  de  optimización  que  se  es¬ 
tudiarán  más  adelante  en  este  texto  incluyen,  entre  otros,  la  búsqueda  de  una  ruta  entre  dos  ciu¬ 
dades  con  el  menor  número  de  kilómetros  posible,  determinar  una  forma  de  codificar  mensajes 
usando  el  menor  número  de  bits  posible  o  encontrar  un  conjunto  de  enlaces  por  cable  de  fibra  óp¬ 
tica  entre  nodos  de  una  red  empleando  la  menor  longitud  de  cable. 

Sorprendentemente,  una  técnica  muy  simple  conduce  a  menudo  ¿t  una  solución  óptima  del 
problema.  Esta  técnica  hace  la  mejor  elección  en  cada  paso  en  vez  de  considerar  toda  la  secuencia 
global  de  pasos  que  podría  conducir  a  una  solución  óptima.  Los  algoritmos  que  hacen  lo  que  pa¬ 
rece  ser  la  «mejor»  elección  en  cada  paso  se  conocen  como  algoritmos  voraces  (greedy  en  ter- 
*  mínología  inglesa).  Una  vez  conocida  la  solución  proporcionada  por  un  algoritmo  voraz,  tenemos 

que  determinar  si  es  óptima.  Para  hacer  esto,  bien  demostramos  que  la  solución  es  realmente  óp¬ 
tima  o  bien  presentamos  un  contraejemplo  en  el  que  el  algoritmo  conduce  a  una  solución  que  no  es 
óptima.  Para  concretar  estos  conceptos,  consideraremos  un  algoritmo  para  dar  cambio  de  monedas, 

EJEMPLO  ó  Consideremos  el  problema  de  dar  cambio  de  n  céntimos  en  monedas  de  L  5,  10  y  25  céntimos 
usando  el  mínimo  número  de  monedas  posible.  Podemos  inventar  un  algoritmo  voraz  para  dar 
cambio  de  n  céntimos  haciendo  optimizaciones  locales  en  cada  paso,  esto  es.  en  cada  paso  esco¬ 
gemos  la  moneda  de  mayor  valor  posible  que  no  exceda  el  valor  n  y  la  añadimos  al  monto  del 
cambio.  Por  ejemplo,  para  dar  cambio  de  67  céntimos  seleccionamos  tina  moneda  de  25  céntimos 
(dejando  42  céntimos).  Luego  seleccionamos  otra  de  25  céntimos  (quedando  17),  seguimos  con 
una  de  10  (y  quedan  7).  Seguimos  con  una  de  5  (quedan  2  céntimos),  seguimos  con  una  moneda 
de  1  (quedando  1  céntimo)  y  acabamos  con  una  moneda  de  1.  ^ 
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El  Algoritmo  6  muestra  un  algoritmo  voraz  de  cambio  de  n  céntimos  utilizando  cualquier 
conjunto  de  valores  de  monedas. 


ALGORITMO  6  Algoritmo  voraz  para  dar  cambio 


procedure  camhio{cv  cr  c:  valores  de  las  monedas,  donde  c  >  e2  >  ...  >  c  ;  n:  un 
entero  positivo) 
for  i  :=  1  to  r 
while  n  >  c 

t 

begin 

se  añade  una  moneda  de  valor  c  al  cambio 

! 

n  n  -  f . 

ene! 


Hemos  descrito  un  algoritmo  voraz  para  dar  cambio  valido  para  monedas  de  lt  5,  10  y  25 
céntimos.  Mostraremos  que  este  algoritmo  conduce  a  una  solución  óptima  para  este  conjunto  de 
monedas  en  e!  sentido  de  que  da  el  menor  número  de  monedas  posible.  Antes  de  presentar  la  de¬ 
mostración,  veamos  que  hay  otros  conjuntos  de  monedas  para  las  cuales  el  algoritmo  voraz  pre¬ 
sentado  (Algoritmo  6)  no  produce  necesariamente  el  cambio  con  el  mínimo  número  de  monedas 
posible.  Por  ejemplo,  supongamos  que  sólo  tenemos  monedas  de  25,  10  y  I  céntimos  (no  de  5  cén¬ 
timos),  Para  30  céntimos,  el  algoritmo  voraz  daría  el  cambio  usando  seis  monedas  una  moneda 
de  25  y  cinco  de  1 — mientras  que  podríamos  haber  usado  tres  monedas  utilizando  ías  de  10  cén¬ 
timos. 


Si  n  es  un  entero  positivo,  entonces  el  cambio  de  n  céntimos  con  monedas  de  25,  10,  5  y  1  cén¬ 
timos  utilizando  el  menor  número  posible  de  monedas  tiene  como  máximo  dos  de  10,  como 
máximo  una  de  5  y  como  máximo  cuatro  de  1,  y  no  puede  tener  dos  de  1 0  y  una  de  5.  El  mon¬ 
to  del  cambio  en  mohedas  de  10,  5  y  1  céntimos  no  puede  exceder  24  cernimos. 


Demostración:  Damos  una  demostración  por  reducción  al  absurdo.  Mostraremos  que  si  tenemos 
más  del  número  de  monedas  especificadas  de  cada  tipo,  podríamos  reemplazarlas  por  un  número 
menor  de  monedas  con  el  mismo  valor  total  Debemos  tener  en  cuerna  que  si  tuviésemos  tres  mo¬ 
nedas  de  10  céntimos  las  podríamos  reemplazar  por  una  de  25  y  una  de  5.  Se  tuviésemos  dos  mo¬ 
nedas  de  5  las  podríamos  reemplazar  por  una  de  10,  y  si  tuviésemos  dos  monedas  de  10  y  una  de 
5,  se  podrían  reemplazar  por  una  de  25.  Como  podemos  tener  como  mucho  dos  de  10,  una  de  5  y 
cuatro  de  I .  pero  no  dos  de  10  y  una  de  5,  se  sigue  que  24  céntimos  es  la  mayor  cantidad  de  dinero 
que  podemos  tener  en  monedas  de  10, 5  v  I  cuando  damos  cambio  de  n  céntimos  usando  el  menor 
número  de  monedas,  <1 


El  Algoritmo  voraz  ó  da  el  cambio  con  el  menor  número  de  monedas  posible. 


Demostración:  Lo  demostraremos  por  reducción  al  absurdo.  Supongamos  que  hay  un  entero  po¬ 
sitivo  n  tal  que  tenemos  una  forma  de  dar  cambio  de  n  céntimos  usando  monedas  de  25,  10,  5  y  I 
céntimos  que  utilice  menos  monedas  que  el  algoritmo  voraz.  Primero  observaremos  que  q\  el  nu¬ 
mero  de  monedas  de  25  usado  en  el  algoritmo  óptimo  de  cambio  para  n  céntimos,  debe  ser  el  mis¬ 
mo  que  q,  el  número  de  monedas  de  25  que  da  el  algoritmo  voraz.  Para  mostrar  esto,  téngase  en 
cuenta  primero  que  el  algoritmo  voraz  usa  el  máximo  posible  de  monedas  de  25,  por  lo  que 
q  <  q.  Sin  embargo,  también  se  cumple  que  q  no  puede  ser  menor  que  q.  Si  q  fuese  menor  que  q , 
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necesitaríamos  reunir  al  menos  25  céntimos  con  monedas  de  10,  5  y  1  con  esta  forma  optimizada 
de  dar  cambio.  Pero  esto  es  imposible  por  el  Lema  L 

Como  debe  haber  el  mismo  número  de  monedas  de  25  en  el  resultado  de  los  dos  métodos  de 
dar  cambio,  el  valor  de  las  monedas  de  10, 5  y  í  céntimos  dados  por  estos  dos  métodos  deben  ser 
el  mismo  y  no  deben  sumar  mas  de  24  Debe  haber  el  mismo  número  de  monedas  de  10,  porque  el 
algoritmo  voraz  utiliza  el  máximo  número  posible  de  estas  monedas  y  por  el  Lema  L  cuando  se  da 
cambio  usando  el  número  menor  posible  de  monedas,  se  utilizan  como  máximo  una  de  5  y  como 
máximo  cuatro  de  1 ,  por  lo  que  también  en  el  algoritmo  óptimo  se  emplea  el  mayor  número  po¬ 
sible  de  monedas  de  10.  De  forma  similar,  tenemos  el  mismo  número  de  monedas  de  5  y,  final¬ 
mente,-  el  mismo  número  de  monedas  de  1  céntimo,  <] 


Problemas 

L  Detalla  todos  los  pasos  realizados  por  el  Algoritmo  1 
para  encontrar  el  máximo  de  la  lista  1,8, 12, 9, 11.2,  14. 
5, 10, 4. 

2.  Determina  qué  características  de  un  algoritmo  tienen  los 
siguientes  procedimientos  y  cuáles  les  fallan. 

a)  procedo  re  doble  (n:  entero  positivo) 
while  n  >  0 

n  2n 

b)  procedo  re  division{n:  entero  positivo) 

while  n  2  0 
begin 
m  :=  1  jn 
n  n  -  1 
end 

c)  procedo  re  sumain:  entero  positivo) 
sam  0 

while  i <  1 0 
sum  :=  sitm  +  i 

el )  p  r oc  e  d  1 1  r  e  escoger ( a ,  b:  e  ntero  s ) 
x  bien  a  o  h 

3.  Describe  un  algoritmo  que  calcule  la  suma  de  todos  los 
enteros  de  una  lista. 

4 .  I  )es  c  r  i  be  un  a  I  gorí  t  m  o  q  u  e  teng  a  co  m  o  e  n  t  rad  a  un  a  lis  ta 
de  n  enteros  y  genere  como  salida  la  mayor  diferencia  en¬ 
tre  dos  enteros  consecutivos  de  la  lista. 

5.  Describe  un  algoritmo  que  tenga  como  entrada  una  lista 
de  /?  enteros  en  orden  no  decreciente  v  genere  la  lista  de 
todos  los  valores  que  aparecen  más  de  una  vez. 

6.  Describe  un  algoritmo  que  tenga  como  entrada  una  lista 
de  ti  enteros  y  devuelva  el  número  de  enteros  negativos 
de  la  lista. 

7.  Describe  un  algoritmo  que  tenga  como  entrada  una  lista  de 
n  enteros  y  devuelva  la  posición  del  último  entero  par  de 
la  lista  o  devuelva  0  si  no  hay  números  pares  en  la  lista. 

8.  Describe  un  algoritmo  que  tenga  como  entrada  una  lista 
de  n  enteros  distintos  y  devuelva  la  posición  del  mayor 
entero  par  de  la  lista  o  devuelva  0  si  no  hay  enteros  pares. 


9.  Un  palíndromo  es  una  cadena  que  se  lee  igual  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  que  al  revés.  Describe  un  algoritmo 
para  determinar  si  una  cadena  de  n  caracteres  es  un  pa¬ 
líndromo. 

10.  Describe  un  algoritmo  para  calcular  x\  donde  a  es  un  nú¬ 
mero  real  y  n  es  un  entero.  {Indicación :  Primero  des¬ 
arrolla  un  procedimiento  para  calcular  _rir  cuando  //  no 
es  negativo  mediante  multiplicaciones  sucesivas  de  v, 
comenzando  por  1.  Luego  extiende  el  procedimiento  y 
utiliza  el  hecho  de  que  x "  =  1  /_riJ  para  calcular  f  cuando 
n  es  negativo). 

11.  Describe  un  algoritmo  que  intercambie  los  valores  de 
las  variables  .t  e  y  utilizando  sólo  asignaciones.  ¿Cuál 
es  el  número  mínimo  de  asignaciones  necesarias? 

12.  Describe  un  algoritmo  que  realíce  sólo  asignaciones  para 
reemplazar  la  terna  ú.  y,  z)  por  (y,  z.x).  ¿Cuál  es  el  mí¬ 
nimo  número  de  asignaciones  necesarias? 

13.  Enumera  los  pasos  realizados  en  lo  búsqueda  del  núme¬ 
ro  9  en  la  sucesión  L  3,  4.  5y  6,  8.  9,  1 1  utilizando: 

a)  una  búsqueda  lineal  b)  una  búsqueda  binaria 

14.  Enumera  lodos  los  pasos  realizados  en  la  búsqueda  del 
número  7  en  la  sucesión  dada  en  el  Problema  1 3. 

15.  Describe  un  algoritmo  que  inserte  un  entero  x  en  Ja  posi¬ 
ción  apropiada  de  la  lista  de  enteros  av  a.„  a  dis¬ 
puestos  en  orden  creciente. 

16.  Describe  un  algoritmo  para  encontrar  el  menor  entero 
de  una  sucesión  imita  de  números  naturales. 

17.  Describe  un  algoritmo  que  localice  la  primera  aparición 
del  mayor  elemento  de  una  lista  finita  de  enteros,  donde 
los  enteros  de  la  lista  no  son  necesariamente  distintos. 

18.  Describe  un  algoritmo  que  localice  la  primera  aparición 
del  menor  demento  de  una  lista  finita  de  enteros,  donde 
los  enteros  de  1  alista  no  son  necesariamente  distintos. 

19.  Describe  un  algoritmo  que  calcule  el  máximo,  el  mínimo, 
la  media  y  la  mediana  de  un  conjunto  de  tres  enteros,  (La 
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mediana  de  un  conjunto  de  enteros  es  el  elemento  del 
medio  de  la  lista  cuando  los  números  se  disponen  en  or¬ 
den  creciente.  La  media  de  un  conjunto  de  enteros  es  la 
suma  de  sus  valores  dividido  por  el  número  de  enteros 
del  conjunto). 

20*  Describe  un  algoritmo  para  obtener  el  mayor  y  d  menor 
valor  de  una  sucesión  finita  de  enteros. 

2L  Describe  un  algoritmo  que  disponga  los  tres  primeros 
términos  de  una  sucesión  de  enteros  de  longitud  arbitraria 
en  orden  creciente. 

22*  Describe  un  algoritmo  que  devuelva  la  palabra  más  larga 
de  una  frase  dada,  donde  una  palabra  es  una  cadena  de 
letras  y  una  frase  es  una  lista  de  palabras  separadas  por 
espacios  en  blanco. 

23,  Describe  un  algoritmo  que  determine  si  una  función  de 
un  conjunto  finito  en  otro  conjunto  finito  es  sobreyectiva. 

24*  Describe  un  algoritmo  que  determine  si  una  función  de 
un  conjunto  finito  en  otro  conjunto  finito  es  invectiva. 

25.  Describe  un  algoritmo  que  cuente  los  bits  I  que  aparecen 
en  una  cadena  de  bits  examinando  cada  bit  para  determi¬ 
nar  si  es  o  no  un  I . 

26.  Modifica  el  Algoritmo  3  para  que  el  procedimiento  de 
búsqueda  binaria  comparé  v  con  a  en  cada  paso  del  al¬ 
goritmo,  terminando  si  X  —  a^.  ¿Qué  ventaja  tiene  esta 
versión  del  algoritmo? 

27*  El  algoritmo  de  búsqueda  ternaria  localiza  elementos 
en  una  lista  de  enteros  dados  en  orden  creciente  divi¬ 
diendo  sucesivamente  la  lista  en  tres  sablistas  de  igual  ta¬ 
maño  (o  de  tamaño  tan  parecido  como  sea  posible)  y 
restringiendo  la  búsqueda  al  fragmento  apropiado*  Espe- 
c trica  los  pasos  de  este  algoritmo. 

28.  Especifica  los  pasos  de  un  algoritmo  que  localiza  ele¬ 
mentos  en  una  lista  de  enteros  dados  en  orden  creciente 
dividiendo  sucesivamente  la  lista  en  cuatro  sublistas  de 
igual  tamaño  (o  de  tamaño  tan  parecido  como  sea  posi¬ 
ble)  y  restringiendo  la  búsqueda  al  fragmento  apropiado. 

29.  La  moda  de  una  lista  de  enteros  es  un  elemento  que  se 
presenta  al  menos  tan  a  menudo  como  cada  uno  de  los 
otros*  Describe  un  algoritmo  que  calcule  una  moda  de 
una  lista  no  decreciente  de  enteros. 

30.  Describe  un  algoritmo  que  calcule  todas  las  modas  (de- 
buida  en  el  Problema  29)  de  una  lista  de  enteros  no  de¬ 
creciente. 

3L  Describe  un  algoritmo  que  obtenga  el  primer  término  de 
una  sucesión  de  enteros  que  sea  igual  que  alguno  de  los 
anteriores  términos  de  la  sucesión. 

32*  Describe  un  algoritmo  que  obtenga  lodos  los  términos  de 
una  sucesión  finita  de  enteros  que  sean  mayores  que  la 
suma  de  todos  los  términos  previos. 


*33*  Describe  un  algoritmo  que  devuelva  el  primer  termino  de 
una  sucesión  de  enteros  positivos  que  sea  menor  que  el 
té  mi  i  no  que  I  e  pre  cede  i  n  medí  at  a  m  ente. 

34*  U  ú  liza  el  método  de  3  a  burbuja  para  ordenar  6.  2*  3,  í.  5* 
4  mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso* 

35.  Usa  el  método  de  la  burbuja  para  ordenar  3*  L  5*  7,  4 
mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso. 

36.  Utiliza  el  método  de  la  burbuja  para  ordenar  d. }.  m,  a, 
b  mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso. 

*37.  Adapta  el  algoritmo  de  ordenación  de  la  burbuja  para  que 
pare  cuando  no  se  necesiten  más  intercambios.  Escribe 
en  pseudocódigo  esta  versión  más  eficiente  del  método. 

38.  Utiliza  la  ordenación  por  inserción  para  ordenar  la  lista  del 
Problema  34  mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso. 

39 .  Ulíliz  a  1  a  <  >rd  enac ion  por  i  n  se  re  i  ón  para  orden  ar  I  a  I  i  sta  de  I 
Problema  35  mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso, 

40.  Utiliza  la  ordenación  por  inserción  para  ordenar  la  lista  del 
Problema  36  mostrando  las  listas  obtenidas  en  cada  paso. 

La  ordenación  por  selección  comienza  buscando  el  menor 
elemento  de  ía  lista.  Este  elemento  se  desplaza  a  la  primera  po¬ 
sición.  Entonces,  se  localiza  el  menor  elemento  entre  los  res¬ 
tantes  de  la  lista  y  se  pone  en  segunda  posición.  El  procedi¬ 
miento  se  repite  hasta  que  la  lista  completa  esté  ordenada. 

4E  Ordena  las  listas  siguientes  usando  la  ordenación  por  se¬ 
lección. 

¿0  3,5,4,1,2  b)  5,  4,  3*  2,  1  c)  1.2*3.  4,  5 

42*  Escribe  el  algoritmo  de  ordenación  por  selección  en 
pseudocódigo, 

43 .  I )e se  r i  be  u  n  a I gor  i  í  rn o  ba sad o  e n  1  a  bu sq ue í la  I  i n ea  I  pa ra 
determinar  la  posición  correcta  en  la  que  se  debe  insertar 
un  elemento  nuevo  en  una  lista  ya  ordenada. 

44.  Describe  una  algoritmo  basado  en  la  búsqueda  binaria 
para  determinar  la  posición  correcta  en  la  cual  se  puede 
insertaron  elemento  en  una  lisia  ya  ordenada. 

45.  ¿Cuántas  comparaciones  necesita  ¡a  ordenación  por  in¬ 
serción  para  ordenar  la  lista  1,2,  n? 

46.  ¿Cuántas  comparaciones  necesita  la  ordenación  por  in¬ 
serción  para  ordenar  la  lisia  m  n  ],...,  2,  3  ? 

La  ordenación  por  inserción  binaria  es  una  variante  de  la  or¬ 
denación  por  inserción  que  utiliza  la  técnica  de  búsqueda  bi¬ 
naria  (véase  el  Problema  44)  en  lugar  de  3a  búsqueda  lineal 
para  insertar  el  ciernen  lo  /-ésimo  en  d  lugar  correcto  entre  los 
elementos  ordenados  p re v jámente* 

47*  Muestra  todos  los  pasos  realizados  por  la  ordenación  por 
inserción  binaria  para  ordenar  la  lisia  3*  2,  4,  5,  L  6* 
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4$.  Calcula  el  número  de  comparaciones  realizadas  por  la  or¬ 
denación  por  inserción  y  por  la  ordenación  por  inserción 
binaria  para  ordenar  la  lista  7, 4, 3*|t*  1,5, 4.  2, 

'49.  Expresa  la  ordenación  por  inserción  binaria  en  pseudo- 
código. 

50.  al  Escribe  una  variante  de  la  ordenación  por  inserción 

utilizando  la  técnica  de  búsqueda  lineal  que  inserte  el 
elemento  pésimo  en  la  posición  correcta  comparán¬ 
dolo  en  primer  lugar  con  el  elemento  {j  -  l  pésimo, 
I  ueg o  co n  e  1  (j  2)-ésimo  y  as i  s  ucesi  vamenic . 

b)  Utiliza  tu  algoritmo  para  ordenar  3S  2. 4. 5,  1.6. 

c)  Responde  al  Problema  45  utilizando  este  algoritmo, 
tí)  Responde  al  Problema  46  usando  este  algoritmo. 

51.  Cuando  una  lista  de  elementos  viene  dada  casi  en  orden 
correcto,  /qué  seria  más  eficiente:  usar  una  ordenación 
por  inserción  o  la  variante  descrita  en  d  Problema  50? 

52.  Utiliza  el  algoritmo  voraz  para  dar  cambio  de: 

a|  87  céntimos  b)  49  céntimos 

el  99  céntimos  d)  33  céntimos 

usando  monedas  de  25,  10, 5  y  1  céntimos. 

53.  Utiliza  el  algoritmo  voraz  para  Jar  cambio  de: 

id  51  céntimos  bt  69  céntimos 

c!  76  céntimos  di  60  céntimos 

usando  monedas  de  25.  10.  5  y  I  céntimos. 

54.  Utiliza  el  algoritmo  voraz  para  dar  cambio  usando  mo¬ 
nedas  de  25,  10  v  I  céntimos  ( pero  no  de  5  céntimos)  de 


las  cantidades  dadas  en  d  Problema  52.  ¿Para  cuáles  de 
estas  cantidades  da  el  cambio  d  algoritmo  voraz  con  el 
menor  número  posible  de  monedas? 

55.  Utiliza  d  algoritmo  voraz  para  dar  cambio  usando  mo¬ 
nedas  de  25.  10  y  ]  céntimos  (pero  no  de  5  céntimos)  de 
las  cantidades  dadas  en  d  Problema  53.  ¿Para  cuáles  de 
estas  cantidades  da  el  cambio  el  algoritmo  voraz,  con  el 
menor  número  posible  de  monedas? 

56.  Muestra  que  si  podemos  usar  monedas  de  1 2  céntimos,  el 
algoritmo  voraz  usando  monedas  de  25.  de  12.  de  10,  de 
5  y  de  1  céntimos  no  daría  siempre  el  cambio  con  d  me¬ 
nor  número  posible  de  monedas, 

57.  a)  Describe  im  algoritmo  voraz  que  resuelva  el  proble¬ 

ma  de  organizar  un  subconjunto  de  una  sucesión  de 
charlas  propuestas  en  un  salón  de  actos  seleccionando 
en  cada  paso  b  charla  que  tenga  la  hora  de  finaliza¬ 
ción  más  temprana  entre  aquellas  que  no  entran  en 
conflicto  con  las  ya  organizadas.  (En  la  Sección  3.3 
mostraremos  que  este  algoritmo  voraz  siempre  pro¬ 
duce  tina  organización  que  incluye  el  mayor  número 
de  charlas  posibles). 

b)  Utilizo  el  algoritmo  del  apartado  (a)  pora  organizar 
el  mayor  número  posible  de  charlas  en  d  salón  tíc 
actos  de  un  conjunto  propuesto  de  charlas  si  las  ho¬ 
ras  de  comienzo  v  finalización  de  éstas  son:  9: fió  y 
9:45;  9:30  y  10:00;  9:50  y  10:15;  10:00  y  10:30: 
10:10  y  10:25;  10:30  y  10:55;  10:15  y  10:45;  10:30 
y  ll;00;  10:45  y  11:30;  10:55  y  11:25;  11:00  y 
11:15. 


2.2  Crecimiento  de  funciones 

INTRODUCCIÓN 


En  la  Sección  2.1  discutirnos  el  concepto  de  algoritmo.  Presentamos  algoritmos  que  solucionan 
ciertos  problemas,  como  la  búsqueda  dé  un  elemento  en  una  lista  o  la  ordenación  de  una  lista.  F.n 
la  Sección  2,3  estudiaremos  el  número  de  operaciones  que  realizan  estos  algoritmos.  En  particular, 
haremos  una  estimación  del  numero  de  comparaciones  utilizadas  por  los  algoritmos  de  búsqueda 
lineal  y  binaria  para  encontrar  un  elemento  en  una  sucesión  de  n  elementos.  También  estimaremos 
d  numero  de  comparaciones  realizadas  en  los  métodos  de  ordenación  de  la  burbuja  y  por  inserción 
para  la  ordenación  de  una  lista  de  n  elementos,  ti  tiempo  requerido  para  resolver  un  problema  no 
sólo  depende  del  número  de  operaciones  que  realiza.  También  depende  del  hardware  y  el  software 
usado  para  ejecutar  el  programa  que  implementa  el  algoritmo.  No  obstante,  cuando  se  cambia  la 
plataforma  en  la  que  se  implementa  el  algoritmo,  el  tiempo  que  se  requiere  para  solucionar  un  pro¬ 
blema  de  tamaño  n  se  puede  aproximar  con  cierta  precisión  multiplicando  el  tiempo  requerido  an¬ 
teriormente  por  una  constante.  Por  ejemplo,  en  un  supercomputador  deberíamos  ser  capaces  de  re¬ 
solver  un  problema  de  tamaño  ti  en  tiempo  tíe!  orden  de  un  millón  de  veces  menor  que  en  un  PC. 
Sin  embargo,  este  factor  de  un  millón  no  dependerá  de  n  (excepto  quizá  en  algunos  casos  meno¬ 
res).  Una  de  las  ventajas  del  uso  de  la  notación  O  que  introduciremos  en  esta  sección  es  que  po¬ 
demos  estimar  el  crecimiento  de  una  función  sin  preocuparnos  por  las  constantes  de  multiplicación 
o  los  términos  de  menor  orden.  Esto  quiere  decir  que  usando  la  notación  O  no  nos  tenemos  que 
preocupar  del  hardware  o  software  que  utilizamos  en  la  implementación  del  algoritmo.  Además, 
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utilizando  esta  función  podemos  asumir  que  diferentes  operaciones  utilizadas  en  el  algoritmo  con¬ 
sumen  el  mismo  tiempo,  lo  que  simplifica  el  análisis  considerablemente. 

La  notación  O  es  ampliamente  utilizada  para  estimar  e!  numero  de  operaciones  que  realiza  un 
algoritmo  a  medida  que  su  entrada  crece.  Con  la  ayuda  de  esta  notación  podemos  determinar  si  es 
práctico  usar  un  algoritmo  particular  para  solucionar  un  problema  a  medida  que  el  tamaño  de  la  en¬ 
trada  aumenta.  Además,  utilizando  esta  notación,  podemos  comparar  dos  algoritmos  para  deter¬ 
minar  cuál  es  el  más  eficiente  en  función  del  crecimiento  de  la  entrada.  Por  ejemplo,  si  tenemos 
dos  algoritmos  que  resuelven  un  problema,  uno  usando  KXVr  +  \7n  4  4  operaciones  y  otro  r¡r  ope¬ 
raciones,  la  notación  O  nos  puede  ayudar  a  ver  que  el  primero  de  ellos  realiza  menos  operaciones 
cuando  n  es  grande,  incluso  aunque  necesite  más  operaciones  para  valores  pequeños,  como  //  =  10. 

Esta  sección  presenta  la  notación  O  y  la  relaciona  con  las  notaciones  Omega  y  Zeta.  Expli¬ 
caremos  cómo  se  construyen  las  estimaciones  O,  Omega  y  Zeta  y  desarrollaremos  estimaciones  de 
algunas  funciones  importantes  que  se  utilizan  en  el  análisis  de  algoritmos. 


LA  NOTACIÓN  «O  MAYÚSCULA» 


El  crecimiento  de  las  funciones  se  describe  a  menudo  mediante  una  notación  especial,  que  se  pre¬ 
senta  en  la  Definición  1. 

• 

Sean /y  g  dos  funciones  del  conjunto  de  los  enteros  o  de  los  reales  en  el  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  reales.  Decimos  que/í.r)  es  0(g(xj)  si  existen  dos  constantes  C  y  k  tales  que 

■  • ;  • ' ;  •  •  ...  -  ,  ••  •  ■'  •'  -  rv"  xt..  •.  ••  ••  ' 

mwjc&m 

siempre  que  a  >  k.  (Esto  se  puede  leer  como  «fix)  es  o  mayúscula  de  gix)»  o  <<f(x)  es  una  o  ma¬ 
yó  se  ul  a  de  g  ix)>>)  * 


Las  constantes  C  y  k  de  la  definición  se  llaman  testigos  de  la  relación /(a)  es  0(g(x))>  Para  esta¬ 
blecer  que  fix)  es  0(g(x))  necesitamos  sólo  un  par  de  testigos  para  esta  relación.  Esto  es.  para  mos¬ 
trar  que  fix)  es  0(g(x))  necesitamos  encontrar  sólo  un  par  de  constantes  C  y  L  ios  testigos,  tales 
que  \fix)\  <  C],g(x)[  siempre  que  x  >  k. 

Ten  en  cuenta  que  si  hay  un  par  de  testigos  para  esta  relación,  habrá  infinitos  pares  de  testigos. 
Para  ver  esto,  observa  que  si  C  y  k  son  un  par  de  testigos,  entonces  cualquier  par  Cf  y  k\  donde  C  <  C 
y  k  <  k\  es  también  un  par  de  testigos,  puesto  que  \fix)\  <  C\g(x)¡  <  C\ g(x)|  siempre  que  a  >  k *  >  k. 
Un  método  útil  para  encontrar  un  par  de  testigos  es  seleccionar  primero  un  valor  de  k  para  el 
cual  se  pueda  estimar  el  tamaño  de  cuando  x  >  k  y  ver  si  podemos  usar  esta  estimación  para 
obtener  un  valor  de  C  para  el  cual  J(x)\  <  C|g(  v)|  siempre  que  x  >  k.  Este  método  se  ilustra  en  el 
Ejemplo  1. 

Demuestra  que/(x)  -  v2  +  2x  +  1  es  (7(  v2). 

Solución:  Observamos  que  podernos  estimar  el  tamaño  de/(x)  cuando  x  >  1  porque  x  <  a  y  1  <  r 
para  x>  L  Por  tanto,  se  sigue  que 

0 < x2  4  2x +  I  <x2  +  lr2  +  .v2  =  4r 

siempre  que  x  >  L  como  se  muestra  en  la  Figura  I .  Por  consiguiente,  podemos  tomar  C  =  4  y  k  =  I 
corno  testigos  para  mostrar  que  f(x)  es  O  ir).  Esto  es,  fix)  =  x2  +  2a  4-  3  <  4_\2  siempre  que  x  >  L 
(Observa  qué  aquí  no  es  necesario  usar  valores  absolutos  porque  todas  las  funciones  de  las  igual¬ 
dades  son  positivas  para  x  positivo). 

Alternativamente,  podemos  estimar  el  tamaño  de  fix)  cuando  \  >  2,  Si  x  >  2,  tenemos  que 
2x  <  x1  y  1  <x2.  Por  tanto,  si  x  >  2r  tenemos 

0  <  X2  4  2x  4  l  <  A'2  4  X2  4  X2  -  3x2  . 

Se  sigue  de  aquí  que  C  -  3  y  k  -  2  son  también  testigos  de  la  relación  fix)  es  0(x2). 


>2  Matemática  discreta  y  aplicaciones 


Observa  que  en  la  relación  j{x)  es  OCr).  ,r  se  puede  reemplazar  por  cualquier  función  que 
tome  valores  mayores  que  x2.  Por  ejemplo. /Ir)  es  Oix5 1  o  f\ x)  es  OCr  +  x  +  7 ). 

También  se  cumple  que  je2  es  0(x*  +  2v  +  1 ),  porque  x2  <  a"  +  2v  +  1  si  v  >  L  Esto  significa 
que  C  =  1  y  Jfc  =  1  son  testigos  de  ¡a  relación  x2  es  0(x2  +  2x  +  I).  ^ 

Observa  que  en  el  Ejemplo  1  tenemos  dos  funciones, J(x)  =  ,v  +  2x+  l  y  g{ x)  -x\  tales  que 
f(x)  es  0(g(x))  y  g(x)  es  0(f(x))  —lo  último  se  deduce  de  la  desigualdad  x2  <  x2  +  2a  +  I P  que  se 
cumple  para  todo  número  real  x  no  negativo.  Decimos  que  las  dos  funciones  flx)  y  £(a)  que  satis¬ 
facen  estas  dos  relaciones  O  son  del  mismo  orden.  Volveremos  a  esta  notación  en  esta  sección. 

Observación:  El  hecho  de  quefix)  sea  0(g Or»  se  escribe  a  veces  como /(a)  =  0(g(x)).  No  obs¬ 
tante,  el  signo  de  igualdad  en  esta  notación  no  representa  genuinamente  una  igualdad.  Al  contra¬ 
rio,  esta  notación  nos  dice  que  se  mantiene  una  desigualdad  que  relaciona  los  valores  de  las  fun¬ 
ciones  fy  g  para  números  suficientemente  grandes  del  dominio  de  ambas. 

La  notación  O  se  ha  utilizado  en  matemáticas  desde  hace  más  de  un  siglo.  En  ciencias 
de  la  computación  se  usa  ampliamente  para  el  análisis  de  algoritmos,  como  se  verá  en  la 
Sección  2.3.  El  matemático  alemán  Paul  Bachmann  introdujo  esta  notación  en  1892  en  un  im¬ 
portante  libro  acerca  de  la  teoría  de  números-  El  símbolo  O  también  se  conoce  como  símbolo 
de  Laudan  por  Edmund  Laudan,  matemático  alemán  que  utilizó  frecuentemente  esta  notación 
a  lo  largo  de  su  obra.  El  uso  de  ia  notación  O  en  ciencias  de  la  computación  fue  popularizado 
por  Dona  Id  Knuth,  quien  introdujo  además  las  notaciones  Omega  y  Zeta,  que  se  definirán  en 
esta  sección. 


Figura  1.  La  función,  c  +  2x  +  I  es  OU2). 


Enlaces 


P  A  t  L  (i  UST  V  V  n  í :  r  N  R  Kit  BACHMANN  í  i  837-  I  **20í  Paul  Bachmann,  hijo  tic  un  pastor  luterano,  compartió  d  es¬ 
tilo  de  vida  pío  y  el  amor  por  la  música  de  su  padre.  Su  talento  matemático  fue  descubierto  por  urrn  de  sus  profesores,  aun¬ 
que  tuvo  ciertas  dificultades  en  sus  estudios  primarios  en  matemáticas.  Tras  recuperarse  de  una  tuberculosis  en  Suiza,  Bach- 
marm  estudió  matemáticas  primero  en  la  Universidad  de  Berlín  >  más  tarde  en  t tolinga,  donde  asistió  a  las  clases  del 
famoso  matemático  Dirichlei.  especialista  en  la  teoría  de  números.  Recibió  su  doctorado  bajo  la  dirección  de  otro  espe¬ 
cialista  de  La  teoría  de  números.  Kummer,  en  1862;  su  tesis  verso  sobre  la  teoría  de  grupos.  Hachmunn  lúe  profesor  en  Bies- 
Jan  y  más  tarde  en  Münstcr,  Tras  retirarse,  continuó  escribiendo  matemáticas,  tocando  el  piano  y  publicando  criticas  mu¬ 
sicales  en  los  periódicos.  Km  re  los  escritos  sobre  matemáticas  de  Badimaun,  se  incluye  una  revisión  en  cinco  volúmenes 
de  los  resultados  y  métodos  de  la  teoría  de  números,  un  u  abajo  en  dos  volúmenes  sobre  teoría  de  números  elemental,  un  li¬ 
bro  sobre  nú  me  ton  irracionales  y  un  libro  sobre  la  famosa  conjetura  conocida  como  el  «Ultimo  teorema  de  Fcrmat».  In¬ 
trodujo  la  notación  O  en  1892  en  su  libro  AnalyttSí  he  Zcthlentheorie, 
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Cuando  j(x)  es  Oig(x))  y  h(x)  es  una  función  mayor  en  valor  absoluto  que  g{ x)  para  valores 
suficientemente  grandes  de  x,  se  verifica  que  fíx)  es  0{h(x)).  En  otras  palabras,  la  función  g(x)  en 
la  relación  f(x)  es  0(g{x))  se  puede  reemplazar  por  una  función  mayor  en  valor  absoluto.  Para  ver 
esto,  observa  que  si 

1/1  DI  <  C\g(x)\  si  x  >  K 
y  si  |/¿(x)l  >  \g(x)\  para  todo  v  >  A,  entonces 

\f(x)¡  <  C  \h(x)\  si  a  >  A; 
por  tanto,  f(x)  es  0(h(xj). 

Cuando  se  utiliza  la  notación  O.  la  función  g  en  la  relación  /(a)  es  0(g(x))  se  elige  tan  pe¬ 
queña  como  sea  posible  (a  veces  de  un  conjunto  de  funciones  de  referencia,  como  las  funciones  de 
la  forma  aC  donde  n  es  un  entero  positivo), 

Hn  ¡os  comentarios  que  siguen,  casi  siempre  trataremos  con  funciones  que  toman  sólo  valo¬ 
res  positivos.  Las  referencias  a  valores  absolutos  se  pueden  eliminar  cuando  trabajarnos  con  la  fun¬ 
dón  O  en  la  estimación  de  tales  funciones.  La  Figura  2  ilustra  la  relación  fix)  es  0(g(x)). 

El  Ejemplo  2  ilustra  cómo  se  usa  la  notación  O  para  estimar  el  crecimiento  de  funciones. 


íái  parte  de  Ea  gráfica  de/u;}  que  satisface 
f[x  \  <  Cg  (a)  se  muestra  más  gruesa 


Figura  2,  L,a  función  f(x )  es  0(g(.v)). 


Demuestra  que  7x:-  es  0(x3). 

Solución:  Observa  que  cuando  v  >  7,  tenemos  que  Ix1  <  x\  (Podemos  obtener  esta  desigualdad 
multiplicando  ambos  lados  de  x  >  7  por  x2).  Por  tanto,  podemos  tomar  C  =  1  y  k  -  7  como  testigos 
para  establecer  la  relación  7r  es  0(x/).  De  forma  alternativa,  cuando  a  >  1 ,  tenemos  que  Ix1  <  7x% 
por  lo  que  C  =  7  y  jt  =  1  son  también  testigos  de  la  relación  lx2  es  (9(xr).  <4 

F1  Ejemplo  2  muestra  que  7x2  es  Oír1/  ¿Es  cierto  también  que  a-  es  O (7a2)? 

Solución:  Para  determinar  si  x*  es  0(1  x2)  necesitamos  saber  si  hay  dos  constantes  C  y  k  tales  que 
a3  <  C(7x2)  siempre  que  x  >  k.  La  desigualdad  x5  <  C(7x2)  es  equivalente  a  x  <  7C,  que  viene  de  di¬ 
vidir  la  desigualdad  original  por  la  cantidad  positiva  .r .  Observa  que  no  existe  C  alguno  para  el 
cual  x  <  7C  para  iodo  x  >  k ,  no  importa  el  valor  de  L  porque  a-  se  puede  hacer  arbitrariamente  eran- 
de,  Por  tanto,  no  existen  testigos  C  y  A  para  la  relación  O  propuesta.  Así,  x3  no  es  0(7  x2).  M 


EDMUND  LANDAU  (1877-1938)  Edmimd  Laudan,  hijo  de  un  ginecólogo  de  Berlín,  estudió  el  bachillerato  y  la  carrera 
universitaria  en  Berlín.  Se  doctoró  en  1899,  bajo  la  dirección  de  Frobenius,  Landau  estudió  primero  en  Berlín  y  luego  se 
trasladó  a  G  oí  inga,  donde  fue  profesor  hasta  que  los  nazis  Je  forzaron  a  renunciar.  Las  mayores  contribuciones  de  Landau 
a  Jas  matemáticas  fueron  en  el  campo  de  h  teoría  analítica  de  números.  En  particular,  estableció  varios  resultados  impor¬ 
tantes  en  relación  con  la  distribución  de  los  números  primos.  Fue  autor  de  un  tratado  en  fres  volúmenes  sobre  teoría  de  nú¬ 
meros,  así  como  de  otros  libros  sobre  esta  materia  y  análisis  matemático. 
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Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


ALGUNOS  RESULTADOS  IMPORTANTES 
SOR  RE  LA  NOTACIÓN  O 


Los  polinomios  se  utilizan  a  menudo  para  estimar  el  erguimiento  de  las  fundones.  Fn  lugar  de  ana¬ 
lizar  el  crecimiento  de  los  polinomios  cada  vez  que  se  presentan,  nos  vendría  bien  disponer  de  un 
resultado  que  se  pudiese  emplear  genéricamente  para  estimar  el  crecimiento  de  un  polinomio.  El 
siguiente  teorema  proporciona  tal  resultado.  Muestra  que  el  término  de  mayor  grado  del  polinomio 
domina  su  crecimiento,  afirmando  que  un  polinomio  de  grado  tí  o  inferior  es  0{x"). 


TE<  >R F..\  JAI  Sea./Í.i)  -  an.V  +  at  ( x'  ■ 1  +  . . .  +  «  a  +  donde of)tai . a  an  son  números  reales.  En¬ 

tonces. /(x)  es  0(x"). 

Demostración:  Utilizando  la  desigualdad  triangular  (véase  el  Problema  35  de  la  Sección  1.5).  si 
x>  I  tenemos 

1/0)1  =  W  1  +  ...  -t-  £Ij.V  +  «J 

í  Kl-*" + K  1  +  -  ■  •  +  h|jr  +  KJ 

= +  |aír .  ,|/x  + . . ,  +  !¡/t|  /.X"  1  +  |£)j  /-V") 

-■**(!«  J +  K.  (I  +  •••  +  l#,l +  Kl). 

Por  lo  que 

|/(x)|  <  Cx\ 

donde  C  -  |a  J  +  ja  j  +  . ..  +  |aj  siempre  que  v  >  I .  Por  tanto,  los  testigos  C  =  |o,|  +  ¡a  J  +  ...  +  |a  | 
y  k  =  1  muestran  que/(x)  es  0(x").  <] 


DONALO  E,  KNUTH  (nacido  en  1938)  Knuih  creció  en  MiKvaukec,  donde  su  padre  ensenaba  contabilidad  en  un  ins- 
riiuto  luterano  y  poseía  una  pequeña  imprenta  Fue  un  excelente  cMudSanle,  ganando  algunos  premios  académicos.  Aplicó 
su  inteligencia  de  forma  poco  conv  encional,  ganando  un  concurso  cuando  estaba  en  octavo  curso  [>or  enconirar  más  de 
4-500  palabras  que  ^  podían  formar  con  las  letras  de  la  expresión  <  ¿teder  s  Giani  Bar-.  Esto  le  permitió  conseguir  un  Apa¬ 
rata  de  televisión  para  su  colegio  \  una  choLol atina  para  cada  uno  de  sus  compañeros  de  dase, 

A  Knuth  le  costó  bastante  el  decidir  dejar  la  música  para  estudiar  física  en  el  Case  Instituto  of  Technology,  Luego 
cambió  la  física  por  las  matemáticas.  y  en  196(1  se  diplomó  en  ciencias,  recibiendo  simultáneamente  su  grado  de  licenciado 
como  premio  especial  de  los  profesores  por  su  extraordinario  trabajo.  En  Case  entrenaba  al  equipo  do  baloncesto  y  aplicó 
mi  talento  en  el  desarrollo  de  una  fórmula  para  valorar  a  cada  jugador,  l  iste  novedoso  método  fue  publicado  en  Wh  .v- 
week  y  comentado  por  Wultcr  Cronkite  en  la  emisora  de  televisión  CBS,  Knuth  comenzó  su  trabajo  de  posignido  en  el  Cu 
lifcimia  Insritute  of  Technology  en  1960  y  recibió  su  titulo  de  doctor  allí  en  l%3,  Durante  este  tiempo  trabajo  como  con¬ 
sultor,  escribiendo  compiladores  para  diferentes  ordenadores. 

Knuth  se  unió  a  9a  plantilla  del  California  Institute  of  Technology  en  1963,  donde  permaneció  hasta  1968,  uño  en  que 
ti nno  posesión  de  una  plaza  en  la  Universidad  de  Staníord  Se  retiró  como  profesor  emérito  en  1992  para  concentrarse  en 
escribir  Está  especial  me  ule  interesado  en  actual  i  zar  y  completar  nuevos  volúmenes  de  su  obra  Tfu  Art  of  Computer  Fro 
un  trabajo  que  lia  tenido  una  profunda  in fluencia  en  el  desarrollo  de  En  informática,  y  que  empezó  a  escribir 
cuando  era  estudiante  en  1962,  centrándose  en  bs  compiladores.  En  la  jerga  informática,  d  «  Knuth  \  refiriéndonos  al  li 
bro  The  V/  of  Computer  Frogra/mting.  viene  a  ser  la  referencia  en  la  que  se  responden  todas  los  preguntas  sobre  lemas  la- 
lcs  como  estructuras  de  i  latos  y  algoritmos. 

Knuth  es  el  fundador  dd  estudio  moderno  de  la  complejidad  coinpuücionaJ.  Ib  hecho  contribuciones  ftindamenialcs 
en  el  arca  de  compiladores,  Su  insatisfacción  c on  los  métodos  de  tipografía  para  matemáticas  le  empujó  a  crear  los  ahora 
ampliamente  utilizados  sistemas  TeX  y  Metáfora,  El  ToX  se  ha  llegado  a  convertir  en  un  lenguaje  estándar  para  tipografía 
por  ordenador,  Dos  de  los  muchos  premios  recibidos  por  Knitlh  son  el  premio  Tu  ring,  en  1974,  y  la  Medalla  Nacional  de 
la  Tecnología,  en  1979.  entregada  por  el  presidente  Car  leu 

Knuth  ha  escrito  en  una  gran  variedad  de  revistas  profesionales  de  ciencias  de  la  computación  y  tic  matemáticas.  No 
obstante,  su  primera  publicación,  en  1957.  cuando  estaba  en  primer  curso  universitario,  fue  una  parodia  del  sistema  métrico 
llamado  «The  PoLnzebie  System  of  Weigbts  añil  Measures»,  que  apareció  en  la  re\  isla  MM>  y  ha  sido  reimpreso  varias  ve¬ 
ces.  Es  organista  en  una  iglesia,  como  lo  fue  su  padre.  Es  también  compositor  de  música  para  órgano.  Knuth  cree  que  es¬ 
cribir  programas  de  ordenador  puede  ser  una  experiencia  estética,  muy  parecida  a  escribir  poesía  o  componer  música. 

Knuth  t'vílga  2X6  dólares  a  la  primera  persona  que  encuentre  una  errata  cu  sus  libros  y  32  centavos  por  una  sugerencia 
significativa.  Si  le  envías  una  carta  informando  de  un  error  (tendrás  que  hacerlo  por  correo  ordinario,  pues  ha  dejado  de  leer 
eJ  correo  electrónico),  u  informará  debidamente  de  si  has  sido  o  no  la  primera  persona  en  comunicarle  ese  error.  Prepárate 
para  una  larga  espera,  pues  recibe  una  abrumadora  cantidad  de  correo,  (El  autor  de  este  libro  recibió  una  curta  anos  después 
de  haber  enviado  el  error  a  Knuih,  Indicaba  que  meses  antes  ya  le  había  llegado  información  sobre  esc  fallo). 
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EJEMPLO  4  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  notación  O  para  estimar  la  suma  de  los  primeros  n  enteros  positivos? 

Solución:  Como  cada  uno  de  los  números  en  la  suma  de  los  primeros  n  enteros  no  es  mayor  que 
ru  tenemos  que 

I  +  2  +  . , ,  +  n  <  n  +  n  +  ,  „  +  n  =  n2  * 

I>e  esta  desigualdad,  se  sigue  que  l  +  2  +  3  +  ...  +  n  es  0(n2)<  tomando  C  =  1  y  k  =  1  como  testi¬ 
gos.  (En  este  ejemplo,  el  dominio  de  las  funciones  en  la  relación  O  es  el  conjunto  de  los  enteros 
positivos).  <4 

En  el  Ejemplo  5  se  harán  estimaciones  en  notación  O  para  la  fundón  factorial  y  su  logaritmo. 
Estas  estimaciones  serán  importantes  en  el  análisis  de  la  complejidad  de  los  procedimientos  de  or- 
denación. 


EJEMPLO  5  Da  una  estimación  con  la  notación  O  para  la  función  factorial  y  su  logaritmo.  La  función  factorial 
fin)  -  «!  se  define  como 

/t!  =  1  -  2  ■  3  - ...  *  n 

para  cada  entero  positivo  n  y  0!  =  L  Por  ejemplo, 

1!  =  1,  2!  —  1  *2  =  2,  3!  =  1  -  2*3  =  6,  4!  =  1  -  2  ■  3  -  4  =  24. 

Ten  en  cuenta  que  la  función  ni  crece  rápidamente.  Por  ejemplo, 

20!  =  2y432.9022.008. 1 76r640.000. 

Solución:  Se  puede  obtener  una  estimación  de  ni  en  notación  O  teniendo  en  cuenta  que  cada  ter¬ 
mino  del  producto  no  es  mayor  que  n.  Por  tanto, 

«1  =  1  *2-3 
<  n  ■  n  *  n  * . . .  *  n 
=  n\ 

Esta  desigualdad  muestra  que  ni  es  0(n,:)r  tomando  C  =  1  y  Jfc  =  I  como  testigos.  Tomando  loga¬ 
ritmos  en  ambos  miembros  ele  la  desigualdad  establecida  para  n!t  obtenemos 

log  n\  <  log  if  -  n  log  n. 

Esto  implica  que  log  ni  es  0(n  log  n).  de  nuevo  considerando  C  -  1  y  k  -  I  como  testigos.  *4 


EJEMPLO  6  En  la  Sección  3.3  demostraremos  que 
n  <  2n 

para  todo  un  entero  positivo  n .  Usando  esta  desigualdad,  se  puede  concluir  que  n  es  Q(2tr),  (Toma 
k  —  C  =  I  como  testigos).  Como  la  función  logaritmo  es  creciente,  tomando  logaritmos  (en 
base  2)  en  ambos  lados  de  la  desigualdad,  se  ve  que 

log  n  <  n. 

Por  tanto, 

log  n  es  O(n) 

(de  nuevo  tomamos  C  =  k  -  1  aunó  testigos). 

Si  tenemos  logaritmos  en  base  h,  h  r-  2.  seguimos  teniendo  que  loglr  n  es  0(n\  puesto  que 


log^  n  = 


logn 
tog  h 


< 


n 

log/? 


siempre  que  n  sea  un  entero  positivo.  Tomamos  C  -  I  /  log  h  y  k  ~  1  corno  testigos.  (Hemos  usa¬ 
do  el  Teorema  3  del  Apéndice  l  para  ver  que  Iog¿  n  =  log  n  /  log  h ).  <4 
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I_ i_ l ] J -i— 

2  3  4  5  6  7  8 

Figura  3.  Representación  del  crecimiento  de  funciones 
utilizadas  comunmente  en  las  estimaciones  con  la  notación  O , 


Como  se  mencionó  anteriormente,  la  notación  O  se  usa  para  estimar  el  número  de  operacio¬ 
nes  que  se  realizan  para  resolver  un  problema  utilizando  un  determinado  procedimiento  o  algo¬ 
ritmo.  Las  funciones  utilizadas  en  estas  estimaciones  generalmente  incluyen  a  las  siguientes: 

1 ,  ¡og  n<  n,  n  log  nf  n 2"  n\ 

Haciendo  uso  de  propiedades  del  cálculo  infinitesimal,  se  puede  ver  que  cada  una  de  las  funciones 
de  la  lista  anterior  es  más  pequeña  que  la  función  que  le  sigue,  en  el  sentido  de  que  el  cociente  en¬ 
tre  cada  una  de  estas  funciones  y  la  función  que  íe  sigue  tiende  a  cero  cuando  n  crece  indefinida¬ 
mente,  La  Figura  3  presenta  las  gráficas  de  estas  funciones,  empleando  en  cada  una  de  ellas  una  es¬ 
cala  que  duplica  a  la  utilizada  para  la  función  anterior. 


CREC  IMIENTO  I)E  COMBINA!  IONES  DE  FUNCIONES 


Muchos  algoritmos  consisten  en  dos  o  más  subprocesos  separados.  El  número  de  pasos  realizados 
por  un  ordenador  para  solucionar  un  problema  con  una  entrada  de  tamaño  dado  usando  tales  al¬ 
goritmos  es  la  suma  del  número  de  pasos  realizados  en  cada  uno  de  los  subprpeesos.  Para  dar  una 
estimación  en  notación  O  del  número  total  de  pasos  requeridos,  se  necesita  obtener  estimaciones 
en  notación  O  para  el  número  de  pasos  en  cada  uno  de  los  subprocesus  y  combinar  estas  estima¬ 
ciones. 

Sí  se  es  cuidadoso,  se  puede  dar  una  estimación  en  notación  O  de  la  combinación  de  varias 
funciones  teniendo  en  cuenta  las  diferentes  estimaciones  O  dadas  para  cada  una  de  ellas.  En 
particular,  a  menudo  es  necesario  estimar  el  crecimiento  de  la  suma  y  el  producto  de  dos  funcio¬ 
nes.  ¿Qué  puede  decirse  si  se  conocen  estimaciones  en  notación  O  para  cada  una  de  las  dos  fun¬ 
ciones?  Para  ver  qué  clase  de  estimación  se  tiene  para  la  suma  y  el  producto  de  dos  funciones,  su¬ 
pongamos  que/, (a)  es  0(g{(x))  y  f2(x)  es  0(g2(x)h 

IX1  la  definición  de  la  notación  Ü,  se  sigue  que  hay  cuatro  constantes  C,,  C\,  i,  y  k2  tales  que 

|/Q)|<C,UqQ)| 

cuando  v>  kt  y 

[f2(x)\  <  C,lfl2(jt)| 
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TEOREMA  2 


COROLARIO  í 


TEOREMA  3 


EJEMPLO  7 


cuando  .v  >  ky  Para  estimar  la  suma  de /,(.*)  y  //a).  observa  que 

!(/]  +/2)«l  -  I/,(a)  +/2(a)| 

£  l/|(0|  +  |/2(x)|  utilizando  la  desigualdad  triangular  \a  +  b\  <  \a\  +  \b\. 
Cuando  x  es  mayor  que  kl  y  kr  se  deduce  de  las  desigualdades  para  |/|(a)|  y  |/(x)|  que 

\f^)\+\m\  <cl¡g1(A-)i+c,ig2(A-)¡ 

<CJg(*)¡  +  cjg(x)| 

=  (c,  +  c3)fect)i 

-C|g(v)|. 


donde  C  -  C]  +  C2  y  g(x)  -  rnax(jgI(x)|,  ¡g2(x)|).  (Aquí,  max(a,  b)  denota  el  máximo,  o  el  mayor,  de 
a  y  h]. 

Esta  desigualdad  muestra  que  | (/,  +/2)(x)|  <  C|g(x)¡  siempre  que  a  >  k,  donde  k  =  max(*r  k  j. 
Enunciamos  este  resultado  en  el  Teorema  2. 


'  '  ■ 

Supongamos  que/, (a)  es  <?(/',  (,t)}  y //a)  es  Entonces,  (/  +  f¡)(x)  es  Oí  max(  ií>!fT)|. 

Ig/A)|)}. 

mmma, 


A  menudo  tenernos  estimaciones  en  notación  O  para  las  funciones/,  y  f2  en  términos  de  una 
misma  1  unción  g.  En  esta  situación,  se  puede  usar  el  Teorema  2  para  mostrar  que  (/  +  //(a)  os 
también  ü(g(x)),  puesto  que  max(g(x),  g{x))  --  g(x).  Este  resultado  se  enuncia  en  el  Corolario  1. 


Supongamos  que /.(a)  y  f2(x)  son  ambas  f>(g(x)).  Entonces,  (ft  +  f,)(x)  es  Ot.gf  v». 


De  forma  similar,  se  pueden  derivar  estimaciones  en  notación  O  para  el  producto  de  las  fun¬ 
ciones/  y  fr  Cuando  a  es  mayor  que  maxriq,  k,J,  se  cumple  que 

K/[./Ha)1^|/1(a)¡L/;(a)| 

<C’1L?1Cv)|C2|^ú)| 

<  C^Kg,, g,)Cv)| 

íC|(g]gi}(A)|, 

donde  C  -  C\Cr  De  esta  desigualdad,  se  sigue  que  //a)/, (a)  es  0(g}g.f),  puesto  que  hay  dos 
constantes  C  y  k,  que  son  C  =  C\C2  y  k  =  maxí/,,  k2),  tales  que  |</;/;)(x)|  <  C  |:?i(x)íyx)¡  siempre 
que  a  >  k.  Se  enuncia  este  resultado  en  el  Teorema  3. 


Supongamos  que/, (a)  es  í%j(x))  y  f2(x)  es  0{g2(x)).  Entonces,  (/,/,)( a)  es  f)f  v.g,(U]. 


El  objetivo  de  utilizar  la  notación  O  en  la  estimación  de  funciones  es  elegir  una  función  g(x) 
que  crezca  con  relativa  lentitud  de  tal  forma  que /(a)  sea  0(g(x)}.  Los  ejemplos  siguientes  ilustran 
cómo  usar  los  Teoremas  2  y  3  para  hacer  esto.  El  tipo  de  análisis  que  se  lleva  a  cabo  en  estos 
ejemplos  se  emplea  frecuentemente  en  el  cómputo  del  tiempo  requerido  para  resolver  problemas 
utilizando  programas  de  ordenador. 

Da  una  estimación  en  notación  O  para/í/i)  -  3 n  log(«!)  +  («2  +  3)  log  n,  donde  n  es  un  entero  po¬ 
sitivo. 
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EJEMPLO  K 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  9 


Solución:  Primero  estimaremos  el  producto  3 n  log(n!).  Del  Ejemplo  5  se  sabe  que  Iog(/t!)  es 
(Ha  log  n).  Utilizando  esta  estimación  y  el  hecho  de  que  3/i  es  0{#í),  el  Teorema  3  afirma  que  la 
estimación  para  3r¡  Iog(/?!)  es  0{rr  log  n). 

Ahora  se  estima  e!  producto  {ir  +  3).  Como  {tr  +  3)  <  2/r  cuando  n  >  2,  se  sigue  que  n T  +■  3  es 
O(ir).  Por  tanto*  por  el  Teorema  3,  (ir  +  3i  log  n  es  (Htr  log  «)*  Usando  el  Teorema  2  para  com¬ 
binar  las  dos  estimaciones  dadas,  se  ve  que  fin)  -  3/?  log(n! )  +  ( n 2  +3)  log  n  es  0(n2  log  n\  ^ 

Da  una  estimación  en  notación  O  para/u)  -  (x  +  1 )  log(.v2  +  I )  +  3.r, 

Solución:  Pnmero.  daremos  una  estimación  para  (x  +  l }  logCr  +  1 ).  Observa  que  (jt  +  i )  es  Oí  r). 
Además,  r  +  1  <  ir  cuando  x>  1 .  Por  tanto, 

logCr2  +  1 )  <  log(Zr)  =  log  2  +  log  i2  -  log  2  +  2  log  x  <  3  log  x 

si  v  >  2*  Esto  muestra  que  log (x1  +  1)  es  0(log  v). 

Del  Teorema  3  se  sigue  que  (,r  +  I  !og(.r  4-  I )  es  0(x  log  x).  Como  3,t:  es  0{x2)y  el  Teorema  2 
dice  que }{x)  es  0(max(,v  log  x,  x2 )),  Como x  log  x  <  x2  para  x  >  I  *  se  sigue  que/(x)  es  0(.r2).  M 


LAS  NOTACIONES  OMEGA  Y  ZETA 


La  notación  O  se  utiliza  frecuentemente  para  describir  el  crecimiento  de  funciones,  pero  tiene  al¬ 
gunas  limitaciones.  En  particular  cuando  /i x)  es  O(gCv)),  tenemos  una  cota  superior  en  términos  de 
gix)  del  tamaño  de/U)  para  valores  grandes  de  a  Sin  embargo,  la  notación  O  no  nos  proporciona 
una  cota  inferior  del  tamaño  de/(.\t  para  valores  grandes  de  x.  Para  esto  utilizamos  la  notación 
Omega*  Cuando  queremos  dar  tanto  una  cota  inferior  cuino  una  cota  superior  del  tamaño  de  la 
función _/Lv)  en  términos  de  una  función  de  referencia  g(.v)  usamos  la  notación  Zeta,  Tanto  la  no¬ 
tación  Omega  como  la  notación  Zeta  fueron  introducidas  por  Donald  Knuth  en  los  años  setenta.  Su 
motivación  para  introducir  estas  nuevas  notaciones  vino  del  mal  uso  que  con  frecuencia  se  hace  de 
la  función  O  cuando  se  requieren  cotas  tamo  superiores  como  inferiores. 

Definimos  a  continuación  la  notación  Omega  e  ilustramos  su  uso.  Tras  ella,  damos  la  defi¬ 
nición  de  la  notación  Zeta* 

i  lay  una  fuerte  conexión  entre  las  notaciones  O  y  Oniega,  En  particular,  f{x)  es  Í2{g(xj)  si.  y 
sólo  si,  v)  es  ü(Jix)).  Dejamos  la  comprobación  como  un  sencillo  ejercicio  para  el  lector. 


'  ,  '  '  I  I  1  c  i  ■  1  .í-?  v*» 

Sean /y  g  dos  funciones  det  conjunto  de  ios  números  enteros  o  los  reales  al  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  reales*  Décimos  que f(x)  es  Í2(g(x))  si  existen  dos  constantes  C  y  k  tales  que 

m\>C\gix)\ 

para  todo  x  >  L  (  Esta  expresión  se  lee  «f(x)  es  omega  de  g(.v)»  o  bien  «f{x)  es  una  omega  ma¬ 
yúscula  de  g{x)»). 


La  función  ftx)  -  8x3  +  5x2  +  7  es  fi(g(x))-  donde  g(x)  es  la  función x\  Esto  es  fácil  de  ver,  ya  que 
/(.v|  =  8#  +  5.r  +  7  >  8_v*  para  lodo  real  positivo  v.  Esto  es  equ ¡váleme  a  decir  que  gU)  -  x3  es 
()( 8.v  +  3v:  +  7),  lo  cual  se  establece  directamente  sin  más  que  cambiar  el  sentido  de  la  des¬ 
igualdad.  -4 

A  menudo  es  importante  conocer  el  orden  de  crecimiento  de  una  función  en  términos  de  una 
función  de  referencia  relativamente  simple,  como  puede  ser  x"  donde  n  es  un  racional  positivo,  o 
r\  para  c  >  1.  Saber  el  orden  de  crecimiento  requiere  que  tengamos  tanto  una  cota  superior 
como  una  cota  inferior  para  el  tamaño  de  la  función*  Esto  es,  dada  una  función /u),  buscamos  una 
función  de  referencia  g(  v)  tal  que/Cr)  sea  0(g(.v))  y  £¿(Le(x)),  La  notación  Zeta,  definida  a  conti¬ 
nuación,  se  utiliza  para  expresar  estas  dos  relaciones,  proporcionando  una  cota  superior  y  otra  in¬ 
ferior  del  tamaño  de  la  función. 
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DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  10 


Ejemplos 

íji.JkiiJllükis 


EJEMPLO  11 


TEOREMA  4 


EJEMPLO  12 


Sean/ y  g  dos  funciones  del  conjunto  de  los  enteros  o  de  los  números  los  reales  en  el  conjun¬ 
to  de  los  números  reales.  Decimos  que  jtx)  es  0(q(4)  si  jix)  es  0(g(4)  y/»  es  Q(¿(jt)).'  Cuan- 
áof(x)  es  04/4),  decimos  que  «/es  zeta  de  AA  o  que  «fix)  es  del  orden  de  g(x)». 

Cuando /{a)  es  0(44),  también  se  cumple  que  g{4  es  0(/(4).  Observa  también  que /(a)  es 
0(g(,v  )>  si.  y  sólo  si,  f{x)  es  0{gix\)  y  g(x)  es  0(f(x))  (véase  el  Problema  25). 

Generalmente,  cuando  se  usa  la  notación  Zeta,  la  función  g(.r)  en  0{i;(4)  es  una  función  de 
referencia  relativamente  simple,  tales  como  a",  c\  log  a,  ....  mientras  que /(a)  puede  ser  relativa- 
mente  compleja. 

Vimos  (en  el  Ejemplo  4)  que  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  positivos  era  0{n2)>  ¿Es  del  orden 
de  n2  esta  suma? 


Solución:  Sea f{n)  -  I  +  2  a  3  +  ...  A  n.  Como  ya  sabemos  que /CO  =  0(n2),  para  mostrar  que  j\n) 
es  del  orden  de  n2  necesitamos  encontrar  una  constante  positiva  C  tal  que  f{n)  >  Or  para  enteros 
positivos  n  suficientemente  grandes.  Para  obtener  una  cota  inferior  de  esta  soma,  podemos  ignorar 
la  primera  mitad  de  los  términos.  Sumando  sólo  los  términos  mayores  que  fn/2\  tenemos  que 

I  +  2  A  ...  +  n>\n¡2\  +  {\n!2\  +  1)  A  ...  A  n 
>\ní2\  +  \n¡2\  +  ...+\n!2} 

=  (n  -  [n/2]  +  1 )\n¡2\ 

>(«/2)(«/2) 

=  n2/ 4. 

Esto  muestra  que  f(n)  es  Q(n2).  Concluimos  que/f/í)  es  del  orden  de  n3,  o  utilizando  la  notación  0. 
que /(a)  es  0(/72). 

Se  puede  ver  que /(,v)  es  Q(g{x))  si  podemos  encontrar  dos  números  reales  positivos  C  y  C 
y  un  número  real  positivo  k  tales  que 

|/(a')|<C2Ií(a*)| 

siempre  que  a  >  k.  Esto  muestra  que  /(a)  es  0(g(x))  y  que  /(a)  es  Q(g( a)  ). 

Demuestra  que  3x'  +  log  x  es  G(.r). 

Solución:  Como  0  <  8a  log  a  <  8j\  se  sigue  que  3a2  A  8a  log  x  <  (3  a  8)a2  =  1  Lr  para  x  >  1 .  Por  tan¬ 
to,  3.r  A  8a  log  x  es  Oía2).  Claramente,  .r  es  0(3a2  4-  8a  log  a).  Así,  3a2  +  8.v  log  x  es  0(a2).  4 

Un  hecho  importante  es  que  el  término  de  mayor  grado  del  polinomio  determina  su  orden. 
Por  ejemplo,  si  flx)  -  3a"  a  v4  A  17xJ  a  2,  entonces /(a)  es  del  orden  de  a5.  Esto  se  enuncia  en  el 
teorema  siguiente,  cuya  demostración  se  propone  corno  ejercicio  al  final  de  la  sección. 


Sea /(a)  =  V  a  a;¡_  (xJ>i  1  A  . . .  +  a.x  a  aQ,  donde  a[7 :  son  números  reales  con  an  &  0. 

Entonces,  /(a)  es  del  orden  de  C. 


Los  polinomios  3.rs  a  í Oa7  +  22  1a2  +  1 .444,  a39  -  1  8a4  -  1 0. 1 1 2  y  -a*  a  40.001  a9"  a  i 00.003a  son 
del  orden  de  a5,  a19  y  x*\  respectivamente.  4 

Lamentablemente,  como  observó  Knuth.  a  menudo  se  hace  un  mal  uso  de  la  notación  O 
como  si  tuviese  el  mismo  significado  que  la  notación  Zeta.  Ten  esto  en  cuenta  cuando  utilices  la 
notación  O.  La  tendencia  más  reciente  es  emplear  la  notación  Zeta  siempre  que  se  necesite  acotar 
el  tamaño  de  una  función  tanto  superior  como  inferiormente. 
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Problemas 


l£n  los  Problemas  1-14.  para  establecer  las  relaciones  en  nota¬ 
ción  O.  busca  testigos  C  y  k  tales  que  |Ax)|  <  C\g(x)\  para  r  >  k. 

|.  Determina  si  estas  funciones  son  Oix). 

al /(.vi  =10  b)  f{x)  =3x  +  7 

c)  f{x)=xí  4-X+  1  d)  M  =  5  loga 

e)  /(jt)=U1  0/W  =  L*/2j 

2.  Determina  si  estas  funciones  son  O(.r). 

a)  /(.v)  =  1 7_v  +  1 1  bl  f(x)  =  x1  +  1 .000 

c)  f(x)  =  t  log  -V  d  )  /<*)  =  -V4/  2 

e)  /(x)  =  2*  f)  /U)  =  W*M 

3.  Utiliza  la  definición  del  hecho  de  que  fix)  es  0(g(x)) 
para  mostrar  que  a4  +  9x'  +  4x  +  7  es  OD4). 

4.  Usa  la  definición  del  hecho  de  que  fix)  es  para 

mostrar  t]ue  21  +  1 7  es  0(30- 

5.  Demuestra  que  (x!  +  1)  /  (.v  +  1 )  es  O(a). 

ó.  Demuestra  que  (x5  +  2x)  /  {2x  +  1 )  es  0(x2). 

I.  Obten  el  menor  entero  n  tal  que  fi.x  )  es  0(  v*)  para  cada 
una  de  estas  funciones: 

a)  fix)  =  lx'+r  logx 

b)  fi.x)  =  3.v3  +  (log  .r)4 

el  fi.x)  =  (r1  +.r  +  I)  i  (x1  +  l) 

d)  fix)  =  (X4  +  5  log  V)  /  (X‘  +  1 1 

S,  Obten  el  menor  entero  n  tal  que  fix)  es  0(.x")  para  cada 
una  de  estas  funciones: 

a)  fix)  =  Zr2  +  log  a 
bt  fix)  =  3/  +  ( log  x)4 
el  fix)  =  (a4  +  x-  +  l)/(x*+  I) 
d)  fix)  =  (x3  +  5  log  x)  /  (X*  +  1) 

9.  Demuestra  que  v  +  4x  +  17  es  (í(a').  pero  que  a'  no  es 
0(a~  +  4a  +  17). 

10*  Demuestra  que  v1  es  0{ a4),  pero  que  t*  no  es  0{x*). 

I I.  Muestra  que  3aj  +  l  es  Q(x*f  2)  y  que  a4/ 2  es  0(3x*  +  1 ). 

1 2.  Muestra  que  _i  log  x  es  Oía3).  pero  que  a  no  es  0{x  log  a  ), 

13.  Demuestra  que  2*  es  0(3*),  pero  que  3"  no  es  0(2"). 

14.  ¿Es  verdad  que  a1  es  0(g(A))  si  g  es  la  fundón  dada  a 
continuación?  [Por  ejemplo,  sí  gix)  ~  x  +  lt  la  cuestión  es 
si  a5  es  0Í  Y+  I)]. 

a)  g{x)  - x1  b)  g{x)  -  a3 

c)  g{x}  =  jt  +  í'  d)  %{x)  -x2  +  a-4 

el  g(x)  =  3*  fl  g(x)=x*f 2 

15*  Explica  qué  significa  que  una  función  sea  0(1). 


16.  Muestra  que  si  i  fix)  es  0{xf  entonces /(a)  es  0(x~)> 

17.  Supongamos  que  fix),  g[x)  y  h{x)  son  funciones  tales  que 
/(a)  es  0(g(x))  y  g( x)  es  0(h{x)).  Muestra  que /i  v  i  es 
0(h{x)l 

IH.  Sea  k  un  entero  positivo.  Muestra  que  V  +  2*  +  , es 
0(**+l). 

PX  Da  una  estimación  en  notación  O  tan  buena  como  sea  po¬ 
sible  para  cada  una  de  las  si  guíenles  funciones: 

a)  {n2  +  8)(/í  +  1) 
b}  (/i  log  n  +  n2)(ny  +  2) 
c)  {ni  +  2n)(nx  +  logtrt3  +  1)) 

21).  Da  una  estimación  en  notación  O  pura  cada  una  de  las  si¬ 
guientes  funciones.  Para  cada  función  g{x)  en  tu  estima¬ 
ción  0(g( a))  de  fix)  usa  una  función  g  que  sea  sencilla  y 
del  menor  orden  posible, 

a)  +  n1  log  n)(log  n  +  I )  +  (1 7  log  n  4-  1 9)( ri*  +  2) 

b)  (2*+*^  +  T) 

c)  (n*  +  ñln  +■  5n)(nt  +  5«) 

21.  Da  una  estimación  en  notación  O  para  cada  una  de  las  si¬ 
guientes  funciones*  Para  cada  función  gfv)  en  tu  estima¬ 
ción  0(j?(a  »  úe  fix)  usa  una  función  g  que  sea  sencilla  y 
del  menor  orden  posible. 

a)  n  logf/r7  +  I )  +■  n2  log  rt 

bl  (u  log  n  +  1  y  +  (log  n  +  1  )(n2  +  1 ) 

c)  n2"  +  tf1 

22.  Para  cada  una  de  las  funciones  del  Problema  1 .  determi¬ 
na  sí  la  fundón  es  Q{a)  0  0{a). 

23.  Para  cada  una  de  las  fundones  del  Problema  2.  deienm- 
na  sí  la  función  es  í¿(r  )  o  Bí.v'  l. 

24.  u)  Muestra  que  3a  +  7  es  0(  v)* 

b)  Muestra  que  ít  +  A  ■  7  es  B{xz), 

c)  Muestra  que  [a  +  I  /2j  es  0(a). 

di  Muestra  que  logfjr*  +  1)  es  (“)(log.p  a). 

e)  Muestra  ipie  logares  0(1og,  v), 

25.  Demuestra  que  fix)  es  &(g{x))  si,  y  sólo  s\J\x)  es  Q{g{x)) 
y  g{ x)  es  O(fix)). 

26.  Demuestra  que  si  fix)  y  g{x)  son  funciones  del  conjunto 
de  los  números  reales  en  el  conjunto  de  los  números  rea¬ 
les.  entonces  fix)  es  0(g($)  si,  y  sólo  si*  g(x)  es  ílifix)) 

27.  Demuestra  que  si  fix)  y  g(x)  son  fundones  del  conjunto 
de  los  números  reales  en  el  conjunto  de  los  números  reales, 
entonces  fix)  es  0(g(.v))  si,  y  sólo  si,  existen  constantes 
positivas  k.  C\  y  C\  tales  que  C,|j?(x)|  <  \f(x)\  <  ( 0| 
para  x  >  k . 
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28*  a)  Demuestra  que  3x2  4  x  +  I  es  0{3,r)  buscando  direc¬ 
tamente  las  constantes  K  Cj  y  C,  del  Problema  27. 
bj  Expresa  la  relación  del  apartado  (a)  usando  una  grá¬ 
fica  que  muestre  las  funciones  3.x2  +  x  +  1 ,  Cj  -  3x2  y 
C2  3.r  ,  así  como  la  constante  k  en  el  eje  i,  siendo  k, 
C  y  C7  las  constantes  obtenidas  en  el  apartado  (a). 

29.  Expresa  la  relación  que  fix)  es  B(g(x))  utilizando  una 
gráfica.  Muestra  las  gráficas  de  las  fuñe  iones  fix),  CJgüil 
y  C/g(x)|,  así  como  la  constante  k  en  el  eje  x, 

30.  Explica  qué  significa  que  una  función  sea  £2(1). 

3L  Explica  qué  significa  que  una  función  sea  0(1). 

32.  Da  una  estimación  en  notación  O  del  producto  de  Jos 
prim  e  ros  n  nú  mero  s  i  m  pa  re  s  pos  i  l  i  vos . 

33.  Muestra  que  si/ y  g  son  dos  funciones  de  variable  real  ta¬ 
les  que  fix)  es  0(g(x)%  entonces  ;/*(*)  es  O(gHx)).  [Re¬ 
cuerda  que  fk{x )  =fix)k  ], 

34.  Muestra  que  si  f(x)  es  0{logs  x)t  donde  b  >  1,  entonces 

fíx)  es  0(1  x),  donde  a  >  ! . 

35.  Supongamos  que  fix)  es  0(g{x)),  donde /y  g  son  funcio¬ 
nes  crecientes  no  acotadas.  Muestra  que  log  |  f(x)\  es 
0(1  og  \g(x)\). 

36.  Supongamos  quefir)  es  0(g(x)).  ¿Se  cumple  que  2J'U)  es 
0(2^>)? 

37.  Sean  /, (a)  y  f2(x)  funciones  del  conjunto  de  los  números 
reales  en  el  conjunto  de  ios  reales  positivos.  Muestra  que 
sí/, (x)  y  f2(x)  son  ambas  0(g(x)j.  siendo  g(x)  una  función 
del  conjunto  de  los  reales  en  el  conjunto  de  Jos  reales  po¬ 
sitivos,  entonces /(x)  +/2(x)  es  0(gíx)),  ¿Sigue  siendo 
cierto  si  / (x)  y  / Ja)  pueden  tomar  valores  negativos? 

38.  Supongamos  quefir),  g(x)  y  h(x)  son  fundones  tales  que 
fix)  es  0(g(x))  y  g(x)  es  &(h(x)).  Demuestra  que  fix)  es 

39.  Si f.íx)  y  f2(x)  son  funciones  del  conjunto  de  los  números 
enteros  positivos  del  conjunto  de  los  números  reales  po- 
sílivos  yfi(x)  yfjx)  son  ambas  0(g{x))T  ¿es /((x)  -f2(x) 
también  0(g(x»?  Prueba  que  se  cumple  o  da  un  contra¬ 
ejemplo. 

40.  Muestra  que  si/fx)  y  f fix)  son  funciones  del  conjunto  (ic¬ 
ios  números  enteros  positivos  en  eí  conjunto  de  los  reales 
positivos, /(X)  es  0(gT(x))  y  /2(x)  es  0(g,(x)f  entonces 
í/i  /2)(x)  es  ©ígjg/x)). 

41.  Obtén  dos  funciones  fy  g  del  conjunto  de  los  enteros  po¬ 
sitivos  en  el  conjunto  de  los  números  reales  tales  que  fin) 
no  sea  0(g(n))  y  g{n)  no  sea  Oifin))  simultáneamente, 

42.  Expresa  la  relación  /(x)  es  Q(g(x) )  usando  una  gráfica. 
Dibuja  las  gráficas  de  las  funciones  fíx)  y  Cg(x),  así 
como  la  constante  k  en  el  eje  x. 


43.  Demuestra  que  si  ffix)  es  O (g/x)),  //x)  es  0(g2(x)). 
./ iW  ^  0  y  gfix)  *  0  para  todo  número  real  x  >  0,  entonces 
(//f2)(x)e: sG((gfig2)(x"}). 

44.  Demuestra  que  si  fix)  =  a  x"  xa  ,  x*  -«  +  ...+0,1  +  ny 
donde  aQy  av  ...T  ún  r  an  son  números  reales,  a  0.  en¬ 
tonces  fix)  es  0(x*/ 

Las  notaciones  O,  Í2  y  G  se  pueden  extender  a  funciones  de 
más  de  una  variable.  Por  ejemplo,  la  expresión  fíx,  v)  es 
Oígíx,  y))  significa  que  se  pueden  encontrar  tres  constantes  C, 
k{  y  k7  tales  que  |  fix,  y)|  <  C/yú,  y)|  siempre  que  x  >  k  e 
y  >  kr 

45.  Define  la  expresión fix,  y)  es  0íg(r.  y)). 

46.  Define  ia  expresión  fíx,  y)  es  Q(g(x,  y))T 

47.  Muestra  que  (x  +  xy  4  x  log  y  fi  es  O(xV). 

48.  Muestra  que  x-jy-  4  x4ya  +  x:y  es  Q(xVf 

49.  Muestra  que  |  xyj  es  0(xy). 

5 0 .  M  u e s t ra  q u e  [xy~\  es  íl ( xy ) . 

t  os  problemas  siguientes  tratan  de  otro  tipo  de  notación 
as  i  ntóíJca,  13  ai  nad  a  1  a  n  o  i  ac  i  ó  n  «  o  tu  i  n  li se  u  Ja  - ,  C  om  o  I  a  ñ  o  - 
tac  ion  o  se  basa  en  el  concepto  de  límite,  para  estos  proble¬ 
mas  se  necesitan  conceptos  de  cálculo  infinitesimal.  Decimos 
que  fíx)  es  o(g(x))  [léase  «fix)  es  o  minúscula  de  g(x)»] 
cuando: 


g{x) 

51.  (Se  requiere  Cálculo).  Demuestra  que: 

íi)  x2  es  n(x-) 
b)  x  log  x  es  o(xf) 
e)  x2  es  ¿>(2-v) 
d)  x2  +  x  4-  I  no  es  <?ir) 

52.  (Se  req u i e re  C ále u  1  o). 

a)  Muestra  que  si  fix)  y  g(x)  son  funciones  tales  que 
fix)  es  oig(x))  y  r  es  una  consí  ame,  entonces  efixj  es 
oíg(x)fi  donde  (cj)(x)  =  efix). 

b )  M uestra  q ue  s i  fi  (x) ,  fi (x )  y  g (x )  son  fu nc  iones  tales 
que  ffix)  es  o(g(x))  y  f,{x)  es  o(g(x)),  entonces 
</,  +/,K-v)  es  ofgA)),  donde  (ft  +f2)(x)  =j\(x)  +  fp- ). 

53.  (Se  requiere  Cálculo).  Muestra  gráficamente  que  x  log  .1 
es  oíx2)  representando  x  log  x,  .y2  y  x  log  x/x2.  Explica 
por  qué  muestra  esta  gráfica  que  v  log  x  es  o(x2). 

54.  (Se  requiere  Cálculo)  Expresa  la  relación  fix)  es  <Ág{x}) 
mediante  una  gráfica.  Muestra  las  gráficas  de  fu),  g(x)  y 
f(x)/g(xf 
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-55,  (Se  requiere  Cálculo).  Supongamos  que  J\x)  es  c>(g(,r)). 
¿Se  cumple  que  2fU}  es  o{2*ívV)? 

-56.  (Se  requiere  Cálculo).  Supongamos  que  /(..v)  es  oíg(:v)> 
¿Se  cumple  que  íog  \j(x)\  es  o[lvg  (g(x)|)7 

57.  (Se  requiere  Cálculo).  Las  dos  parles  de  este  problema 
describen  la  relación  entre  las  funciones  O  y  o, 

a)  Muestra  que  si  f(x)  y  g(x)  son  funciones  tales  que 
j\x)  es  o(g(xj)7  entonces  f(x)  es  0(g(x)). 
h)  Muestra  que  si  f(x)  y  g(x)  son  funciones  tales  que 
fí'x)  es  O(gí.r)),  no  tiene  por  qué  cumplirse  necesaria¬ 
mente  que /(,c)  es  o(g(.r)j. 

58,  (Se  requiere  Cálculo).  Muestra  que  si  f(x)  es  un  polino¬ 
mio  de  grado  n  y  g(x)  es  un  polinomio  de  grado  m,  donde 
m  >  tu  entonces  j\x)  es  r>(£  (-*)), 

59.  (Se  requiere  Cálculo),  Muestra  que  si  f{x)  es  G(g(x))  y 
f7(x)  es  o(g(x))T  entonces /j  (a)  +  f2(x)  es  G(g(x)). 

60,  (Se  requiere  Cálculo),  Sea  Hn  él  p  ésimo  número  ar¬ 
mónico 


Demuestra  que  I!  es  Oí  Iog  n).  {indicación:  Establece 
primero  la  desigualdad 


demostrando  que  la  suma  de  las  áreas  de  los  rectán¬ 
gulos  de  altura  l//  y  base  desde  a  -j-  I  a  ..v  -  j,  para 
j  =  2,  3,  ...,  n,  es  menor  que  el  área  bajo  la  curva 
y  =  1  ¡x  desde  2  hasta  n). 

*61 .  Demuestra  que  n  Iog  n  es  O(log  //!). 

62.  Determina  si  log(«!)  es  o  no  0(/í  Iog  n"'g  Justifica  tu 
respuesta. 

Sean  /(a)  y  g(/)  funciones  del  conjunto  de  los  números  reales 
en  el  conjunto  de  los  números  reales.  Decimos  que  las  funcio¬ 
nes  f  y  g  son  asintútica  mente  equivalentes  y  escribimos 
f(x)  ~  g{x)  si  \ímj  ^^fix)/g{x)  =  1. 

63*  (Se  requiere  Cálculo).  Para  cada  par  de  estas  funciones, 
determina  si  fy  g  son  as intótic amente  equivalentes. 

a)  f(x)  =  x2  +  3x  +  lt  g(x)  =  x2  +  I O 

b)  f(x)  =  .r  log  x,  g(x)  ”  x3 

e)  f{x) -  x4  +  Iog  fió  +  7),  g(x)  ~  (x2  +  17x  +  3)2 

d)  f(x)  -  (x}  +  .r  +  x  +  I  )\  gtx)  -  (x4  +  x 3  +  x2  +  x  +  1.)  ■ 

e)  /(.rí  =  log(x2  +  1).  g(x)  =  k>g  V 

f)  f{x)  =  2^\  g{x)  =  T  ^ 
tí  J{x)  -  22'\  g(x)  =  2*1 


2.3  Complejidad  de  algoritmos 


INTRODUCCIÓN 


¿Cuándo  proporciona  un  algorilmo  una  solución  satisfactoria  a  un  problema?  Primero,  debe 
p  r  od  ucir  s  i  e  m  p  re  I  a  res  p  u  e  s  t  a  c  o  r  rec  t  a .  En  el  Capítulo  3  se  e  st  u  d  i  a  rá  c  óni  o  se  p  u  ede  de  i  no  s  t  ra  r 
esto.  En  segundo  lugar,  debería  ser  eficiente.  En  esta  sección  estudiaremos  la  eficiencia  de  los 
algoritmos, 

¿Cómo  se  puede  analizar  la  eficiencia  de  los  algoritmos?  Una  medida  de  eficiencia  es  el  tiem¬ 
po  que  requiere  un  ordenador  para  resolver  un  problema  utilizando  un  algoritmo  para  valores  de 
entrada  de  un  tamaño  especificado.  Una  segunda  medida  es  la  cantidad  de  memoria  que  se  nece¬ 
sita  de  nuevo  para  valores  de  entrada  de  un  tamaño  dado. 

Preguntas  como  las  anteriores  están  ligadas  a  la  complejidad  eompuUieional  del  algoritmo. 
Un  análisis  del  tiempo  requerido  para  resolver  un  problema  de  un  tamaño  particular  está  relacio¬ 
nado  con  la  complejidad  en  tiempo  del  algoritmo.  Análogamente,  un  análisis  de  la  memoria  de 
ordenador  requerida  involucra  la  complejidad  en  espacio  del  algoritmo.  Las  consideraciones  de 
complejidad  en  tiempo  y  en  espacio  de  un  algoritmo  son  esenciales  en  la  implementacíón  de  al¬ 
goritmos.  Obviamente,  es  importante  saber  si  un  algorilmo  producirá  su  respuesta  en  un  milise- 
gundo,  en  un  minuto  o  en  un  millón  de  años.  De  forma  similar,  debemos  tener  suficiente  memoria 
disponible  para  poder  resolver  el  problema,  por  lo  que  la  complejidad  en  espacio  debe  tenerse  tam¬ 
bién  t^n  cuenta. 

Las  consideraciones  sobre  complejidad  en  espacio  están  ligadas  a  las  estructuras  de  datos 
usadas  en  la  implementacíón  del  algoritmo.  Como  las  estructuras  de  datos  no  se  tratan  con  deta¬ 
lle  en  este  libro,  no  consideraremos  la  complejidad  en  espacio.  Restringiremos  nuestra  atención 
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a  la  complejidad  en  tiempo,  de  manera  que,  a  menos  que  se  díga  lo  contrario,  cuando  hablemos  de 
complejidad  nos  estaremos  refiriendo  a  la  complejidad  en  tiempo. 


COMPLEJIDAD  EN  TIEMPO 


La  complejidad  en  tiempo  de  un  algoritmo  se  puede  expresar  en  términos  del  numero  de  opera¬ 
ciones  que  realiza  el  algoritmo  cuando  los  datos  de  entrada  tienen  un  tamaño  particular.  Las 
operaciones  utilizadas  para  medir  la  complejidad  pueden  ser  la  comparación  de  enteros,  la  suma, 
multiplicación  o  división  de  enteros,  así  como  cualquier  otra  operación  básica. 

La  complejidad  se  describe  en  términos  del  número  de  operaciones  requeridas,  en  lugar  del 
tiempo  de  cálculo  real,  debido  a  que  distintos  ordenadores  necesitan  tiempos  diferentes  para  rea¬ 
lizar  las  mismas  operaciones  básicas.  Los  ordenadores  más  rápidos  pueden  realizar  operaciones  bá¬ 
sicas  con  bits  (por  ejemplo,  sumar,  multiplicar,  comparar  o  intercambiar  las  posiciones  de  dos  bits) 
en  10  segundos  (1  nanosegundo),  mientras  que  un  ordenador  personal  puede  requerir  1Ü~6  se¬ 
gundos  (un  microsegundo),  mil  veces  más,  para  realizar  la  misma  operación.  Además,  es  bastan¬ 
te  complicado  descomponer  todas  las  operaciones  que  desarrolla  un  algoritmo  en  las  operaciones 
elementales  que  realiza  un  ordenador. 

Ilustramos  a  continuación  la  complejidad  del  Algoritmo  1  de  la  Sección  2.1,  que  busca  el 
elemento  máximo  de  un  conjunto. 

EJEMPLO  1  Describe  la  complejidad  del  Algoritmo  I  de  la  Sección  2.1  para  encontrar  el  elemento  máximo  de 
un  conjunto. 

Solución:  Se  usará  como  medida  de  la  complejidad  en  tiempo  del  algoritmo  el  número  de  coni 
adicionales  paraciones,  pues  la  comparación  es  la  operación  bastea  utilizada. 

Para  encontrar  el  máximo  elemento  de  un  conjunto  con  n  elementos,  listados  en  orden  arbi¬ 
trario,  primero  se  fija  el  máximo  preliminar  como  el  demento  inicial  de  la  lista.  Luego,  tras  rea 
üzar  una  comparación  para  determinar  si  se  ha  llegado  al  final  de  la  lista,  se  comparan  el  máximo 
preliminar  y  el  segundo  elemento  de  la  lista,  actualizando  el  valor  del  máximo  si  el  segundo  tér¬ 
mino  es  mayor  que  el  primero.  Este  procedimiento  se  repite  utilizando  dos  comparaciones  adi¬ 
cionales  por  cada  término:  una  para  determinar  si  se  ha  llegado  al  fin  de  la  lista  y  otra  para  deter¬ 
minar  si  procede  actualizar  el  valor  provisional  del  máximo.  Como  se  hacen  dos  comparaciones 
desde  el  segundo  hasta  el  rt-esimo  elemento,  y  una  más  para  salir  del  bucle  cuando  /  =  n  +  L  se 
realizan  exactamente  2 (n  -  l)  +  1  =  2//  -  1  comparaciones  a]  aplicar  el  algoritmo.  Por  tanto,  el 
algoritmo  para  encontrar  el  máximo  de  un  conjunto  de  n  elementos  tiene  una  complejidad  000* 
medido  en  términos  del  número  de  comparaciones  realizadas.  ^ 

A  llora  analizaremos  la  complejidad  en  tiempo  de  los  algoritmos  de  búsqueda. 

EJEMPLO  2  Calcula  la  complejidad  en  tiempo  del  algoritmo  de  búsqueda  lineal 

Solución:  Para  medir  la  complejidad  en  tiempo  utilizaremos  de  nuevo  el  número  de  compa¬ 
raciones  realizadas  por  el  algoritmo.  En  cada  paso  del  bucle  de!  algoritmo  se  llevan  n  cabo  dos 
comparaciones:  una  para  ver  si  se  ha  alcanzado  el  final  de  la  lista  y  la  segunda  para  comparar 
el  elemento  x  con  un  término  de  la  lista.  Finalmente,  fuera  del  bucle  se  hace  una  comparación 
más.  Por  tanto,  si  x  -  a r  se  hacen  2/  +  1  comparaciones.  El  mayor  número  de  comparaciones 
se  alcanza  cuando  el  elemento  no  está  en  la  lista,  a  saber,  2 n  +  2.  En  este  caso,  se  hacen  2 n 

comparaciones  para  determinar  que  v  a r  para  i  -  1.2, _ n ,  una  comparación  adicional  para 

salir  del  bucle  y  una  más  fuera  del  bucle.  Por  tanto,  cuando  _v  no  figura  en  la  lista,  se  hace  un 
total  de  2 n  +  2  comparaciones.  Así,  una  búsqueda  lineal  requiere  a  lo  más  OU 0  compara¬ 
ciones.  4 

COMPLEJIDAD  DEL  PEOR  ('ASO  El  tipo  de  análisis  de  complejidad  hecho  en  el  Ejemplo  2 
es  un  análisis  del  peor  caso.  Por  comportamiento  de  un  algoritmo  en  ei  peor  caso  emendemos  el 
mayor  número  de  operaciones  que  hace  falla  para  resolver  el  problema  dado  utilizando  el  algo- 
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EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


ritmo  para  unos  datos  de  entrada  de  un  determinado  tamaño.  Los  análisis  del  peor  caso  nos  dicen 
cuántas  operaciones  tienen  que  realizar  ios  algoritmos  para  garantizar  que  producirán  una  solución. 

Calcula  la  complejidad  del  algoritmo  de  búsqueda  binaria. 

Solución:  Por  simplicidad,  suponemos  que  hay  n  =  2*  elementos  en  la  lista  av  av  ,, ,,  a.,  donde  k 
es  un  cillero  no  negativo.  Observa  que  k  -  log  íl  (Si  n,  el  número  de  elementos  de  la  lista,  no  es 
potencia  de  2.  la  lista  se  puede  considerar  parte  de  otra  más  larga  con  2* + 1  elementos,  donde 
2*  <  n  <  2k  +  \  Aquí,  2k  + 1  es  la  menor  potencia  de  2  mayor  que  n). 

En  cada  paso  del  algoritmo,  i  y  j,  las  posiciones  del  primero  y  último  término  de  la  lista  res¬ 
tringida  considerada  en  este  paso  se  comparan  para  ver  si  la  lisia  restringida  tiene  más  de  un  tér¬ 
mino.  Si  i  <  j,  se  realiza  una  comparación  para  determinar  si  x  es  mayor  que  el  término  central  de 
la  lista  restringida. 

En  el  primer  paso,  la  búsqueda  se  restringe  a  una  lista  con  2k  1  términos.  Hasta  aquí  se  han 
hecho  dos  comparaciones.  Este  procedimiento  continúa  realizando  dos  comparaciones  en  cada 
paso  para  restringir  la  búsqueda  a  una  lista  con  la  mitad  de  términos.  En  otras  palabras,  se  hacen 
dos  comparaciones  en  el  primer  paso  del  algoritmo  cuando  la  lista  tiene  2* elementos,  dos  más 
cuando  la  búsqueda  se  ha  reducido  a  una  lista  con  2*  1  ciernen  los,  dos  más  cuando  la  búsqueda  se 
reduce  a  2k  2  elementos  y  así  sucesivamente.  Las  dos  ultimas  comparaciones  se  hacen  cuando  la 
búsqueda  se  ha  reducido  a  una  lista  con  21  elementos.  Finalmente,  cuando  sólo  queda  un  término 
en  la  lista,  una  comparación  basta  para  saber  que  no  hay  términos  adicionales,  y  se  necesita  una 
más  para  determinar  si  este  término  es 

Por  tanto,  a  lo  más,  se  requiere  2k  +  2  =  2  log  n  +  2  comparaciones  para  realizar  una  bus- 
queda  binaria  cuando  la  lista  de  entrada  tiene  2*  elementos.  (Si  n  no  es  potencia  de  2.  la  lista  ori¬ 
ginal  se  amplía  a  una  con  2;  +  1  términos,  donde  k  -  jjog  nJ,  y  la  búsqueda  requiere  a  lo  más 
2  ["log  ¿f"¡  4-  2  comparaciones).  Consecuentemente,  una  búsqueda  binaria  requiere  como  máximo 
0ílog  n)  comparaciones.  De  este  análisis  se  concluye  que  el  algoritmo  de  búsqueda  binaria  es  mas 
eficiente,  en  el  peor  caso,  que  la  búsqueda  lineal.  ^ 

<  OMPLEjllMI)  DEL  CASO  PROMEDIO  Otro  tipo  importante  de  análisis  de  complejidad, 
además  de!  peor  caso,  es  el  denominado  análisis  del  caso  promedio*  En  este  íipCKfje  análisis  se 
busca  el  numero  promedio  de  operaciones  realizadas  para  solucionar  un  problema  considerando  to¬ 
das  las  posibles  entradas  de  un  tamaño  determinado.  E!  análisis  de  la  complejidad  dd  cliso  pro¬ 
medio  es,  generalmente,  mucho  más  complicado  que  el  análisis  del  peor  caso.  No  obstante,  po¬ 
demos  hacer  es  le  análisis  para  el  algoritmo  de  búsqueda  lineal  sin  gran  dificultad,  corno  se 
muestra  en  el  Ejemplo  4, 

Describe  el  comportamiento  en  el  caso  promedio  del  algoritmo  de  la  búsqueda  lineal  suponiendo 
que  el  elemento  x  está  en  la  lista. 


Solución:  I  lay  n  tipos  de  posibles  entradas  cuando  sabemos  que  v  está  en  ía  lista.  Si  v  es  el  primer 
elemento  de  la  lista,  se  necesitan  tres  comparaciones,  una  para  determinar  si  se  ha  alcanzado  el  fi¬ 
nal  de  la  lista,  una  para  comparar x  con  ef  primer  término  y  una  fuera  de!  bucle.  Si  x  es  el  segundo 
término  de  la  lista,  se  necesitan  dos  comparaciones  más,  de  tal  forma  que  se  hacen  un  total  de 
cinco  comparaciones.  En  general,  si  x  es  el  término  /-¿simo  de  la  lista,  se  realizarán  dos  com¬ 
paraciones  en  cada  uno  de  los  r  pasos  del  bucle,  y  uno  fuera  del  bucle  de  tal  forma  que  se  nece¬ 
sita  un  total  de  2/  +  1  comparaciones.  Por  tanto,  el  número  promedio  de  comparaciones  reali¬ 
zadas  es  igual  a 

3  +  5  4  7  4...  4  {2n  + 1)  2(1  +2  +  3  +  .T,  +  n)  +  tt 

n  n 


En  la  Sección  3^3  demostraremos  que 


I  42  +  34.  +  ~ 


n(n  + 1) 


2 
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EJEMPLO  5 


EJEMPLO  6 


Por  tanto,  el  número  promedio  de  comparaciones  realizadas  por  e¡  algoritmo  de  búsqueda  lineal 
(cuando  se  sabe  que  a  está  en  la  lista)  es 


2[rc(rc+  l}/2  j 


+  1  —  n  +  2, 


que  es  Q(n)> 


Observación:  En  el  análisis  del  Capítulo  4  se  asume  que  x  está  en  la  lista  en  la  que  se  busca  y  pue¬ 
de  estar  en  cualquier  posición.  También  se  puede  hacer  un  análisis  del  caso  promedio  de  este  al¬ 
goritmo  cuando  es  posible  que  a;  no  esté  en  la  lista  (véase  el  Problema  13  ai  final  de  esta  sección). 

Observación :  Ge  n  e  r  a  I  me  n  te .  I  lis  ct  >m  p  ai  ac  i  on  es  q  ue  se  n  eces  i  l  an  para  de  te  mi  i  n  ar  s  i  !i  e  m  os  llega  do 
al  final  de  un  bucle  no  se  tienen  en  cuerna.  Aunque  en  los  ejemplos  anteriores  las  hemos  consi¬ 
derado  ,  a  partir  de  ahora  las  ignoraremos. 

COMPLEJIDAD  DEL  PEOR  CASO  DE  DOS  ALGORITMOS  DE  ORDENACIÓN  Ana¬ 
lizamos  la  complejidad  de  la  ordenación  por  el  método  de  la  burbuja  y  la  ordenación  por  inserción 
de  ios  Ejemplos  5  y  ó. 

¿Cuál  es  la  complejidad  en  el  peor  caso  de  la  ordenación  por  el  método  de  la  burbuja  en  términos 
del  número  de  comparaciones  realizadas? 

Solución:  La  ordenación  por  el  método  de  la  burbuja  (descrita  en  el  Ejemplo  4  de  la  Sección  2. 1 ) 
ordena  una  lista  desarrollando  una  secuencia  de  pasadas  sobre  la  lista.  Durante  cada  pasada,  este 
método  de  ordenación  compara  sucesivamente  elementos  adyacentes,  intercambiándolos  cuando 
es  necesario.  Cuando  comienza  la  pasada  /-ésima.  el  método  garantiza  que  los  /  -  I  elementos  ma¬ 
yores  están  en  sus  posiciones  correctas.  Durante  esta  pasada  se  hacen  n  i  comparaciones.  Por  tan¬ 
to.  el  numero  total  de  comparaciones  realizadas  por  el  método  de  la  burbuja  para  ordenar  una  lis¬ 
ta  de  n  elementos  es 


(7i-n+(«-2)+...  +  2  +  i  =  -— 

2 

empleando  una  fórmula  para  la  suma  que  se  demostrará  en  la  Sección  3.3.  Observa  que  la  orde¬ 
nación  por  el  método  de  la  burbuja  hace  siempre  este  número  de  comparaciones,  porque  continúa 
incluso  si  Ja  lista  está  completamente  ordenada  en  algunos  pasos  intermedios.  Consecuentemente, 
este  método  realiza  (n  -  l)n/2  comparaciones,  por  lo  que  tiene  complejidad  en  el  peor  caso  0(>f) 
en  términos  del  número  de  comparaciones  realizadas.  <4 


¿Cuál  es  la  complejidad  en  el  peor  caso  de  la  ordenación  por  inserción  en  términos  del  número  de 
con ipa raciones  real  izadas  ? 

Solución:  La  ordenación  por  inserción  (descrita  en  el  Ejemplo  5  de  la  Sección  2.1)  coloca  el  cíe* 
mentó  /-ésimo  en  la  posición  correcta  entre  los  primeros  /  I  términos  que  ya  liemos  puesto  en  el 
orden  correcto.  Esto  se  hace  usando  una  técnica  de  búsqueda  lineal,  comparando  el  elemento  /-é si¬ 
mo  con  términos  sucesivos  hasta  que  se  encuentre  un  elemento  que  sea  mayor  o  igual  que  él,  o  se 
compara  a  j  consigo  mismo  y  se  para  porque  a.  no  es  menor  que  él  mismo.  Consecuentemente,  en 
el  peor  caso,  se  requiere  j  comparaciones  para  insertar  el  elemento  /-ésimo  en  la  posición  correc¬ 
ta,  Así,  el  número  total  de  comparaciones  realizadas  para  ordenar  por  inserción  una  lista  de  n  ele¬ 
mentos  es 


t  ,  -a  ,  ,  «0+0  , 
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empleando  la  fórmula  de  la  suma  de  enteros  consecutivos  que  se  demostrará  en  la  Sección  3.3  y  te 
niendo  en  cuenta  que  el  primer  término,  I ,  no  se  considera  en  esta  suma.  Observa  que  el  número 
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de  comparaciones  realizadas  en  una  ordenación  por  inserción  depende  considerablemente  de  la  dis¬ 
posición  de  los  elementos  menores  en  la  lista.  Concluimos  que  la  ordenación  por  inserción  tiene 
una  complejidad  en  el  peor  caso  0(«;).  -4 


EL  SIGNIFICADO  DE  LA  COMPLEJIDAD  DE  LN  ALGORITMO 

i  .a  Tabla  I  muestra  la  icrminntogfü  comúnmente  utilizada  para  describir  la  complejidad  de  los  al¬ 
goritmos.  Por  ejemplo,  un  algoritmo  que  encuentra  el  mayor  de  los  cien  primeros  términos  de  una 
lista  de  n  elementos  Ut  >  100)  aplicando  el  Algoritmo  1  tiene  una  complejidad  constante,  pues¬ 
to  que  utiliza  99  comparaciones,  no  importa  ei  valor  de  n  (como  podra  verificar  el  lector).  El  al¬ 
goritmo  de  búsqueda  lineal  tiene  complejidad  lineal  (en  el  peor  caso  o  en  el  caso  promedio)  y  e! 
algoritmo  de  búsqueda  binaria  tiene  complejidad  logarítmica  (en  el  peor  caso)*  Muchos  algorit¬ 
mos  importantes  tienen  complejidad  n  log  nr  como  la  ordenación  por  mezcla,  que  presentaremos 
en  el  Capítulo  3, 


l  abia  L  Terminología  comunmente  utilizada  para  la 

eoin  plcj  i  dad  de  a  1  gor  i  i  m  os , 

Complejidad 

Terminología 

0(1) 

Complejidad  constante 

Oílog  «) 

Complejidad  logarítmica 

0(n) 

Complejidad  lineal 

0{n  log  n ) 

Complejidad  n  log  n 

0(n“) 

Complejidad  polinómica 

0\h"),  donde  b  >  1 

Complejidad  exponencial 

0(n\) 

Complejidad  factorial 

Un  algoritmo  tiene  complejidad  polinomio  si  tiene  complejidad  0(nh\  donde  h  es  un  ra¬ 
cional  mayor  o  igual  que  L  Por  ejemplo,  el  algoritmo  de  ordenación  por  el  método  de  la  burbuja 
es  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  porque  usa  O(n')  comparaciones  en  e!  peor  caso*  Un 
algoritmo  tiene  complejidad  exponencial  si  su  complejidad  es  Q\¡f)*  donde  h  >  L  El  algoritmo 
que  determina  si  una  fórmula  preposicional  con  n  variables  puede  ser  satisfecha  mediante  la 
comprobación  de  todas  las  posibles  asignaciones  de  valores  de  verdad  es  un  algoritmo  con  com¬ 
plejidad  exponencial  porque  utiliza  0(2fí)  operaciones.  Finalmente,  un  algoritmo  tiene  compleji¬ 
dad  factorial  si  su  complejidad  es  0(/?!).  El  algoritmo  que  genera  todas  las  maneras  en  las  que  un 
\  ¡ajante  podría  visitar  n  ciudades  tiene  complejidad  factorial;  discutiremos  este  algoritmo  en  el  Ca¬ 
pítulo  8. 

Un  problema  que  se  puede  resolver  utilizando  un  algoritmo  con  complejidad  polinómica  en  el 
peor  caso  se  llama  tratable,  pues  se  espera  que  el  algoritmo  produzca  la  solución  al  problema  para 
una  cintrada  de  tamaño  razonable  en  un  tiempo  relativamente  corlo.  Sin  embargo,  si  el  polinomio  de 
la  i'1  limación  en  notación  O  tiene  un  grado  alto  (como,  por  ejemplo,  100)  o  si  los  coeficientes  son 
^t  refiadamente  grandes,  el  algoritmo  puede  necesitar  un  tiempo  muy  grande  para  solucionar  el 
problema*  Por  tanto,  cí  que  ese  problema  se  pueda  solucionar  utilizando  un  algoritmo  con  com¬ 
plejidad  polinómica  en  el  peor  caso  no  es  una  garantía  de  que  el  problema  se  pueda  solucionar  en 
un  tiempo  razonable,  incluso  para  valores  de  entrada  pequeños.  Afortunadamente,  en  la  práctica,  el 
grado  y  los  coeficientes  de  los  polinomios  de  tales  estimaciones  son  pequeños. 

La  situación  es  mucho  peor  para  problemas  que  no  se  pueden  resolver  utilizando  un  algorit¬ 
mo  con  complejidad  polinómica  en  el  peor  caso.  Tales  problemas  se  llaman  intratables.  Gene¬ 
ralmente*  pero  no  siempre,  se  requiere  un  tiempo  extremadamente  largo  para  resolver  un  proble¬ 
ma  en  el  peor  caso  ineluscj  para  un  valor  pequeño  de  entrada.  En  la  práctica,  no  obstante,  hay 
situaciones  en  las  que  un  algoritmo  puede  resolver  un  problema  mucho  más  rápidamente  en  Ja  ma¬ 
yoría  de  los  casos  que  en  el  peor  caso.  Cuando  podamos  permitir  que  algunos  casos,  quizá  pocos, 
no  se  puedan  resolver  en  un  tiempo  razonable,  la  complejidad  en  tiempo  cu  el  caso  promedio  es 


I  -os  fu  ncían  k  1 1  ios ;  ■  1 1  gori  tinos ,  nú  m  e  ros  e  meros  y  i  na trices  í  37 


IjllHtTS 


una  medida  más  acertada  del  tiempo  que  llevaría  resolver  un  problema  que  el  peor  caso  .  Muchos 
de  los  problemas  importantes  en  la  industria  son  presentados  como  intratables,  pero  en  la  práctica 
pueden  resolverse  para,  esencialmente,  todos  los  conjuntos  de  datos  que  aparecen  en  la  vida 
real.  Otra  forma  en  la  que  se  manejan  los  problemas  intratables  cuando  aparecen  en  las  aplica¬ 
ciones  prácticas  es  buscar  soluciones  aproximadas  del  problema  en  vez  de  soluciones  exactas.  Fue 
de  darse  el  caso  de  que  existan  algoritmos  rápidos  para  encontrar  soluciones  aproximadas,  quizá 
incluso  con  la  garantía  de  que  no  difieren  mucho  de  las  soluciones  exactas. 

Existen  algunos  problemas  para  los  cuales  incluso  se  puede  demostrar  que  no  existen  algo¬ 
ritmos  que  puedan  resolverlos.  Tales  problemas  se  llaman  no  resolubles  o  irresolubles  (en  opo¬ 
sición  a  los  problemas  resolubles,  para  los  cuales  existen  algoritmos  que  los  resuelven).  La  pri¬ 
mera  demostración  de  que  hay  problemas  irresolubles  se  de  he  al  gran  matemático  e  informático 
Alan  Turing,  El  problema  que  Turing  demostró  que  era  irresoluble  es  el  problema  de  la  parada. 
Este  problema  toma  como  entrada  un  programa  junto  con  la  entrada  de  este  programa.  El  proble¬ 
ma  pregunta  sí  el  programa  se  interrumpirá  cuando  se  ejecute  con  la  entrada  del  programa.  Estu¬ 
diaremos  este  problema  en  la  Sección  3. 1 .  (En  el  Capítulo  1 1  se  puede  encontrar  una  biografía  de 
Alan  Turing  y  una  descripción  de  algunos  de  sus  otros  trabajos). 

El  estudio  de  la  complejidad  de  algoritmos  va  mucho  más  alta  de  lo  que  podemos  describir 
aquí.  Ten  en  cuenta,  no  obstante,  que  se  cree  que  muchos  problemas  resolubles  tienen  la  propiedad 
de  que  no  hay  ningún  algoritmo  con  complejidad  polinómieu  en  el  peor  caso  que  los  resuelva,  pero 
que  en  caso  de  conocerse  alguna  solución  puede  comprobarse  que  esta,  efectivamente,  resuelve  el 
problema  en  tiempo  polinómico.  Se  dice  que  un  problema  pertenece  a  la  clase  \P  si  se  puede 
comprobar  en  tiempo  polinómico  que  una  solución  efectivamente  lo  es  (los  problemas  tratables  se 
dicen  que  pertenecen  a  la  clase  P)*.  Hay  también  una  clase  importante  de  problemas,  llamados 
problemas  NP-completos,  con  la  propiedad  de  que  si  alguno  de  estos  problemas  se  puede  resol¬ 
ver  haciendo  uso  de  un  algoritmo  con  complejidad  polinómtca  en  el  peor  caso,  entonces  todos 
ellos  se  pueden  resolver  por  medio  de  algoritmos  con  complejidad  polinórmca  en  el  peor  caso. 

El  problema  de  la  sansfabifkfd  es  tm  ejemplo  de  problema  NP-coniplcto  podemos  veri II car 
rápidamente  que  una  asignación  de  valores  de  verdad  a  las  variables  de  una  fórmula proposicíonal 
la  hace  verdadera,  pero  no  se  ha  descubierto  un  algoritmo  con  complejidad  en  tiempo  polinómico 
que  genere  tal  asignación  de  valores  de  verdad  .  [Por  ejemplo,  una  búsqueda  exhaustiva  sobre  io¬ 
dos  los  posibles  valores  de  verdad  requiere  0(2"  i  operaciones  con  bits,  donde  n  es  el  número  de  va¬ 
riables  de  la  fórmula].  Además,  si  se  conociese  un  algoritmo  de  complejidad  polinómieu  para  re¬ 
solver  este  problema,  podríamos  encontrar  algoritmos  de  complejidad  polmómica  para  resolver 
todos  los  problemas  de  esta  clase  (y  hay  muchos  problemas  importantes  en  esta  clase). 

A  pesar  del  gran  esfuerzo  invertido  en  investigación,  no  se  han  encontrado  algoritmos  con 
complejidad  compulacional  polinómíea  en  el  peor  caso  para  esta  clase  de  problemas.  Es  general¬ 
mente  aceptado,  aunque  no  se  ha  demostrado,  que  ningún  problema  NP-compIelo  puede  resolverse 
en  un  tiempo  polinómico.  Para  más  información  acerca  de  la  complejidad  de  algoritmos,  consul¬ 
ta  las  referencias  para  esta  sección  al  final  del  libro,  en  particular  [CoLeRI9ü], 

Observa  que  una  estimación  en  notación  O  para  la  complejidad  en  tiempo  de  un  algoritmo 
expresa  cómo  el  tiempo  requerido  para  resolver  un  problema  cambia  a  medida  que  el  tamaño  de  la 
entrada  crece.  En  la  práctica,  se  usa  la  mejor  estimación  que  se  pueda  encontrar  (esto  es,  la  función 
de  referencia  más  pequeña  posible).  No  obstante,  la  estimación  con  la  notación  O  de  la  compleji¬ 
dad  no  ofrece  información  sobre  el  tiempo  de  computación  real  utilizado.  Una  razón  es  que  la  es¬ 
timación  de  la  función  O  para  la  función  fin)  depende  de  dos  constantes  C  y  k{fin\  M  es  Olgrí/))  si 
fin)  <  Cg(n),  cuando  n  >  k.  donde  C  y  k  son  constantes).  Sm  conocer  las  constantes  C  y  L  la  esti¬ 
mación  no  se  puede  utilizar  para  dar  una  cota  superior  del  numero  de  operaciones  realizadas.  Ade¬ 
más,  como  se  observó  anteriormente,  el  tiempo  requerido  para  completar  una  operación  depende 
del  tipo  de  operación  y  del  ordenador  utilizado,  {También  se  debe  tener  en  cuerna  que  la  notación 
O  estima  la  complejidad  del  algoritmo  proporcionando  una  cota  superior,  pero  no  inferior,  del 
tiempo  requerido  en  el  peor  caso  para  resolver  un  problema  en  función  del  tamaño  de  la  entrada. 
Para  proporcionar  una  cota  inferior  se  debería  utilizar  la  notación  Zeta,  No  obstante,  por  simpli¬ 
cidad.  utilizaremos  la  notación  O  para  estimar  la  complejidad  de  algoritmos,  aun  sabiendo  que  la 
flotación  Zeta  proporcionará  siempre  más  información). 
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Podemos  determinar  el  tiempo  real  requerido  por  un  algoritmo  para  solucionar  un  problema 
de  tamaño  especificado  si  todas  las  operaciones  utilizadas  se  pueden  reducir  a  las  operaciones  con 
bits  que  realiza  el  ordenador.  La  Tabla  2  muestra  el  tiempo  necesario  para  resolver  problemas  de 
varios  tamaños  con  un  algoritmo  que  realiza  el  número  de  operaciones  con  bits  que  se  indica*  Con 
un  asterisco  se  indican  tiempos  mayores  a  1GIÍKÍ  años.  (En  la  Sección  2.5  estudiaremos  el  número 
de  operaciones  con  bits  que  se  necesitan  para  sumar  y  multiplicar  dos  enteros).  Para  la  construc¬ 
ción  de  esta  tabla  se  ha  considerado  que  cada  operación  con  bits  requiere  10  9  segundos,  el  tiem¬ 
po  que  invierte  el  ordenador  más  rápido  a  día  de  hoy.  En  el  futuro,  estos  tiempos  decrecerán  con  el 
aumento  de  velocidad  de  los  ordenadores  de  nueva  generación. 


Tabla  2*  Tiempo  de  ordenador  utilizado  por  los  algoritmos. 

Tamaño  del  problema 

Operaciones  con  bits  utilizadas 

n 

log  n 

n 

n  log  n 

n2 

ni 

10 

3  x  10-9  s 

1 0-8  s 

3  x  10“s  s 

10"7  s 

10'6  s 

3  X  1 0'"  s 

102 

7  x  10  9  s 

!0“7  s 

7  x  10 7  s 

10 5  s 

4x  !013 años 

* 

H)3 

1,0  x  10  8  s 

io-s 

1  x  lO-Hs 

1(H  s 

* 

* 

lO4 

1 ,3  x  1 0-*  s 

10  3  s 

I  x  ItH  s 

10-'  s 

* 

105 

1 ,7  x  10“8  s 

im 

2Xl(Hs 

10  s 

* 

* 

10" 

2  X  10-8  s 

¡O-5  s 

2  x  10 2  s 

17  min 

* 

Es  importante  saber  cuánto  tiempo  necesitará  un  ordenador  para  resolver  un  problema.  Por 
ejemplo,  si  un  algoritmo  requiere  10  horas,  puede  valer  la  pena  invertir  el  tiempo  (y  el  dinero)  re¬ 
querido  para  resolver  el  problema.  Pero  si  un  algoritmo  requiere  diez  mil  millones  de  años  para  re¬ 
solverlo.  no  sería  razonable  utilizar  recursos  para  imple  mentar  este  algoritmo.  Uno  de  los  fenó¬ 
menos  más  interesantes  de  la  tecnología  moderna  es  el  tremendo  aumento  de  la  memoria  y  la 
velocidad  de  los  ordenadores.  Otro  factor  importante  que  reduce  el  tiempo  necesario  para  resolver 
los  problemas  con  el  ordenador  es  el  procesado  en  paralelo,  que  es  la  técnica  de  realizar  se¬ 
cuencias  de  operaciones  simultáneamente. 

Los  algoritmos  eficientes,  incluidos  muchos  algoritmos  con  complejidad  polinómica,  son  los 
que  más  se  benefician  de  los  avances  tecnológicos  significativos.  Sin  embargo,  estos  avances  ayu¬ 
dan  poco  a  superar  la  problemática  de  algoritmos  con  complejidad  en  tiempo  exponencial  o  fac¬ 
torial.  Debido  al  avance  en  la  velocidad  de  cálculo,  aumento  de  la  memoria  disponible  y  del  uso 
del  procesado  en  paralelo,  muchos  problemas  que  se  consideraban  imposibles  de  resolver  hace  cin¬ 
co  años  ahora  se  resuelven  de  manera  rutinaria,  y  de  hecho,  dentro  de  cinco  anos,  esta  afirmación 
volverá  a  ser  cierta. 


Problemas 


1.  ¿Cuántas  comparaciones  se  hacen  en  el  algoritmo  dado  en 
el  Problema  1 6  de  la  Sección  2. 1  para  encontrar  el  menor 
numero  natural  de  una  sucesión  de  n  números  naturales? 

2*  Escribe  un  algoritmo  que  ponga  los  cuatro  primeros  tér¬ 
minos  de  una  lista  de  longitud  arbitraria  en  orden  crecien¬ 
te.  Muestra  que  este  algoritmo  tiene  complejidad  0(1)  en 
té  m  i  i  nos  ti  e  I  n  ú  m  e  ro  de  c  o  m  p  a  ra  c  i  one  s  re  al  i  z  ad  as .  0 

a 

3*  Supongamos  que  sabemos  que  un  elemento  está  entre 
los  cuatro  primeros  de  un  una  lista  de  32.  ¿Qué  tipo  de 


búsqueda  localizaría  antes  este  elemento:  una  búsqueda 
lineal  o  una  binaria? 

4 .  De  i  e mi in  a  el  núm  ero  de  m  u  h  ip  1  i  c  ac  i  o  ne  s  n  ecos  aria  s  para 
calcular  x7\  comenzando  por  a  y  elevando  al  cuadrado 
sucesivamente  (para  encontrar  x\  a4  y  así  sucesivamente  L 
¿Es  éste  un  método  más  eficiente  para  calcular  v;f'  que 
multiplicar  x  por  sí  mismo  el  número  de  veces  apropiado? 

5*  Da  una  estimación  en  notación  O  del  número  de  compa¬ 
raciones  realizadas  por  el  algoritmo  que  determina  d  nú 
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mero  de  unos  de  tina  cadena  de  hits  examinando  cada  bil 
de  la  cadena  para  determinar  si  es  un  uno  (véase  el  Pro¬ 
blema  25  de  la  Sección  2.1). 

*6.  a)  Muestra  que  este  algoritmo  determina  el  número  de 
bits  1  en  la  cadena  5; 

procedí!  re  cuenta  bit(S:  cadena  de  bits) 
cuenta  0 
whik  5  ^  0 
begin 

cuenta  :=  cuenta  +  1 
S  :=  S  a  (S  -  I ) 

end  |  cuenta  es  el  número  de  unos  en  S ) 

Aquí  S  -  I  es  la  cadena  de  bits  obtenida  al  cambiar  el 
bil  I  más  a  la  derecha  de  S  por  un  0  y  todos  los  bits  0 
a  la  derecha  de  éste  por  unos.  [Recuerda  que 
S  a  (S  1 )  es  la  operación  bit  AND  entre  S  y  S  -  1 J. 
b)  ¿Cuántas  operaciones  bit  AND  se  necesitan  para  en¬ 
contrar  el  número  de  bits  1  en  5? 

7.  El  algoritmo  convencional  para  evaluar  el  polinomio 
anx*  +  a,  rx "T_  1  +  . . .  +  <írr  +  a{}  en  v  =  c  se  puede  expre¬ 
sar  en  pseudocódigo  como 

pr oced  u  re  po  I  i  tu  m  i  io{  e\  *  a  ^ . :  n  ú  m  eros 

reales) 
potencia  ;=  1 

.v  -  % 

for  i 1  to  n 
begin 

potencia  potencia  *  c 
y y  +  at  *  potencia 
end  \y  -  an  tf  +  a  (A ' 1  +  , , .  +  */,  c  +  a{  j 

donde  el  valor  final  de  y  es  el  valor  del  polinomio  en 
x-  c. 

a)  Evalúa  3xz  +  v  +  I  en  x  =  2  siguiendo  d  algoritmo 
paso  a  paso. 

h)  ¿Exactamente  cuántas  sumas  y  multiplicaciones  se 
hacen  para  evaluar  el  polinomio  de  grado  n  en  x  =  r? 
(No  cuentes  el  número  de  sumas  utilizadas  en  d  in¬ 
cremento  de  la  variable  del  bucle r 

8.  Hay  un  algoritmo  más  eficiente  ten  términos  del  número 
de  multiplicaciones  y  sumas  realizadas)  para  evaluar  poli- 
noto  ios  que  el  algoritmo  convencional  descrito  en  eí  pro- 
hltina  anterior.  Se  llama  método  de  Horner,  Este  pseu- 
do|ódigo  muestra  cómo  se  usa  este  método  para  calcular 
fw valores  de  a  _vn  +  a  ,  tfr  1  4- . . .  +  a , x  +  a*  en  x  -  c: 

procedu re  Horner(t\  d(|,  ar  a„  an:  números 
reales) 
v  :-a 

+  ñ 

lar  i  :=  1  to  n 

v  ;=  V  *  C  +  ü 

s  s  i t  i 

{y-anc*  +  ail  +  ...  +  «,  c  +  a0| 

a)  Evalúa  3r  4  \  +  I  en  =  2  siguiendo  paso  a  paso  el 
algoritmo. 

b)  ¿Cuántas  sumas  y  multiplicaciones  se  realizan  exac¬ 
tamente  para  evaluar  el  polinomio  de  grado  n  en 


.t  =  r?  (No  cuentes  el  número  de  sumas  realizadas  en 
el  incremento  de  la  variable  del  bucle). 

9.  ¿De  qué  tamaño  puede  ser  un  problema  que  se  debe  re¬ 
solver  en  un  segundo  usando  un  algoritmo  que  requiere 
fin)  operaciones  con  bits,  donde  cada  operación  se  hace 
en  1  ü“y  segundos,  con  los  siguientes  valores  para  J[ri)l 

a)  log  n  h)  n  c )  n  log  n 

d)  n2  d)  2n  e)  ni 

10.  ¿Cuánto  tiempo  necesita  un  algoritmo  para  resolver  un 
problema  de  tamaño  n  si  el  algoritmo  utiliza  2rt -  +  2* 
operaciones  con  hits  y  cada  una  requiere  1 0-^  segundos, 
con  los  siguientes  valores  para  ni 

a)  10  b)  20 

c)  50  c)  100 

11-  ¿Cuánto  tiempo  necesita  un  algoritmo  que  realiza  2™ 
operaciones  con  bits  si  cada  operación  requiere  estos 
tiempos? 

a)  Ifr*  segundos 

b)  I0“9  segundos 

c)  1 01 2  segundos 

12,  Determina  el  número  mínimo  de  comparaciones,  o  el 
comportamiento  en  el  mejor  caso, 

a)  requeridas  para  encontrar  d  máximo  de  una  sucesión 
de  n  enteros  usando  el  Algoritmo  1  de  la  Sección  2.1; 

b)  realizadas  para  localizar  un  demento  de  una  lista  de  n 
términos  con  una  búsqueda  lineal; 

c)  realizadas  para  localizar  un  elemento  de  una  lista  de  n 
términos  con  una  búsqueda  binaria. 

13*  Analizad  comportamiento  en  el  caso  promedio  del  al 
goritmode  búsqueda  lineal  si  exactamente  la  mitad  de  las 
veces  el  elemento  \  no  está  en  la  lista  y  si,  cuando  v  está 
en  la  lista,  puede  estar  en  cualquier  posición. 

14,  Lrn  algoritmo  se  dice  que  es  óptimo  para  Ja  solución  de 
un  problema  con  respecto  a  una  operación  especificada  si 
no  hay  ningún  otro  algoritmo  que  lo  resuelva  con  un  nú¬ 
mero  inferior  de  operaciones. 

a)  Muestra  que  el  Algoritmo  1  de  la  Sección  2.1  es  un 
algoritmo  óptimo  con  respecto  al  número  de  compa¬ 
raciones  de  enteros.  [Indicación:  No  se  cuentan  las 
comparaciones  realizadas  en  d  incremento  de  la  va¬ 
riable  dd  bucle). 

b)  ¿Es  el  algoritmo  de  búsqueda  lineal  óptimo  respecto 
al  numero  de  comparaciones  de  enteros  t sin  incluir 
las  comparaciones  realizadas  en  el  incremento  de  la 
variable  del  bucle)? 

15.  Describe  la  complejidad  en  el  peor  caso,  medida  en  tér¬ 
minos  de  comparaciones,  dd  algoritmo  de  búsqueda  ter¬ 
naria  descrito  en  el  Problema  27  de  la  Sección  2. 1 

tú.  Describe  la  complejidad  en  el  peor  caso,  medida  en  ter 
minos  de  comparaciones,  dd  algoritmo  descrito  en  el 
Problema  28  de  la  Sección  2.1. 
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17.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo 
que  propusiste  en  el  Problema  29  de  la  Sección  2 .1  para 
localizar  una  moda  en  una  lista  no  decreciente  de  enteros. 

18.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo  que 
propusiste  en  el  Problema  30  de  la  Sección  2,1  para  obte¬ 
ner  todas  las  mudas  de  una  lista  no  decreciente  de  enteros. 

19.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo 
que  propusiste  en  el  Problema  31  de  la  Sección  2,1  pnra 
encontrar  el  primer  término  de  una  sucesión  de  enteros 
que  es  igual  a  algún  término  previo. 

29.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo 
que  propusiste  en  d  Problema  32  de  la  Sección  2.1  para 
obtener  Lodos  los  términos  de  una  sucesión  que  son  ma¬ 
yores  que  la  suma  de  todos  los  anteriores  a  él, 

21.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo 
que  propusiste  en  d  Problema  33  de  la  Sección  2.1  pitra 
determinar  el  primer  termino  de  una  sucesión  menor  que 
el  elemento  que  le  precede  inmediata  mente. 

22.  Analiza  la  complejidad  en  d  peor  caso,  en  términos  del 
número  de  comparaciones,  del  algoritmo  dcJ  Problema  5 
de  la  Sección  2.1.  que  determina  todos  los  valores  que 
aparecen  más  de  una  vez  en  una  lista  ordenada  de  enteros. 

23.  Analiza  la  complejidad  en  el  peor  caso,  en  términos  dd 
número  de  comparaciones,  d el  algoritmo  del  Problema  9 
de  la  Sección  2.1.  que  determina  si  una  cadena  es  un  pa¬ 
líndromo. 

24.  /.Cuántas  comparaciones  realiza  la  ordenación  por  se¬ 
lección  (véase  d  preámbulo  al  Problema  41  de  la  Sec¬ 


ción  2.1)  para  ordenar  n  elementos?  Utiliza  tu  respuesta 
para  dar  una  estimación  en  notación  O  de  la  complejidad 
de  la  ordenación  por  selección  en  términos  dd  número  de 
comparaciones. 

25.  Obtén  una  estimación  en  notación  O  para  la  compleji¬ 
dad  en  d  peor  caso  en  términos  dd  numero  de  compara¬ 
ciones  realizadas  y  el  número  de  términos  intercambiados 
en  la  ordenación  por  inserción  binaria  descrita  en  el 
preámbulo  al  Problema  27  de  la  Sección  2.1. 

2<V.  Muestra  que  el  algoritmo  voraz  para  dar  cambio  de  n 
céntimos  usando  monedas  de  25,  10*  5  y  t  céntimos  tiene 
co  m  pl  éj  i  dad  ( )( n  í  nied  id  a  e  n  té  rm  i  no  s  de  1  as  com  para  - 
c iones  requeridas. 

27.  Describe  cómo  cambia  el  numero  de  comparaciones  rea¬ 
lizadas  en  los  siguientes  algoritmos  para  buscar  un  ele¬ 
mento  de  una  lista  cuando  el  tamaño  de  la  lista  se  duplica 
de  n  a  2/j*  para  n  entero  positivo 

a)  el  de  búsqueda  lineal: 

b)  el  de  búsqueda  binaria. 

28.  Describe  cómo  cambia  el  mí  mero  de  comparaciones  rea¬ 
lizadas  en  los  siguientes  algoritmos  cuando  el  tamaño 
de  la  lista  que  debe  ser  ordenada  se  duplica  de  n  a  2 n. 
para  n  entero  positivo,  para  los  siguientes  algoritmos  de 
ordenación 

a)  d  método  de  la  burbuja: 

!>)  ordenación  por  inserción: 

c)  ordenación  por  selección  (descrito  en  el  preámbulo 
dd  Problema  41  de  la  Sección  2.1); 

c)  ordenación  por  inserción  binaria  (descrito  en  el 
preámbulo  del  Problema  47  de  la  Sección  2.1  ), 


2.4  Enteros  v  división 


INTRODUCCION 


I  .a  parte  de  la  malenial ica  diserela  que  esludía  los  enteros  y  sus  propiedades  pertenece  a  la  rama  de 
las  matemáticas  comfcida  como  teoría  de  números,  Esla  sección  es  el  comienzo  de  una  intro¬ 
ducción  en  tres  secck  nes  a  la  teoría  de  números.  En  esta  sección  repasaremos  algunos  conceptos 
básicos  de  la  teoría  d  :  números,  entre  los  que  se  aleluyen  la  divisibilidad,  el  máximo  común  di¬ 
visor  y  la  aritmética  modular.  En  la  Sección  2,5  describiremos  varios  algoritmos  importantes  de 
teoría  de  números,  enlazando  el  material  de  las  Secciones  2J  y  2.3  sobre  algoritmos  y  su  com¬ 
plejidad  con  las  nociones  que  se  presentan  en  esta  sección.  Por  ejemplo,  introduciremos  algoritmos 
para  encontrar  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  positivos  y  para  desarrollar  la  aritmética 
eomputacional  utilizando  expresiones  binarias  (en  base  2),  Finalmente,  en  la  Sección  2.6  conti 
miaremos  el  estudio  de  la  teoría  de  números  presentando  algunos  resultados  importantes  y  sus  apli¬ 
caciones  a  la  aritmética  eomputacional  y  a  la  criptología,  el  estudio  de  los  mensajes  secretos. 

Las  ideas  que  desarrollaremos  en  esta  |eeción  se  basan  en  la  noción  de  divisibilidad.  Un  con¬ 
cepto  importante  basado  en  la  divisibilidad  es  el  de  número  primo.  Un  primo  es  un  entero  mayor 
que  1  que  es  divisible  sólo  por  I  y  por  el  mismo.  Determinar  si  un  número  es  primo  es  importan 
le  cu  las  aplicaciones  a  la  criptología.  I  ¡n  importante  teorema  de  la  teoría  de  números,  el  Teorema 
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DEFINICIÓN  I 


EJEMPLO  I 


EJEMPLO  2 


r.jtmpJits 
:id  intuíales 


TEOREMA  1 


fundamental  de  la  aritmética,  afirma  que  todo  entero  positivo  se  puede  escribir  de  forma  única 
c  orno  p  rod  uc  to  d  e  n  ú  mero  s  p  ri  mos .  L  a  des  c  o  m  pos  i  c  ion  de  e  n  tero  s  c  n  pr  odu  cío  de  p  ri  mo  s  es  im¬ 
portante  en  criptología.  La  división  de  un  entero  por  un  entero  positivo  da  como  resultado  un  co¬ 
ciente  y  un  resto.  Trabajar  con  estos  restos  conduce  a  la  aritmética  modular,  ampliamente  utiliza¬ 
da  en  informática.  En  esta  sección  discutiremos  tres  aplicaciones  de  la  aritmética  modular:  la 
generación  de  números  pseudo aleatorios,  la  asignación  de  posiciones  de  memoria  a  ficheros  en  un 
ordenador  y  el  cifrado  y  descifrado  de  mensajes. 


DIVISIÓN 


Cuando  un  entero  se  divide  por  otro  entero  no  nulo,  el  cociente  puede  o  no  ser  entero.  Por  ejemplo, 
12/3  =  4  es  un  entero,  mientras  1 1  ¡4  -  2,75  no  lo  es.  Esto  conduce  a  la  siguiente  definición. 


Si  a  y  b  son  enteros,  a  ^  0,  decimos  que  a  divide  a  hú  existe  un  entero  c  tal  que  b  -  ai\  Cuan¬ 
do  a  divide  a  h  decimos  que  a  es  un  factor  (o  divisor)  de  h  y  que  b  es  un  múltiplo  de  a.  La  no¬ 
tación  a  ¡  h  indica  que  a  divide  a  le  Escribimos  que  aXb  cuando  a  no  divide  a  />. 

: 


Observación:  Podemos  expresar  a\b  usando  euanti Picadores  como  3c  (ac  -  />'),  donde  el  dominio 
es  el  conjunto  de  los  enteros. 

En  la  Figura  1 .  los  números  dispuestos  en  linea  indican  qué  enteros  son  divisibles  por  el  en¬ 
tero  positivo  d. 


-M  -Id  -d  0  d  Id  3 d 

Figura  I .  tinteros  divisibles  por  el  entero  positivo  d. 


Determina  si  3 1 7  y  si  3 1 1 2. 

Solución:  Se  tiene  que  3T7,  puesto  7  /3  no  es  un  entero.  Por  otra  parte,  3  |  12,  puesto  que 
12/3  =4.  < 

Sean  n  y  d  enteros  positivos.  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  n  son  divisibles  por  di 

Solución:  Los  enteros  divisibles  por  d  son  todos  aquellos  de  la  forma  di,  donde  k  es  un  entero  po¬ 
sitivo.  Por  tanto,  el  número  de  enteros  positivos  divisibles  por  d  menores* o  iguales  que  n  es 
igual  al  número  de  enteros  L  0  <  dk  <  n  o  0  <k<  n/d.  Por  tanto,  hay  \ji¡d\  enteros  positivos  me¬ 
nores  o  iguales  que  n  divisibles  por  d. 

En  el  Teorema  1  se  dan  algunas  propiedades  básicas  de  la  divisibilidad  de  enteros. 


Sean  a,  h  y  c  enteros.  Entonces: 

1 .  si  tí  \  /?  y  a  |  c,  entonces  a  j  { b  +  c): 

2.  si  a  ¡  ík  entonces  a  \  he  para  todo  entero  c: 

3 .  ai  a  \  h  y  h  \  t\  entonces  a  \  c. 
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CORO!,  ARTO  1 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  3 


TEOREMA  2 


EJEMPLO  4 


Ejemplos 
a<i  id  (males 


Demostración:  Para  demostrar  (/)  supongamos  que  a  |  b  y  a  \ c.  Entonces,  por  la  definición  de  di¬ 
visibilidad,  se  cumple  que  hay  dos  enteros  s  y  i  tales  que  h  ~  as  y  c  ~  ai.  Por  tanto, 

b  +  c-  as  +  ai  -  ais  +  0- 

Así,  a  divide  a  b  +  c.  E^lo  establece  la  parte  (/)  del  teorema.  Las  partes  (2)  y  (3)  se  dejan  al  lector 
como  ejercicio.  <1 


Si  a ,  b  y  c  son  enteros  tales  que  a  \  b  y  a  ]  c\  entonces  a  |  mb  +  nc  para  m  y  n  enteros  cuales¬ 
quiera. 


Demostración:  Según  la  parte  (2}  del  Teorema  i  se  cumple  que  a  j  mb  y  a  \  nc  para  m  y  n  enteros 
cualesquiera.  Según  la  parte  (1)  del  Teorema  1 .  se  sigue  que  a  |  mb  +  nc.  <] 


NÚMEROS  PRIMOS 


Todo  entero  positivo  mayor  que  I  es  divisible  al  menos  por  dos  enteros:  por  él  mismo  y  por  I ,  Los 
enteros  que  tienen  únicamente  estos  dos  factores  enteros  positivos  se  llaman  primos. 


Un  entero  positivo  p  mayor  que  J  se  llama  primo  si  los  únicos  divisores  posilivos  de/?  son 
y  /?♦  Un  entero  positivo  mayor  que  í  que  no  es  primo  se  denomina  compuesto . 


Observación:  Ei  entero  n  es  compuesto  sí.  y  sólo  si,  existe  un  entero  a  tal  que  a  \  n  y  I  <  a  <  n. 

El  entero  7  es  primo,  puesto  que  sus  factores  positivos  son  solamente  1  y  7,  mientras  que  el  ente¬ 
ro  9  es  compuesto,  ya  que  es  divisible  por  3.  -4 

Los  primos  menores  que  100  son  2,  3, 5,  7,  II  ,  13.  17,  19,  23,  29,  3L  37,  4L  43, 47,  53,  59,  6L 
67,  7 L  73,  79,  83,  89  y  97.  En  la  Sección  6,6  se  introducirá  un  procedimiento,  conocido  como  criba 
de  Eral  oslen  es,  que  se  utilizará  para  obtener  todos  los  primos  menores  o  iguales  que  un  entero  th 
Los  primos  son  los  «ladrillos»  con  tos  que  se  construye  todo  entero  positivo,  como  muestra 
el  Teorema  fundamental  de  la  aritmética.  Su  demostración  se  verá  en  la  Sección  3.3. 

TEOREMA  FUNDAMENTAL  DE  LA  ARITMÉTICA  Todo  entero  positivo  mayor  que 
i  se  puede  escribir  de  una  única  forma  como  un  primo  o  como  el  producto  de  dos  o  más  pri¬ 
mos  en  el  que  los  factores  primos  se  escriben  en  orden  no  decreciente. 


El  Ejemplo  4  da  algunas  factorizac iones  de  enteros  como  producto  de  primos. 

Las  factorizaciones  de  100,  641, 999  y  1.024  son: 

¡00  =  2  •  2  ■  5  •  5  =  2252, 

641  -  641, 

999  -  3  •  3  ■  3  ■  37  =  33  *  37, 

1.024  =  2  -  2  -  2  *  2  •  2  ■  2  ■  2  •  2  -  2  •  2  =  210.  < 

Como  se  verá,  en  algunas  aplicaciones  es  importante  ver  si  un  entero  dado  es  o  no  un  número 

primo,  Por  ejemplo,  en  algunos  métodos  de  criptología  se  utilizan  primos  grandes  para  construir  men¬ 

sajes  secretos.  Un  procedimiento  para  ver  que  un  entero  es  primo  se  basa  en  la  siguiente  observación. 
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TEOREMA  3 

Si  n  es  un  entero  compuesto,  entonces  n  tiene  un  divisor  primo  menor  o  igual  que  4n  . 

EJEMPLO  5 

Demostración:  Si  n  es  compuesto,  tiene  un  factor  tí,  1  <  a  <  n.  Por  tanto,  n  =  ab,  donde  tanto  a 
como  h  son  enteros  positivos  mayores  que  1 .  Venios  que  a  <  \¡n  o  b  <  \n ,  puesto  que  si  no  fuese 
así  entonces  ah  >  ■  in  =  n.  Por  tanto,  n  debe  tener  un  divisor  positivo  menor  o  igual  que  \'7?  . 

Este  divisor  bien  es  primo  o  bien  por  el  Teorema  fundamental  de  la  aritmética  tiene  un  divisor  pri¬ 
mo,  En  ambos  casos,  n  tiene  un  divisor  primo  menor  o  igual  que  \7? .  <3 

Del  Teorema  3  se  sigue  que  un  entero  es  primo  si  no  es  divisible  por  ningún  entero  primo  menor 
o  igual  que  su  raíz  cuadrada.  En  el  siguiente  ejemplo  se  utilizará  esta  observación  para  mostrar  que 
101  es  primo. 

Demuestra  que  101  es  primo. 

Solución;  Los  únicos  primos  menores  o  iguales  que  V  fbl  son  2,  3,  5  y  7.  Como  101  no  es  di¬ 
visible  por  2,  3,  5  o  7  (e!  cociente  de  101  y  cada  uno  de  esos  enteros  no  es  un  entero),  se  tiene  que 
101  es  primo.  M 

Como  todo  entero  se  puede  descomponer  en  producto  de  números  primos,  sería  útil  disponer 
de  un  procedimiento  para  hallar  esta  descomposición.  Consideremos  el  problema  de  obtener  la 
descomposición  de  n  en  factores  primos.  Comenzamos  dividiendo  n  por  primos  sucesivos,  em¬ 
pezando  por  el  menor  de  ellos.  2.  Si  n  tiene  un  divisor  primo,  por  el  Teorema  3  se  podrá  encontrar 
un  divisor  primo  p  no  superior  a  V/7.  Por  tanto,  si  no  encontramos  un  factor  primo  de  n  inferior  o 
igual  que  Vi?,  entonces  n  es  primo.  Por  el  contrarío,  si  encontramos  un  divisor  primo p  para  n ,  se 
continúa  descomponiendo  el  número  n/p.  Observa  que  n/p  no  puede  tener  factores  primos  me¬ 
nores  que  p-.  Si  n/p  no  tiene  divisores  primos  mayores  o  iguales  que  p  y  que  no  sean  mayores  que 
su  raíz  cuadrada,  entonces  es  primo.  Por  otra  parte,  si  tiene  un  divisor  primo  cp  se  continúa  des¬ 
componiendo  n/ipq}.  Se  signe  este  procedimiento  hasta  que  la  descomposición  se  reduce  a  un  nú 
mero  primo.  Este  procedimiento  se  ilustra  en  el  Ejemplo  ó. 

EJEMPLO  6 

Calcula  la  descomposición  en  factores  primos  de  7.007. 

Solución:  Para  calcular  la  descomposición  en  producto  de  primos  de  7.007,  primero  dividimos  7.007 
por  números  primos  sucesivos,  comenzando  por  el  2.  Ninguno  de  los  primos  2,  3  y  3  dividen  a 
7.007.  Sin  embargo,  7  sí  lo  divide:  7.007/7  =  1.001 .  Luego  dividimos  1.001  entre  los  sucesivos  primos, 
comenzando  ahora  por  7.  Se  ve  inmediatamente  que  7  divide  a  1.001,  puesto  que  1.001  /7  =  143,  Se 
continúa  dividiendo  143  entre  primos  sucesivos,  comenzando  por  7.  Aunque  7  no  divide  a  143,  sí  es  di¬ 
visible  por  11.  siendo  143/11  -  í  3.  Cómo  !3  es  primo,  el  procedimiento  se  ha  completado.  La  des¬ 
composición  en  producto  de  números  primos  de  7.007  es  7  -  7  ■  1  i  ■  13  =  !l  ■  1 1  ■  1 3.  ^ 

Enlaces 

Lo¡>  números  primos  se  estudiaron  en  la  antigüedad  por  razones  filosóficas.  Hoy  día  hay 
razones  fundamentalmente  prácticas  para  su  estudio.  En  particular,  los  números  primos  grandes 
desempeñan  un  papel  crucial  en  criptología,  como  veranos  en  la  Sección  2.6. 

INFINITUD  DEL  CONJUNTO  DE  LOS  NÚMEROS  PRIMOS  Se  sabe  desde  hace  mucho 
tiempo  que  hay  infinitos  números  primos.  Demostraremos  este  hecho  usando  una  demostración 
dada  por  Euclides  en  su  famoso  texto  de  matemáticas  Los  elementos. 

TEOREMA  4 

e 

Hay  infinitos  números  primos. 
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EJEMPLO  7 


fclrttíiccs 


Demostración:  Demostraremos  este  teorema  por  reducción  al  absurdo.  Supongamos  que  hay  sólo 
un  número  finito  de  números  primos,  a  saber,  pv  pv  ....  pn .  Sea 

£?  =  PiPj  P„  +  !■ 

Según  el  Teorema  fundamental  de  la  aritmética,  O  es  primo  o  se  puede  expresar  como  producto  de 
dos  o  más  primos.  Sin  embargo,  ninguno  de  Jos  primos p.  divide  a  Q puesto  que  si  p  \Q~  entonces 

p  dividiría  a  Q  -  pj? . p  -  1.  Esto  es  una  contradicción,  ya  que  habíamos  supuesto  que  estaban 

enumerados  todos  los  primos.  Por  consiguiente,  hay  infinitos  números  primos,  í  ¡Observa  que  en 
esta  demostración  no  hemos  didio  que  O  sea  primo!),  <] 

Puesto  que  hay  infinitos  números  primos,  dado  cualquier  entero  positivo  habrá  números  pri¬ 
mos  mayores  que  este  entero.  Hay  una  búsqueda  continua  de  números  primos  cada  vez  mayores. 
Durante  casi  trescientos  años,  ios  mayores  números  primos  conocidos  han  sido  de  la  forma 
2P  -  I .  donde  p  es  también  primo.  Estos  primos  son  conocidos  corno  primos  de  Mersenne,  debi¬ 
do  al  monje  francés  Marín  Mersenne,  que  los  estudió  en  el  siglo  xvn.  La  razón  de  que  ci  mayor 
número  primo  conocido  baya  sido  generalmente  un  número  de  Mersenne  es  que  hay  un  test  muy 
eficiente,  conocido  como  test  de  Lucas-Lehmer,  para  determinar  si  2P  -  1  es  o  no  primo.  Además, 
actualmente  no  es  posible  decidir  con  la  rapidez  necesaria  si  un  número  grande  es  primo,  salvo  si 
es  de  determinada  clase. 


Los  números  22  -  i  -  3,  2}  -1-  7  y  25  -  1  —3.1  son  primos  de  Mersenne,  mientras  que  2' 1  1  = 

2.047  no  lo  es.  puesto  que  2.047  -  23  *  89.  <4 

Los  progresos  en  la  localización  de  primos  de  Mersenne  han  sido  constantes  desde  la  in¬ 
vención  de  los  ordenadores,  A  principios  de  2004,  se  conocían  40  primos  de  Mersenne,  Nueve 
se  han  encontrado  desde  1990.  El  mayor  primo  de  Mersenne  conocido  es  2mmm  1  L  un  nú¬ 
mero  con  6,320,430  dígitos  que  fue  encontrado  a  finales  de  2003.  Un  esfuerzo  colectivo,  la  Gran 
Búsqueda  en  Internet  de  Primos  de  Mersenne  (GIMPS,  iniciales  de  Grcat  International  Mersenne 
Prime  Seareh)  se  ha  organizado  para  buscar  nuevos  primos  de  Mersenne.  Por  cierto,  incluso  la 
búsqueda  de  primos  de  Mersenne  tiene  implicaciones  prácticas*  Una  técnica  de  control  de  cali¬ 
dad  para  superordenadores  consiste  en  replicar  en  el  ordenador  el  test  de  Lucas-Lehmer,  que  sir¬ 
ve  para  decidir  si  un  número  de  Mersenne  grande  es  o  no  primo. 

LA  DISTRIBUCIÓN  DE  LOS  NÚMEROS  PRIMOS  £1  Teorema  4  nos  dice  que  hay  infini¬ 
tos  números  primos.  Sin  embargo,  ¿cuántos  primos  hay  menores  que  un  número  positivo  x?  Esta 
cuestión  interesó  a  los  matemáticos  durante  muchos  años;  a  finales  del  siglo  xvm,  los  matemáticos 
generaron  grandes  tablas  de  números  primos  para  reunir  información  sobre  la  distribución  de  los 
números  primos.  Utilizando  esta  información,  grandes  matemáticos  posteriores,  incluyendo  a 
Gatiss  y  a  Lcgendre.  conjeturaron,  aunque  no  demostraron,  el  Teorema  5. 

_ 

MARIN  MERSENNE  11588-1648)  Mersenne  nució  en  Maine,  Francia,  en  una  familia  de  obreros  y  fue  al  colegio  de 
Maris  y  al  colegio  jesuíta  de  La  Fleche.  Continuó  su  educación  en  la  Sorbona.  estudiando  teología  desde  1609  a  1611.  In¬ 
gresó  en  la  orden  de  los  Mínimos  en  1611,  un  grupo  cuyo  nombre  proviene  de  la  palabra  minimi  (los  miembros  de  este  gru¬ 
po  se  consideraban  a  ellos  mismos  la  orden  religiosa  inferior).  Además  de  rezar,  los  miembros  de  este  grupo  dedicaban  sus 
energías  a  la  erudición  y  el  estudio.  En  1612  se  hizo  religioso  del  Place  Royale  de  París;  entre  1644  y  1618  enseñó  filosofía 
en  el  Convento  Mínimo  de  Nevers.  Volvió  a  París  en  1619,  donde  s ti  celda  en  los  Mínimos  de  FAnnoeiade  se  convirtió  en 
un  Jugar  de  reunión  de  científicos,  filósofos  y  materna  Heos  franceses,  entre  ellos  fenxmi  y  Pascal.  Mersenne  mantuvo  una 
intensa  correspondencia  con  estudiosos  europeos,  sirviendo  de  punto  de  encuentro  del  conocimiento  científico  y  mate¬ 
mático,  función  que  más  tarde  recaería  en  las  revistas  de  matemáticas  (y  hoy  también  en  Iniemet).  Mersenne  escribió  libros 
sobre  mecánica,  física  matemática,  música  y  acústica.  Estudió  los  números  primos  e  intentó  sin  éxito  construir  una  fórmula 
para  representar  lodos  los  primos.  En  1644,  Mersenne  declaró  que  2P  -  l  era  primo  para  2,  X  5,  7.  13.  17.  19, .31, 67.  127. 
237,  pero  era  compuesto  para  todos  los  demás  primos  menores  que  257.  Se  necesitaron  alrededor  de  trescientos  años  para 
determinar  que  la  afirmación  de  Mersenne  era  falsa  para  cinco  valores.  Más  en  concreto,  2r  -  1  no  es  primo  para  p  =  67  y 
p  -  257,  pero  es  primo  para  p  —  61,  p  =  87  y  p  ==  PÜ7.  Es  también  digno  de  resaltar  que  Mersenne  defendió  a  dos  de  los  más 
famosos  hombres  de  su  tiempo.  Descartes  y  Galiieo,  de  las  críticas  religiosas.  También  ayudó  a  desenmascarar  a  alqiu 
mistas  y  astrólogos  por  fraudulentos 


Los  fundamentos:  algoritmos,  números  enteros  y  mairii-es  145 


TEOREMA  5 


KíiIíicvn 


Rulares 


TEOREMA  6 


DEFINICIÓN  3 


1 EOKEMA  DE  LOS  NÚMEROS  PRIMOS  El  cociente  entre  el  número  de  primos  me¬ 
nores  o  iguales  que  t  y  x/l u  a  sc  ¿próxima  a  I  a  medida  que  x  tiende  a  infinito,  (Aquí  in  x  es  el 
logaritmo  natural  dex). 


El  Teorema  úc  los  números  primos  fue  demostrado  por  primera  vez  en  1 896  por  el  matemático 
francés  Jacques  Hadamard  y  el  belga  Charles-Jean-Giistave-Nicholas  de  la  Vallcé-Poussin  utili¬ 
zando  variable  compleja.  Aunque  se  han  encontrado  demostraciones  que  no  usan  variable  com¬ 
pleja,  todas  las  demostraciones  conocidas  de  este  teorema  son  muy  complicadas. 

Podemos  utilizar  el  Teorema  de  los  números  primos  para  estimar  la  probabilidad  de  que 
un  número  de  cierto  tamaño  escogido  al  azar  sea  primo.  El  Teorema  de  los  números  primos 
dice  que  el  número  de  primos  menores  o  iguales  que  i  sc  puede  aproximar  porx/ln  x.  Por  tan- 
lo,  la  probabilidad  de  que  un  entero  positivo  v  escogido  al  azar  sea  primo  es  aproximadamen 
te  ( v  /  In  x)/x  -  l  / In  x  Por  ejemplo,  la  probabilidad  de  que  mi  entero  cercano  a  10' 000  sea  pri¬ 
mo  es  aproximadamente  I  /  tn  lü1000,  que  es  aproximadamente  I  /  2.300.  (Por  supuesto,  si 
solamente  escogernos  números  impares,  doblaremos  nuestra  probabilidad  de  encontrar  un 
número  primo). 

El  Teorema  3  proporciona  un  procedimiento,  basado  en  las  divisiones  sucesivas,  que  sirve 
para  faclorizar  y  comprobar  si  nn  número  es  primo.  Sin  embargo,  este  procedimiento  no  es  efi¬ 
ciente,  Se  han  desarrollado  algoritmos  mucho  más  eficientes  para  realizar  esta  tarea.  La  íactori- 
zacirin  y  los  tests  de  primaÜdad  se  han  convertido  en  procedimienlos  importantes  en  las  aplica¬ 
ciones  de  la  teoría  de  numeras  a  la  criplología.  Esto  ha  generado  un  gran  Ínteres  en  el  desarrollo  de 
algoritmos  eficientes  para  ambas  tarcas.  En  los  últimos  treinta  años  sc  han  inventado  procedi¬ 
mientos  muy  ingeniosos  para  la  generación  tic  números  primos  de  gran  tamaño.  A  pesar  de  ello, 
aunque  se  lian  desarrollado  en  este  mismo  período  nuevos  \  potentes  métodos  de  factorización,  la 
faetón  ¿ación  de  números  grandes  continúa  siendo  una  actividad  que  requiere  un  extraordinario 
consumo  de  tiempo.  No  obstante,  el  desafío  de  factori/ar  grandes  números  sigue  interesando  a  mu¬ 
chas  personas.  Se  lleva  a  cabo  un  esfuerzo  colectivo  en  Internet  para  factorízar  números  grandes, 
especialmente  aquellos  de  la  forma  especial  kfí  ±  1,  donde  k  es  un  entero  positivo  pequeño  y  n  es 
un  entero  positivo  grande  (tales  números  se  llaman  numeras  de  Ctinningham).  Existe  una  lista  ac¬ 
tualizada  de  los  diez  números  grandes  de  este  tipo  «más  buscados»  que  están  pendientes  de  ser  fac- 
torizados. 


EL  ALGORITMO  DE  LA  DIVISIÓN 


La  división  de  un  entero  entre  un  entero  positivo  da  un  cociente  y  un  resto,  como  muestra  el  al¬ 
goritmo  de  la  división. 


EL  ALGORITMO  DE  LA  DIVISION  Sean  a  un  número  entero  y  h  un  entero  positivo. 
Existen  dos  üi  icos  enteros  q  y  r,  0  <  r  <  d,  tales  que  a  =  dq  +  r. 


Observación:  El  Teorema  6  no  es  realmente  un  algoritmo.  (¿Por  qué?).  No  obstante,  usaremos  su 
nombre  tradicional. 


En  fa  igualdad  dada  por  el  algoritmo  de  la  división,  d  se  llama  divisor,  a  se  llama  dividendo,  q 
es  el  cociente  y  r  se  conoce  corno  resto.  La  siguiente  notación  sc  usa  para  expresar  el  cocien¬ 
te  y  el  resto:  o 

o 

i¡  =  a  div  d. 


r  =  a  mod  d. 
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EJEMPLO  8 


EJEMPLO  9 


Ejt'inplli'i 

adiumial^ 


DEFINICIÓN  4 


EJEMPLO  10 


EJEMPLO  1 1 


DEFINICION  5 


Los  Ejemplos  8  y  9  ilustran  el  algoritmo  de  la  división. 

¿Cuáles  son  el  cociente  y  el  resto  de  dividir  101  entre  1 1 

Solución:  Tenemos  que 
101  =  11*9  +  2. 

Por  tanto,  el  cociente  de  dividir  1 0 1  entre  11  es  9  =  101  di  v  1 1 ,  y  el  resto  es  2  -  101  mnd  !  1 .  *4 

¿Cuáles  son  el  cociente  y  el  resto  de  dividir  1 1  entre  3.’ 

Solución:  Tenemos  que 
-1 1  =3(-4)  +  1. 

Por  tanto,  el  cociente  de  dividir  -I  I  entre  3  es  —4  =  -1 1  dív  3,  y  el  resto  es  1  =  -1 1  mod  3. 

Ten  en  cuenta  que  el  resto  no  puede  ser  negativo.  Por  tanto,  el  resto  no  es  -2,  a  pesar  de  que 

-11  =  3(-3)  -2, 

puesto  que  r  =  -2  no  satisface  la  desigualdad  0  <  r  <  3.  < 

Observa  que  el  entero  a  es  divisible  por  el  entero  d  si,  y  sólo  si,  el  resto  es  cero  cuando  a  se 
divide  por  d. 

MÁXIMO  COMÚN  DIVISOR  Y  MÍNIMO  COMÚN  MÚLTIPLO _ 

El  mayor  entero  que  divide  a  dos  enteros  se  llama  máximo  común  divisor  de  estos  enteros. 


Sean  a  y  h  enteros  no  nulos.  El  mayor  entero  d  tal  que  d\a  y  d\b  se  denomina  máximo  común 
divisor  de  a  y  h.  El  máximo  común  divisor  de  a  y  b  se  denota  como  mcd(«,  b). 


El  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  no  nulos  existe  puesto  que  el  conjunto  de  divisores  co¬ 
munes  a  ambos  enteros  es  finito.  Una  forma  de  calcular  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros 
es  hallar  todos  los  divisores  positivos  comunes  a  ambos  enteros  y  tomar  el  mayor  de  ellos.  Esto  se 
hace  en  los  ejemplos  siguientes.  Posteriormente  se  verá  un  método  más  eficiente. 

¿Cuál  es  el  máximo  común  divisor  de  24  y  36? 

Solución:  Los  divisores  positivos  comunes  a  24  y  36  son  I,  2,  3,  4,  6  y  12.  Por  tanto, 
mcd(24. 36)  =  12.  1  4 

¿Cuál  es  el  máximo  común  divisor  de  1 7  y  22? 

Solución:  Los  enteros  17  y  22  no  tienen  divisores  positivos  comunes  diferentes  de  1.  por  lo  que 
mcd(  1 7, 22)  =  1 .  4 

Como  a  veces  es  importan  le  especificar  que  dos  enteros  no  tienen  divisores  positivos  comu¬ 
nes  diferentes  de  I .  se  da  la  siguiente  definición. 


Los  números  enteros  ay  b  son  primos  relativos,  y  primos  entre  sí,  si  su  máximo  común  divi¬ 
sor  es  1. 


EJEMPLO  12 


DEFINICIÓN  6 


EJEMPLO  13 


EJEMPLO  14 


DEFINICIÓN  7 
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Del  Ejemplo  1 1  se  tiene  que  17  y  22  son  primos  relativos,  pues  müd(17,  22)  =  ¡ .  4 

Como  a  menudo  necesitamos  especificar  que  ningún  par  de  enteros  de  un  con  junio  tienen  un 
divisor  positivo  común  mayor  que  I ,  damos  la  Definición  6. 


Los  números  enteros  ay  av  at  son  primos  relativos  dos  a  dos  si  medio  .  a.)  =  1  para  1 
</<;</?. 


Determina  si  los  enteros  10,  17  y  21  son  primos  relativos  dos  a  dos  y  si  lo  son  los  enteros  10,  19  y  24. 

Solución:  Como  med(H\  17)  =  1,  mcd(K),  21)  -  1  y  medí  17,  2 1  )  =  L  se  concluye  que  10,  17  y  21 
son  primos  relativos  dos  a  dos. 

Como  mcd{ÍO,  24)  =  2  >  I,  se  ve  que  10,  19  y  24  no  son  primos  relativos  dos  a  dos.  M 

Otra  forma  de  obtener  el  máximo  coimín  divisor  de  dos  enteros  es  usar  la  descomposición  en 
factores  primos  de  esos  enteros.  Supongamos  que  las  factorizaciones  de  los  enteros  a  y  h  no  mitos 
son: 


a  =  P]' Pj  -  -  ■  K’ >  b  =  pi' Pi  ■  •  •  pt" . 

donde  cada  exponente  es  no  negativo  y  donde  todos  los  factores  primos  tanto  de  a  como  de  h  apa¬ 
recen  en  ambas  factorizaciones,  con  exponente  cero  si  es  necesario  (sí  el  factor  primo  aparece  en 
uno  solo,  se  muestra  en  el  otro  con  ex  ponente  cero).  Entonces,  el  medita  h  )  viene  dado  por 

mcd(«.  b,)  = 

donde  min(x  y)  representa  el  mínimo  de  los  números  x  e  y.  Para  mostrar  que  esta  fórmula  para  el 
medúe  b)  es  válida,  debemos  mostrar  que  el  entero  del  lado  derecho  de  la  igualdad  divide  a  a  y  a 
h  y  que  no  hay  ningún  entero  mayor  que  lo  haga.  Este  entero  divide  de  hecho  a  a  y  a  h,  ya  que  la 
potencia  de  cada  numero  primo  en  su  factorización  no  es  mayor  que  la  potencia  de  este  mismo  pri¬ 
mo  en  las  factorizaciones  de  a  o  de  b.  Además,  ningún  entero  mayor  que  él  puede  dividir  a  ti  y  a  h, 
porque  los  ex  ponentes  de  los  números  primos  en  esta  factorización  no  pueden  incrementarse  y  no 
se  pueden  incluir  otros  enteros  primos. 

Puesto  que  las  descomposiciones  en  factores  primos  de  120  y  500  son  120  =  2-  ■  3  ■  5  y 
500  =  21  ■  5\  el  máximo  común  divisor  es 

mcd( 120,  500)  =  2nl^2)  * *  5m,ní3-3)  =  223A5]  =  20.  < 


La  factorización  de  un  número  se  puede  utilizar  también  para  obtener  el  mínimo  común 
múltiplo  de  dos  enteros. 

El  mínimo  común  múltiplo  de  los  enteros  positivos  a  y  b  es  el  menor  entero  positivo  que  es  di¬ 
visible:  tanto  por  a  como  por  h.  El  mínimo  común  múltiplo  de  a  y  b  se  denota  por  memm.  h). 


El  mínimo  común  múltiplo  existe  porque  el  conjunto  de  enteros  divisible  por  a  y  /?  no  es  vacío,  y 
todo  conjunto  no  vacío  de  enteros  positivos  tiene  un  elemento  mínimo  (por  la  propiedad  del 
buen  orden  que  se  verá  en  la  Sección  3.3).  Supongamos  que  las  descomposiciones  en  producto  de 
primos  de  a  y  b  son  las  dadas  anteriormente.  Entonces  el  mínimo  común  múltiplo  de  a  y  h  viene 
dado  por 

<$ 

b)  =  pmxi0'  - *  > . . . 
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EJEMPLO  15 


TEOREM  A  7 


DEFINICIÓN  8 


TEOREMAS 


EJEMPLO  16 


donde  max(.v.  vi  denota  al  máximo  valor  de  los  dos  números  x  e  y.  Esta  fórmula  es  válida  puesto 
que  un  múltiplo  común  de  a  y  b  contiene  al  menos  max(«,  b)  veces  el  factor  primo  pt  en  su  tac- 
torización,  y  el  mínimo  común  múltiplo  no  contiene  otros  tactores  primos  aparte  de  aquellos  con- 
tenidos  en  ías  fn  teorizaciones  de  a  y  de  k 

¿Cuál  es  el  mínimo  común  múltiplo  de  2'  -  3’  -  r  y  2i  ■  33? 

Solución:  Tenemos  que: 

mcm{2*  -  ’  72  ■  3~*)  =  *  3PW|*-**  ■  7miiXí:Ltn  ~  243í72 .  M 

B1  siguiente  teorema  da  la  relación  entre  el  máximo  común  divisor  y  e]  mínimo  común 
múltiplo  lie  dos  enteros.  Se  puede  demostrar  utilizando  las  fórmulas  que  hemos  deducido  para 
ellos.  La  demostración  de  este  teorema  se  deja  como  e  jercicio  al  lector. 


Sean  a  y  b  enteros  positivos.  Entonces, 
ab  =  mcd(a,  b)  -  mcm(a,  b). 


ARITMÉTICA  MODULAR _ _  _ _ _ 

En  algunas  situaciones  sólo  inteiesan  los  restos  de  las  divisiones  por  enteros.  Por  ejemplo,  cuan¬ 
do  preguntamos  qué  hora  será  (en  un  reloj  de  veinticuatro  horas)  dentro  de  cincuenta  horas,  nos  in¬ 
teresa  sólo  el  resto  de  la  división  de  50  más  la  hora  actual  por  24.  Como  es  {recuente  que  solo  nos 
interesen  los  restos  de  las  divisiones,  tenemos  notaciones  especiales  para  ellos. 

Existe  una  notación  para  indicar  que  dos  enteros  tienen  el  mismo  resto  cuando  se  dividen  por 
el  entero  positivo  m. 

Si  a  y  b  son  enteros  y  m  es  un  entero  positivo,  entonces  a  es  céñgruente  ron  h  módulo  m  si  m 
divide  a  o  -  b.  Usamos  la  notación  a  =  h  (mod  m)  para  indicar  que  a  es  congruente  con  b  mó¬ 
dulo  m.  Si  a  y  b  no  son  congruentes  módulo  m,  escribimos  1/7 I  b  (mod  m). 

El  Teorema  8  aclara  la  relación  entre  las  notaciones  utilizadas  cuando  se  trabaja  con  restos. 


Sean  ay  h  números  enteros  y  m  un  entero  positivo.  Entonces,  a  b  (mod  m)  si.  y  sólo  si.  a 
mod  m  =  b  mod 


La  demostración  del  Teorema  8  se  deja  como  ejercicio 


(Prob  pinas  21  y  22)  al  final  de  la  sección. 


Determina  si  17  es  congruente  con  5  módulo  6  y  si  24  y  14  son  congruentes  módulo  6. 

Solución:  Como  6  divide  a  17  —  5  =  12,  vemos  que  17  5  (mod  6).  No  obstante,  como  24  —  14  —  Id. 
que  no  es  divisible  por  6,  vemos  que  24  ^  14  ( mod  6).  ^ 

El  gran  matemático  alemán  Karl  Friedrich  Oatiss  desarrollo  el  concepto  de  congruencia  al  h 

nal  del  siglo  XV1H,  » 

El  concepto  de  congruencia  desempeña  un  papel  imporjante  en  el  desarrollo  de  la  teoría  de 

números.  El  Teorema  Ó  proporciona  nn  método  tácil  pata  trabajar  con  congruencias. 
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I  KORhMA  9  Sea  m  un  entero  positivo.  Los  enteros  o  y  h  son  congruentes  módulo  ni  si,  y  sólo  si,  existe  un 
entero  k  tai  que  a  =  b  +  km 


Demostración:  Si  a~b  (mod  m)%  entonces  m  \ (a  h).  Esto  significa  que  hay  un  entero  k  tal  que 
=  km .  por  lo  que  a  =  h  +  km.  Recíprocamente,  si  hay  un  entero  k  tal  que  a  =  h  +  knu  entonces 
km  ~  a  b.  Así,  m  divide  a  a  -  h ,  por  lo  que  a  =  b{ mod  m  i 

Hl  conjunto  de  todos  los  enteros  congruentes  con  un  entero  a  módulo  m  se  llama  clase  de 
congruencia  de  a  módulo  ///.  En  el  Capítulo  7  veremos  que  hay  m  clases  de  equivalencia  mó¬ 
dulo  ni  disjuntas  dos  a  dos,  y  que  la  unión  de  esas  clases  de  equivalencia  es  ei  conjunto  de  los 
enteros. 

El  Teorema  10  muestra  cómo  se  opera  con  congruencias  que  involucran  sumas  y  multipli¬ 
caciones. 


TEOREM A  1 0  Sea  m  un  entero  positivo.  Si  a  =  b  (mod  m)  y  c  =  d  (mod  m\  entonces 

a  +  b  +  d  (mod  m)  y  at=  bd  (mod  m)> 


Demostración:  Como  a  h  (mod  ni)  y  c=d  (mod  mi  existirán  dos  enteros  s  y  t  tales  que  b 
y  d  - c  +  ¡m.  Por  tanto, 

b  +  ü  -  (a  +  m)  +  (r  +  tm)  -  ia  +  c)  +  m(s  +  í) 

y 

bd  =  (a  +  sm)(c  +  tm)  -  ac  +  m(ai  +  es  +  smt). 

As  i, 

a  +  c  =  b  +  d  (mod  m)  y  ac  =  bd  ( mod  mi 

EJEMPLO  17  Como  7^2  (mod  5)  y  11  =  1  (mod  5),  se  sigue  por  el  Teorema  10  que 
18  =  7+  11=  2+1  =  3  (mod 5) 

y  que 

77  =  7  ■  11  =  2-1=2  (mod  51 


K  A RL  r  Kll-  PRJLH  GAUSS  i  1777- 1855 f  Kart  Fricdnch  üjiiiss.  hijo  de  un  albañil,  fue  un  niño  prodigio.  Demostró  su 
potencial  a  la  edad  de  diez  años,  cuando  resrivio  rápidamente  un  problema  propuesto  por  el  profesor  para  mantener  a  h  da 
se  ocupada.  Fl  profesor  pidió  íj  los  alumno!  que  calculasen  Ja  surtía  de  los  den  primeros  enteros  positivos.  Gauss  se  dio 
cuenta  que  es  la  suma  se  podía  hallar  fonnaiito  cincuenta  pares,  cada  uno  de  elfos  sumaba  10 1  I  +  ÍOfJ.  2  +  99  , 50  + 
51.  Pista  brillantez  atrajo  a  afgwiqs  mecenai  entre  los  que  debatan  el  duque  Ferdifrand  de  Brunswick.  quien  hizo  posible 
C|Lie  Gauss  estudiase  en  d  Colegio  Carolingio  y  en  h  Universidad  dé  Gotinga,  Mientras  era  estudiante,  inventó  el  método 
de  mínimos  cuadrados  que  se  usa  para  estimar  el  valor  mas  probable  de  una  variable  a  partir  de  resultados  experimentales. 
Ln  1  796,  Gauss  hizo  un  descubrimiento  fundamental  en  geometría,  contribuyendo  al  desarreglo  de  una  materia  que  no  ha¬ 
bía  conocido  avances  significativos  desde  la  antigüedad.  Demostró  que  un  polígono  regular  de  diecisiete  lados  se  podía  di 
bajar  usando  solamente  regla  y  compás. 

Rn  1790,  Gauss  presentó  Ja  primera  demostración  rigurosa  dd  Teorema  fundamentad  del  algebra,  que  afirma  que  un 
polinomio  de  grado  n  tiene  /;  ratees  (contando  multiplicidades).  <  iauss  alcanzó  fama  mundial  cuando  calculó  con  evito  la 
órbita  del  primer  asteroide  descubierto,  el  (eres,  útil  izando  luí  conjunto  incompleto  de  datos, 

Gauss  fue  llamado  el  Príncipe  de  las  Matemáticas  por  los  matemáticos  contemporáneos.  Aunque  Gauss  lia  sobre 
salido  por  sus  muchos  descubrimientos  en  geometría,  álgebra*  análisi^  astronomía  y  física,  tuvo  un  especial  interes  en  la 
teoría  de  números»  lo  cual  puede  comprobarse  a  partir  de  su  famosa  frase:  «La  matemática  es  la  reina  de  las  ciencias  y  la 
teoría  de  números  la  reina  de  las  maternal  i  cas».  Gauss  estableció  los  fundamentos  de  h  teoría  de  números  moderna  con  la 
publicación  de  su  libro  Üisqu i  si t  iones  A rithmencae  en  1801. 


-  a  +  sm 


< 
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APLICACIONES  DE  LAS  CONGRUENCIAS 


La  teoría  de  números  tiene  aplicaciones  en  un  amplio  abanico  de  áreas.  Presentaremos  tres  apli¬ 
caciones  en  esta  sección:  el  uso  de  congruencias  para  asignar  posiciones  de  memoria  a  ficheros  de 
ordenador,  la  generación  de  números  pseudoaleatorios  y  los  sistemas  de  cifrado  basados  en  arif 
enética  modular. 


EJEMPLO  18  Funciones  de  dispersión  (en  terminología  inglesa,  funciones  de  fuisli)  El  ordenador  central  de 
tu  facultad  contiene  información  de  cada  estudiante.  ¿Cómo  se  pueden  asignar  posiciones  de 
memoria  a  los  ficheros  de  cada  estudiante  de  tal  forma  que  los  datos  se  puedan  descargar  rápida- 
mente?  La  solución  a  este  problema  es  elegir  una  función  de  dispersión  apropiada.  Los  ficheros 
se  localizan  utilizando  una  clave,  que  identifica  de  manera  única  el  fichero  de  cada  estudiante.  Por 
ejemplo,  los  ficheros  se  identifican  utilizando  el  documento  nacional  de  identidad,  el  pasaporte  o 
el  número  de  la  seguridad  social.  Una  función  de  dispersión  h  asigna  una  posición  de  memoria  hik) 
al  fichero  que  tiene  a  k  como  clave. 

En  la  práctica,  se  pueden  usar  muchas  funciones  de  dispersión.  Una  de  las  más  comunes  es  la 
función 

h{k)  =  k  mod  mt 

donde  m  es  el  numero  de  posiciones  de  memoria  existentes, 

Las  funciones  de  dispersión  deben  ser  fáciles  de  evaluar  para  que  los  ficheros  se  puedan  lo¬ 
calizar  fácilmente.  La  función  de  dispersión  hik)  -  k  unid  m  cumple  estos  requisitos:  para  hallar 
/Hk)  sólo  necesitamos  calcular  el  resto  de  dividir  k  por  m.  Además,  la  función  de  dispersión  debería 
ser  sobreven  iva,  de  tal  forma  que  todas  las  posiciones  de  memoria  sean  accesibles.  La  función 
h(k)  -  k  mod  m  también  satisface  esta  propiedad. 

Por  ejemplo,  cuando  m  =  11  Le!  fichero  del  estudiante  con  documento  nacional  de  identidad 
número  0642 1 2848  se  asigna  a  la  posición  de  memoria  1 4,  ya  que 

M  0642 12848)  =  064212848  mod  111  =  14. 

De  forma  similar,  como 


/i( 037  ] 492 12)  =  037 1492 12  mod  111=  65. 


el  fichero  del  estudiante  con  pasaporte  037149212  se  asigna  a  la  posición  de  memoria  65. 

Como  la  función  de  dispersión  no  es  invectiva  (puesto  que  hay  más  claves  posibles  que  po¬ 
siciones  de  memoria),  se  podrá  asignar  más  de  un  fichero  a  una  misma  posición  de  memoria. 
Cuando  esto  sucede,  decimos  que  ha  ocurrido  una  colisión.  Una  forma  de  resolver  una  colisión  es 
asignar  la  primera  posición  de  memoria  I  i  tire  que  sigue  a  la  que  asigna  la  función  de  dispersión. 
Por  ejemplo,  tras  hacer  las  dos  asignaciones  anteriores,  al  fichero  del  estudiante  con  documento 
nacional  de  identidad  número  107405723  le  asignamos  la  posición  15,  Para  ver  esto,  primero  ob¬ 
servamos  que  la  imagen  por  h  de  este  número  de  identificación  es  14,  puesto  que 


h(  107405723  )  =  107405723  mod  111  =  R 


pero  esta  posición  ya  está  ocupada  (por  el  fichero  del  estudiante  con  el  documento  nacional  de 


identidad  numero  064212848).  La  primera  posición  de  memoria  que 
es  la  15, 


sigue  a  la  14  y  está  libre 

< 


EJEMPLO  19  Números  pseudoaleatorios  En  las  simulaciones  con  ordenador  con  frecuencia  son  necesarios 
los  números  escogidos  de  forma  aleatoria.  Se  han  desarrollado  diversos  métodos  de  generación  de 
números  aleatorios.  Como  la  generación  de  números  por  métodos  sistemáticos  nunca  puede  ser 
Kni&cra  completamente  aleatoria,  estos  números  se  llaman  números  pseudoaleatorios. 

El  procedimiento-  utilizado  más  comúnmente  para  generar  números  pseudoaleatorios  es  el 
método  de  congruencia  lineal.  Elegimos  cuatro  enteros:  el  módulo  m,  el  multiplicador  a .  el  in¬ 
cremento  r  y  la  semilla  v0.  con  2  <  a  <  m  .  0  <  c  <  m  y  0  <  jc  <  m.  Generamos  una  sucesión  de  nú¬ 
meros  pseudoaleatorios  I.yJ*  0  <.\n  <  m  para  todo  n,  aplicando  sucesivamente  la  congruencia 

v  =(ax  +rJmodm. 

ti  i  |  >  jr  * 
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EJEMPLO  20 


(Éste  es  un  ejemplo  tic  definición  recursiva,  que  se  estudiará  en  la  Sección  3. 4-  Ahora  sólo  mos¬ 
traremos  que  tales  sucesiones  están  bien  definidas). 

Muchos  experimentos  realizados  con  el  ordenador  requieren  la  generación  de  números  alea¬ 
torios  entre  0  y  1,  Para  generar  tales  números,  dividimos  entre  e!  módulo  los  enteros  generados 
mediante  el  método  de  congruencia  lineal:  esto  es,  utilizamos  los  números  x  lm. 

Por  ejemplo,  la  sucesión  de  números  pseudoaleatorios  generada  eligiendo  m  =  9*  a  —  7,  c  -  4 
y  Jt0  -  3  es  la  siguiente: 


.Vj  =  7x0+  4  -  7  -  3  +  4  = 
x,  =  jt(+4  =  7-  7  +  4  = 
x*  -  7a'2  +  4  =  7 • 8  +  4  = 
x4  =  7-iq  -r  4  -  7  ♦  6  +  4  = 
x5  -  lxA  +  4  =  7  <  1+4  = 
a6  -  7x5  +  4  =  7  -  2  +  4  = 
x?  =  lxb  +  4  =  7'0  +  4  = 
xg  =  7x?  +  4  =  7  ■  4  +  4  = 
x9  =  7^  +  4  =  7  ■  5  +  4  = 


25  mod  9  =  7, 
53  mod  9  =  8, 
60  mod  9  =  6, 
46  mod  9  -  L 
1 1  mod  9  -  2, 
1 8  mod  9  =  0, 
4  mod  9  =  4, 
32  mod  9  -  5, 
39  mod  9  =  3. 


Como  x9~  xQ  y  puesto  que  cada  término  sólo  depende  dei  anterior,  ésta  es  la  sucesión  generada: 


3t  7,  8,  6,  lf  2,  0,  4,  5,  3,  7,  8,6,  1,  2,  0(  4,  5,  3, ... 


Esta  sucesión  contiene  nueve  números  diferentes  antes  de  repetirse. 

La  mayoría  de  los  ordenadores  utilizan  un  generador  de  congruencia  lineal  para  producir  nú¬ 
meros  pseudoaleatorios.  A  menudo  se  emplea  un  generador  de  congruencia  lineal  con  incremen¬ 
to  c  =  0.  Tal  generador  es  conocido  como  generador  multiplicativo  puro.  Por  ejemplo,  el  gene¬ 
rador  multiplicativo  puro  con  módulo  23E  -  3  y  multiplicador  T'  =  16.807  se  utiliza  con  mucha 
frecuencia*  Con  estos  valores,  se  puede  ver  que  se  generan  231  -  2  números  antes  de  que  aparezcan 
repeticiones.  ^ 


CRIPTOLOGÍA 


Las  congruencias  tienen  muchas  aplicaciones  en  matemática  discreta  y  ciencias  de  la  computación. 
Kn  las  referencias  sugeridas  al  final  de  este  libro  se  pueden  encontrar  comentarios  sobre  estas  apli¬ 
caciones.  Una  de  las  aplicaciones  más  importantes  de  las  congruencias  está  relacionada  con  la 
criptología,  que  es  d  estudio  de  los  mensajes  secretos.  Uno  de  los  primeros  usos  conocidos  de  la 
criplología  se  debe  a  Julio  César.  Construía  mensajes  secretos  moviendo  la  posición  de  cada  letra 
tres  posiciones  hacia  delante  en  eí  alfabeto  (enviando  las  tres  últimas  del  alfabeto  a  las  tres  pri¬ 
meras).  Por  ejemplo,  usando  este  esquema,  la  letra  B  se  envía  a  la  E  y  la  X  a  la  A.  Éste  es  un  ejem¬ 
plo  de  codificación  o  cifrado,  esto  es,  el  proceso  de  construir  un  mensaje  secreto. 

Para  expresar  matemáticamente  el  proceso  de  cifrado  de  César,  primero  se  reemplaza  cada  le¬ 
tra  por  un  entero  de  0  a  26,  basada  en  su  posición  en  el  alfabeto  español  sin  contar  la  letra  r/n  Por 
ejemplo,  se  reemplaza  la  letra  A  por  0,  K  por  ÍÜy  Z  por  26.  El  método  de  cifrado  de  César  se  pue¬ 
de  representar  por  la  función  /  que  asigna  a  un  Cutero  no  negativo/;,  p  <  26,  el  entero }{p)  dei  con¬ 
junto  (O,  í ,  2,  26}  con 

<í 

jXp)  =  (p  +  3)  mod  27. 

En  la  versión  cifrada  del  mensaje,  la  letra  representada  por/;  se  reemplaza  por  la  letra  representada 
por  (p  +  3)  mod  27. 

¿Cuál  es  el  mensaje  cifrado  obtenido  usando  el  cifrado  de  César  a  partir  del  mensaje  «VOY  AL 
PARQUE  MAÑANA»? 

& 

Solución:  Primero  reemplaza  las  letras  del  mensaje  por  números.  Esto  produce 
22  15  25  Oil  160  IR  17  21  4  12  0  14  0  13  0 
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Ahora  reemplaza  cada  uno  de  estos  números  p  por  j\p)  -  (/j  +  3)  mod  2  7,  Fslo  da: 

25  18  1  3  14  19  3  21  20  24  7  15  3  17  3  16  3, 

Pasando  de  nuevo  a  letras,  se  produce  el  mensaje  codificado  «YRB  DÑ  SDU  IXH  ( )DQDPD». 

Para  recuperar  el  mensaje  original  a  partir  de  un  mensaje  cifrado  por  el  método  de  César  se 
usa  la  función /  la  inversa  de /.  Ten  en  cuenta  que  la  función/  J  asigna  a  un  entero/?  de  10,  1,  2, 

. 26}  el  elemento/  '(/;)  =  (p-  3)  mod  27,  En  otras  palabras,  para  obtener  el  mensaje  original, 

cada  letra  «retrocede»  tres  posiciones  en  el  alfabeto,  desplazándose  las  primeras  tres  letras  a  las 
tres  posiciones  finales  del  alfabeto.  Este  proceso  de  obtención  del  mensaje  original  a  partir  del  co¬ 
dificado  se  llama  d  escudillóle  ion  o  descifrado. 

Hay  varias  formas  de  generalizar  el  cifrado  de  César,  Por  ejemplo,  en  vez  de  desplazar 
cada  letra  tres  puestos,  se  puede  desplazar  un  número  A,  de  tal  forma  que 

f(p)  “  lp  +  A)  mod  27, 

Tal  codificación  se  llama  cifrado  por  traslación.  Observa  que  se  desdirá  usando 
f  ~{p-  A)  mod  27. 

Obviamente,  el  cifrado  de  César  y  el  cifrado  por  desplazamiento  no  tienen  un  nivel  de  segu¬ 
ridad  alto.  Hay  varias  formas  de  mejorar  este  método.  Una  modificación  que  aumenta  ligeramen¬ 
te  la  seguridad  es  usar  una  función  de  la  forma 

/(/;)  =  (ap  +  h)  mod  27, 

donde  a  y  b  son  enteros,  elegidos  de  forma  que / sea  una  hiyecctón.  (Tal  aplicación  se  llama  ci¬ 
frado  afín).  Esto  proporciona  un  gran  numero  de  codificaciones  distintas.  El  uso  de  uno  de  estos 
sistemas  se  ilustra  en  el  ejemplo  siguiente. 


EJEMPLO  2 1  ¿Qué  letra  reemplaza  a  la  letra  A  cuando  se  utiliza  la  función  de  cifrad o fip)  =  [7/?  +  3)  mod  27  ' 

Solución:  Primero,  ten  en  cuenta  que  A  se  representa  por  el  número  10.  Luego,  utilizando  la  fun¬ 
ción  de  cifrado,  se  tiene  que /( 10)  =  (7  *  10  +  3)  mod  27  =  19.  Como  19  representa  a  la  letra  5,  A 
se  reemplaza  por  S  en  el  mensaje  cifrado.  4 

El  cifrado  de  César  y  la  generalización  de  este  método  se  realizan  reemplazando  cada  letra  del 
alfabeto  por  otra.  La  codificación  de  este  tipo  es  vulnerable  a  ataques  basados  en  la  frecuencia  de 
aparición  de  las  letras  en  el  mensaje.  Otros  métodos,  mas  sofisticados,  se  basan  en  la  sustitución  de 
bloques  de  letras  por  otros  bloques.  Hay  técnicas  basadas  en  aritmética  modular  para  cifrar  bloques 
de  letras.  Un  análisis  de  estos  métodos  se  puede  encontrar  en  las  referencias  recomendadas  que  se 
presentan  al  final  det  libro. 


Problemas 

1.  ¿Divide  i  7  a  los  siguientes  números? 

a)  68  b)  84  c)  357  di  1.001 

2.  Demuestra  que  si  a  es  un  entero  no  nulo,  entonces 

at  1  divide  a  c/  hi  íí  divide  a 0 

3,  Demuestra  que  la  parte  (2)  del  Teorema  1  es  verda¬ 
dera. 

4,  Demuestra  que  la  parte  {3}  del  Teorema  I  es  verda¬ 
dera. 


5.  Demuestra  que  si  a\b  y  b  \  a,  donde  a  y  b  son  enteros,  en¬ 
tonces  a  =  h  oa  =  _¿+ 

6.  Demuestra  que  si  a.  b ,  c  y  d  son  enteros  tales  que  a  |  c  y 
h  \  cL  entonces  ah  \  cd. 

7,  Demuestra  que  si  a,  h  y  c  son  enteros  tales  que  ae  \  be  \ 
r  &  0,  entonces  a\b. 

8,  ¿Son  primos  estos  enteros?  a 

a)  i 9  h)  27  c)  93 

d)  101  e)  107  f)  113 
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9.  ¿Cuál  es  el  cociente  y  el  resto  citando  21, 

a)  19  se  divide  entre  77 
h)  -MI  se  divide  entre  I  I  ? 

c)  789  se  divide  entre  23?  22, 

d )  1  -00 1  se  d i vide  e nt  re  1 3  ? 

e)  0  se  divide  entre  19? 

f)  3  se  d  i  v  i d e  en  tre  5  ?  23. 

g)  -1  se  divide  entre  3? 
hj  4  se  divide  entre  1 7 


Sea  m  un  entero  positivo.  Demuestra  que  o  —  b  (  mod  m) 
si  u  mod  m  -  h  mod  m. 

Sea  m  un  entero  positivo.  Demuestra  que  a  mod  m  = 
b  mod  m  si  a  =  b  (mod  m). 

Demuestra  que  si  2-,J  -  i  es  primo,  entonces  n  es  primo. 
[Indicación:  usa  la  identidad  2“h  -  1  -  (2Ü  -  I)  -  (2*h  - T>  + 
2^-:2J+  ...  +2"+  1}|. 


1 0.  ¿Cuál  es  el  cociente  y  el  resto  cuando 

a)  44  se  divide  entre  8? 

b)  777  se  divide  entre  21  ? 

c)  -123  se  divide  entre  19? 
d  i  - 1  ,se  divide  entre  23? 

e)  -2.002  se  divide  entre  87? 

f)  0  se  divide  entre  177 

g)  1 .234.567  se  divide  entre  1 .00 1  ? 
h>  -100  se  divide  entre  101? 

1  L  Obten  la  descomposición  en  factores  primos  de  cada  uno 
de  estos  enteros 

a)  88  b)  126  c)  729 

d)  1 ,00 1  e)  1.111  f)  909.090 

12.  Obten  la  descomposición  en  factores  primos  de  cada  uno 
de  estos  enteros 

a)  39  b)  81  c)  101 

d)  143  e)  289  1)  899 

13.  Obten  la  descomposición  en  factores  primos  de  10! 

*  14.  ¿Cu á n t o s  ceros  h ay  al  ti  nai  de  1 00 !  ? 

*15,  Demuestra  que  log2  3  es  un  número  irracional.  Recuerda 
que  un  número  irracional  es  un  número  real  x  que  no  se 
puede  escribir  como  el  cociente  de  dos  enteros. 

1 6 .  ¿  Q  ué  en  l  c  ros  p  os  i  ti  v  o  s  men ore  s  que  1 2  s  on  pr  i  m  os  re  I  a  - 
ti  vos  con  12? 

17.  ¿Qué  enteros  positivos  menores  que  30  son  primos  rela¬ 
tivos  con  30? 

18.  Determina  si  los  enteros  Je  cada  uno  de  estos  conjuntos 
son  primos  relativos  dos  a  dos, 

a)  2 1  *  34.  55  b)  14,  17,  85 

c)  25,41.49,64  d)  17,18,19,23 

19.  Determina  si  los  enteros  de  cada  uno  de  estos  conjuntos 
son  primos  relativos  dos  a  dos. 

a)  II,  15,  19  bj  14,  15,  21 

c)  12,  17,31,37  d)  7,8.  9.  11 

20.  Decimos  que  un  entero  positivo  es  perfecto  si  es  igual 
a  la  suma  de  sus  divisores  positivos  que  no  son  él 
mismo. 

a )  Co  n  i  pr  1 1  c  ba  q  ue  6  y  28  son  pe rfe  c  tos . 
bl  Demuestra  que  2P~  l{2r  -  I)  es  un  número  perfecto 
cuando  2'  1  es  primó. 


24.  Determina  si  estos  enteros  son  primos  verificando  algu¬ 
nas  de  las  alineaciones  de  Mersennc. 

a)  27-1  b)  29-  I 

c)  2n  -  1  d)  2*-I 

25.  El  valor  de  la  funcién  0  de  Etller  en  un  entero  positivo  n 
se  define  como  el  número  de  enteros  positivos  menores  o 
iguales  que  n  que  son  primos  relativos  con  n  (0  es  la  letra 
griega  fi).  Calcula: 

»)  0(4)  bj  0(10)  c)  0(13) 

26.  Demuestra  que  n  es  primo  si,  y  sólo  si,  &in)  -  n  L 

27.  ¿C.  ua!  es  el  valor  de  0Í/Z)  donde  p  es  primo  y  k  un  entero 
positivo? 

28.  ¿Cuál  es  el  máximo  común  divisor  de  cada  uno  de  estos 
pai  es  de  er  ¡  te  rus  ? 

a)  2 2  ■  3 3  *  55,  25  -  33  ■  52 

b)  2-3-57-  I  I  ■  13,  2H  *  39  ■  M  ■  I714 

c)  17,  17í7 

d)  22  -  7,  5-D  13 

e)  0,  5 

f)  2*3-5-  7,  2*3*57 

29.  ¿Cuál  es  d  máximo  común  divisor  de  cada  uno  de  estos 
pares  de  enteros? 

a)  37*5-D7\  2a  +,35  *  59 

b)  II  13  *  17,  2 9  *  3 7  *$5*73 

c)  233\  23 17 

d)  41  -43-53,  41  *43*53 

e)  3a*5t7,  212  -  721 

f)  1.1  IL  0 


30. 


¿  ( u  ál  es  et  m  ín  i  n  i  o  c  om  ú  n  i  n  ú  1 1  i  pío  de  c  a  d  a  p  arej  a  de 
ente  ros  del  Prob  1  e  rn  a  2  8  ? 


31.  ¿Cuál  es  er  mínimo  común  múltiplo  de  cada  pareja  de 
enteros  deí  Problema  297 


32.  Calcula  el  mcd(  LOGO.  025)  y  el  mem(  I  U00.  025)  y 
comprueba  que  medí!  .000,  625)  ■  mciní  1.000,  625)  — 
1000  625- 

*33.  Demuestra  que  sí  n  y  k  son  enteros  positivos,  entonces 

rw¿M(N-i)M-]+ 1. 

34.  Demuestra  que  si  a  es  un  entero  y  d  es  un  entero  positi  vo 
mayor  que  1.  entonces  el  cociente  y  el  resto  obtenidos 
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cuando  tj  so  divide  entre  J  son  [t/ / t/J  y  a  é/[íj  /c/j,  res¬ 
pectivamente. 

35,  Oblen  un  i»  fórmula  para  hallar  d  entero  con  menor  valor 
absoluto  que  sea  congruente  con  un  entero  a  módulo  ni 
donde  m  es  un  entero  positivo. 


36.  Evalúa  estas  expresiones: 

al  -17  mod  2  b)  144  morí  7 

el  101  mod  13  di  199  mod  19 


37.  Evalúa  estas  expresiones: 

a)  13  mnd  3  b)  -97  mod  1 1 

c)  155  mod  19  d)  -221  mod  23 


38.  Enumera  cinco  cuteros  que  sean  congruentes  con  4  mó¬ 
dulo  32. 


49.  Un  aparcamiento  tiene  3  3  plazas  para  visitantes,  mime- 
rudas  dd  Í1  al  30.  A  los  visiumlcs  se  les  asigna  su  plaza 
de  aparcamiento  mediante  la  función  de  dispersión 
h{k)  =  A  mod  31.  donde  k  es  el  número  formado  por  los 
tres  primeros  dígitos  de  la  matrícula  de  su  vehículo. 

a)  ¿Que  plazas  se  asigna  mediante  la  función  de  dis¬ 
persión  a  los  vehículos  que  tienen  los  siguientes  tres 
primeros  dígitos  en  sus  matrículas? 

317/918, 007,  I  (X),  1 1 1,310 

b)  Describe  un  procedimiento  que  puedan  seguir  los  vi¬ 
sitantes  para  encontrar  una  plaza  de  aparcamiento  li¬ 
bre  cuando  la  que  le  asignan  está  ocupada. 

50.  j.Qué  sucesión  de  números  pseudoakaiorios  se  genera 
utilizando  el  generador  de  congruencia  lineal  am  t  ,  - 
(4xn+  1 )  mod  7  con  la  semilla  x0  —  3? 


39.  Decide  si  cada  uno  de  estos  enteros  es  u  no  congruente 
con  5  módulo  1 7. 

a)  80  bl  103 

c)  —29  d)  122 

40.  Si  el  producto  de  dos  enteros  es  273M27"  y  su  máximo 
común  divisor  es  2  3  *5,  ¿cuál  es  su  mínimo  común  múl¬ 
tiplo? 

41.  Demuestra  que  si  a  y  h  son  dos  enteros  positivos,  en  ion- 
tes  ah  -  medio,  h)  mcm(n.  £>).  [indicación:  Utiliza  las 
tactorizaciones  de  ay  hy  las  fórmulas  del  mem  y  med  en 
términos  de  esas  factori/ae iones |. 

42.  Demuestra  que  si  a  =  b  (mod  m)  y  c=d  (mod  ni),  donde 
a,  b ,  r.  t¡  y  m  son  enteros,  m  >  2,  entonces  a  -  t  : 
h  d  (mod  m). 

43.  Demuestra  que  sí  n\ni  donde  n  y  m  son  enteros  positivos 
mayores  que  L  y  sí  a  =  b  (mod  m),  donde  a  y  b  son  en¬ 
teros.  entonces  a  =  h  í  mod  n). 

44.  Demuestra  que  si  a.  ti  c  y  m  son  números  enteros,  m  >  2 
yr>  ÍK  si  a=b  ímod  m),  entonces  ac=bc  (mod  me). 

45.  Demuestra  que  si  ai  -=  he  (mod  m)É  donde  a.  ó.  t  y  m  son 
números  enteros,  m  >  2,  no  se  cumple  necesariamente 
que  a  =  h  (mod  mi 

46.  Demuestra  que  si  <i  h  y  ni  son  números  enteros,  m  >  2  y 
u  —  b  (mod  mi  entonces  mcd(a,  ni)  -  medita  mi 

47.  Demuestra  que  si  a.  ta  k  y  m  son  números  enteros,  nt  >  2 
y  k  >  I,  su/  —  b  (mod  mi  entonces  a*  = hl  (mod  ni)  siem¬ 
pre  que  k  sea  un  entero  positivo. 

48.  ¿Qué  posiciones  de  memoria  asigna  la  función  de  dis¬ 
persión  h(k\  =  k  mod  101  a  las  fichas  de  los  estudíame s 
cotí  los  números  de  documento  nacional  de  identidad  si¬ 
guientes? 

al  104578690  b)  432222187 

el  37201919  di  501338753 


5  b  ¿Qué  sucesión  de  números  pscudoaleatorios  se  genera 
usando  d  generador  multiplicativo  puro  y  _  ,  =  3x  mod  1 1 
con  la  semilla  v,f  -  2? 

52,  Escribe  un  algoritmo  en  pseud ocódigo  para  generar  una 
sucesión  de  números  psendoalcatorios  usando  un  gene¬ 
rador  de  congruencia  lineal. 

53,  Cifra  d  mensaje  «NO  PASAR»  traduciendo  las  letras  a 
números,  aplicando  la  función  de  cifrado  dada  y  pasando 
los  mímelos  obtenidos  a  letras.  [Nata  del  traductor:  l  ti- 
liza  el  alfabeto  español  de  27  letras,  suprimiendo  la  r/ij, 

al  f(p\  -  (;?  +  3)  mod  37  (cifrado  de  César) 
bl  fip)  ^  {p  +  13)  mod  27 
c)  f(p)  =  (3p  +  7)  mod  27 

54,  Descifra  estos  mensajes,  que  han  sitio  codificados  usando 
el  cifrado  de  César  y  el  alfabeto  de  26  letras,  el  común¬ 
mente  utilizado  en  informática  (las  28  del  español  sin  la 
eh  ni  la  n). 

a)  EOXHMHDQV 
h)  WHVVV  WRGDB 
c)  HDWCLPVXP 

Los  libros  se  identifican  mediante  el  código  ISBN  (del 
inglés  huernañonal  Standard  Book  Numberl  un  código  de 
10  cifras  ,v  Xj, ....  xm  asignado  por  el  editor.  Estos  10  dígi¬ 
tos  consisten  en  bloques  que  identifican  el  idioma,  al  edi¬ 
tor.  el  número  asignado  al  libro  por  la  compañía  editorial 
y.  finalmente,  un  dígito  de  control  que  puede  ser  lii  nú¬ 
mero  o  la  letra  X  (usada  para  representar  al  número  10). 

Este  dígito  de  control  verifica  que  ¿i,  =  0  (mod  11)  y 

se  utiliza  para  detectar  errores  en  los  dígitos  individuales  o 
transposiciones  de  ellos. 

55<  Los  primeros  nueve  dígitos  del  ISBN  de  fa  tercera  edi¬ 
ción  de  este  libro  son  0-07-053965,  ¿Cuál  es  el  dígito  de 
control  para  este  libro  ? 

56,  El  ISBN  del  libro  Elementan*  Number  Theoiy  a$d  Us 
Application^  33  edición,  es  0-201-57089- 1 .  donde  Q  es 
un  dígito.  Calcula  el  valor  de  Q , 
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57.  Determina  si  el  dígito  de  control  dd  ISBN  para  este  libro 
de  texto  fue  calculado  correctamente  por  el  editor. 

58.  Calcula  d  menor  entero  positivo  con  exactamente  n  fae¬ 
tones  diferentes  cuando  n  es; 

a)  3  b)  4  e)  5 

á)  6  e)  10 

59.  ¿Puedes  encontrar  una  fórmula  o  regla  para  el  término  n - 
ésimo  de  una  sucesión  relacionada  con  números  primos  o 
con  h  descomposición  en  factores  primos  de  tal  forma 
que  los  primeros  términos  de  estas  sucesiones  sean  Jos  sí 
guíenles? 

al  0,  1,  1,0,  1,0,  1,0. 0. 0,  1,0,  I,.,* 

b)  1,2,3.2.5,2,7,2.312,  11,2,  13,2, ... 

c)  1.2,  2,  3,  2, 4, 2, 4, 3. 4, 2.  6, 2, 4, ... 


ti)  L  1.  1,0,  I,  1,  1,0,0, 1, 1.0,  l,  !*... 
e)  1.2, .3,3,  5.5,  7.  7.  7,  7,  II,  II,  1%  13t ... 
f  I  1,2.6,  30,  2 10,  23 1 0,  30030,  5 1 05 1 0,  9699690, 
223092870.  ... 

60.  ¿Puedes  encontrar  una  fórmula  o  regla  para  el  término  n- 
csimo  de  una  sucesión  relacionada  con  números  primos  o 
con  la  descomposición  en  factores  primos  de  tal  forma 
que  los  primeros  términos  de  estas  sucesiones  sean  los  si¬ 
guientes? 

a)  2, 2. 3-5,5, 7*7,  II,  IL  II.  1K  13,  13,.,. 
b»  0,  L  2,  2,  3,  3,  4, 4.  4, 4,  5,  5.  6,  6. ... 
c)  1.0.0,  1.0,  1,0,  1 .  1,  1.0,  1.0,  L  ... 
ti)  i,-ua  1,-1, 0, -I.  I,  K... 

e)  L  1.  1,  1, 1,0,  1,  1, 1,0,  no.  1,0,0* ... 

0  4,  9.  25.  49,  121,  169,  289,  361 , 529.  84 1, 96 1. 

1369,  ... 


2.5  Enteros  y  algoritmos 


INTRODUCCIÓN 


Cuma  se  mencionó  en  la  Sección  2.1,  el  término  algoritmo  se  refería  originalmente  a  procedi¬ 
mientos  que  llevaban  a  cabo  operaciones  ari  Uncí  ¡cas  utilizando  la  representación  decimal  de  los 
números  enteros.  Cuando  estos  algoritmos  se  adaptan  para  su  uso  en  represe  litaciones  binarias 
constituyen  la  base  de  la  aritmética  computad  onal.  Ademas,  proporcionan  una  buena  ilustración 
del  concepto  de  algoritmo  y  su  complejidad.  Por  estas  razones  los  introducimos  en  esta  sección. 

I  lay  muchos  algoritmos  importantes  que  usan  números  enteros,  aparte  de  aquellos  utilizados 
en  aritmética.  Entre  ellos  se  encuentra  d  algoritmo  de  Euclides.  que  es  uno  de  los  algoritmos  más 
utilizados  y  quizá  el  algoritmo  más  antiguo  de  las  matemáticas.  También  presentaremos  un  algo¬ 
ritmo  para  calcular  la  expresión  en  base  b  de  un  entero  positivo,  para  cualquier  base  h  y  otro  para 
la  exponerte] ación  modular,  un  algoritmo  impórtame  en  criptología. 


REPRESENTACIONES  DE  NÚMEROS  ENTEROS 


En  nuestra  vida  cotidiana  utilizamos  la  notación  decimal  para  expresar  números  enteros.  Por 
ejemplo,  965  se  usa  para  denotar  9  *  H)2  +  6  10  +  5.  No  obstante,  a  veces  es  conveniente  usar 
otras  bases  diferentes  de  10.  En  particular,  los  ordenadores  utilizan  notación  binaria  (con  2  corno 
base)  para  realizar  cálculos  aritméticos  y  octal  (base  8)  o  hexadccirr  al  (base  16)  para  expresar  ca¬ 
racteres.  como  letras  o  dígitos.  De  hecho,  podemos  usar  cualquier  entero  positivo  mayor  que  I 
como  base  para  expresar  los  enteros.  Esto  se  enuncia  en  el  Teorema  L 


TEOREMA  I  Sea  b  un  entero  positivo  mayor  que  i.  Entonces,  si  n  es  un  entero  positivo,  se  puede  expresar 
como 

n  -  ak  ft  +  ak  f  //_1  +  .  +  afi  +  aQ 

de  una  única  forma,  donde  k  es  un  entero  no  negativo,  a(y  av  ....  ak  son  enteros  no  negativos 
menores  que  b  y  ak  #  0.  a 
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EJEMPLO  I 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


fc'jeaipíiis 


La  demostración  de  este  teorema  se  puede  encontrar  en  lRo99].  La  representación  de  n  dada  en  el 
Teorema  1  se  denomina  expresión  de  n  en  base  b.  La  expresión  de  /i  en  base  h  se  denota  por 
(aí aL  ( ...  ata0)h.  Por  ejemplo,  (2451,,  representa  la  expresión  2  •  81  +  4  •  8  +  5  =  165. 

EXPRESIONES  BINARIAS  La  elección  de  2  como  base  da  la  expresión  binaria  de  los  nú¬ 
meros  enteros.  En  notación  binaria,  cada  dígito  es  0  o  I .  En  otras  palabras,  la  expresión  binaria  de 
un  entero  no  es  tnás  que  una  cadena  de  bits.  Las  expresiones  binarías  (y  las  expresiones  relacio¬ 
nadas  que  son  variantes  de  la  binaria)  son  las  que  utilizan  los  ordenadores  para  representar  y 
desarrollar  la  aritmética  con  enteros. 

¿Cuál  es  la  expresión  decimal  del  entero  cuya  expresión  binaria  es  ( 1  0101  lili),.1 
Solución:  Tenemos 

ti  0101  111  l),=  I  -2*  +  0-2’  +  1  -2ft  +  0-2s  +  1  ■  2A  +  1  -23  +  1  -22  +  1  -21  +  1  -2°  =  351.  -4 

EXPRESIONES  1 1EX  A  DEC!  M  ALES  Dieciseis  es  otra  base  utilizada  en  informática.  La  ex¬ 
presión  en  base  16  de  un  entero  se  llama  expresión  besa  decimal.  Para  esta  expresión  se  requieren 
16  dígitos.  Los  dígitos  hexadeci males  usados  generalmente  son  0,  1, 2,  3.  4.  5.  6,  7,  8,  9,  A.  B.  t  .  D. 
E  y  E,  donde  las  letras  de  la  A  a  la  F  representan  los  números  de!  10  al  16  (en  notación  decimal  ). 

¿Cuál  es  la  expresión  decimal  del  entero  con  expresión  hexadecimal  (2AE0B)tf? 

Solución:  Tenemos 

(2AEOB)|6  =  2  - 164  +  1U  ■  16’  +  14-  16-  +  0-  16+  11  =  (175627)¡0.  *4 

Cada  dígito  hexadecimal  se  puede  representar  usando  cuatro  bits.  Por  ejemplo,  vemos  que 
(1110  0101 >,  =  {E5)16.  puesto  que  ( 1 1 10),  =  (E)l6  y  (0101),  -  (5)|6-  Los  byles.  que  son  cadenas  de 
bits  de  longitud  ocho,  se  pueden  representar  con  dos  dígitos  hex adecimales. 

CONVERSIÓN  DE  BASE  Describimos  ahora  un  algoritmo  para  obtener  la  expresión  en  base 
b  de  un  entero  ti.  Primero,  se  divide  »  por  b  para  obtener  el  cociente  y  el  resto,  esto  es, 

n  ~  bqn  +  </0.  0  <  a(1  <  b. 

El  resto.  ít((,  es  el  dígito  situado  más  a  la  derecha  en  la  expresión  en  base  b  de  n.  1  .uego,  se  divide 
q„  por  b  para  obtener 

qn  =  bqt+at,  OS  «,</>. 

Vemos  que  ay  es  el  segundo  dígito  por  la  derecha  de  la  expresión  de  n  en  base  b.  Este  proceso  con¬ 
tinúa  dividiendo  sucesivamente  el  cociente  por  b.  obteniendo  como  restos  los  dígitos  de  la  repre¬ 
sentación  en  base  b.  El  proceso  concluye  cuando  obtenemos  un  cociente  igual  a  cero. 

Calcula  la  expresión  en  base  8,  u  ocluí,  de  1 1 2345)|0. 

Solución;  Primero,  dividimos  12345  por  8  para  obtener 
12345  =  8-  1543+  1. 

Dividiendo  sucesivamente  los  cocientes  por  8  se  obtiene 

1543  =  8-  192  +  7. 

192  =  8  -  24  +  0, 

24  =  8  -  3  +  0, 

3  =  8-0  +  3. 

Como  los  restos  son  los  dígitos  de  ( 12345)1(l  en  base  8.  se  sigue  que 

( 1 2345))(J  =  (3007 1  )„.  < 
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EJEMPLO  4  Calcula  la  expresión  hexadectmal  (1771 3Ü)|0. 

Solución:  Primero  se  divide  177130  por  10  para  obtener 
¡77130=  16  ■  11070+  10. 

Dividiendo  sucesivamente  los  cocientes  por  16  se  liene 

11070=  16-691  +  14. 

691  =  16-43  +  3, 

43=  16-2  +  11, 

2=  16  -0  +  2. 

Corno  los  restos  son  los  dígitos  de  (1771 30)lo  en  base  hexadecimal,  se  sigue  que 
(I77130)|0  =  (2B3EA)1ft. 

(Recuerda  que  los  enteros  10.  11  y  14  corresponden  a  los  dígitos  hcxadecimales  A.  13  y  E.  res¬ 
pectivamente)..  -4 

EJEMPLO  5  Calcula  la  expresión  binaria  de  (241  )|(). 

Solución :  Primero  se  divide  241  por  2  para  obtener 
241  =2  ■  120+  1. 

Dividiendo  sucesivamente  los  cocientes  por  2  se  tiene 

120  =  2  ■  60  +  0, 

60  =  2  •  30  +  0. 

30  =  2-  13  +  0. 

15=2-7  +  1, 

7  =  2-3+  1. 

3  =  2-  1  +  1. 

I  =  2  •  0  +  1 . 

Como  los  restos  son  los  dígitos  de  (241)[(J  en  base  2  (la  expresión  binaria),  se  sigue  que 

(24I)m  =  (im  0001)r  << 

El  pseudocódigo  dado  en  el  Algoritmo  1  calcula  la  expresión  (ak  ...  nian\  en  base  b  del 
entero  n. 


_ _ _ _ _ _ _ 

AI.CORITMO  I  Cálculo  de  expresiones  en  base  b 

'  "  "  “  i 

procedure  expresión  en  base  b(n:  entero  positivo) 

</:=  n 
k  :=  0 

w  hile  q  ¿  0 

begin 

ak q  mod  h 

q  :=  L<?/bJ 

k  :=  k  +  i 

end  ( la  expresión  de  n  en  base  h  es  (ak  ^  a{a^b  \  * 
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Tabla  I.  Representaciones  hexadecimal,  cxrtal  y  binaria  de  los  enteros  de  0  a  13. 

Decimal 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

Ó 

7 

& 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

Hexadecimal 

0 

[ 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

X 

9 

A 

R 

c 

D 

E 

F 

Octai 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

ó 

7 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

ló 

17 

Binaria 

0 

1 

10 

11 

ton 

101 

no 

Mi 

1000 

1001 

10 111 

101 1 

noo 

1101 

1110 

lili 

En  el  Algoritmo  1,  q  representa  el  cociente  obtenido  por  las  divisiones  sucesivas  entre  h,  comen¬ 
zando  por  q  =  n.  Los  dígitos  de  la  expresión  en  base  b  son  los  restos  de  estas  divisiones,  dados  por 
e¡  mod  b .  El  algoritmo  termina  cuando  se  alcanza  et  cociente  q  =  0. 

Observación:  Ten  en  cuenta  que  el  Algoritmo  1  puede  considerarse  como  un  algoritmo  voraz. 

Las  conversiones  entre  expresiones  binarias  y  hexadecimales  son  muy  sencillas  porque  cada 
dígito  hexadedmal  corresponde  a  un  bloque  de  cuatro  dígitos  binarios.  Las  correspondencias  se 
muestran  en  la  Tabla  I ,  en  las  que  no  escribimos  los  ceros  iniciales.  (Dejamos  la  confirmación  de 
este  hecho  para  los  Problemas  I  I  y  12  del  final  de  esta  sección).  Esta  conversión  se  ilustra  en  el 
Ejemplo  6, 

EJEMPLO  6  Calcula  la  expresión  hexadedmal  de  ( 1 1  I  I 10  101 1  1 100),  y  h  expresión  binaria  de  (  A8D)]<r 

Solución:  PaTa  convertir  (11  1 110  101 1  1 100},  a  notación  hexadecimal  agrupamos  los  dígitos  lu¬ 
narios  en  bloques  de  cuatro,  completando  con  ceros  al  inicio  del  bloque  situado  a  la  izquierda  si 
fuera  necesario.  Estos  bloques  son  001 1.  1 1 10,  101 1  y  1 100,  que  corresponden  a  los  dígitos 
hexadecimales  3,  E,  B  y  C,  respectivamente.  Por  tanto,  (II  lili)  101 1  1 100),  =  (3EBC)lfe, 

Para  convertir  ( ASDtu  en  notación  binaria,  reemplazamos  cada  dígito  hexadecimal  por  un 
bloque  de  cuatro  dígitos  binarios.  Estos  bloques  son  1010,  1000,  1 101,  Por  tanto,  (ASD) .  = 
(1010  1000  1101),/  4 


ALGORITMOS  PARA  OPERACIONES  CON  ENTEROS 


Los  algoritmos  para  realizar  operaciones  con  enteros  utilizando  sus  expresiones  binarias  son 
muy  importantes  en  aritmética  computación  al.  Describiremos  aquí  los  algoritmos  para  la  suma  v 
Ea  multiplicación  de  dos  enteros  expresados  en  natación  binaria.  También  analizaremos  la  eom 
ptejidad  computación  a!  de  estos  algoritmos  en  términos  del  numero  real  de  operaciones  realizadas 
con  bits.  Supongamos  que  las  expresiones  binarias  de  a  y  h  so n 

a  =  <a„  A.2  "aia()r  6  =  <*,-A 

por  lo  que  a  y  b  tiene  cada  uno  n  bits  (completando  con  bits  ü  por  la  izquierda  en  una  de  sus  ex¬ 
presiones  si  fuera  necesario). 

Mediremos  la  complejidad  de  los  algoritmos  de  la  aritmética  entera  en  términos  del  número 
de  bits  de  estos  números. 

Consideremos  el  problema  de  sumar  dos  enteros  en  notación  binaria.  Un  procedimiento 
para  hacer  la  suma  se  puede  basar  en  d  método  que  utilizamos  para  sumar  números  con  papel  y  lá¬ 
piz.  Este  método  se  desarrolla  sumando  pares  de  dígitos  binarios  y  arrastrando,  cuando  proceda. 
Este  procedimiento  se  especifica  en  detalle  a  continuación. 

Para  sumar  a  y  b ,  primero  se  suman  los  bits  más  a  la  derecha.  Esto  da 


EJEMPLO  7 


/  /  / 

MIO 

1011 

!  1  00  1 

Figura  L  Suma  de 
(11  iO)2  y  (101  l  )r 


EJEMPLO  X 
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donde  sfl  es  el  primer  hii  por  la  derecha,  o  bit  menos  significativo,  en  i;¡  expresión  binaria  a  +  h  y 
rtl  es  el  bit  de  arrastre,  que  es  bien  0  o  bien  I .  Luego  se  suma  el  siguiente  par  de  bits  junto  con  el 
bit  de  arrastre. 


donde  es  el  bit  siguiente  en  la  expresión  binaria  a  +  b  y  e,  es  el  hit  de  arrastre.  Se  continúa  este 
proceso  sumando  los  bits  correspondientes  de  las  dos  expresiones  binarias  y  el  arrastre  para  de¬ 
terminar  el  siguiente  bit  (comenzando  desde  la  derecha)  de  la  expresión  binaria  a  +  b.  En  el  úl¬ 
timo  paso,  se  suman  an  v  bn_í  y  cs  ,  para  obtener  cn _ ,  ■  2  +  SM  ,.  El  bit  más  significativo  de  la 
suma  es  s  =  c  ..  El  procedimiento  produce  la  expresión  binaria  de  la  suma,  es  decir, 

a  +  h  =  (v„  i Vi-VüV 
Suma  <a  =  (l  1 10),  y  b-  (1011).. 

Solución:  Siguiendo  el  procedimiento  especificado  en  el  algoritmo,  primero  observa  que 
an  +  ~0  +  1=0*2+  1, 

por  lo  que  rn  -  0  y  =  1 .  Entonces,  corno 

í?i  +  +  Cp  =  1  +  I  +  0  =  l  '  2  +  O, 

se  sigue  que  r,  =  1  y  sk  =  0,  Continuando, 

tfj+62  +  rt  =  1  +0  +  I  =  1  -2  +  0, 

por  lo  que  c2  ~  I  y  s2  =  0.  Finalmente,  como 
+  h ^  +  c2  =  1  +  1+  I  —  1  -  2+  I . 

se  sigue  que  i\  -  1  y  j?  —  1.  Esto  significa  que  j4  —  c5-  ! .  Por  lanío,  s  =  a  +  b  =  í  1  1001),.  Esta 
suma  se  muestra  en  la  Figura  1 ,  4 

Fl  algoritmo  para  la  suma  se  puede  describir  en  pseudocódigo  como  sigue. 


ALGORITMO  2  Suma  de  enteros 


proceda  re  suma(a,  b\  enteros  positivos) 

(las  expresiones  binarias  de  a  y  b  son  (ün  }an  _ ,  ...  üxa^  y  (b  bfi  .  . . .  b  h  )„ 
résped  ivamente ) 
c  :=  0 

for  j  :=()  to/í“  í 
begtn 

(/  :=l_(í?f  +  b , +  c)/2j 
s  ü  +  h  +  c  —  2 d 

l .  /  J 

t  a 

end 

$  :=  c 

{ la  expresión  binaria  de  la  suma  es  (s s  ]  . . ,  j  jfl)J 


Ahora  analizaremos  el  número  de  sumas  de  bits  realizados  en  el  Algoritmo  2. 

¿Cuantas  sumas  de  bits  se  requieren  en  el  Algoritmo  2  para  sumar  dos  enteros  con  n  (o  menos)  bits 
en  sus  representaciones  binarias? 


Solución.  La  suma  de  dos  enteros  se  realiza  sumando  sucesivamente  pares  de  bits  y,  cuando  pro¬ 
ceda,  el  bit  de  arrastre.  Sumar  cada  par  de  bits  y  el  de  arrastre  requiere  a  h>  más  tres  sumas  de  hits. 
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EJEMPLO  9 


I  1  0 
101 

Í7ó 

ooo 

I  I  o 

II  II  o 

Hfiiirti  2. 

Producto  tic  ( 1 10)3 
y  (101),. 


Por  tanto,  el  número  total  de  sumas  de  bits  realizadas  es  menos  de  tres  veces  el  número  de  biis  de 
la  expresión.  Así,  el  número  de  sumas  de  bits  realizadas  por  el  Algoritmo  2  para  sumar  dos  ente¬ 
ros  de  n  bits  es  0(ri)>  < 

Ahora  consideramos  la  multiplicación  de  dos  enteros  de  n  bits  a  y  h ,  El  algoritmo  conven¬ 
cional  (usado  cuando  se  multiplica  con  pape!  y  lápiz)  funciona  corno  sigue.  Utilizando  la  ley  dis¬ 
tributiva,  vemos  que 

ab=a(btí2*  +  ft,2l +  ,2"-') 

=  a(b^  +  a(b^)+.j+ái^_^  [). 

Podemos  calcular  ah  empleando  esta  igualdad.  Primero  tenemos  en  cuenta  que  ab}  =  a  si  b=  1  y 
ah  =  0  si  h  =  0.  Cada  vez  que  multiplicamos  un  término  por  2,  desplazamos  su  expresión  binaria 
un  lugar  hacia  la  izquierda  y  añadimos  un  0  al  final  de  la  expresión.  Consecuentemente,  podemos 
obtener  (ah  )2J  desplazando  la  expresión  binaria  de  ahj  posiciones  a  la  izquierda,  añadiendo  ;  bits 
í)  en  la  cola  de  la  expresión  binaria.  Finalmente,  obtenemos  ah  sumando  los  n  enteros  ablb 
/  =  0,  1,2 . n-  I. 

Este  procedimiento  para  la  multiplicación  se  describe  usando  el  pseudocódigo  en  el 
Algoritmo  3. 


ALGORITMO  3  Multiplicación  de  enteros 


procedure  nudtipUcmionia,  h:  enteros  positivos) 

[  las  expresiones  binarias  de  a  y  h  son  ( an  lua  _ , . , .  ,  y  (hir  (/>rí  2 . . .  h{b^ 

respectivamente  | 
for  j  0  to  n  l 
begin 

if  h  -  1  then  t  :=  a  desplazada  /  posiciones 
else  c  0 
end 

( cir e . . í?  ,  son  los  productos  parciales  j 

P  0 

for  y  :=  0  to  n  -  I 

P-=P  +  i\ 

[p  es  el  valor  de  ah) 


El  Ejemplo  9  ilustra  el  uso  de  este  algoritmo. 

Calcula  el  producto  de  a  -  í  1 10),  y  h  -  ( 101  )r 

Solución:  Primero  ten  en  cuenta  que 
=  (  U0)2*  1  -2°=  (11% 
oft,  -  21  =  (1I0)2  -  0  *2^(0000)2 
y 

ab2*22  =  (im2  '  1  ■  2-  =  í  I  1 000)2, 

Para  hallar  el  producto,  se  suman  ( 1 1Ü)„  (0000),  y  <  1 1000),.  Al  realizar  estas  sumas  (utilizando  el 
Algoritmo  2,  incluyendo  los  ceros  iniciales  que  se  necesiten)  se  ve  que  ah  -  ( I  II  I0)r  Este  pro¬ 
ducto  se  muestra  en  la  Figura  2,  < 

Ahora  determinaremos  el  número  de  sumas  y  desplazamientos  de  bits  realizados  por  el  Al¬ 
goritmo  3  para  multiplicar  enteros. 
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EJEMPLO  10  ¿C  uántas  sumas  y  desplazamientos  de  bits  se  realizan  para  multiplicar  a  y  h  en  el  Algoritmo  3? 

Solución:  El  Algoritmo  3  calcula  el  producto  de  a  y  h  sumando  los  producios  parciales  r  ,  c,, _ 

|-  Cuando  b  =  I.  calculamos  el  producto  parcial  «•  desplazando  la  expresión  binaria  de  a  j  bits. 
Cuando  h.  =  0,  no  se  requieren  desplazamientos,  puesto  que  r  =  ().  Por  tanto,  para  calcular  los  n 
enteros  ab2'.  j  =  0.  1 , 2 . n  1.  se  requieren  como  máximo 

0+  I  +  2  + ...  +n- 1 

desplazamientos.  Así.  por  el  Ejemplo  4  de  la  Sección  2.2  el  número  de  desplazamientos  requeridos 
es  0(n2). 

Para  sumar  los  enteros  ah  desde  j  =  0  hasta./  -  n  I  se  requiere  la  suma  de  un  entero  de  w 
bits,  un  entero  de  n  +  I  bits, ....  y  un  entero  de  2 n  bits.  Sabemos  por  el  Ejemplo  X  que  cada  una  de 
estas  sumas  requiere  O(n)  sumas  de  bits.  Por  tanto,  para  las  »  sumas  se  requiere  un  total  de 
0(n2)  sumas  de  bits.  ^ 

Sorprendentemente,  hay  algoritmos  para  multiplicar  enteros  más  eficientes  que  el  algoritmo 
convencional.  Uno  de  estos  algoritmos,  que  realiza  Offl1-585)  operaciones  con  bits  para  multiplicar 
números  de  n  bits,  se  describirá  en  la  Sección  6.3. 

Dados  dos  enteros  a  y  <L  <1  >  0.  podemos  hallar  q  =  a  div  ¡I  y  r  -  a  mod  d  usando  el  Algorit- 
mo  4.  En  este  algoritmo,  cuando  u  es  positivo  se  sustrae  d  de  a  tantas  veces  como  sea  necesario 
hasta  que  lo  que  quede  sea  menor  que  d.  F.l  número  de  veces  que  hacemos  esta  sustracción  es  el 
cociente  y  lo  que  queda  después  de  las  sustracciones  es  el  resto.  El  Algoritmo  4  también  incluye  el 
caso  en  el  que  a  sea  negativo.  Calcula  el  cociente  q  y  el  resto  r  cuando )  o  |  se  divide  por «/.  Como 
el  resto  r  resultante  es  positivo,  se  utilizan  estos  dy  r  para  hallar  -{q  +  1  >  y  d  -  r.  cociente  y  resto 
de  la  división  tic  a  por  <1.  Dejamos  para  ci  lector  (Problema  55)  la  demostración  de  que,  supo¬ 
niendo  a  >  d,  este  algoritmo  real  za  0(q  log  ti)  operaciones  con  bits. 

1  lay  algoritmos  más  eficientes  que  el  Algoritmo  4  para  determinar  el  cociente  q  ~  a  div  d  j 
r  =  a  mod  d  cuando  se  divide  un  cutero  positivo  o  por  un  entero  positivo  d  (véase  fKn9Xj  para 
más  detalles).  Estos  algoritmos  requieren  0(  log  a  ■  log  d)  operaciones  con  bits.  Si  las  dos  ex¬ 
presiones  de  it  y  d  contienen  n  bits  o  menos,  entonces  podemos  reemplazar  log  o  log  d  por  ir. 
Esto  significa  que  necesitamos  Ove)  operaciones  con  bits  para  calcular  el  cociente  y  el  resto  de 
dividir  a  por  d. 


EX  PONENCI  ACIÓN  MODULAR 


En  criptología  es  importante  poder  calcular  de  manera  eficiente  if  mod  wi,  donde  b ,  n  y  m  son  en¬ 
teros  grandes.  No  es  práclieo  calcular  primero  b"  y  posteriormente  hallar  el  resto  de  dividirlo  por 
m  porque  br  puede  ser  un  número  excesivamente  grande.  En  lugar  de  esto,  podemos  usar  un  al¬ 
goritmo  que  emplea  la  expresión  binaria  del  exponente  n,  es  decir.  //  -  (</  ia¡  ...  a^t..  El 
algoritmo 


Al.tíORlTMO 4  Cálenlo  de  las  operaciones  div  y  ntod 


procedure  algoritmo  di  vis  ionio:  entero,  d:  entero  positivo) 
q-=0 
/:=  |«| 
whiJe  r  >  d 
hegin 

r r-tl 
q  :=q+  I 
end 

if  a  <  0  y  r>0  then 
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begin 

r  ’.=  d  -  r 
q  i~-(q  +  1) 

end 

¡  q  =  o  div  d  es  el  enciente,  r  =  a  mod  1/  es  el  resto  ] 


ALCOKirvios  Exponenciación  modular  _ 

proeedu re  exponenciación  modular(lr.  cillero.  11  =  (íí¿,  lot_í  ‘VW 
m:  enteros  positivos) 
x:=  I 

potencia  :=  />  mod  m 
for  i  :=  0  to  k  -  I 
begin 

if  a.  =  1  then  .v  :=  (x  ■  potenc  ia )  mod  ni 
potencia  := f potencia  ■  potencia)  mod  m 

end 

¡.res  igual  a  h  mod  m | 


calcula  sucesivamente  b  mod  m,  Ir  mod  ni.  b 4  mod  m . b* 1  mod  m  y  multiplica  todos  los  tér¬ 

minos  Ir  mod  m  cuando  a;  =  1 ,  calculando  el  resto  ríe  la  división  por  m  tras  cada  multiplicación. 
El  pseudocódigo  partí  este  algoritmo  se  muestra  en  el  Algoritmo  5. 

Ilustramos  el  íuncionamiento  dd  Algoritmo  ó  en  el  Ejemplo  1 1. 

EJEMPLO  1 1  Utiliza  el  Algoritmo  5  para  hallar  2,kH  mod  645. 

Solución:  El  Algoritmo  5  fija  micialmente x  =  l  >  potencia  - 1  mod  645  =  2.  En  el  cálculo  de  2MJ 
mod  645, este  algoritmo  calcula  2-'  mod  645  para  j=  1,2, ....  9  elevando  a!  cuadrado  sucesiva¬ 
mente  y  reduciendo  módulo  645.  Si  a,  =  1  (donde  a  es  el  bit  en  la  posición  /-¿sima  de  la  expresión 
binaria  de  644).  se  multiplica  el  valor  en  curso  de  a  por  2:  mod  645  y  el  resultado  se  reduce  mó¬ 
dulo  645.  Hemos  realizado  los  siguientes  pasos: 


i  -  0:  Como  au  -  0.  tenemos  que  v  =  I  y  potencia  =  2  -4  mod  645  -  4: 

¡  =  ] ;  Como  at  =  0,  tenemos  que  v  =  I  y  potencia  -  4'  =  16  mod  645  -  1 6: 
r  =  2:  Como  a,  =  1 .  tenemos  que  .v  =  1  ■  16  mod  645  -  16  y  potencia  =  16J  -  256  mod  645  =  256: 

¡  =  5:  C orno  —  0.  tenemos  que  v  =  16  y  potencia  =  256  =  65.536  mod  645  =  391: 

i  -  4:  Como  o,  =  0.  tenemos  que  v  =  16  y  potencia  =  301-=!  52. X8 1  mod  645  —  16; 
i  =  5:  Como  -  0,  tenemos  que  a  =  16  y  potencia  =  16-  =  256  mod  645  -  256: 
i  -  6:  Como  -  0,  tenemos  que  x  =  16  y  potencia  -  256-  =  65.536  mod  645  =  391; 

¡  =  7:  Como  a  =  1 .  tenemos  que  a  =  (16  ■  391)  mod  645  =  45 1  y  potencia  --  391 =  152.881  mod  645  =  16; 
i  =  8:  Como  ag  -  0.  tenemos  que  .v  =  451  y  potencia  =  16-  =  256  mod  645  =  256; 
i  -  9:  Como  =  I .  tenemos  que  v  =  (45 1  -  256 1  mod  645  =  I . 


Esto  muestra  que  siguiendo  los  pasos  del  Algoritmo  5  obtenemos  el  resultado  2'" 1  mod  645  =  i 

El  Algoritmo  5  es  bastante  eficiente;  realiza  0((log  ni)1  log  n)  operaciones  con  bits  para  cal¬ 
cular  b”  mod  m  (véase  el  Problema  54). 
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EL  ALGORITMO  DE  EUCLIDKS 


El  método  comentado  en  la  Sección  2.4  para  el  cálculo  del  máximo  común  divisor  de  dos  enteros 
usando  la  descomposición  en  producto  de  factores  primos  no  es  eficiente*  La  razón  es  que  la  fae¬ 
tón  z  ación  es  im  proceso  que  consume  mucho  tiempo.  Daremos  un  método  más  eficiente  para  ha¬ 
llar  e!  máximo  común  divisor,  llamado  algoritmo  de  Elididos.  Este  algoritmo  se  ha  utilizado  des¬ 
de  la  antigüedad.  Se  denomina  así  por  el  matemático  de  la  Grecia  antigua  Hudides.  quien  incluyó 
una  descripción  de  este  algoritmo  en  su  obra  l  os  elementos* 

Antes  de  describir  el  algoritmo  de  Eudides,  demostraremos  cómo  se  usa  para  calcular 
el  mcd(9!,  287).  Primero,  divtde  287.  el  mayor  de  los  dos  números*  por  91,  el  menor,  para 
obtener 

287  =  91  *  3  +  14* 

Cualquier  divisor  de  91  y  287  debe  ser  un  divisor  de  287  91  *  3  =  14.  Además,  cualquier  divisor 
de  91  y  14  debe  ser  un  divisor  de  287  =  91  ■  3  +  14.  Por  lamo,  el  máximo  común  divisor  de  91  y 
287  es  el  mismo  que  el  máximo  común  divisor  de  91  y  14.  Esto  significa  que  e!  problema  de  ha¬ 
llar  el  mcd(9tf  287)  se  ha  reducido  al  problema  de  calcular  el  med(9L  I4r 
Ahora  dividimos  91  por  14,  para  obtener 

91  =  14-6  +  7. 

Como  cualquier  divisor  de  91  y  14  también  divide  a  91  14  -  6  =  7  y  cualquier  divisor  común  de 

14  y  7  divide  a  9  L  se  sigue  que  mcd(9  i .  1 4)  =  mcd(  14,  7), 

Se  continúa  dividiendo  14  por  7.  para  obtener 

14  =  7-2* 

Como  7  divide  a  14,  se  sigue  que  medí  14,  7)  “  7.  Además,  como  medí 287.  91 )  =  medí  91,  14)  ~ 
nicd(  14.  7),  el  problema  queda  resuelto* 

Describimos  ahora  cómo  opera  en  general  el  algoritmo  de  Eudides,  L  saremos  divisiones  su¬ 
cesivas  para  reducir  el  problema  de  calcular  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  positivos  a 
un  problema  idéntico  sobre  números  más  pequeños,  hasta  que  uno  de  los  enteros  se  haga  cero. 

El  algoritmo  de  Eudides  se  basa  en  el  siguiente  resultado  sobre  el  máximo  común  divisor  y 
el  algoritmo  de  la  división* 


Sea  a  -  bq  +  r.  donde  a,  A  q  y  r  son  enteros*  Entonces,  med (a.  h)  -  mcd(A  r). 


Demostración:  Si  podemos  demostrar  que  los  divisores  comunes  de  a  y  h  son  los  mismos  que  los 
divisores  comunes  de  b  y  r*  habremos  demostrado  que  inedíu.  b)  -  medí  A  r),  puesto  que  ambas 
parejas  deben  tener  el  mismo  mayor  divisor  común. 

Supongamos  que  d  divide  tanto  ;j  a  como  a  h ,  Se  sigue*  por  tanto,  que  d  también  divide  a 
a  -  hq  -  r  (por  el  Teorema  1  de  la  Sección  2.4).  Por  tanto,  cualquier  divisor  común  de  a  y  h  es 
también  un  divisor  común  de  h  y  r. 

Análogamente,  supongamos  que  d  divide  tanto  a  b  corno  a  r.  Entonces,  d  también  divide  a 
hq  +  r  =  Así,  cualquier  divisor  común  de  h  y  r  también  es  un  divisor  común  de  a  y  b. 

Por  tanto,  medía,  h)  =  medí  A  r).  <] 


Klt’UDKS  k  .  325-265  a.t’L  f  u,.  Iidt>  fue  el  amor  del  libro  de  matemática*  con  WMfe éxito  jatftás  cíenlo.  Los  elemen¬ 
tos.  que  lia  aparecido  en  mas  de  mil  ediciones  di ícrenies  desde  ios  tiempos  antiguos  a  los  modernos.  Poco  *c  conoce  de  ía 
vida  de  Euc  lides  aparte  de  que  enseñé  en  ía  lutosa  Academia  de  Alejandría.  Aparentemente.  Luí  lides  no  daba  mucha  im- 
¡K irlanda  a  las  aplicaciones.  Cuando  un  alumno  le  preguntó  qué  podía  conseguir  aprendiendo  geometría.  Eudides  le  explico 
que  el  conocimiento  tenía  valor  en  sí  mismo,  y  le  dijo  a  ti n  sirviente  que  le  diese  ai  alumno  una  moneda,  «puesto  que  de¬ 
bía  obtener  algún  beneficio  de  lo  que  aprendía». 
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Supongamos  que  ay  h  son  enteros  positivos  con  a  >  b.  Sean  r0  =  a  y  r,  =  h.  Cuando  aplica¬ 
mos  sucesivamente  el  algoritmo  de  la  división,  obtenemos 

ro  “*»*<+ »j.  0  <  r,  <  r,, 

ri  =r2<Í2  +  r 3  0Sr3<fr 

r»-í  =  r,-i4?»-i  +r„  0<rB<ra  ,, 

r»-t  =v/„- 

Tras  una  serie  de  divisiones  sucesivas,  debemos  encontramos  con  el  resto  cero,  puesto  que  la  su¬ 
cesión  de  restos  a  =  rn>  i;  >  r,  >  ...  >  0  no  puede  contener  más  de  a  términos.  Además,  por  el 
Lema  i  se  sigue  que 

mcd(ti.  b)  —  mcd(rn,  r ( )  =  mcd(r, ,/*,)=.,.=  medí /; _v  r(|  |) 

=  nicd(rn  ).  /;)  =  medí/;,  0)  =  r  . 

Por  tanto,  el  máximo  común  divisor  es  el  ultimo  resto  no  nulo  en  la  serie  de  divisiones. 
EJEMPLO  12  Calcula  el  máximo  común  divisor  de  414  y  662  utilizando  el  algoritmo  de  Euclides. 

Solución:  Usando  sucesivamente  el  algoritmo  de  la  división  tenemos 

662  =  414-  I  +248 
414  =  248-  1  +  166 
248  =  166  1  +82 
166  =  82-2  +  2 
82  =  2-41 

Por  tanto,  mcd(414, 662)  =  2,  puesto  que  2  es  el  último  resto  no  nulo.  4 

El  algoritmo  de  Euclides  se  expresa  en  pseudocódigo  en  el  Algoritmo  6. 


ALGORITMO  6  El  algoritmo  ele  Euclides 


procedí! re  nicd(0.  h:  enteros  positivos) 

x  :=  a 
v h 

while  y  ^  0 

begin 

r  :=  a  mod  y 
x  :-y 

y  :=  r 

cnd  { el  mcd(a,  b)  es  x  \ 


En  el  Algoritmo  6.  los  valores  iniciales  de  \  e  >r  son  tí  y  h,  respectivamente.  En  cada  paso  del  pro¬ 
cedimiento,  x  se  sustituye  por  y  e  y  se  sustituye  por  i  mod  y,  que  es  el  resto  de  dividir  a  por  y,  Esie 
proceso  se  repite  mientras  y  £  0.  El  algoritmo  termina  cuando  y  —  0  y  el  valor  de  a  en  ese  punto,  el 
último  resto  no  nulo  obtenido  en  el  procedimiento,  es  el  máximo  común  divisor  de  a  y  b . 

Estudiaremos  la  complejidad  del  algoritmo  de  Euclides  en  la  Sección  3A  donde  veremos  que 
el  número  de  divisiones  requeridas  para  calcular  el  máximo  común  divisor  de  a  y  i\  a  >  h.  es 
OÜogb). 


. 
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Problemas 


1.  Convierte  los  siguientes  enteros  de  notación  decimal  a 
notación  binan  a, 

a)  231  M  4.532  c)  97.644 

2.  Convierte  los  siguientes  enteros  de  notación  decimal  a 
notación  binaria. 

a)  321  b)  1,023  c)  100.632 

3.  Convierte  los  siguientes  enteros  de  notación  binaria  a 
notación  decimal. 

a)  11 1 1 1  b)  10  0000  0001 

el  10101  0101  d)  NO  1001  0001  0000 

4.  Convierte  los  siguientes  enteros  de  notación  binaria  a 
notación  decimal. 

a|  l  lOH  b)  10  101  i  0101 

c|  1 1  1011  1110  d)  111  1100  0001  lili 

5.  Convierte  los  siguientes  enteros  de  notación  hex adecimal 
a  notación  binaria, 

al  80E  bi  135AB 

el  ABRA  di  DEFACED 

6 .  I  on  v  i  ene  í  B  A  DFAC ED)  J  f  de  s  u  ex  pre  s  ion  lie  x  adeci  ni  a  I 
a  expresión  binaria, 

7.  Convierte  (ABCDEF)^  de  su  expresión  hcxadecima  a 
expresión  binaria. 

H,  Convierte  cada  uno  de  \o\  siguientes  ente  ros  de  nota¬ 
ción  binaria  a  notación  hex adecimal. 

a)  lili  011 1 

b)  1010 1010  1010 

c)  i  n  oí  n  oí  ii  oí  u 

9,  Convierte  U01 1  OI  I  I  10 { D,  de  su  expresión  binaria  a  su 
expre s  i  ón  h  e x ad  edmal 

1(1.  Convierte  i  i  1000  01 10  001 1 1  de  su  expresión  binaria  a 
su  ex pres  i  ói  i  he  \  adec i  m  a  l . 

!  1.  Demuestra  que  la  expresión  he  \  adec  i  mal  de  un  número 
entero  positivo  se  puede  obtener  de  su  expresión  binaria 
agrupando  los  dígitos  binarios  en  bloques  de  cuatro,  aña¬ 
diendo  ceros  por  la  izquierda  si  es  necesario  y  con  vir¬ 
tiendo  cada  bloque  de  cuatro  dígitas  binarios  en  un  dígi¬ 
to  hexadteinia!, 

12,  Demuestra  que  la  expresión  binaria  de  un  número  entero 
positivo  se  puede  obtener  a  partir  de  su  expresión  he  xa 
decimal  con  virtiendo  cada  dígito  hexadecimal  en  un  blo¬ 
que  de  cuatro  dígitos  binarios. 

13.  Da  mi  [ >rt iced ¡miento  sencillo  pa ra  obtene r  la  expresi ón  b i 
naria  de  un  entero  positivo  a  partir  de  su  expresión  neta! 


14.  Da  un  procedimiento  sencillo  para  obtener  la  expresión 
octal  de  un  entero  positivo  a  partir  Je  su  expresión  bi¬ 
naría. 

15.  Convierte  (7345321  )g  a  ^i  expresión  binaria  y  ( 10  I U 1 1 
1(1 1  I  b  a  su  expresión  octal. 

16.  Da  un  procedí  míenlo  para  pasar  de  la  expresión  hex  ade¬ 
cimal  de  un  entero  a  su  expresión  octal  usando  la  nota¬ 
ción  binaria  como  paso  intermedio, 

17.  Da  mi  procedí  míen  lo  para  pasar  de  la  expresión  octal  de 
un  entero  a  su  expresión  hexadecimal  usando  la  nota¬ 
ción  binaria  como  paso  intermedio. 

I 8.  t  onvierte  1 1 2345670}s  a  su  expresión  hexadecimal  y 
( A  B  R  í  193  B  A  B  B A )  p  B  a  x u  e  x  pre  s  ion  octa  1 . 

J9.  Utiliza  el  Algoritmo  5  para  calcular  320OT  mod  99. 

2(1,  Utiliza  d  Algoritmo  5  para  calcular  1231001  mod  101. 

21,  l  ^.i  el  algorú  roo  de  Euc  I  ides  para  cale u  lar 

al  mcd(  1 2.  18)  h»  mcd<  1 1 K  201 ) 

el  mcd(  1001.  1331 l)  di  medí  12345,  5432J ) 

e)  mcd(i000t  5040)  fl  mcd(9888. 6060) 

22,  lisa  d  algoritmo  de  Lucí  ides  para  calcular 

íí  )  medí  l ,  5)  b)  med(  1 00,  101} 

c )  med{  1 23*  277)  d !  medí  1 529.  1 4039) 

e  i  mcd(  1 529*  1 4038)  fl  medí  11111,  lililí) 

23,  ¿Cuantas  divisiones  se  requieren  para  calcular  el  medí  2 1 . 
34)  utilizando  el  algoritmo  de  iludidos'.' 

24,  ¿Cu  antas  divisiones  se  requieren  para  calcular  el  mcd(34t 
55)  utilizando  el  a  I  g  o  r  i  t  m  o  de  Eu  d  i  des? 

25,  Demuestra  que  todo  entero  positivo  se  puede  representar 
de  una  sola  forma  como  la  suma  de  distintas  potencias 
de  2.  ( indicación :  Considera  la  expresión  binaria  de  en¬ 
teros), 

26,  Se  puede  demostrar  que  todo  entero  se  puede  representar 
de  tina  única  forma  como 

eiy+ei  131"'  +  ..,  +  el3+v 

donde  e  =  -  1,0o  l  para/  =  0,  I.  2, ....  C  I  .as  expresio¬ 
nes  de  este  upo  se  conocen  como  expresiones  ternarias 
equilibradas.  Obten  las  expresiones  ternarias  equilibra 
das  de 

a)  5  b)  13  c)  37  d)  79 

27,  Demuestra  que  un  entero  positivo  es  divisible  por  3  si,  y 
sólo  si,  la  suma  de  sus  dígitos  decimales  es  divisible 
por  3, 
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28.  Demuestra  que  un  entero  positivo  es  divisible  por  1 1  si,  y 
sólo  sí,  lit  diferencia  de  la  suma  de  sus  dígitos  decimales 
en  posiciones  pares  y  la  suma  de  sus  dígitos  decimales  en 
sus  posiciones  impares  es  divisible  por  1 1 . 

2*1.  Demuestra  que  un  entero  positivo  es  divisible  por  3  si.  y 
sólo  si.  la  diferencia  de  la  suma  de  sus  dígitos  binarios  en 
posiciones  pares  y  la  suma  de  sus  dígitos  binarios  en  sus 
posiciones  impares  es  divisible  por  3. 

Las  representaciones  complemento  a  uno  de  los  enteros  se 
em  pican  para  si  ni  pl  i  I  i  car  I  a  arí  t  mét  ic  a  cor  nput  ac  ion  al,  Par  a  re  - 
presentar  enteros  positivos  y  negativos  de  valor  absoluto  menor 
que  2n  1  se  utiliza  un  total  de  n  bits.  El  bit  de  la  izquierda  se 
usa  para  representar  el  signo.  Los  positivos  tienen  un  0  en  esta 
posición  y  los  negativos  un  1.  Para  los  enteros  positivos,  los 
bits  restantes  son  idénticos  y  los  de  la  expresión  binaria  de 
este  numero.  Para  los  enteros  negativos,  los  hits  restantes  se 
obtienen  encontrando  primero  la  expresión  binaria  del  valor 
absoluto  del  entero  y  luego  haciendo  el  complementario  de 
cada  uno  de  estos  bits,  donde  d  complementario  de  l  es  0  y  el 
complementario  de  0  es  1 . 

3(1.  Calcula  la  representación  en  complemento  a  L  utili¬ 
zando  cadenas  de  bits  de  longitud  seis,  de  los  siguientes 
enteros: 

al  22  b)  31  c)  -7  d)  -19 

31.  ¿Qué  enteros  tienen  las  siguientes  representaciones  de 
longitud  cinco  en  complemento  a  uno? 

aí  11001  b\  01 101  el  10001  di  1 1  til 

32.  Si  m  es  un  entero  positivo  menor  que  2?r  !,  ¿cómo  se  ob¬ 
tiene  la  representación  de  -m  en  complemento  a  uno  en 
junción  de  la  representación  de  m  en  complemento  a  uno 
cuando  se  usan  cadenas  de  bits  de  longitud  /t? 

33.  ¿Cómo  es  el  complemento  a  uno  de  la  suma  de  dos  ente¬ 
ros  obtenida  a  partir  de  Jas  representaciones  en  compíe  - 
rúenlo  a  uno  de  dichos  enteros? 

34.  ¿Cómo  es  el  complemento  a  uno  de  la  diferencia  de  dos 
enteros  obtenida  a  partir  de  las  representaciones  en  com¬ 
plemento  a  uno  de  esos  enteros? 

35.  Demuestra  que  el  entero  m  cuya  representación  en  com¬ 
plemento  a  uno  es  {afí  }<2  ,  ...  tu/n)  se  puede  obtener 

utilizando  la  ecuación  m  =  -a  tí2*  ‘  -  h  +  an  ,(2*’"  - 
I )  +  . . .  -f  d  r  *  2  +  dti. 

Se  puede  emplear  también  la  representación  complemento  a 
dos  para  simplificar  la  aritmética  compulacional.  Es  más  utili¬ 
zada  que  la  representación  complemento  a  uno.  Para  repre¬ 
sentar  un  entero  t.  -2n~ 1  <  i  <  2ri~  *  -  1  para  un  entero  positivo 
especificado  tt,  se  utiliza  un  total  de  n  bits.  El  bit  de  la  iz¬ 
quierda  se  usa  para  representar  el  signo,  t  Jn  bú  Den  esta  posi¬ 
ción  representa  enteros  positivos  y  un  bit  1  negativos,  igual  que 
en  las  expresiones  en  complemento  a  uno.  Para  un  entero  po¬ 


sitivo,  los  bits  restantes  son  idénticos  a  los  de  la  expresión  bi¬ 
naria  del  entero.  Para  un  entero  negativo,  los  hits  restantes 
son  los  bits  de  la  expresión  binaria  de  2'"  1  -  \a  |.  Las  expresio¬ 
nes  en  complementó  a  dos  de  los  enteros  se  utilizan  común¬ 
mente  en  computación  porque  la  suma  y  resta  de  enteros  se 
puede  hacer  de  forma  muy  sencilla  utilizando  esta  expresión, 
para  enteros  positivos  o  negativos. 

36.  Resuelve  el  Problema  30,  pero  esta  vez  calcula  la  ex¬ 
presión  en  complemento  a  dos  usando  cadenas  de  bits  de 
longitud  seis. 

37.  Resuelve  el  Problema  31.  si  cada  expresión  es  de  longi¬ 
tud  cinco  en  complemento  a  dos, 

38.  Resuelve  el  Problema  32,  para  expresiones  en  comple¬ 
mento  a  dos. 

39.  Resuelve  el  Problema  33.  para  expresiones  en  comple¬ 
mento  a  dos. 

JO,  Resuelve  d  Problema  34,  para  expresiones  en  comple¬ 
mento  a  dos, 

41.  Demuestra  que  se  puede  obtener  eí  entero  m  con  repre¬ 
sentación  en  complemento  a  dos  (or|  ^  usando 

la  ecuación  /?r  =  -a*  (  -  2n~  1  +  ün  ,  -  2a  :  +  . , .  1  +  o, , 

42.  Da  un  algoritmo  simple  para  obtener  la  representación  en 
complemento  a  dos  de  un  entero  a  partir  de  su  represen¬ 
tación  en  complemento  a  uno, 

43.  A  veces  los  enteros  se  representan  usando  expresiones  bi¬ 
narias  de  cuatro  dígitos  para  representar  cada  dígito  de¬ 
cimal.  Esto  produce  la  forma  decimal  representada  en 
binario  de  un  entero.  Por  ejemplo.  791  se  representa  de 
esta  forma  como  011  I  IGÜIOQOl,  ¿Cuántos  bits  se  re¬ 
quieren  para  representar  un  numero  de  n  cifras  decimales 
utilizando  esíe  tipo  de  representación? 

Una  expresión  de  Cantor  es  una  suma  de  la  forma 

an\  +  üft  jtn—  1 )!  +  ,..  +  a? 2!  +  !, 

donde  a  es  un  entero  que  cumple  que  0  <  a  <  i  para  /  =  L 
2* ....  n . 

44.  Calcula  las  expresiones  de  Cantor  de 

ai  2  h)  7  c)  19 

c|  87  e)  1.000  di  LÍXMJ.O00 

*45,  Describe  un  algoritmo  que  calcule  la  expresión  de  Cantor 
de  un  entero. 

*46.  Describe  un  algoritmo  que  sume  dos  enteros  dados  en  sus 
expresiones  de  Cantor. 

47.  Suma  (101  U)2  V  ( 1 1 010),  siguiendo  paso  a  paso  del  al¬ 
goritmo  para  la  suma  dado  en  el  texto. 
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48*  Multiplica  (i  S  10)  y  (1010),  siguiendo  paso  a  paso  dd 
algoritmo  para  el  producto  dado  en  el  texto* 


52.  ¿Cuántas  operaciones  con  bits  utiliza  el  algoritmo  de 
comparación  del  Problema  51  cuando  el  mayor  de  tos  en¬ 
teros  i i  y  b  tiene  n  bits  en  su  expresión  binaria? 


49,  Describe  un  algoritmo  para  calcular  la  diferencia  de  tíos 
enteros  dados  en  sus  expresiones  binarias. 


53.  Estima  Ja  complejidad  del  Algoritmo  I  que  calcula  la 
expresión  en  base  b  de  un  entero  n  en  términos  del  nú 
n  \  e  ro  de  d i  v  i  s  i  o  j  íes  re  ai  i  z  ad  a  s . 


50,  Estima  el  número  de  operaciones  con  bits  realizadas  al 
hacer  la  diferencia  de  dos  enteros  dados  en  sus  expresio¬ 
nes  binarias. 


"54.  Demuestra  que  el  Algoritmo  5  realiza  0((log  mf  log  ti) 
operaciones  con  bits  para  hallar/?"  mod  m. 


5  L  F  se  ri  be  u  n  al  go  ri  t  m  o  q  ue  *  da  das  1  as  e  x  p  re  s  i  o  n  e  s  b  i  n  a  ■ - 
rías  de  dos  enteros  a  y  b ,  determine  sí  a  >  b ,  a  -  h  o 
a  <h* 


55.  Dcmueslra  que  el  Algoritmo  4  realiza  0{q  log  [l7  | )  ope¬ 
raciones  con  bits,  suponiendo  que  a  >  d. 


2.6  Aplicaciones  *le  la  teoría  tic  números 


INTRODUCCION 


La  teoría  de  números  tiene  muchas  aplicaciones,  especialmente  en  informática  En  la  Sección  2.4 
describimos  varias  de  estas  aplicaciones,  corno  las  funciones  de  dispersión,  la  generación  de  nú¬ 
meros  pseud oaleatorios  y  los  cifrados  por  traslación.  Esta  sección  continuará  nuestra  introducción 
a  la  teoría  de  números,  introduciendo  algunos  resultados,  fundamentales  y  presentando  dos  apli¬ 
caciones  importantes:  un  método  para  realizar  operaciones  aritméticas  con  números  grandes  y  un 
tipo  de  sistema  criptográfico,  de  reciente  creación,  llamado  sistema  de  clave  pública.  En  este  crip- 
tosistema,  las  claves  no  tienen  por  qué  ser  secretas,  puesto  que  el  hecho  de  conocerlas  no  nos  ayu¬ 
dará  a  descifrar  el  mensa  je  en  un  tiempo  razonable.  Para  descifrar  los  mensajes  se  usarán  claves  de 
descifrado  privadas. 

Antes  de  presentar  estas  aplicaciones,  introduciremos  algunos  resultados  fundamentales  que 
desempeñan  un  papel  central  en  la  teoría  de  números  y  sus  aplicaciones.  Por  ejemplo,  veremos 
cómo  se  resuelven  sistemas  de  congruencias  lineales  módulo  enteros  que  son  primos  relativos  dos 
a  dos  utilizando  el  Teorema  chino  de!  resto  y  posteriormente  mostraremos  cómo  se  usa  este  re¬ 
sultado  para  hacer  operaciones  aritméticas  con  números  grandes.  Presentaremos  el  Teorema  pe¬ 
queño  de  Ferina t  y  el  concepto  de  pseudoprimo  y  veremos  cómo  se  pueden  utilizar  estos  concep¬ 
tos  para  construir  un  sistema  de  cifrado  de  clave  pública. 


ALGUNOS  RESULTADOS  UTILES 


Un  resallado  impórtame  que  utilizaremos  a  lo  largo  de  loda  la  sección  es  que  el  máximo  común  di 
visor  de  dos  enteros  a  y  b  se  puede  expresar  de  la  forma 

sa  +  ib, 

donde  s  y  t  son  enteros.  En  otras  palabras,  el  med ice  b )  se  puede  expresar  como  combinación  li¬ 
neal  de  a  y  b  con  coeficientes  enteros.  Por  ejemplo,  medí 6,  14)  -  2  y  2  -  {  2)  ■  ó  +  I  ■  14.  Enun¬ 
ciamos  este  hecho  en  el  Teorema  1 . 


TEOREMA  1  Si  a  y  b  son  enteros  positivos,  entonces  existen  dos  enteros  s  y  /  tales  que  me  ó  (je  (?)  =  sa  +  ti?. 


No  daremos  una  demostración  forma]  del  Teorema  I  (véase  el  Problema  66  de  la  Sección  3.3  y 
[RoOO]  para  su  demostración),  pero  proporcionaremos  un  ejemplo  de  un  método  para  obtener  una 
combinación  lineal  de  dos  enteros  igual  al  máximo  común  divisor.  (En  esta  sección,  supondremos 
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que  toda  combinación  lineal  siempre  tiene  coeficientes  enteros).  El  método  consiste  en  aplicar  ir 
remontando  las  divisiones  realizadas  durante  la  ejecución  dd  algoritmo  de  Elididos.  (En  el  pre¬ 
ámbulo  del  Problema  48  describiremos  un  algoritmo  llamado  algoritmo  extendido  de  Elididos 
que  se  puede  utilizar  para  expresar  el  mdc(n  ,  h)  como  combinación  lineal  tic  a  y  b ). 

EJEMPLO  1  Expresa  mcd(252,  198)  =  18  como  una  combinación  lineal  de  252  y  198. 

Solución:  Para  ver  que  med(252,  198)  =  18,  d  algoritmo  de  Euclides  realiza  estas  divisiones: 

252=  I  -  198  +  54 
198  =  3  *  54  +  36 
54=  I  -  36+  18 
36  =  2*  18, 

Usando  la  penúltima  división,  la  tercera  en  este  caso,  podemos  expresar  !8  =  med(252,  198)  corno 
combinación  lineal  de  54  y  36.  En  efecto,  tenemos  que 

18  =  54-1  36, 

La  segunda  división  nos  indica  que 
36=  198-3-54. 

Sustituyendo  esta  expresión  para  36  en  la  igualdad  anterior,  podemos  expresar  18  como  combi¬ 
nación  lineal  de  54  y  198.  Obtenemos  que 

18  =  54 -  1  -  36  =  54- 1  (198-3  *  54)  =  4  *  54  - 1  -  198. 

De  la  primera  división, 

54  =  252-1  -  198. 

Sustituyendo  esta  expresión  para  54  en  la  expresión  anterior,  obtenemos  18  como  combinación  li¬ 
neal  de  252  y  198,  Se  concluye  que 

18  =  4*  (252  —  l  198)-  l  -  198  =  4-252-5-  198. 

lo  que  completa  la  solución, 

Utilizaremos  el  Teorema  1  para  obtener  algunos  resultados  de  interés.  Uno  de  nuestros  ob¬ 
jetivos  será  demostrar  la  parte  del  Teorema  fundamental  de  la  aritmética  que  afirma  que  un  ente¬ 
ro  positivo  tiene,  como  máximo,  una  descomposición  en  producto  de  factores  primos.  Demostra¬ 
remos  que  si  un  entero  positivo  tiene  una  faeiorización,  donde  los  primos  de  la  descomposición  se 
escriben  en  orden  no  decreciente,  entonces  esta  factorizacion  es  única. 

Primero,  necesitamos  introducir  algunos  resultados  sobre  divisibilidad. 


LEMA  1  Si  a ,  />  y  c  son  enteros  positivos,  tales  que  mcd(¿/>  b)  =  !  y  a |  fx\  entonces  a ) c> 


Demostración;  Como  medUr.  b)  =  1 ,  por  el  Teorema  I  hay  dos  enteros  .v  y  /  tales  que 
sa  +  ib  =  L 

Multiplicando  ambos  lados  de  la  ecuación  por  t\  obtenemos 
sac  +  fbc  =  c. 

Usando  el  Teorema  1  de  la  Sección  2,4,  podemos  utilizar  la  ecuación  anterior  para  mostrar  que 
a\c.  Según  la  parte  2  de  ese  teorema,  u  \  fin  .  Como  a  \  c  y  a  \  ¡be ,  por  la  parte  !  del  teorema,  se  con¬ 
cluye  que  a  divide  a  sac  +  tih\  y  por  tanto,  a  ¡  e,  Esto  concluye  la  demostración. 

Utilizaremos  la  siguiente  generalización  dd  Lema  1  en  la  demostración  de  la  unicidad  de  la 
descomposición  en  factores  primos.  (La  demostración  del  Lema  2  se  deja  como  problema  de  la 
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Sección  3.3,  puesto  que  se  puede  iuicer  más  fácilmente  usando  el  método  de  inducción  matemá¬ 
tica,  que  se  presenta  en  esa  sección). 


1 .  KM  A  2  Si  p  es  un  primo  y  p  \  a}a, . . .  a,,  donde  cada  a¡  es  un  entero,  entonces  p\a  para  algún  i. 


Ahora  podemos  demostrar  que  la  descomposición  de  un  número  entero  es  única.  listo  es.  de¬ 
mostraremos  que  todo  entero  se  puede  escribir  como  el  producto  de  números  primos  en  orden  no 
decreciente  de.  a  lo  sumo,  una  sola  forma.  Esto  es  parte  del  Teorema  fundamental  de  la  aritméti¬ 
ca.  Demostraremos  la  otra  pane,  que  todo  entero  tiene  una  descomposición  en  producto  de  primos, 
en  la  Sección  3.3. 

Demostración  (de  la  unicidad  de  la  descomposición  en  factores  primos  de  un  entero  positivo): 
Haremos  una  demostración  por  reducción  al  absurdo.  Supongamos  que  el  entero  positivo  n  se  pue¬ 
de  escribir  como  el  producto  de  números  primos  de  dos  formas  diferentes,  es  decir,  n  -  pt¡>,  ...  />, 
y  n  -  qt  c/, ...  qt,  donde  cada  ¡\  y  son  primos  tales  que pt  < p1  < ...  <p  y  </(  <  </,  < ...  í  qt. 

Cuando  quitamos  todos  los  números  primos  comunes  alas  dos  l'actorizaciones,  tenemos 

PúPit-Pi^Wh-^. 

donde  no  hay  ningún  número  primo  igual  en  los  dos  lados  de  la  igualdad,  y  u  y  v  son  enteros  po¬ 
sitivos.  Según  el  Lema  2.  se  sigue  que  p,  divide  n  qk  para  algún  k.  Como  ningún  primo  divide  a 
otro  primo,  esto  es  imposible.  Por  tanto,  puede  haber  como  máximo  una  factorización  de  n.  con  los 
factores  primos  escritos  en  orden  no  decreciente.  <\ 

El  Lema  l  se  puede  usar  para  demostrar  un  resultado  acerca  de  la  división  de  los  dos  térmi 
nos  de  una  congruencia  por  un  mismo  entero.  I  Iemos  visto  (Teorema  1 0  de  la  Sección  2.4)  que  po¬ 
demos  multiplicar  ambos  términos  de  una  congruencia  por  un  mismo  entero.  Sin  embargo,  la  di¬ 
visión  tle  ambos  términos  de  una  congruencia  por  un  número  entero  a  veces  no  produce  una 
congruencia  válida,  como  muestra  el  Ejemplo  2. 

EJEMPLO  2  La  congruencia  14  =  8  (mod  6)  es  cierta,  pero  no  se  puede  dividir  ambos  términos  por  2  puesto  que 
14/2  =  7  y  8 / 2  =  4f  pero  7  ^ 4  (mod  ÓK  ^ 

No  obstante,  utilizando  el  Lema  I .  podemos  ver  que  se  puede  div  idir  ambos  términos  de  la 
congruencia  entre  mi  entero  primo  relativo  con  el  módulo.  Esto  se  enuncia  en  el  Teorema  2. 


TEOREMA  2  Sea  m  un  entero  positivo  y  sean  a ,  b  y  c  enteros.  Si  ac  =  be  (mod  m)  y  medie,  m)  =  L  entonces 
a  =  b  (mod  m). 


Demostración:  Como  ac  =  bc  mod  m)f  m  \m  he  =  c(a  -  b).  Según  ei  Lema  1,  como 
mcd(cf  m}=  1  ,  se  sigue  que  m  \  (a  -  h).  Se  concluye,  por  tanto,  que  a  r,  h  (mod  m). 


CONGRUENCIAS  LINEALES  

Una  congruencia  de  la  forma 
ax  =  h  (mod  m), 

donde  ni  es  un  entero  positivo,  a  y  b  son  enteros  y  i  una  variable,  se  llama  congruencia  lineal  Ta¬ 
les  congruencias  aparecen  frecuentemente  en  teoría  de  números  y  en  sus  aplicaciones. 
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TEOREMA  3 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


¿Cómo  se  puede  resolver  la  congruencia  lineal  ííx  h  (mod  ni}?  Esto  es,  ¿cómo  podemos  ha¬ 
llar  iodos  los  enteros  \  que  satisfacen  esta  congruencia  ,’  El  método  que  describiremos  utiliza  un  cu¬ 
lero  íí  tal  que  a  a  =  1  (mod  m)t  si  tal  entero  existe.  En  ese  caso,  se  dice  que  a  es  un  inverso  de  a 
módulo  m.  El  Teorema  3  garantiza  que  existe  un  inverso  de  a  módulo  m  siempre  que  a  y  m  sean 
primos  relativos. 


Si  1 1  y  m  son  primos  relativos  y  m  >  1,  entonces  existe  un  inverso  de  a  módulo  m ,  Además,  este 
inverso  es  único  módulo  m.  (Esto  es.  hay  uit  único  entero  positivo  a  menor  que  m  que  es  in¬ 
verso  de  a  módulo  m  y  cualquier  otro  inverso  de  a  módulo  m  es  congruente  con  a  módulo  m). 


Demostración:  Según  el  Teorema  L  corno  n\cá(tj.  m)  -  t .  hay  dos  enteros  s  y  /  tales  que 

sa  +  im  -  1 . 

Esto  implica  que 

sa  +  (ni  =  1  (mod  m). 

Como  /m  =  0  (mod  m),  se  sigue  que 
sa=  I  (mod  m). 

Por  tanto,  .v  es  un  inverso  de  a  módulo  m*  Comprobaremos  que  este  inverso  es  único  módulo  rn  en 
el  Problema  9  al  final  de  esta  sección. 


La  demostración  del  Teorema  3  describe  un  método  para  calcular  el  inverso  de  a  módulo  m 
si  a  y  m  son  primos  entre  sí:  obtener  el  1  como  combinación  lineal  de  a  y  m  i  que  puede  hacerse  sin 
mas  que  utilizar  e!  algoritmo  de  Euelides):  el  coeficiente  de  a  en  esta  combinación  lineal  es  un  in¬ 
verso  de  a  módulo  m.  Ilustramos  este  procedimiento  en  el  Ejemplo  3. 


Halla  un  inverso  de  3  módulo  7. 

Solución:  Como  mcd(3*  7)  -  Le!  Teorema  3  nos  dice  que  existe  un  inverso  de  3  módulo  7.  Me¬ 
diante  el  algoritmo  de  Euelides  podemos  calcular  rápida  mente  el  máximo  común  divisor  de  3  y  7: 

7  =  20+1, 

De  esta  igualdad  se  tiene  que 
-2  ■  3.  +  1  *  7  =  1, 

Esto  muestra  que  2  es  un  inverso  de  3  módulo  7.  (Observa  que  todo  entero  congruente  con  -2 
módulo  7  es  también  un  inverso  de  3,  como  5,  “9,  12,  etc.).  < 

Cuando  tenemos  un  inverso  de  a  módulo  my  pongamos  f7.  podemos  resolver  fácilmente  la 
congruencia  ax  ~h  (mod  nf)  sin  más  que  multiplicar  ambos  miembros  de  la  congruencia  por  ii , 
como  se  ilustra  en  el  Ejemplo  4. 

¿Cuáles  son  las  soluciones  de  la  congruencia  lineal  3  v  4  (mod  7)? 

Solución:  Según  el  Ejemplo  3.  sabemos  que  2  es  un  inverso  de  3  módulo  7+  Multiplicando  am¬ 
bos  términos  de  la  congruencia  por  -2  se  ve  que 

-2  3. v =-2  -4  (mod  7). 

Como  6=  I  (mod  7)  y  -8  ^6  (mod  7),  se  sigue  que  si  .v  es  una  solución,  entonces  x  =  -8^6 
(mod  7). 

Necesitamos  determinar  si  todo  .v  que  cumpla  x  =  b  (mod  7)  es  una  solución.  Supongamos 
que  .i  ó  (mod  7).  Entonces,  según  el  Teorema  10  de  la  Sección  2,4,  se  sigue  que 
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K  n  3  aces 


EJEMPLO  5 


TEOREMA  4 


3a  =  3  ■  6=18  =  4  (mod  7), 

que  muestra  que  todos  estos  a  satisfacen  la  congruencia.  Concluimos  que  las  soluciones  de  la  con¬ 
gruencia  son  los  enteros  x  tales  que  x  =  ó  (mod  7).  a  saber,  6,  13,  20,  ...  y  - 1 ,  -8,  -15,...  «4 

TEOREMA  CHINO  DEL  RESTO 


En  muchos  contextos  pueden  aparecer  sistemas  de  congruencias  lineales.  Por  ejemplo,  como 
veremos  más  adelante,  son  la  base  de  un  método  que  se  puede  utilizar  para  hacer  aritmética  con 
números  grandes.  Estos  sistemas  aparecen  incluso  en  juegos  lógicos  recogidos  en  escritos  de  an¬ 
tiguos  matemáticos  chinos  e  hindúes,  como  el  caso  del  Ejemplo  5. 

En  el  siglo  i,  el  matemático  chino  Sun-Tsu  se  preguntó  lo  siguiente: 

Hay  algo  cuyo  número  se  desconoce.  Cuando  se  divide  entre  3,  el  resto  es  2:  cuando  se 
divide  entre  5,  el  resto  es  3S  y  cuando  se  divide  entre  7  el  resto  es  2.  ¿Cuál  es  este  nú¬ 
mero? 

Este  acertijo  se  puede  expresar  matemáticamente  de  la  siguiente  forma:  ¿cuáles  son  las  so¬ 
luciones  del  sistema  de  congruencias 

x  =  2  (mod  3), 
x  =  3  (mod  5), 

2  (mod 7j? 

Resolveremos  este  sistema,  y  por  tanto  el  acertijo  de  Sun-Tsu,  posteriormente  en  esta  sección.  <4 

E 1  T eorem  a  t  h  m  o  J  el  t  esto .  1 1  am  a  d  o  a  sí  e  n  1 1  o  n  or  a  la  t radie  i  ón  ac  u  i  n  u  1  a  d  a  en  Chin  a  s  o  b  re 
problemas  relacionados  con  los  sistemas  de  congruencias  lineales,  afirma  que  cuando  los  módulos 
de  un  sistema  de  congruencias  lineales  son  primos  relativos  dos  a  dos,  el  sistema  llene  una  única 
solución  módulo  el  producto  de  los  módulos. 


TEOREMA  CHINO  DEL  RESTO  Sean  m  ,  mv  mn  enteros  positivos  primos  relativos 
dos  a  dos.  El  sistema 

x  =  a]  (mod  m.)y 

\  =a2{moú  ni,), 

' 

j  (mod  mj 

tiene  solución  única  módulo  m  =  ...  mn.  (Esto  es,  hay  una  solución  a,  0  <  X  <  nn  y  todas 

I  as  demás  so  lucí  o  n  e  s  so  n  c< )  n  g  m  s  nte  s  m  ód  u  k )  m  con  esta  s  ol  u  c  i  ón ) . 

* 


Demostración:  Para  establecer  este  teorema,  necesitamos  ver  que  existe  una  solución  y  que  ésta 
es  única  módulo  m.  Demostraremos  que  esta  solución  existe  describiendo  una  forma  de  construirla. 
Se  verá  que  esta  solución  es  única  módulo  m  en  el  Problema  24  al  final  de  esta  sección. 

Para  construir  una  solución  del  sistema,  primero  consideramos 

M,  —  m  t 

para  k  =  1.2 . n ,  Esto  es,  M,  es  el  producto  de  los  módulos  exceptuando  m,.  Como  m.  y  mx  no  tie¬ 

nen  factores  comunes  mayores  que  1  cuando  i  -£  k,  se  sigue  que  medí/// .  .  Mj  -  1.  Por  tanto,  ha¬ 
ciendo  uso  del  Teorema  3,  sabemos  que  existe  un  entero  v,.  que  es  inverso  de  M.  módulo  mk ,  esto  es, 

Mkyk  =  1  (mod  mk). 
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Para  construir  una  solución  común  a  todas  tas  ecuaciones,  consideramos  !a  suma 

X  =  fl.M.y,  +  aM,  jl  +.*-.+  o  M  v  . 

i  i  2  2  rh  n 

Ahora  veremos  que  x  es  una  solución  de!  sistema  de  congruencias.  Primero,  observa  que  como 
M=  0  (mod  tnt  )  siempre  que./  ^  A\  todos  los  términos  de  esta  suma  excepto  el  A-éshno  son  con¬ 
gruentes  con  0  módulo  /?i  Como  AL yt=  1  (mod  mj  vemos  que 

.x  =  tíMiyk=üí  (mod  mk\ 

para  k  -  J ,  2* _ _  «.  Se  ha  demostrado  que  x  es  una  solución  simultánea  de  las  n  congruencias.  <J 

Rl  siguiente  ejemplo  ilustra  cómo  se  utiliza  la  construcción  realizada  en  la  demostración  del 
Teorema  4  para  resolver  un  sistema  de  congruencias.  Resolveremos  el  sistema  dado  en  el  Ejemplo  5, 
que  proviene  del  acertijo  de  Sun-Tsu. 

EJEMPLO  6  Para  resolver  el  sistema  de  congruencias  del  Ejemplo  5,  primero  calculamos  m  =  3  ■  5  ■  7  -  105, 
A/]  -  mi 3  -  35.  A7,  -  mi 5  =  21  y  M:  -  mi 7  =  15.  Se  puede  ver  que  2  es  un  inverso  de  M  =  35 
módulo  3,  puesto  que  35  =  2  (mod  3);  1  es  un  inverso  de  M?  -  21  módulo  5,  ya  que  21  =  1 
(mod  5),  y  I  es  un  inverso  de  M.  =  15  módulo  7,  puesto  que  15  l  (mod  7).  Las  soluciones  de  este 
sistema  son  aquellos  .v  tales  que 

jr=afAf  hv,  +  ajtf2y,  +  aM.y,  =  2  05  2  +  3  -  21  ■  1  + 1  ■  15  *  t  =  233  =  23  (mod  105). 

Se  sigue  que  23  es  el  menor  entero  positivo  que  es  una  solución  deí  sistema.  Concluimos  que  23  es 
el  entero  positivo  más  pequeño  cuyo  resto  es  2  cuando  se  divide  por  3,  su  resto  es  3  cuando  se  di¬ 
vide  por  5  y  2  cuando  se  divide  por  7,  -4 


ARITMÉTICA  COMPUTACIONAL  CON  ENTEROS  GRANDES 


Supongamos  que  mr  m2 . m  son  enteros  primos  relativos  dos  a  dos  y  mayores  o  iguales  que  2 

y  sea  m  su  producto.  Según  el  Teorema  chino  de!  resto,  se  puede  ver  (Problema  22)  que  un  ente 
ro  íl  O  <  a  <  m,  se  representa  de  una  única  forma  por  una  «-tupia  construida  con  los  restos  de  las 
n  divisiones  de  a  por  los  mr  i  =  1,2, ....  m  Es  decir,  u  se  puede  representar  de  manera  única  me¬ 
diante 

(a  mod  w  ,  a  mod  mT  ....  n  mod  mj. 

EJEMPLO  7  ¿Cuáles  son  los  pares  usados  para  representar  los  números  enteros  no  negativos  menores  que  12 
cuando  se  representan  mediante  pares  ordenados  en  los  que  la  primera  componente  es  el  resto  de 
la  división  del  entero  por  3  y  la  segunda  componente  es  el  resto  de  la  división  del  entero  por  4? 


Solución:  Calculando  los  restos  de  las  divisiones  de  cada  entero  entre  los  números  3  (para  la  pri¬ 
mera  componente)  y  4  (para  la  segunda  componente),  obtenemos  las  siguientes  representaciones: 


O  =  (O,  0) 

1  -  (L  I) 

2  =  (2, 2) 

3  -  (0,  3) 


4  =  (1,0) 

5  “(2, 1) 

6  =  (0,2) 

7  =  (L  3) 


8  = (2^0) 
9  -  (0,  l) 

10  -  ( L  2) 

11  =(2,3). 


< 


Para  hacer  aritmética  con  números  grandes,  seleccionamos  módulos  mv  m,.  ....  mr  donde  m. 
es  un  entero  mayor  que  2.  tales  que  med ím  .m  )  =  1  para  ni  ¿  mt  y  m  -  myu  ---  mn  sea  mayor  que 
el  resultado  de  la  operación  aritmética  que  queremos  realizar. 

Una  vez  seleccionados  los  módulos,  las  operaciones  aritméticas  con  números  grandes  se 
realizan  componente  a  componente  sobre  las  «-tupias  que  representan  a  estos  enteros  mediante  los 
restos  de  la  división  de  éstos  por  mr  i  -  L  2 . n,  Una  vez  calculados  los  valores  de  cada  com¬ 

ponente,  recobramos  el  valor  del  resultado  resolviendo  un  sistema  de  //  congruencias  módulo  m  . 
/  =  1,2 . n.  Esta  forma  de  hacer  aritmética  con  números  grandes  tiene  varias  propiedades  de  in- 
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iems,  Primero,  se  puede  usar  para  hacer  aritmética  con  enteros  más  grandes  de  lo  que  puede  ma¬ 
nejar  normalmente  un  ordenador.  Segundo,  los  cálculos  con  respecto  a  los  diferentes  módulos  se 
pueden  realizar  en  paralelo,  aumentando  la  velocidad  de  realización  de  las  operaciones  aritméticas, 

EJEMPLO  8  Supongamos  que  la  aritmética  con  enteros  menores  que  100  en  un  procesador  determinado  es  más 
rápida  que  con  números  mayores  que  100.  Podemos  restringir  casi  todas  nuestras  operaciones  arit- 
mélicas  a  ios  números  menores  que  100  si  representamos  los  enteros  utilizando  sus  restos  módu¬ 
lo  números  primos  relativos  dos  a  dos  menores  que  100.  Por  ejemplo,  podemos  usar  Jos  módulos 
99*  98,  97  y  95.  (Estos  enteros  son  primos  relativos  dos  a  dos,  puesto  que  ningún  par  de  ellos  tie¬ 
ne  factores  comunes  mayores  que  1 )+ 

Según  el  Teorema  chino  del  resto,  lodo  entero  no  negativo  menor  que  99  -  98  ■  97  *  95  - 
89.403,930  se  puede  representar  de  forma  única  mediante  los  restos  de  las  divisiones  de  este  nú¬ 
mero  por  los  cuatro  módulos.  Por  ejemplo,  representamos  123.684  como  (33,  8,  9,  89),  va  que 
1 23,684  mod  99  =  33,123,684  mod  98  =  8:  123.684  mod  97  =  9  y  1 23,684  mod  95  =  89.  De  for¬ 
ma  similar,  representamos  413.456  como  (32,  92, 42,  16), 

Para  calcular  la  suma  de  123,684  y  413,456,  trabajamos  con  las  4-tuplas  en  vez  de  con  estos 
dos  números  directamente.  Sumamos  las  4- tupías  componente  a  componente  y  reducimos  cada 
componente  respecto  a  su  módulo  correspondiente.  Así,  llegamos  a 

(33.  8.  9,  89)  +  (32,  92, 42,  16)  =  (65  mod  99. 100  motl  98,  51  mod  97,  105  mod  95) 

=  (65,2,51,  10). 

Para  calcular  la  suma,  esto  es,  el  entero  representado  por  (65,  2,  5 1 .  10),  necesitamos  resolver 
el  sistema  de  congruencias 

x  s  65  (mod  99) 
v=  2  (  mod  98) 
vs  51  (mod  97) 
x=  10  (mod  95) 

Se  puede  demostrar  (véase  el  Problema  39)  que  537.140  es  la  única  solución  no  negativa 
de  este  sistema  menor  que  89.403.930.  Por  tanto,  537. 140  es  la  suma.  Observa  que  tenemos  que 
hacer  aritmética  con  números  mayores  que  100  sólo  para  recuperar  el  entero  representado  por  la 
4  tupia  (65,2*51*  10).  <4 

Una  elección  de  módulos  particularmente  interesante  para  realizar  aritmética  con  números 
grandes  es  el  conjunto  de  los  enteros  de  la  forma  21'  -  I,  donde  k  es  un  entero  positivo,  puesto  que, 
por  una  parte,  es  fácil  hacer  aritmética  binaria  módulo  estos  enteros,  y  por  otra,  es  fácil  encontrar 
conjuntos  de  tales  enteros  que  sean  primos  relativos  dos  a  dos,  (La  segunda  razón  es  una  conse¬ 
cuencia  del  hecho  de  que  mcd(2tf  1, 2*—  1)  =  2racdl*1  w  -  I,  como  se  demuestra  en  el  Proble¬ 
ma  41 1.  Supongamos,  por  ejemplo,  que  podemos  hacer  eficientemente  aritmética  con  enteros  me¬ 
nores  que  2 -■  en  nuestro  ordenador,  pero  que  trabajar  con  enteros  mayores  requiere  el  uso  de 
procedimientos  especiales.  Podemos  usar  módulos  que  sean  primos  relativos  dos  a  dos  y  meno¬ 
res  que  para  hacer  aritmética  con  enteros  tan  grandes  como  su  producto.  Por  ejemplo,  como  se 
demuestra  qii  el  Problema  42.  los  enteros  2 35  -  L234-  L2rí-  1,  2"  -  1.22"  -  l  y  -  3  son  pn- 
mos  relativos  dos  a  dos.  Como  el  producto  de  estos  seis  módulos  es  mayor  que  2m,  podemos  ha¬ 
cer  aritmética  con  enteros  tan  grandes  como  21*4  (siempre  que  los  resultados  no  sobrepasen  este 
valor)  haciendo  aritmética  módulo  cada  uno  de  Jos  seis  módulos  anteriores,  ninguno  de  los  cua¬ 
les  es  mayor  que  2-3. 


PSEUDOPRIMOS 


Rn  la  Sección  2.4  se  vio  que  un  entero  n  es  primo  cuando  no  es  divisible  por  ningún  primo  />, 
p  <  yí 7.  Por  desgracia,  este  criterio  para  demostrar  que  un  número  es  primo  no  es  eficiente.  Re¬ 
quiere  que  encontremos  todos  los  primos  menores  o  iguales  a  \n  y  que  probemos  la  división  de  n 
entre  cada  uno  de  ellos  para  ver  si  son  divisores  de  n . 
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FJEMPl.O  9 


DEFINICIÓN  I 


I  ulitis 


4;.lhiv  métodos  más  eficientes  de  determinar  si  n  es  primo?  Según  ciertas  fuentes  históricas,  al¬ 
gunos  matemáticos  chinos  antiguos  creían  que  n  era  primo  si,  y  sólo  si. 

2n~  l  =  I  (nml  n)t 

Si  esto  fuese  cierto,  proporcionaría  un  test  de  prima! ¡dad,  esto  es,  luí  método  eficiente  para  decidir 
si  un  número  es  primo.  ¿Por  qué  creían  que  esta  congruencia  podía  determinar  que  el  entero  n  es 
primo?  Primero,  observaron  que  esta  congruencia  se  cumplía  siempre  que  n  es  primo.  Por  ejemplo. 
5  es  primo  y 

25“!  -  I 1  =  16=1  (mod  5). 

En  segundo  lugar,  nunca  llegaron  a  encontrar  un  entero  compuesto  n  para  el  cual  se  verificase  la 
congruencia.  Los  antiguos  chinos  sólo  tenían  razón  parcialmente.  Tenían  razón  al  pensar  que  la 
congruencia  se  cumple  siempre  que  n  es  primo,  pero  no  tenían  razón  al  concluir  que  n  es  necesa¬ 
riamente  primo  si  se  cumple  la  congruencia  . 

El  gran  matemático  francés  Femiat  demostró  que  la  congruencia  es  cierta  cuando  n  es  primo. 
Femiat  demostró  el  siguiente,  y  más  general,  resultado. 


PEQUEÑO  TEOREMA  DE  FERMAT  Si  p  es  primo  y  a  es  un  entero  no  divisible  por  p. 
entonces 

ap~'=\  (mod />). 

Además, 

(mod  p). 


La  demostración  de!  Teorema  5  se  presenta  en  el  Problema  17  al  final  de  esta  sección. 

Desafortunadamente,  hay  enteros  compuestos  //  tal  que  2"~ 3  =  1  (mod  //),  Estos  enteros  se  lla¬ 
man  pscudnpr irnos  para  la  base  2. 

El  entero  741  es  un  pseudoprimo  para  la  base  2,  ya  que  es  compuesto  (341  -II-  13),  y  como  se 
muestra  en  el  Problema  27, 

2i4ü=l  (mod  341).  ◄ 

Podemos  utilizar  otro  entero  distinto  de  2  como  base  cuando  estudiamos  los  pseudoprimos. 


Sea  b  un  entero  positivo.  Si  n  es  un  entero  positivo  compuesto  y  if  ~ 1  =  I  (mod  n),  entonces  n 
se  dice  que  es  un  pseudoprimo  para  la  base  b. 


FIERRE  L)F  FERM  AT  (Ififll-lóóS)  P  i  crie  tic  Femiat.  «ne  de  los  matemáticas  más  importantes  del  siglo  xvu,  fue  aho¬ 
gado  de  profesión.  Es  el  matemático  aficionado  mas  famoso  de  la  historia,  Fermat  publicó  pocos  de  sus  descubrimientos 
matemáticos.  Comxx'inos  sus  trabajos  a  partir  de  la  correspondencia  mantenida  con  oíros  matemáticos.  Fue  uno  de  los  in¬ 
ventores  de  la  geometría  analítica }  desarrollo  algunas  de  tas  ideas  fundamentales  del  Cálculo  infinitesimal.  Fennal,  jun- 
la  ton  Pascal,  dio  a  la  icoría  de  probabilidades  su  base  matemáiiea.  Formuló  lo  que  hasta  recientemente  fue  el  más  faino 
so  problema  no  revuelto  dé  matemáticas.  Afirmó  que  la  ecuación  jf  +  y”  -  rr  no  tiene  soluciones  enteras  positivas  no 
triviales  cuando  n  es  un  entero  positivo  mayor  que  2  Durante  más  de  trescientos  irnos  no  se  encontró  demostración  para 
este  teorema  ni  ningún  contruejemplo.  En  su  ejemplar  de  los  trabajos  del  matemático  griego  Di  oíanlo,  Fermat  escribió  que 
tenía  una  demostración,  pero  que  no  le  cabía  en  el  margen.  Corno  la  primera  demostración,  encontrada  por  Andrea  Wiles 
en  1994,  se  basa  en  sofisticadas  matemáticas  modernas,  la  mayoría  de  la  gente  piensa  que  la  demostración  que  Fermat  Te¬ 
nía  era  incorrecta.  No  obstante,  puede  que  estuviera  temando  a  otros  para  buscar  la  demostración  no  siendo  capaz  de  en¬ 
contrarla  por  sí  mismo 
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DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  10 


Enlaces 


Dado  m  entero  positivo  n.  un  test  útil  que  proporciona  alguna  evidencia  sobre  si  n  es  primo  es  de¬ 
terminar  si  2'F_t  ^  i  (mod  n).  En  particular  si  n  satisface  esta  congruencia,  entonces  bien  es  primo 
o  bien  es  pseudoprimo  para  la  base  2:  si  n  no  satisface  esta  congruencia,  es  compuesto.  Podemos 
hacer  otras  comprobaciones  similares  con  bases  diferentes  a  2  para  obtener  una  mayos  evidencia 
de  que  n  es  primo.  Si  n  pasa  todas  estos  tesis,  será  primo  o  pseudoprimo  para  todas  las  bases  uti¬ 
lizadas.  Además,  entre  todos  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  un  número  real  positivo  v 
hay  relativamente  pocos  pseudoprimos  para  Ja  base  b  (h  entero  positivo)  si  se  compara  con  el 
número  de  primos.  Por  ejemplo,  hay  455,052.512  primos  menores  que  10lü,  pero  sólo  I4.8K4  pseu¬ 
doprimos  para  la  base  2.  Lamentablemente,  no  podemos  distinguir  entre  primos  y  pseudoprimos 
simplemente  escogiendo  im  número  grande  de  bases,  porque  hay  compuestos  n  que  pasan  todos 
los  tesis  para  tas  bases  b  con  medí/;,  n)  -  L  Esto  conduce  a  la  Definición  2. 


Un  compuesto  n  que  satisface  ta  congruencia  lf~[  =  1  (mod  n)  para  todos  los  enteros  positivos 
h  que  cumplen  que  medí/;,  n)  -  I  se  llama  número  de  Canmvhael,  (Estos  números  se  deno¬ 
minan  así  en  honor  de  Roben  Carmichael,  quien  los  estudió  a  comienzos  del  siglo  xx). 


El  entero  561  es  un  número  de  CanniehaeL  Para  verlo,  observemos  primero  que  561  es  com¬ 
puesto,  ya  que  561  =3-1117.  Posteriormente,  se  puede  ver  que  si  medí/;,  56!)  =  1 .  entonces 
medí/;,  3)  =  medí/;,  11)  =  medí/;,  1 7)  =  L 

Utilizando  el  Pequeño  Teorema  de  Termal,  tenemos  que 

h2=  1  (mod  3),  bm=  1  (mod  1 1)  y  h[ti=  1  (mod  17). 

De  lo  que  se  sigue  que 

hm  =  (h2)m  =  \  (mod  3). 
frw  =  <¿loy*=  \  (mod  11), 
i (mod  17). 

Según  el  Problema  23  del  final  de  la  sección,  se  sigue  que  bm=  i  (mod  561 )  para  todo  culero  po¬ 
sitivo  /;  que  cumpla  que  medí/;,  561 )  =  L  Por  lauto,  561  es  un  número  de  Curmichael,  ^ 

Aunque  hay  infinitos  números  de  Curmichael,  se  pueden  pensar  tests  de  primal  idad  proba¬ 
bilísimos  más  sofisticados,  algunos  de  ellos  descritos  en  el  conjunto  de  problemas  al  final  de  la  sec 
dún,  Tales  tests  se  pueden  utilizar  para  mostrar,  de  manera  eficiente,  que  es  muy  probable  que  un 
numero  sea  pruno.  Más  precisamente,  si  un  entero  no  es  primo,  entonces  la  probabilidad  de  que 
pase  una  serie  de  tests  es  cercana  a  cero.  En  el  Capítulo  5  describiremos  un  test  de  este  tipo  y  dis 
cutiremos  la  noción  de  teoría  de  probabilidad  en  la  que  se  basa  este  test.  Estos  tests  de  primal  ¡dad 
probabilísimos  se  pueden  emplear,  y  de  hecho  se  usan,  para  encontrar  con  mucha  rapidez  números 
primos  grandes  utilizando  ordenadores. 


CRIPTOGRAFÍA  DE  CLAVE  PÚBLICA 


En  la  Sección  2.4  se  introdujeron  métodos  basados  en  congruencias  para  cifrar  mensajes.  Cuando 
se  usan  estos  métodos  de  cifrado,  los  mensajes,  que  son  cadenas  de  caracteres,  se  transforman  en 
números.  Luego,  cada  uno  de  estos  números  asociados  a  un  carácter  se  transforma  en  otro  número 
utilizando  bien  una  transformación  por  desplazamiento  o  bien  una  transformación  afín  módulo  26 


ROBERT  DANIEL  CARM1CHA El .  I  tS7*M  %7t  Roben  Camiichaet  nació  en  Alabama.  Bíselos  Unidos,  Se  diplomo 
en  d  Lmeville  Collegeen  1R9S  y  se  doctoró  en  1^1  [  en  Princeion.  Carmichael  fue  profesor  en  ki  Universidad  de  Indiana 
desde  1911  hüsta  1915  y  en  Ja  Universidad  de  Illinois  desde  1915  hasu  1947.  Fue  un  activó  investigador  en  una  amplia  va¬ 
riedad  de  áreas,  entre  las  que  se  incluyen  la  teoría  de  números,  el  análisis  de  variable  real,  las  ecuaciones  di ferenc lides,  la 
risica  matemática  y  la  teoría  de  grupos.  Su  tesis  doctoral,  realizada  bajo  la  dirección  de  G.  P.  Birkhoíf,  se  considera  la  pri 
mera  contribución  estadounidense  significativa  en  el  área  de  ecuaciones  diferenciales, 


! 7í>  VUiu-málica  discreta  y  sus  aplica*  lunes 


para  un  alfabeto  de  26  letras  corno  el  inglés  -e)  utilizado  habimalmente  en  informática —  o  27  si 
se  quieren  incluir  todos  los  caracteres  imprescindibles  en  español  Estos  métodos  son  ejemplos  de 
eriptosistemas  de  clave  privada.  Conocer  la  clave  de  cifrado  permite  hallar  inmediatamente  la  cla¬ 
ve  de  descifrado.  Por  ejemplo,  cuando  se  usa  un  ci irado  por  traslación  con  clave  de  cifrado  k ,  el  nú¬ 
mero  p,  que  representa  una  letra,  se  transforma  mediante  la  ecuación 

c  =  (p  +  k)  mod  27. 

El  proceso  de  descifrado  se  lleva  a  cabo  mediante  una  traslación  de  clave  -A,  esto  es, 

p  —  (c-kí  mod  27, 

Cuando  se  utiliza  un  criptosistema  de  clave  privada,  un  par  de  personas  que  desean  comunicarse 
en  secreto  deben  compartir  una  clave.  Como  toda  persona  que  conozca  la  clave  puede  tanto  cifrar  como 
descifrar  mensajes  con  facilidad,  estas  dos  personas  necesitan  intercambiar  la  clave  de  forma  segura. 

A  mediados  de  los  setenta  se  introdujo  d  concepto  de  eriptosistemas  de  clave  publica. 
Cuando  se  utilizan  estos  sistemas  de  cifrado,  saber  cómo  se  envía  un  mensaje  no  ayuda  a  descifrar¬ 
lo,  En  un  sistema  tal,  toda  persona  puede  tener  acceso  públicamente  a  una  clave  de  cifrado.  Sólo  las 
claves  para  descifrar  se  mantienen  secretas  y  sólo  el  receptor  del  mensaje  puede  descifrarlo,  puesto 
que  la  clave  de  cifrado  no  permite  a  nadie  encontrar  la  de  descifrado  sin  tener  que  invertir  en  ello  una 
enorme  cantidad  de  tiempo  (actualmente  del  orden  de  dos  mil  millones  de  años  de  tiempo  de  com¬ 
putación). 

En  1976,  tres  investigadores  del  Instituto  de  Tecnología  de  Massachusetts  — Ronald  Rivest, 
Adi  Shamir  y  Leonard  Adleman —  presentaron  un  criptosistema  de  clave  pública,  conocido  como 
sistema  RSA,  cuyo  nombre  proviene  de  las  iniciales  de  los  apellidos  de  sus  inventores.  El  crip- 
tosístema  RSA  se  basa  en  la  exponeneiación  modular  módulo,  el  producto  de  dos  primos  grandes, 
¡o  cual  se  puede  hacer  eficientemente  utilizando  el  Algoritmo  5  de  la  Sección  2.5,  Cada  individuo 
tiene  una  clave  de  cifrado  que  consiste  en  un  módulo  n  =  pq,  donde  p  y  q  son  primos  grandes  (que 
pueden  ser  del  orden  de  200  dígitos  cada  uno)  y  un  espolíenle  e  que  es  un  pumo  relativo  con 
{/;  -  1  )(q  -  1 ).  Para  conseguir  una  clave  útil  se  debe  encontrar  dos  números  primos  grandes.  Esto 
se  puede  hacer  eficazmente  en  un  ordenador  empleando  tests  probab dísticos  para  la  búsqueda  de 
números  primos,  mencionados  anteriormente  en  esta  sección.  Sin  embargo,  el  producto  de  estos 
dos  primos  n  -  jnp  tic  400  dígitos  aproximadamente,  no  se  puede  faetón  zar  en  un  tiempo  razona¬ 
ble.  Como  veremos,  ésta  es  una  razón  importante  de  por  qué  el  proceso  de  descifrado  no  se  puede 
hacer  a  una  velocidad  razonable  sin  una  clave  de  descifrado  independíenle. 


CIFRADO  RSA 


En  el  método  de  cifrado  RSA.  los  mensajes  se  transforman  en  sucesiones  de  enteras.  Esto  puede 
hacerse  cambiando  cada  letra  por  un  entero,  como  en  el  cifrado  de  César,  Estos  enteros  se  agrupan 
para  formar  enteros  más  grandes,  representado  cada  uno  por  un  bloque  de  letras.  El  proceso  de  ci¬ 
frado  se  desarrolla  transformando  el  entero  M,  que  representa  el  mensaje  original,  en  un  entero  C 
que  representa  a!  mensaje  codificado,  usando  la  función 

C  =  M1'  mod  n. 

(Para  realizar  la  exponeneiación  modular  utilizamos  un  algoritmo  rápido,  como,  por  ejemplo,  e! 
Algoritmo  5  de  la  Sección  2.5).  Dejamos  el  mensaje  codificado  separado  en  bloques  de  números 
y  éstos  se  envían  al  receptor  deseado. 

El  Ejemplo  í  l  ilustra  cómo  se  lleva  a  cabo  el  proceso  de  cifrado  RSA.  Por  razones  prácticas, 
en  este  ejemplo  usamos  dos  primos  pequeños  p  y  q  en  lugar  de  primos  con  cien  o  más  dígitos. 
Aunque  el  cifrado  descrito  en  este  ejemplo  no  es  muy  seguro,  es  válido  para  ilustrar  las  técnicas 
utilizadas  por  el  cifrado  RSA. 

EJEMPLO  1 1  Cifra  el  mensaje  STOP  empleando  el  criptosistema  RSA  con  p  -  43  y  q  -  59.  por  lo  que 
»  n  -  43  *  59  -  2.537,  y  e  -  1 3.  Observa  que 

racd(e,  (p  I  )(q-  l ))  =  medí  13,  42  •  58)  =  I . 
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Solución:  Transformamos  las  letras  del  mensaje  STOP  en  sus  equivalentes  numéricos  y  agrupa¬ 
mos  los  números  en  bloques  de  cuatro.  Se  obtiene 

1819  1415. 

Codificamos  cada  bloque  utilizando  la  aplicación 
C  =  M"  mod  2537. 

Usando  los  algoritmos  de  exponenciación  modular  rápida,  se  puede  ver  que  181913  mod  2537  - 
2081  y  1415''  mod  2537  =  2182.  TI  mensaje  cifrado,  para  un  alfabeto  de  26  letras  (O  -  A 
25  =  Z).  es  2081  2182.  M 


DESCIFRADO  RSA 


TI  mensaje  original  se  puede  recuperar  con  rapidez  cuando  se  conoce  la  clave  de  descifrado  ii  un 
inverso  de  e  módulo  (p  -  1  ){q  -  1).  [Tal  inverso  existe,  puesto  que  mcd(f,  </>  -  \)(q  —  I ))  =  I  ].  Para 
ver  esto,  observa  que  si  cíe  ~  1  (mod  (p  -  I  )(q  I ))  hay  un  entero  k  tal  que  de  =  1  +  k{p  I  )(q  -  [ ). 
Se  sigue  que 

C‘  =  (M'Y  -  M*  —  XV  **tp  _  IJ  (mod  n ). 

Según  el  Pequeño  Teorema  de  Fennat  [suponiendo  que  nicd(AÍ,  p)  =  mcd(AÍ,  q)  =  I ,  lo  cual  se 
cumple  excepto  en  raras  ocasiones],  se  sigue  que  Mp  1  I  (mod  p)  y  M‘>  1  =  !  (mod  q).  Por  tan¬ 
to. 


<y=M  ■  ">  "=M  •  I  -  M  (mod  p) 


y 


Cd -  M  ■  (M "  ■ 1 1*- ' 1  ~  M  ■  l  =  M  (mod  q ). 


En  laces 


Como  mcd(/í,  q)  -  L  se  sigue  del  Teorema  chino  del  resto  que 
Ol=M  (mod  pq). 

B1  Ejemplo  12  ilustra  cómo  descifrar  mensajes  que  han  sido  codificados  con  el  criptosis- 
toma  RSA. 


RüNALD  KlVEST  (nucido  en  1948)  Ronald  Ri.vest  se  diplomó  en  Y  tile  en  l%9  y  se  doctoró  en  cieñe  i  as  de  la  con; 
putación  m  Stanford  en  1974.  Rivest  es  profesor  rife  ciencias  de  la  computación  en  el  M  i  l  .  y  fue  cofuncíador  de  RSA  Dala 
Security,  que  mantiene  la  patente  del  c  ripio  sistema  RSA  que  él  inventó  junio  con  Adi  Shamii  y  Leonard  Adlctnan  Las 
áreas  en  fas  L|iif  Rivesi  ha  trabajado.  aparte  de  la  criptologiá.  incluyen  el  aprendizaje  de  las  máquinas,  el  diseña  VLSI  y  al¬ 
goritmos  para  ordenador.  Es  coautor  de  un  popular  texto  mwc  algoritmos  ([CoiLeRiSiOI  h 

ADÍ  SHAMÍK  inacido  cu  19521  Adi  Shamir  nadó  en  Jel  Aviv,  E.sracl.  Se  diplomo  en  la  i  Diversidad  de  Tel  Aviv 
( 1972)  y  se  doctoró  en  el  instituto  Wei/marn  (1977)  Shamir  fue  investigador  adjunto  en  la  1  Jniversidád  de  Warwick  v  pro¬ 
fesor  adjunto  en  el  M  L  R  Actualmente  es  profesor  en  el  departamento  de  matemática  aplicada  del  instituto  Wd/mann  y  li¬ 
dera  im  grupo  de  estudio  sobre  seguridad  computad  onal.  Las  contribuciones  de  Shan;  ir  a  la  c  ripio  logia  además  del  crip- 
tiwitsiema  RSA,  incluyen  la  ruptura  de  códigos  basados  en  et  problema  de  la  mochila,  el  criptoanalisis  <Jc J  DES  \Dato 
kmñpñon  Suvuiard)  y  el  diseño  de  varios  protocolos  criptográficos. 

LEONARD  ADI  ,E\IAN  (nacido  en  1945)  Leonard  Ad lemán  nació  en  San  Francisco,  California.  Se  diplomó  en  ma¬ 
temáticas  (1968)  y  se  doctoró  en  ciencias  de  Ja  computación  0976)  en  la  Universidad  de  California.  en  Berkeley.  Ad  teman 
lúe.  desde  1976  hasta  1980.  miembro  del  claustro  de  profesores  Je  matemáticas  del  M  I  L,  donde  fue  coinventor  del  crtp 
tosislema  RSA.  y  en  1980  lomó  posesión  de  una  playa  en  el  departamento  de  ciencias  de  la  computación  de  b  l  Diversidad 
del  Sur  de  California  (I  SO  Fue  propuesto  para  un  puesto  prestigioso  en  el  departamento  en  1985.  Adteman  ha  trabajado 
en  seguridad  computad tmat,  complejidad  compulse  ¡anal,  inmunología  y  biología  molecular,  bl  acuñó  el  término  ■  virus  in 
fórmático»,  Su  rédeme  trabajo  sobre  computación  UNA  ha  despertado  un  gran  interés.  Fue  asesar  técnico  en  la  película 
Los  fisgones,  en  la  que  la  seguridad  en  ordenadores  desempeña  un  papel  cruda!. 


J7K  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


EJEMPLO  (2  Recibimos  el  mensaje  codificado  0981  0461.  ¿Cuál  es  el  mensaje  original  si  éste  se  cifró  utilizando 
el  sistema  RSA  mostrado  en  el  Ejemplo  1  \  para  un  alfabeto  de  26  letras? 

Solución:  El  mensaje  se  cifró  empleando  el  criptosistcma  RSA  con  n  =  43  -  59  y  exponente  13. 
Corno  se  vio  en  el  Problema  4,  d  =  937  es  un  inverso  de  1 3  módulo  42  ■  58  =  2436.  Utilizamos  937 
como  nuestro  exponento  de  descifrado.  Así,  para  descifrar  un  bloque  C,  hacemos 

P  -  Cni  mod  2537. 

Para  descifrar  e!  mensaje,  usamos  el  algoritmo  de  exponenciación  modular  rápida,  hallando 
0981 9:0  mod  2537  -  0704  y  0461 m  mod  2537  =  1115.  Por  tanto,  el  equivalente  numérico  del 
mensaje  original  es  0704  1115.  Pasando  a  letras  de!  alfabeto  de  26,  se  deduce  que  el  mensaje  ori¬ 
ginal  era  HELP  (una  petición  de  ayuda).  < 


RSA  COMO  SISTEMA  1>E  CLAVE  PÚBLICA 


¿Por  qué  el  criptosistcma  RSA  es  adecuado  para  la  criptografía  de  clave  pública?  Cuando  cono¬ 
cemos  la  factorización  d el  módulo  /?,  esto  es,  cuando  conocemos  p  y  £/,  podemos  utilizar  el  algo¬ 
ritmo  de  Euelides  para  calcular  con  rapidez  un  exponenle  d  inverso  de  e  módulo  {p  -  i)U/  -  1). 
Esto  nos  permite  descifrar  mensajes  enviados  usando  nuestra  clave.  Sin  embargo,  no  se  conocen 
métodos  para  descifrar  mensajes  que  no  hagan  uso  de  la  factorización  de  n  o  que  no  conduzcan  a 
¡a  factorización  de  n.  La  factorización  de  un  número  se  considera  un  problema  difícil  al  contrario 
que  el  problema  de  hallar  dos  primos  de  gran  tamaño  p  y  cp  lo  cual  se  puede  hacer  rápidamente.  El 
algoritmo  de  factorización  más  eficiente  que  se  conoce  (en  el  año  2002)  requiere  miles  de  millo¬ 
nes  de  años  para  factorizar  un  número  entero  de  400  dígitos.  Consecuentemente,  cuando  p  y  q  son 
primos  de  2íK>  dígitos  cada  uno.  los  mensajes  cifrados  usando  n  =  pq  corno  módulo  no  se  pueden 
descifraren  un  tiempo  razonable  a  no  ser  que  se  conozcan  los  primos  p  y  q  por  separado. 

Faetorizar  números  enteros  de  manera  eficiente  es  un  área  de  investigación  especialmente  ac¬ 
tiva.  Números  enteros  que  hace  tan  sólo  unos  años  se  pensaba  que  eran  demasiado  grandes  para 
poder  ser  factorizadox  en  un  tiempo  razonable,  hoy  día  se  factorizan  de  manera  rutinaria.  Enteros 
con  más  de  100  dígitos,  y  con  más  de  150,  han  sido  factorizados  uniendo  esfuerzos  en  equipo. 
Cuando  se  descubren  nuevas  técnicas  de  factorización,  es  necesario  aumentar  el  tamaño  de  los  nú¬ 
meros  primos  para  asegurar  la  privacidad  de  un  mensaje.  Mensajes  que  ¡nidalmente  se  consideran 
seguros  pueden  ser  descifrados  por  receptores  no  deseados  a  medida  que  la  factorización  n  -  pq  de 
la  clave  usada  por  el  criptosistcma  RSA  se  hace  más  accesible. 

El  método  RSA  está  muy  extendido  en  la  actualidad  y  su  uso  va  en  aumento.  No  obstante,  los 
eriptosístemas  más  utilizados  son  los  de  clave  privada.  Hay  aplicaciones  que  utilizan  ambos  sis¬ 
temas.  Por  ejemplo,  se  puede  usar  un  criptosistcma  de  clave  pública,  como  el  RSA,  para  distribuir 
claves  privadas  a  parejas  de  individuos  que  necesitan  comunicarse.  Estas  personas  emplearán  pos¬ 
teriormente  un  criptosistcma  de  clave  privada  para  cifrar  y  descifrar  mensajes. 


Problemas 

J .  Expresa  el  máximo  común  divisor  de  cada  uno  de  estos 
pares  de  enteros  como  combinación  lineal  de  ellos, 
a)  10,  11  b)  21,44  c)  36,48 

d)  34,55  el  117,213  f)  0,223 

g)  123.  2347  h)  3454,  4666  i)  9999,  111 II 

2,  Expresa  el  máximo  común  divisor  de  cada  uno  de  estos 
pares  de  enteros  como  combinación  lineal  de  ellos, 

■M.ll  b)  33, 44  el  35,78 

d)  21.55  c)  10 L  203  0  124,323 

g)  2002,  2339  h)  3457,4669  il  10001,13422 


3.  Demuestra  que  15  es  un  inverso  de  7  módulo  26. 

4.  Demuestra  que  937  es  un  inverso  de  1 3  módulo  2436 

5.  Calcula  un  inverso  de  4  modulo  9, 

6.  Calcula  un  inverso  de  2  módulo  17. 

7.  Calcula  un  inverso  de  19  módulo  14  L 

8.  Calcula  un  inverso  de  144  módulo  233 
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1 9.  Demuestra  que  si  a  y  m  son  enteros  positivos  primos  re¬ 
lativos,  entonces  el  inverso  de  a  módulo  m  es  único 
módulo  m.  [Indicación:  Supon  que  hay  tíos  soluciones  h 
y  c  de  la  congruencia  1  (mod  m).  Usa  el  Teorema  2 
para  ver  que  />  <  (mod  m }], 

|(l.  Demuestra  que  no  existe  inverso  de  a  módulo  m  si 
media  T  m)  >  I . 

1 1 .  Re  s  ue  I  ve  I  a  c  or  tgrue  nc  i  a  4x  =  5  ( m  ixi  9 ) . 

12,  Resuelve  la  congruencia  2x  =  l  (mod  17}. 

*13*  Demuestra  que  si  m  es  un  entero  positivo  mayor  que  í  y 
ar=bc  (mod  m),  entonces  a  -  h  mod  m¡  medir,  m). 

14,  al  Demuestra  que  los  enteros  positivos  menores  que 

1  i.  excepto  I  y  10.  se  pueden  separaren  pares  rales 
que  en  cada  par  uno  es  inverso  del  otro  módulo  II. 
hl  Utiliza  la  parle  (a)  para  demostrar  que  lüín-l 
{mod  I  I). 

15.  Demuestra  que  si  p  es  primo,  las  únicas  soluciones  de 
r  “  l  (mod  p)  son  los  enteros  x  Sales  que  a  h  1  (mod  />) 
v  r  h-1  (mod  p). 

*16.  a)  Generaliza  el  resultado  del  apartado  (a)  del  Proble¬ 
ma  14,  esto  es.  demuestra  que  si  p  es  primo,  los  en¬ 
teros  positivos  menores  que  p.  excepto  1  y  p  L  se 
pueden  agrupar  en  {p  -  3)/ 2  parejas  de  enteros  de 
tai  forma  que  en  cada  pareja  uno  es  inverso  del  otro. 
[Indi cañón;  Usa  el  resultado  del  Problema  15]. 

Ih  Del  apartado  (a) concluye  que  (p  -  I )!  =  - 1  (mod  p) 
siempre  que  p  sea  primo  Usté  resultado  se  conoce 
como  'I  *et ir e  m  a  d  t  W i  Isi  >n . 
c}  ¿Qué  se  puede  concluir  si  //  es  un  entero  positivo  tal 
que  (h-  1)1  f-  1  (mod  /?)? 

17.  Hste  problema  esboza  una  demostración  del  Pequeño 
Teorema  de  Ferina!. 

al  Supongamos  que  a  no  es  divisible  por  el  numero 
primo  p.  Demuestra  que  no  hay  dos  enteros  en  la  su¬ 
cesión  1  d,  2  a.  ....  (p  -  I )  ■  a  congruentes  módu¬ 
lo  p, 

h)  Concluye  del  apartado  (a)  que  el  producto  1,  2, .... 
p  í  es  congruente  con  el  producto  de  a,  2ik  .... 
(p  -  I  )í?.  Utiliza  esto  para  demostrar  que 

(p  ~  I  )l  = a1*  J(p- ])!  (mod/?), 

c)  Utiliza  el  Teorema  de  W  i  Ison  (demostrado  en  el 
Problema  16)  para  ver  que  u  1  -  I  (mod  p)  si  p  T  ¿j. 

d)  Utiliza  el  apartado  (c)  para  demostrar  que  tí  ~  a 
(mod p)  [rara  todo  entero  ¿l 

18.  Calcula  todas  las  soluciones  del  sistema  de  congruen¬ 
cias. 

a  h 2  (mod  3) 
a  h  i  (rnod  4) 
a= 3  (mod  5) 


19.  Calcula  todas  las  soluciones  del  sistema  de  congruen¬ 
cias, 

xh  |  (mod  2) 
ah  2  (mod  3) 
ah 3  (mod  5) 
a=4  (mod  1 1) 

*20.  Calcula  todas  tas  soluciones,  si  las  hay.  del  sistema  de 
congruencias 

x  =  5  (mod  6) 
ah 3  (mod  10) 
a  h  $  (mod  15) 

;2L  Calcula  todas  las  soluciones,  si  las  hay,  del  sistema  de 
congruencias. 

ah7  (mod  9) 
ah  4  (mod  12) 
ah  16  (mod  21) 

22.  Usa  el  Teorema  chino  del  resto  para  demostrar  que  un 
entero  a,  0  <  a  <  m  =  ...  /n  .  donde  los  enteros  tnv 

/?i,,  ....  m  son  primos  relativos  dos  a  dnsh  se  puede  re¬ 
presentar  de  una  sola  forma  por  la  //  Lupia  6/  mod  nt  a 
mod  ...  .  a  mod  //ij. 

:f;  23 .  S  can  m  | .  m  „  . . . ,  mfí  e  n  te  re  >s  p  ri  mos  re  1  a  t  i  v  o  s  d os  a  d o  s 
mayores  o  iguales  que  2,  Demuestra  que  si  a  -h  (rnod 
m.)  para  /  =  1,2,  ...,//.  entonces  a  =  b  (mod  m),  donde 
///  =  mjti, ...  ffl  - 

24.  Completa  la  demostración  del  Teorema  chino  del  resto 
demostrando  que  la  solución  de  un  sistema  de  con¬ 
gruencias  lineales  módulo  enteros  primos  relativos  dos 
a  dos  es  único  módulo  el  producto  de  estos  módulos. 
(Indicación:  Supon  que  \  e  y  son  dos  soluciones  simul¬ 
taneas.  Demuestra  que  ///  [  v  y  para  lodo  i.  Usando  el 
Problema  23.  concluye  que  m  -  mjn2 ...  mt¡  \  x  -  y  ). 

25.  ¿Qué  enteros  dan  como  resto  I  cuando  se  dividen  entre  2 
Y  también  cuantío  se  dividen  entre  3? 

26,  ¿Qué  enteros  son  div  i  s  ib  íes  por  5.  pero  dejan  un  resto  1 , 
cuando  se  dividen  entre  37 

27.  a)  Demuestra  que  2^'-=  I  (mod  I  i)  por  d  Pequeño 

Teorema  de  Fermat  y  teniendo  en  cuenta  que  23*0  = 

(2'T- 

b)  Demuestra  que  21  h  I  (mod  3 1 )  teniendo  en  cuenta 
que-23411  ■  (2^  =  32*®. 

e)  Concluye  de  los  apartados  (a)  y  ih)  que  2U  =  1 

(mod  341 ). 

28,  a)  Utiliza  d  Pequeño  Teorema  de  Fermat  para  calcular 

3-o;i  mod  5,  3K)?  mod  7  y  3  w  mod  1 1 
hl  Utiliza  el  resultado  del  apartado  (a)  y  el  Teorema 
chino  del  resto  paja  calcular  3  mod  3K5.  (Observa 
que  385  =  5  -  7  -  II  l 

29,  a)  Usa  el  Pequeño  Teorema  de  fermat  para  calcular 

5:<|Í|J  mod  7, 52m?  mod  1 1  y  5m'  mod  13, 
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b)  Usa  el  resultada  dd  apartado  (al  y  el  Teorema  chino 
del  resto  para  encontrar  mod  1001.  (Observa 
que  1001  =7  ■  U  ■  13), 

Sea  n  un  entero  positivo  y  sea  n-  1  =  27,  donde  s  es  un  entero 
no  negativo  y  /  es  un  entero  positivo  impar.  Decimos  que  n 
pasa  d  Test  de  Miller  para  la  base  h  si  bien  h  z  l  (mod  n)  o 
bien  h2f,=- 1  (mod  n)  para  algún  y,  0  <j<$  I.  Se  puede 
demostrar  [RoOO]  que  un  entero  compuesto  n  pasa  el  test  de 
Miller  para  menos  de  ,1/ 4  bases  h ,  l  <  h<  n, 

30*  Demuestra  que  si  n  es  primo  y  b  es  un  entero  positivo 
tal  que  n  Jt  fh  entonces  n  pasa  d  test  de  Miller  para  la 
base  6. 

31.  Demuestra  que  2047  pasa  el  test  de  Miller  para  la  base 
2.  pero  que  es  compuesto.  Un  entero  positivo  compues¬ 
to  que  pasa  el  test  de  Miller  para  la  base  h  se  llama 
pseudoprimo  Fuerte  para  la  base  b .  Se  sigue  que  2047 
es  un  pseudoprímo  f  uerte  para  la  base  2. 

32.  Demuestra  que  1729  es  un  número  de  Cannkhad, 

33.  Demuestra  que  282 1  es  un  numero  de  Carmichael. 

34.  Demuestra  que  si  n  =  p {p2  pr  donde  py  .  son 

números  primos  distintos  que  satisfacen  p  1  |/i  —  1  para 
¡  ~  1 T  2,  .  Jt.  entonces  n  es  un  número  de  Carmichael 

35.  a)  Usa  d  Problema  34  para  demostrar  que  todo  entero 

de  la  forma  {(vn  +  l)(12/n  +  I )( 1  Km  +  l)T  donde  m 
es  un  entero  positiva  y  6 m  +  l,  12tft  +  l  y  VSm  +  I 
son  los  tres  primos,  es  un  número  de  Carmichael, 
b)  Usa  el  apartado  (a)  para  demostrar  que  i  7  2. 947. 529 
es  un  número  de  Carmichael. 

36.  Halla  el  entero  no  negativo  a  menor  que  28  representa¬ 
do  por  kis  siguientes  pares,  donde  cada  par  representa  Ui 
mod  4.  a  mod  7), 

a)  (0,0)  b)  (1,0)  c)  (M) 

di  a  i)  e)  (2,2)  n  (0,3) 

g)  (2,0)  h)  (3,5)  M  (3.6) 

37.  Expresa  cada  entero  no  negativo  a  menor  que  15  usan¬ 
do  los  pares  (i  mod  3r  a  mod  5) 

*8,  Explica  cólTK  utilizar  los  pares  encontrados  en  el  Pro¬ 
blema  37  para  sumar  4  y  7. 

39.  Resuelve  el  sistema  de  congruencias  que  aparece  en  el 
Ejemplo  8, 

‘40.  Demuestra  que  si  a  y  b  son  enteros  positivos,  entonces 
(2a-  I)  mod  (2*-  |)=2 «m**-  E 

r41.  Utiliza  el  Problema  40  para  dentostráT  que  si  a  y  b  son 
enteros  positivos,  entonces  mcd(2"  -  1,  2fí  I) 

2 mcd|JJ  1  bl  ■  I .  [  Irul i  i  a  r  ion :  De  i  n  ue  s  t  ra  q  ti  e  1  os  re  st  os  ob¬ 
tenidos  cuando  se  emplea  el  algoritmo  de  Elididos  para 


obtener  el  mcd{2fl  -  1T  2b  1)  son  de  la  forma  2F  -  1, 
donde  r  es  un  resto  que  aparece  al  aplicar  el  algoritmo 
de  Euclídes  para  calcular  medid,  h)\. 

42.  Utiliza  et  Problema  41  para  demostrar  que  los  enteros 
2*  -  J.  2W  -  L  233  *  1*  231  *“  U  2®  1  y  2 23  -  1  son  pri¬ 
mos  relativos  dos  a  dos. 

43.  Demuestra  que  si  p  es  un  primo  impar,  entonces  todo 
divisor  del  número  de  Mersenne  2P  -  l  es  de  la  Forma 
2 kp  +  I,  donde  k  es  un  entero  no  negativo.  [Indica* 
don:  Usa  el  Pequeño  Teorema  de  Formal  y  d  Proble 
ma  4 1  ], 

44.  Utiliza  el  Problema  43  para  determinar  si  Mn  -  2n  -  l  - 

8,191  y  Mv  =  1  ~  8.388.607  son  primos. 

*45,  Demuestra  que  podemos  tacto  rizar  fácilmente  h  cuando 
sabemos  que  n  es  el  producto  de  tíos  primos  />  y  q  y  co* 
nacemos  el  valor  de  ip  -  i  )(q  —  l ). 

46.  Cifra  d  mensaje  ATTACK  usando  el  criptosistema 
RSA  con  n  43  ■  59  y  e  =  13,  transformando  cada  letra 
del  alfabeto  de  26  letras  a  enteros  y  agrupando  pares  de 
enteros,  como  se  hizo  en  d  Ejemplo  1 1 . 

47.  ¿Cuál  es  el  mensaje  original  cifrado  utilizando  el  sistema 
RSA  con  ti  -  43  «  59  y  e  =  13  si  d  mensaje  cifrado  en  un 
alfabeto  de  26  letras  es  0667  1947  067 1 7  {indicadora  Se 
necesita  un  ordenador  para  hacerlo  en  un  tiempo  razo¬ 
nable). 

El  algoritmo  extendido  de  Encintes  se  puede  utilizar  para 
expresar  el  nieditf.  h)  como  combinación  lineal  de  a  y  b  con 
coeficientes  enteros.  Fijamos  ^  L  í,  =  0.  -  0  y  tA  —  I  y 

lun;omo.s  s  =  i  _ ,  '  <y, .  t  ,  y  I,  =  I  .  -  </,  para  )=-■'■ 

, . m  donde  q  son  los  cocientes  en  las  divisiones  realizadas  por 
el  algoritmo  de  Eudides  para  calcular  el  med(a.  b)  (véanse  las 
páginas  163-164),  Se  puede  demostrar  [RoOO]  que  medio,  b)  - 
v  a  +  t  b. 

•  A 

48.  Utiliza  el  algoritmo  extendido  de  Euclídes  para  expresar 
el  medí 252.  356)  como  combinación  lineal  de  252  y 
356, 

49.  Utiliza  el  algoritmo  extendido  de  Eudides  para  expresar 
d  medí  144,  89)  como  combinación  lineal  de  144  y  89. 

50.  Utiliza  d  algoritmo  extendido  de  Eudides  para  expresar 
d  medí .1001.  100001)  como  combinación  lineal  de 
1001  y  10000 1. 

51.  Describe  d  algoritmo  extendido  de  Eudides  utilizando 
pseudocódigo. 

Si  m  es  un  entero  positivo,  el  entero  a  es  un  residuo  cuadra- 
tico  módulo  m  si  medía,  m)  =  l  y  la  congruencia  x1  a 
( mod  m)  tiene  solución.  En  otras  palabras,  un  residuo  cuadra- 
tico  módulo  m  es  un  entero  primo  relativo  con  m  que  es  un 
cuadrado  perfecto  módulo  m.  Por  ejemplo,  2  es  un  residuo 


- 
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cuadr ático  módulo  7,  puesto  que  mcd(2,  7)  =  1  y  3’2  =  2 
(mod  7)t  y  3  no  es  un  residuo  cuadrático  módulo  7,  puesto  que 
mcd(3»  7)  =■  i  y  -V  —  3  (mod  7)  no  tiene  solución. 

52.  ¿Qué  enteros  son  residuos  cuadráticos  módulo  1 1? 


56.  Demuestra  que  si  p  es  un  primo  impar  y  a  es  un  entero 
no  divisible  porp,  entonces 

Í-W^ímodp). 

I PJ 


53.  Demuestra  que  si  p  es  un  primo  impar  y  a  es  un  entero 
no  divisible  por  pr  entonces  la  congruencia  x2^a 
(mod  p)  bien  no  tiene  soluciones  o  bien  tiene  exacta¬ 
mente  dos  soluciones  no  congruentes  módulo  p. 

54.  Demuestra  que  si  p  es  un  primo  impar,  entonces  hay 
exactamente  (p  1  > / 2  residuos  cuadráticos  módulo  r? 
entre  ios  enteros  1,  2, .. p  —  L 


Si  p  es  un  número  primo  impar  y  a  es  un  entero  no  divisible 
por el  símbolo  de  Legendre  -  se  define  como  I  sí  a  es 


\Pj 

un  residuo  cuadrático  módulo  p  y  -I  en  el  caso  contrario. 


55.  Demuestra  que  si  p  es  primo  impar  y  a  y  b  son  enteros. 
a=b  (mod  p),  entonces 


57.  Utiliza  d  Problema  56  para  demostrar  que  si  p  es  un 
primo  impar  y  a  y  b  son  enteros  no  divisibles  por  p,  en¬ 
tonces 


58,  Demuestra  que  si  p  es  un  número  primo  impar,  entonces 
1  es  un  residuo  cuadrático  módulo p  sí  p~\  (mod  4)  y 
1  no  es  un  residuo  cuadrática  módulo  p  si  p  —  3 
(mod  4).  (Indicación;  Usa  el  Problema  56). 


59,  Calcula  todas  las  soluciones  de  la  congruencia  v:  —  29 
(mod  35).  (Indicación:  Halla  las  soluciones  de  esta  con¬ 
gruencia  módulo  5  y  módulo  7  y  luego  utiliza  el  Teore¬ 
ma  chino  dd  resto). 


60.  Calcula  todas  las  soluciones  de  la  congruencia  U  =  !fi 
i  mod  105).  (indicación:  Halla  las  soluciones  de  esta 
congruencia  módulo  3,  módulo  5  y  módulo  7  y  luego 
ut  i  1  i  za  el  T eo  rem  a  c  h  i  n  o  de  I  re  s  t  o) . 


2.7  Matrices 


INTRODUCCIÓN 


Las  matrices  se  utilizan  en  matemática  discreta  para  expresar  relaciones  entre  los  elementos  de  un 
conjunto.  En  los  capítulos  siguientes  usaremos  las  matrices  en  una  gran  variedad  de  modelos.  Por 
ejemplo,  utilizaremos  matrices  en  modelos  de  redes  de  comunicación  y  sistemas  de  transporte. 
Muchos  de  los  algoritmos  que  desarrollaremos  emplean  modelos  matriciales.  Esta  sección  repasará 
la  aritmética  matrieial  que  utilizarán  estos  algoritmos. 


DEFINICION  I  Una  matriz  es  una  disposición  rectangular  de  números.  Una  matriz  con  m  filas  y  n  columnas  se 
denomina  matriz  m  X  n  o  de  orden  m  X  //.  Una  matriz  ron  el  mismo  numero  de  filas  que  de  co¬ 
lumnas  se  llama  matriz  cuadrada ,  Dos  matrices  son  iguales  si  tienen  el  mismo  número  de  filas 
y  columnas  y  los  elementos  en  cada  posición  son  iguales  dos  a  dos. 


EJEMPLO  1 

o 


La  malriz 


1 

0 

1 


1 

2 

3 


es  una  matriz  3  x  2. 


A 


A  continuación  introducimos  alguna  terminología  relativa  a  las  matrices.  Las  matrices  se  re¬ 
presentarán  con  letras  mayúsculas  yen  negrita. 
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DEFINICION  2  Sea 


d22' 


u2n 


A  = 


jAi  a„2  a* 

La yí/¿/ 1  de  A  es  la  matriz  de  orden  1  x  n  [áí]9  aiv  La  columna  j  de  A  es  la  matriz  n  X  1 

aif 

Hí 


El  ctowií/íí  {í,  j)  de  A  es  el  elemento  an  esto  es,  el  mtmero  situado  en  la  lila  i  y  la  columna  j 
de  A.  Una  notación  abreviada  bastante  útil  para  expresar  la  matriz  A  es  A  -  [a..]*  lo  que  indica 
que  A  es  la  matriz  cuyo  elemento  (7,  j)  es  a  r 


ARITMÉTICA  M A I R I CI A I , 


Presentaremos  las  operaciones  básicas  de  Ja  aritmética  de  matrices,  comenzando  por  la  definición 
de  suma  de  matrices. 


DEFINI!  K  >N  3  Sean  A  -  \a.  \  y  B  =  [b  j  matrices  de  orden  m  x  n.  La  suma  de  A  y  B,  denotada  por  A  +  B,  es 
la  matriz  m  x  n  que  tiene  atJ  +  /?.  como  elemento. (ij).  En  otras  palabras,  A  +  lí  -  [a..  +  fc.J. 


La  suma  de  dos  matrices  del  mismo  orden  se  obtiene  sumando  los  elementos  en  las  posiciones 
correspondientes.  Matrices  de  órdenes  diferentes  no  se  pueden  sumar,  puesto  que  la  suma  esta 
definida  sólo  cuando  ambas  matrices  tienen  el  mismo  número  de  lilas  y  de  columnas. 


i 

0 

-1' 

'  3  4 

-1 

'4 

4 

_2" 

EJ E MPS  A  *  2  Tenemos 

que 

2 

2 

-3 

+ 

1  -3 

0 

- 

3 

-1 

-3 

_3 

4 

o 

-I  1 

2 

2 

5 

2 

Presentamos  ahora  el  producto  de  matrices.  E!  producto  se  define  sólo  cuando  el  número  de 
columnas  de  la  primera  matriz  es  igual  al  número  de  lilas  de  la  segunda. 


DEFINICIÓN  4  Sea  A  una  matriz  ni  x  k  y  B  una  matriz  k  x  n.  El  producto  de  A  y  B>  denotado  por  AB,  es  la  ma¬ 
triz  de  orden  ni  x  n  cuyo  demento  (ij)  es  igual  a  la  suma  de  los  productos  de  los  elementos  co¬ 
rrespondientes  de  la  fila  i  de  A  y  la  columna  j  de  B.  En  otras  palabras,  si  AB  -  [rj,  entonces 
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En  la  Figura  I,  la  f  ila  en  negrita  de  A  y  la  columna  en  negrita  de  B  se  utilizan  para  formar  el  ele¬ 
mento  r .  de  AB,  El  producto  de  dos  matrices  no  está  definido  cuando  el  número  de  columnas  de  la 
primera  matriz  y  el  número  de  Illas  Je  la  segunda  no  coinciden* 

El  Ejemplo  3  muestra  el  producto  de  matrices 


JEMPLO  3  Sean 


'I  0  4 

2  1  I 

3  1  0 
0  2  2 


-i 

l 

0 


Estudia  si  está  definido  AB. 

Solución:  Como  A  es  una  matriz  4  x  3  y  B  es  3  x  2,  el  producto  AB  está  definido  y  es  una  matriz 
4x2.  Para  calcular  los  elementos  de  AB,  se  multiplican  primero  los  elementos  correspondientes 
de  las  filas  de  A  por  lus  de  las  columnas  de  B;  luego  estos  productos  se  suman.  Por  ejemplo,  el 
elemento  (3,  1 )  de  AB  es  la  suma  de  los  productos  de  los  elementos  de  la  tercera  fila  de  A  por  ios 
correspondientes  de  la  columna  1  de  B,  a  saber.  3-2+11+  0  *3  =  7.  Una  vez  calculados  todos 
los  elementos  de  AB,  se  obtiene  que 

4" 

9 

13  ' 


El  producto  de  matrices  no  es  conmutativo.  Esto  es*  si  A  y  B  son  dos  matrices,  no  es  nece¬ 
sariamente  cierto  que  AB  y  BA  sean  iguales,  De  hecho,  puede  ser  que  sólo  uno  de  estos  productos 
esté  definido.  Por  ejemplo,  si  A  es  2  X  3  y  B  es  3  x  4,  entonces  AB  está  definido  y  es  de  orden 
2  x  4.  Sin  embargo,  BA  no  está  definido,  puesto  que  es  imposible  multiplicar  una  matriz  3  x  4  y 
una  2  x  3. 

En  general,  supongamos  que  A  es  de  orden  m  x  n  y  B  de  orden  r  x  a\  Entonces.  AB  está  de¬ 
finido  sólo  cuando  n-  r  y  BA  sólo  cuando  s  =  ni.  Además,  incluso  cuando  AB  y  BA  están  defi¬ 
nidos,  no  tendrán  el  mismo  orden  a  no  ser  que  m  -n-r  -  s,  Si  tanto  AB  como  BA  están  definidos 
y  tienen  el  mismo  orden,  A  y  It  deben  ser  matrices  cuadradas  del  mismo  orden.  Incluso  siendo  A 
y  B  matrices  cuadradas  n  x  n.  AB  y  BA  no  son  necesariamente  iguales,  como  demuestra  el  si 
guíente  ejemplo. 


«11 

a\2 

an 

ct22 

an 

bl\ 

*12 

f>tj  ... 

C\  1 

rl2  C[n 

b2 1 

*22 

*27  - 

*2n 

C21 

c22  ■■■  r2fi 

«¿1 

ail  *■* 

«,* 

í 

C'J 

; 

ht\ 

*t2 

hj 

Cm) 

^  níl  ^  mn  _ 

0 

am\ 

am2  ■  *  ■ 

umk. 

Figura  1.  Producto  de  A  =  [ajy  B=  ¡/v  |. 
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EJEMPLO  4 


EJEMPLO  5 


Fillutps 


Sean 


i  r 

"2  r 

— 

2  1 

y 

B  - 

i  i 

¿Son  ios  productos  AB  y  BA  iguales? 


Solución:  Vemos  que 

4  3' 
3  2 

Por  tanto,  AB  ^  BA. 


AB  = 

3  2 

y 

BA  = 

5  3 

◄ 


ALGORITMOS  PARA  LA  MULTIPLICACIÓN  DE  MATRICES 


Se  puede  utilizar  la  definición  del  producto  de  matrices  para  desarrollar  un  algoritmo  que  calcu¬ 
la  el  producto  de  dos  matrices.  Supongamos  que  C  =  [r  ]  es  la  matriz  m  x  n  producto  de  las  ma¬ 
trices  A  -  \a  J,  de  orden  m  x  k.  y  B  -  de  orden  k  X  n.  El  algoritmo  basado  en  la  definición 
del  producto  de  matrices  se  expresa  en  pseud ocódigo  en  el  Algoritmo  1  * 


ALGORITM0 1  Multiplicación  de  matrices 

procedí! re  multiplicación  de  matrices{  A.  B:  matr 

for  i 1  to  m 

for  j  :=  1  to  n 
begin 

r..:=0 

■j 

tór  q  :=  1  to  k 


end 


c  c  +  a  h 

y  v  w 


\  C  -  [c  ]  es  el  producto  de  A  y  B) 


Podemos  determinar  la  complejidad  de  este  algoritmo  en  términos  del  número  de  sumas  y  pro¬ 
ductos  realizados. 

¿Cuántas  sumas  y  multiplicaciones  de  enteros  se  realizan  en  el  Algoritmo  I  para  multiplicar  dos 
matrices  n  x  n  de  elementos  enteros? 

Solución:  El  producto  de  Ay  B  tiene  n1  elementos.  Para  calcular  cada  elemento  del  producto,  de¬ 
bemos  hacer  un  total  de  n  multiplicaciones  y  n-  1  sumas.  Por  tanto,  se  necesita  un  total  de  n3  mul¬ 
tiplicaciones  y  rrü¡  -  1)  sumas  para  hallar  la  matriz  producto  n  X  n.  4 

Sorprendentemente,  hay  algoritmos  más  eficientes  que  el  Algoritmo  1  para  el  producto  de 
matrices.  Como  se  ve  en  el  Ejemplo  5,  multiplicar  dos  matrices  n  x  n  siguiendo  al  pie  de  la  letra  la 
definición  del  producto  requiere  Q{n  )  multiplicaciones  y  sumas.  Usando  otros  algoritmos,  dos  ma¬ 
trices  n  x  n  se  pueden  multiplicar  realizando  Oin  1 )  multiplicaciones  y  sumas,  (Se  puede  encontrar 
más  información  de  este  algoritmo  en  [CoLeRiSlüI }), 

PRODl  JCTO  ENC  A  D  E  N  A  DO  DE  M  A’t’RIC  ES  Hay  otro  problema  importante  relacionado  con 
la  complejidad  def  producto  de  matrices.  Es  cómo  se  puede  calcular  el  producto  de  matrices 
AjA^ ...  An  realizando  el  menor  número  posible  de  multiplicaciones  de  enteros,  donde  Ar  A„  . ...  Arr 


[.os  fundamentos:  algoritmos,  números  enteros  y  matrices  1S5 


EJEMPLO  6 


DEFINICION  5 


a 


son  matrices  de  enteros  de  órdenes  mi  x  mv  m,  x  mv  x  mnt  r  respectivamente.  (Al  ser  la  mul¬ 
tiplicación  de  matrices  asociativa,  como  se  desprende  del  Problema  13  del  final  de  esta  sección,  el 
orden  empleado  en  la  multiplicación  no  importa).  Antes  de  estudiar  este  problema,  observa  que  para 
multiplicar  una  matriz  m,  x  m,  por  otra  m2  x  w3  se  realizan  m]m2  m,  multiplicaciones  de  enteros  si  se 
utiliza  el  Algoritmo  i  (véase  el  Problema  23  ai  final  de  esta  sección).  El  Ejemplo  6  ilustra  este  pro¬ 
blema. 

¿En  qué  orden  se  deberían  multiplicar  las  matrices  A,,  A,  y  A,,  donde  A,  es  30  x  20.  A,  es  20  x  40 
y  A3  es  40  x  10,  todas  ellas  de  elementos  enteros,  para  realizar  e!  mínimo  número  posible  de  mul¬ 
tiplicaciones  con  enteros? 

Solución;  I  (ay  dos  formas  posibles  de  desarrollar  el  producto  A,A,A A,(  A,A,)  y  (A,  A,)  A  v 
Si  se  multiplica  en  primer  lugar  A,  y  A,,  se  realiza  un  total  de  20  ■  40  ■  10  =  8,000  multipli¬ 
caciones  de  enteros  para  obtener  la  matriz  de  orden  20  x  10  A, A,.  Posteriormente,  al  multiplicar 
A,  y  AjA3  se  realizan  30  •  20  •  10  =  6.000  multiplicaciones.  Por  tanto,  se  hace  un  total  de 

8.000  +  6.000  =  14.000 

productos.  Por  otra  parte,  si  multiplicamos  en  primer  lugar  \¡  y  A,,  entonces  realizamos  un  total 
de  30  •  20  •  40  =  24.0ÍK)  multiplicaciones  de  enteros  para  obtener  la  matriz  de  orden  30  x  40  A,  A  . 
Multiplicar  A,Aj  por  A,  requiere  30  -  40  -  10  —  12.000  multiplicaciones.  Por  tanto,  se  realiza  un 
total  de 

24.000  +  12.000  -•  36.000 
multiplicaciones. 

Claramente,  el  primer  método  es  más  eficiente.  -4 

En  ¡CoLcRiStOl]  se  comentan  algunos  algoritmos  para  determinar  la  forma  más  eficiente  en 
la  que  debe  hacerse  este  tipo  de  producto  de  matrices. 


MATRICES  TRANSPUESTAS  V  POTENCIA  DE  MATRICES 


Presentamos  ahora  una  matriz  particularmente  importante,  cuyos  elementos  son  ceros  y  unos. 


La  matriz  identidad  de  orden  tt  es  la  matriz  n  x  n  1  =  [5  |.  donde  8  =  1  si  /  -  j  y  8  =  0  si 
Í  56-/  ASÍ, 

J  0  ...  0' 

0  I  ...  o 


o  o  ...  t 


El  producto  de  una  matriz  por  la  matriz  identidad  del  orden  adecuado  da  como  resultado  esta  mis¬ 
ma  matriz.  En  otras  palabras,  cuando  A  es  una  matriz  m  X  n  tenemos  que 

Al  =  I  A  =  A. 

n  m 

Se  pueden  defiijir  potencias  de  matrices  cuadradas.  Cuando  A  es  una  matriz  n  x  ¡ j.  tenemos 

AD  =  I  ,  Af  =  AAA  ...  A. 

"  >■ — - — _ ■ 


r  veces 


!K(>  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


DEFINICIÓN  <> 


EJEMPLO  7 


DEFINICIÓN  7 


EJEMPLO  8 


Figura  2.  Una 

matriz  simétrica. 


DEFINICIÓN  8 


En  muchos  algoritmos  se  utiliza  la  operación  de  intercambio  de  tilas  y  columnas  de  una  nía 
triz.  Esta  operación  se  define  a  continuación. 


Sea  A  =  [a  ]  una  matriz  ni  x  ti.  La  matriz  traspuesta  de  A,  denotada  por  V.  es  la  matriz  n  x  m 
obtenida  ai  intercambiar  las  lilas  por  las  columnas  de  A.  En  otras  palabras,  si  A  -  lí*-  |,  en¬ 
tonces  h  =  ii.t  para  i=  1.2 . n  y  j  =  L  2, . . .,  m. 


Ea  transpuesta  de  la  matriz 


i 

4i 

'1  2 

3" 

es  la  matriz 

2 

5 

4  5 

6 

3 

L 

6. 

< 


Las  matrices  que  no  cambian  cuando  se  intercambian  sus  filas  por  sus  columnas  son  espe¬ 
cialmente  importantes. 


Una  matriz  cuadrada  A  se  dice  que  es  simétrica  si  A  =  A'.  Esto  es,  A  -  [a  j  es  simétrica  si 
a..  =  «.  para  lodo  i  y  j,  I  <  i  <,  n,  l  <j  <  n. 


Observa  que  una  matriz  es  simétrica  si.  y  solo  si.  es  cuadrada  y  es  simétrica  con  respecto  a  su  dia¬ 
gonal  principal  (diagonal  formada  por  los  elementos  en  la  fila  i  y  columna  0-  Esta  propiedad  se 
muestra  en  la  Figura  2. 


La  matriz 


I 

1 

0 


l  0 
0  1 
1  o 


es  simétrica. 


MATRICES  BOQUEAN  AS  _  _ 

Una  matriz  cuyos  elementos  son  0  o  1  se  llama  matriz  de  ceros  y  unos  o  matriz  booleana.  Estas 
matrices  se  emplean  a  menudo  para  representar  estructuras  discretas,  como  veremos  en  los  C  api- 
lulos  7  V  8.  Los  algoritmos  que  trabajan  con  estas  estructuras  se  basan  en  la  aritmética  booleana  so¬ 
bre  matrices  de  ceros  y  unos.  Esta  aritmética  se  construye  con  las  operaciones  booleanas  a  y  . 
sobre  pares  de  bits,  definidas  por 


/,.VÍ>2  = 


I  a\h[^b2  =  1 
0  en  cualquier  otro  caso, 

1  si  fej  J  1  ü  b  }  ~  l 
0  en  cualquier  otro  caso. 


Sean  A  =  [a J  y  II  =  [br]  matrices  booleanas  m  X  n.  Se  llama  matriz  unión  de  A  y  Li,  y  se  de¬ 
nota  por  A  v  B,  a  la  matriz  booleana  cuyo  elemento  (i.j)  es  a.,  v  ir .  Se  llama  matriz,  imvrsei  - 
ción  de  A  y  U,  y  se  denota  por  A  a  B,  a  la  matriz  booleana  cuyo  elemento  (i, y)  es  u..  a  b..  [En 
terminología  inglesa,  la  operación  A  v  B  se  conoce  por  «josn»  y  A  a  B  por  «mecí».  Én  muchas 
ocasiones"  los  procedí  míenlos  escritos  en  lenguajes  de  programación  para  realizar  estas  ope- 
raciones  heredan  estos  nombres]. 
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EJEMPLO  9 


DEFINICIÓN  ‘J 


EJEMPLO  10 


Calcula  las  matrices  A  v  B  y  A  a  li  para  las  siguientes  matrices  A  y  B: 


i  o  r 

'0  1  0' 

— 

0  1  0 

B  - 

1  1  0 

Solución:  Según  las  definiciones,  tenemos  que  la  unión  de  A  v  B  es 


IvO 

Ovl 

1  v0" 

1 

'1 

1  1 

A  v  B  = 

— 

0  vi 

Ivl 

OvO 

i 

1 

la  intersección. 

1  a0 

0  A  I 

l  A  0 

'0 

o  <r 

A  A  B 

0  A  I 

1  A  1 

OaO 

0 

1  0 

Definimos  ahora  el  producto  booleano  de  matrices. 


Sean  A  =  la., |  y  B  =  \b¡j ]  matrices  booleanas  de  órdenes  m  x  k  y  k  x  n,  respectivamente.  El 
producto  booleano  de  A  y  B,  denotado  por  A  0  lt,  es  la  matriz  m  x  n  cuyo  elemento  (i.  j)  es 
r , donde 

cif  =  Ht  A  V  v  (tí*  A  V  v  "  *  v  (a*  A  bti 1 


Observa  que  e!  producto  booleano  de  A  y  B  se  obtiene  de  forma  análoga  al  producto  ordinario  de 
estas  matrices,  pero  sustituyendo  la  suma  por  la  operación  v  y  el  producto  por  .  A  continuación 
se  da  un  ejemplo  de  producto  booleano  de  matrices. 

Calcula  el  producto  booleano  de  A  y  B,  donde 


‘1  0' 

_1  1 

1  0' 

A  = 

0  1 

B  = 

0  1 

1  1 

1  0 

* 

Solución:  El  producto  booleano  A  0  B  viene  dado  por 


A©B  = 


( 1  aI)v(OaO) 
(OaI)v(IaO) 
(I  aI)v(OaO) 


(I  aI)v(OaI) 

(0  A  I  )  V  (I  A  I) 
(I  A  1 )  V  (  0  A  1 ) 


(1  A  0)  V  (0  A  I  ) 

(0a0)v(1  Al) 
(I  aO)v(OaI) 


IvO  JvO  OvO 
OvO  0 v 1  0  v I 

JvO  IvO  OvO 
lio' 

0  1  I  . 

I  t  o 


< 


*  El  Algoritmo  2  muestra  en  pseudocódigo  un  procedimiento  para  realizar  el  producto  boo¬ 
leano  de  dos  matrices. 
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U  (;c) RITMO  2  Producto  booleano 


¡) roccdu re  produci* o  booleanoi  A ,  B:  matrices  booleanas) 

for  i 1  to  m 
for  /  í  to  n 
hegín 


c  :=° 

tor  q  I  to  k 


mil 


c  :=  c  v  (a 

H  <j  tq 


hh  ) 
«r 


{ C  =  [c  |  es  el  producto  booleano  de  A  y  B  ¡ 


Tamhién  podemos  definir  las  potencias  booleanas  de  una  matriz  cuadrada.  Estas  potencias  se 
utilizarán  en  estudios  posteriores  sobre  caminos  en  gratos,  los  cuales  se  aplicarán,  por  ejemplo,  a 
vías  de  comunicación  en  redes  informáticas. 


DEHNICK  >N  10  Sea  A  una  matriz  booieana  cuadrada  y  r  un  entero  positivo.  La  potencia  booieana  r-ésima  de 

A  es  el  producto  booleano  de  r  factores  iguales  a  A.  La  potencia  booieana  r-éstóna  de  A.  o  pro¬ 
ducto  boolcano  de  orden  r  de  A,  se  denota  por  AH  Así. 

Akí  =  AOA0,..  0  A . 

/■  veces 

(liste  producto  está  bien  definido  puesto  que  el  producto  booleano  es  asociativo).  For  defini¬ 
ción.  A101  es  1. 


EJEMPLO  II  Sea  A  - 


0  0  I 

1  0  o 
1  1  o 


Calcula  A1"1  para  torios  los  enteros  positivos  n. 
Solución:  Se  puede  ver  que 


A[2]  =  AQA  = 


1  í  Ü 
0  0  1 
1  0  1 


También  vemos  que 
Am  =  A|21©A  = 

Cálculos  adicionales  muestran  que 


l  0 

r 

'1  1  f 

1 

1 

0 

A141  s*  A141  O  A  - 

1  0  1 

1 

1 

1 

1  1  1 

AiS1  = 


1  1  1 
1  1  1 
t  1  I 


El  lector  podrá  ver  que  Al,i]  -  A™  para  lodo  n>  5. 
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Se  puede  determinar  fácilmente  el  número  de  operaciones  con  bits  realizadas  para  hallar  el 
producto  1^)010300  de  dos  matrices  n  x  n. 

EJEMPLO  12  ¿Cuántas  operaciones  con  bits  se  realizan  para  hallar  A  O  li.  donde  A  y  H  son  booleanas  de  or¬ 
den  n? 

Solución:  A  O  U  tiene  n2  elementos.  Utilizando  el  Algoritmo  2.  se  necesita  un  total  de  n  opera¬ 
ciones  OR  y  n  operaciones  AND  para  calcular  un  elemento  de  A  G  B.  Por  tanto,  se  realizan  2n 
operaciones  con  hits  para  hallar  cada  elemento,  y,  por  tanto,  se  requieren  2/A  operaciones  con  bíts 
para  calcular  A  O  B  mediante  el  Algoritmo  2.  4 


Problemas 


'11  13' 

‘  o  -r 

■ 

1 É  Sea  A  = 

2  0  4  6 

0  A  = 

7  2 

B  = 

'  4  -1  2  3  0' 

113  7 

-A  -3 

-2  0  3  4  1 

a)  ¿Cuál  es  d  orden  de  A? 

b)  ¿Cuál  es  Ja  tercera  columna  de  A? 

c)  ¿Cuál  es  la  segunda  fila  de  A? 

d )  ¿Cuál  es  el  elemento  de  A  que  eslá  en  la  jxxsirión  (3. 2)? 

e)  ¿Quién  es  A"? 


5-  Calcula  una  matriz  V  tal  que 


2  3 
1  4 


A  = 


3  O" 

í  2 


2,  Calcula  A  +  B,  donde 


I  0  4’ 

'-I  3  5' 

A  = 

-12  2 

B  = 

2  2  -3 

0-2-3 

2-3  0 

" 

-3 

i 

vj 

u 

_ i 

B  = 

o 

_2 

-l  2 

(indicación:  Hallar  A  requiere  resolver  sistemas  de  ecuaciones 
lineales). 

6.  Halla  una  matriz  A  ral  que 


1 

3 

2* 

"  7  1 

3 

2 

1 

I 

A  = 

1  0 

3 

4 

0 

3 

-1  -3 

7 

3.  Calcula  AB  si 


a)  A  = 

"2 

f 

3 

2J 

b)  A  = 

i 

0 

-¡ 

1 

2 

3 

r  4 

-3 

3 

-1 

el  A  = 

í) 

-2 

-I  5 


B  = 


O  4 
t  3 


.-[*  ^ 
u  o 


-1 

2 


B  = 

-1  J 

3  2 

_2‘ 

0  I 

-1  4 

-3_ 

4.  Calcula  el  prrjductO  AB,  donde 


i  o  r 

"  0  1  -J~ 

a)  A  = . 

0  -1  -l 

B  - 

1  -1  0 

-I  1  0 

-1  0  1 

‘  í  -3 

0" 

i 

1  2 

3' 

b)  A 

l  2 

2 

B  = 

M 

0  3 

1 

2  \ 

-1 

-3 

-2  0 

2 

7. 


Sea  A  una  matriz  m  x  n  y  sea  O  la  matriz  m  x  n  que  tiene 
todos  los  elementos  ¡guales  a  cero.  Justifica  que  A  “ 
O  +  A  =  A  +  O, 


8, 


Demuestra  que  la  suma  de  matrices  es  conmutativa;  esto 
es,  que  si  A  y  B  son  matrices  m  x  n,  entonces  A  +  B  = 


B  +  A. 


9.  Demuestra  que  U  suma  de  matrices  es  asociativa;  esto  es. 
que  si  A.  B  y  C  son  matrices m  x  n,  entonces  A  +  íB  +  C)™ 
(A  +  B)  +  C. 

Mí.  Sean  A  una  matriz  3  x  4.  B  una  matriz  4x5}  C  una  ma¬ 
ná /.  4  x  4.  Determina  cuáles  de  los  siguientes  productos  es¬ 
tán  definidos  y  calcula  el  orden  de  la  matriz  producto. 

a)  AB  h)  BA  c)  AC 

d)  CA  el  BC  f)  CB 

1 1.  ¿Qué  podemos  decir  de  los  ordenes  de  las  matrices  A  \  B 
sí  están  definidos  los  dos  productos  AB  y  BA? 

12.  Fn  este  problema  demostramos  que  la  multiplicación  de 
matrices  es  distribuí  i  v  a  respecto  de  la  suma. 
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n  í  Supongamos  que  A  y  B  son  matrices  m  X  k  y  que  € 
es  una  matriz  k  x  rc.  Demuestra  que  (A  +  BJC  = 
AC  +  BC. 

b)  Supongamos  que  C  es  una  matriz  rrtx  ky  que  A  y  B 
son  matrices  k  x  /?.  Demuestra  que  C(A  +  Bi  = 
CA  +  CB» 

13.  Bn  este  problema  se  demuestra  que  la  multiplicación  de 
matrices  es  asociativa.  Supongamos  que  A  es  una  matriz 
m  x  B  es  una  matriz  y  C  es  una  matriz  k  x  n.  De¬ 
muestra  que  A(BC)  -  (ABC. 

14.  La  matriz  cuadrada  de  orden  //  A  -  \a  ]  se  llama  matriz 
diagonal  si  ü  =  (1  cuando  í  ^  j.  Demuestra  que  el  produc¬ 
to  de  dos  matrices  diagonales  de  orden  n  es  a  su  vez  una 
matriz  diagonal.  Da  una  regla  simple  para  determinar  di¬ 
cho  producto. 

15.  Sea 


Halla  una  fórmula  para  A\  con  n  entero  positivo. 

1 6.  Demuestra  que  (  ArY  =  A. 


20.  Sea 

r-1  2 


a)  Calcula  A  ’.  (Indicación:  Utiliza  el  Problema  19). 
h>  Calcula  A\ 
c)  Calcula  (A  5)3. 

d}  Utiliza  las  respuestas  de  los  apartados  (b)  y  (c)  para 
justificar  que  (A  1 )}  es  la  inversa  de  A\ 

21.  Sea  A  una  matriz  invertible.  Demuestra  que  (A'’)-1  ==  {A"'V 
para  todo  ti  entero  positivo. 

22.  Sea  A  una  matriz*  Demuestra  que  la  matriz  AA;  es  simé¬ 
trica.  {Indicación:  Demuestra  que  esta  matriz  es  igual  a  su 
traspuesta  con  la  ayuda  del  Problema  1 7h). 

23.  Demuestra  que  d  algoritmo  convencional  utiliza  wqm/n, 
multiplicaciones  para  hallar  el  producto  de  una  matriz  A 
de  orden  nq  x  m ,  por  una  matriz  B  de  orden  m 2  x  my 

24.  ¿Cuál  es  la  forma  más  eficiente  de  multiplicar  las  matrices 
Aj.  A,  y  A,  de  órdenes 

a)  20  x  50.  50  x  10.  10x40? 
bi  10x5,5x50,50x  1? 


17.  Sean  A  y  B  dos  matrices  de  orden  It.  Demuestra  que 

a)  (\  +  Bf=  V>B  b)  íABf  =  B  A 

Sí  A  y  B  son  matrices  de  orden  n  tales  que  Alt  =  BA  =  1  . 
entonces  B  es  la  matriz  inversa  de  A  (esta  terminología  es 
apropiada  puesto  que  tal  matriz  B  es  única)  y  se  dice  que  A 
es  ¡nveriible.  La  notación  B  =  A  1  denota  que  B  es  la  in¬ 
versa  de  A. 

1 8.  Demuestra  que 

"2  3  -I 

1  2  1 

-1  -1  3 

es  la  inversa  de 

"  7  -8  5“ 

-4  5  -3  . 

I  -1  l 

l4>.  Sea  A  la  matriz  2  x  2 


25.  ¿Cuál  es  ta  forma  más  eficiente  de  multiplicar  las  matrices 
A|h  A,,  A,  y  As  si  los  órdenes  de  estas  matrices  son  10x2. 
2  x  5,  5  x  20  y  20  x  3.  respectivamente? 

2b.  aj  Demuestra  que  el  sistema  de  ecuaciones  lineales 
anx,  +  anx2  +  ...  +  atiixii  =  hl 


a  ,  x.  +  a  ,jc,  +  .. .  +  a  x  =  h 

ni  I  2  flwi  n  n 

en  la  variables  .v|f  xr  ,vrj  se  puede  expresar  como 
AX  =  B.  donde  A  -  \a.  ],  X  es  una  matriz  n  x  I  con  el 
elemento  en  su  fila  /  y  B  es  una  matriz  n  x  I  con  el 
demento  h.  en  su  lila  i. 

bf  Demuestra  que  si  la  matriz  A  -  \a  ]  es  invertihle 
(como  se  definió  en  el  preámbulo  del  Problema  18), 
entonces  la  solución  deí  sistema  del  apartado  (a)  se 
’puede  calcular  utilizando  la  ecuación  X  =  A  B, 


a  b 
A  = 

c  d 

Demuestra  que  sí  mí  -  be  ^  0.  entonces 


A'1 


d  - h 

ad~bc  mí  -  be 

“C  a 


27.  Utiliza  los  Problemas  18  y  26  para  resolver  el  sistema 

7x(  -  8  vn  +  5x3  =  5 
-Av(  +  5x2  -  3Xj  =  -3 

-*t -JC2  +  Jf,  =  ü 

28.  Sean  p 


ü 

_i  r 

“o  r 

A  = 

0  1 

y 

B  = 

1  0 

ad  -  he  ad  -  be 
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Calcula 


a)  AvR 

b)  . 

'3  A  B 

c)  A  O  B 

Sean 

"1  0  f 

"0  1  f 

A  = 

1  1  0 

y  B  = 

í  0  1 

0  0  1 

1  0  1 

Calcula 

a)  A  v  B 

b)  A  a  B 

d  A  G  B 

30.  Calcula  el  producto  bu  ole  ano  de  A  y  Tí,  donde 


1 

0 

"1  Ú  0  1" 

0 

1 

0  10  1 

1  1  1  1 

y 

B  = 

1 

1 

I 

0 

32»  Sea  A  una  matriz  booleana,  Demuestra  que 
a)  A  v  A  =Á  b)  A  a  A  =  A 

33.  En  este  problema  demostramos  que  las  operaciones  unión 
e  intersección  de  matrices  son  conmutativas.  Sean  A  y  B 
matrices  bordean  as  de  orden  m  x  n.  Demuestra  que 

a)  A  v  Ii  =  B  v  A  h)  \  /  B  =  B  A 

34.  Ln  este  problema  demostramos  que  las  operaciones  unión 
e  intersección  de  matrices  son  asociativas.  Sean  A,  B  y  C 
matrices  booleanas  de  orden  m  X  n.  Demuestra  que 

a)  A  v  ( B  v  C)  -  (A  v  B)  v  C 

b)  A  a  (ti  a  C)  =  (A  a  B)  a  C 

35.  En  este  problema  estableceremos  las  leyes  distributivas 
para  las  operaciones  unión  e  intersección  de  matrices. 
Sean  A,  Ii  y  C  matrices  booleanas  de  orden  m  x  n.  De¬ 
muestra  que 

a)  A  v  (B  a  C)  =  (A  v  B)  a  ( A  v  C) 
h)  A  a  (B  v  C)  =  (A  a  B)  v  (A  a  C) 


31.  Sea 


A  = 


I 

1 


í) 

0 


0  í 


0 

1 

o 


llalla 
a)  A-l 

c)  A  v  Á[2i  v  A!-l 


b)  A&K 


36,  Sea  A  una  matriz  bode  ana  de  orden  n.  Sea  I  la  matriz 
identidad  de  orden  n ,  Demuestra  que  A  O  I  -  I  O  A  -  A. 

37.  En  este  problema  se  demostrará  que  el  producto  booleano 
de  matrices  booleanas  es  asociativo.  Supongamos  que  A 
es  una  matriz  booleana  m  x  pm  B  es  una  matriz  booleana 
p  x  k  y  C  es  una  matriz  booleana  k  x  n.  Demuestra  que 
A0(B0C)  =  (AOB)QC. 


Términos  clave  y  resultados 


TERMINOS 


algoritmo:  un  conjunto  finito  de  instrucciones  precisas  para 
realizar  un  cálculo  o  resolver  un  problema 
algoritmo  de  búsqueda:  el  problema  de  localizar  un  elemen¬ 
to  en  una  lisia 

algoritmo  de  búsqueda  lineal:  un  procedimierjto  de  búsqueda 
en  una  lisia  inspeccionando  elemento  a  ele  liento 
algoritmo  de  búsqueda  binaría:  un  procedí  mentó  de  bús¬ 
queda  en  una  lista  ordenada  dividiendo  éstíf  sucesivamente 
en  dos  mitades 

ordenación:  disponer  los  elementos  de  una  lista  en  orden  no 
decreciente 

algoritmo  voraz:  un  algoritmo  que  opta  por  la  mejor  elec¬ 
ción  en  cada  paso 


fíx}  es  0(g(jr)}:  \f(x)\  <  C|g{a)|  para  lodo  x  >  L  para  dos 
constantes  k  y  C 

testigos  de  la  relación  /Orí  es  el  par  de  constantes  k  y 

C  tales  que  \fix)\  <  C|g{,r)|  para  todo  a:  >  k 
f(x)  es  Üí é(-v)):  |/(  i)|  >  C|gU)|  para  todo  x  >  k,  para  dos 
constantes  k  y  C 


fix)  es  (zHgixí):  f(x)  es  a  la  vez  0(g(x))  y  &(g(x)) 
complejidad  en  tiempo:  la  cantidad  de  tiempo  requerida  por 
un  algoritmo  para  resolver  un  problema 
complejidad  en  espacio:  la  cantidad  de  espacio  de  almacena¬ 
miento  requerida  por  un  algoritmo  para  resolver  un  pro¬ 
blema 

complejidad  en  tiempo  en  el  peor  caso:  la  mayor  cantidad  de 
tiempo  requerido  por  un  algoritmo  para  resolver  un  pro¬ 
blema  de  tamaño  dado 

complejidad  en  tiempo  en  el  caso  promedio:  la  cantidad 
promedió  de  tiempo  requerido  por  un  algoritmo  para  re¬ 
solver  un  problema  de  tamaño  dado 
a\h  {a  divide  a  h):  hay  un  entero  v  tal  que  h  -  av 
primo:  un  entero  positivo  mayor  que  I  con  exactamente  dos 
d  i  v  i  so  re  s  ente  ros  pos  itiv  os 

compuesto:  un  entero  positivo  mayor  que  I  que  no  es  primo 
primo  de  [Vlersenne:  un  primo  de  la  forma  2r  I .  donde  p  es 
primo 

medí  ¿a  b)  (máximo  común  divisor  de  a  y  b)\  el  mayor  entero 
que  divide  Tanto  a  a  como  a  b 

enteros  primos  relativos:  enteros  a  y  b  tales  que  medím  h)  =  1 
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enteros  primiís  relativos  dos  a  dos:  un  conjunto  de  enteros  con  la 
propiedad  de  que  toda  pareja  de  enteros  son  primos  relativos 
manía.  b)  t mínimo  común  imilliplo  de  a  y  M:  el  menor  en- 
tero  positivo  que  es  divisible  tamo  por  a  como  por  b 
a  mi  id  h:  cuando  el  resto  de!  entero  a  es  dividido  por  el  entero 
positivo  b 

a  ^  b  (mod  tn\  (a  es  congruente  am  b  modulo  j/i):  a  -  h  es 
divisible  por  m 

cifrado:  d  proceso  de  convertir  en  secreto  un  mensaje 
descifrado:  el  proceso  de  transformar  un  mensaje  secreto  a  su 
forma  original 

n  -  Lqrq  ,  la  represen  1  ación  de  n  en  base  b 

representación  binaria:  la  represen! ación  de  un  entero  en  base  2 
representación  hexudeeimal:  la  representación  de  un  entero 
en  base  1 6 

representación  octuj:  ía  representación  de  un  entero  en  base  8 
combinación  lineal  de  a  y  h  con  coeficientes  enteros:  un 
numero  de  la  forma  su  f  th,  donde  s  y  /  son  enteros 
inverso  de  a  modulo  mi  un  entero  u  tal  que  aa  =  1  (mod  m) 
congruencia  lineal:  una  congruencia  de  la  forma  ax  =  h 
(mod  m),  donde  ,v  es  una  variable 
pseudoprimo  para  la  base  2:  un  entero  n  compuesto  tal  que 
=  1  (mod  /í) 

pseudoprimo  para  la  base  b:  un  entero  n  compuesto  tal  que 
br‘)  =  1  (mod  n) 

n uitiero  de  Carmichael:  un  número  entero  compuesto  n  tal 
que  n  es  pseudoprimo  para  la  base  h.  siendo  h  un  entero 
positivo  tal  que  mcd(fr,  n)  =  1 

cifrado  de  clave  privada:  sistema  de  cifrado  en  el  que  las 
claves  tanto  para  cifrar  como  para  descifrar  deben  mante¬ 
nerse  secretas 

cifrado  de  clave  pública:  sistema  de  cifrado  en  el  que  las 
claves  de  cifrado  son  de  conocimiento  publico,  pero  las  de 
descifrado  deben  mantenerse  en  secreto 
matriz:  una  disposición  rectangular  de  números 
suma  de  matrices:  véase  la  página  182 
producto  de  matrices:  véanse  las  páginas  182-183 
l n  i  matriz  identidad  de  orden  n\\  la  matriz  n  x  n  cuyos  ele¬ 
mentos  son  1  en  la  diagonal  y  0  en  las  demás  posiciones  de 
la  matriz 

■V  (transpuesta  de  A):  la  matriz  obtenida  a  partir  de  A  inter- 
c  a  m  b  i  a  n  d  o  1  a  s  f  i  I  as  por  I  as  co  J  u  m  n  a  s 
simétrica;  una  matriz:  es  simétrica  sí  es  igual  a  su  traspuesta 
matriz  Uoolcana;  una  matriz  en  Ja  que  sus  elementos  son  ce 
ros  u  unos 

V  v  H:  véase  página  I8b 
A  a  B:  véase  página  18b 

A  lí  I producto  brmleano  de  A  y  Bt:  véase  página  187 


RESULTADOS 


algoritmos  de  búsqueda  lineal  y  binaria:  (descritos  en  la 
Sección  2 J  > 


ordenación  por  d  método  de  la  burbuja:  una  ordenación  que 
realiza  pasadas  en  las  que  elementos  sucesivos  son  inter¬ 
cambiados  si  no  están  en  orden 
ordenación  por  inserción:  una  ordenación  que  en  c¡  paso 
j-é  simo  inserta  d  elemento  y-ésimo  en  la  posición  correc¬ 
ta  de  la  lista  con  los /-  I  primeros  elementos  ordenados 
L  a  bu  m  \  ucs la  1  i nea 1 1  ienc  co m  p  1  ej  i  d  ad  0(n ) 

La  búsqueda  binaria  tiene  complejidad  0(íog  n) 

Las  búsquedas  mediante  el  método  de  la  burbuja  y  por  inser¬ 
ción  tienen  complejidad  0(n2).  ¡og  n\  es  0(n  log  n) 

Si/,(x)  es  0% fr)j  y  f2{x)  es  0(g¿x)),  entonces  (/*  +../V)Ui  es 
0( maxtijCt),  é,(,v)j)  y  es  0(g{[x)g2{x)) 

Si  au.  a . f/(  son  números  reales,  att  ¿  0,  entonces  an  x"  + 

,  x*  1  +  . . .  +  x  +  ad  es  (7{jC)  y  ©(ari) 

Teorema  fundamental  de  Ja  aritmética:  Todo  entero  positi¬ 
vo  se  puede  escribir  de  manera  única  como  producto  de 
primos,  con  los  factores  primos  ordenados  de  forma  cre¬ 
ciente 

algoritmo  de  la  división:  Sean  a  y  d  enteros,  d  positivo,  En¬ 
tonces  hay  un  único  entero  q  y  un  único  entero  t\  0  <  r  <  d 
tales  que  a-dq  +  r 

Si  o  y  b  son  enteros  positivos,  entonces  ah  =  media,  b)  * 
memb?,  b) 

algoritmo  de  Lucí  ides:  para  calcular  el  máximo  común  divi¬ 
sor  (véase  el  Algoritmo  6  en  la  Sección  2.5) 

Sea  h  un  entero  positivo  mayor  que  I.  Si  n  es  un  entero  posi¬ 
tivo.  se  puede  expresar  de  forma  única  como  n  —  ak  1/  + 
í2,  ibUi  +  ...  +  <3,6  + 

El  algoritmo  para  calcular  la  expresión  en  base  h  de  un  entero 
(véase  el  Algoritmo  1  en  la  Sección  2.5 ) 

Los  algoritmos  convencionales  de  suma  y  multiplicación  de 
enteros  (dados  en  la  Sección  2.5) 

El  algoritmo  de  exponencíacíón  modular  (véase  el  Algoritmo  5 
en  la  Sección  2.5) 

El  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  se  puede  expresar 
como  combinación  lineal  con  coeficientes  enteros  de  los 


dos  números 

Si  m  es  un  entero  positivo  y  mcd(dr  m)  -  I T  entonces  a  tiene  un 
ú n  i  co  i  r i  v  e rso  m  ód u  I  o  m 

T  eorema  chino  del  resto:  Un  sistema  de  congruencias  lineales 
módulo  primos  relativos  dos  a  dos  tiene  una  solución  única 
módulo  el  ¡  inxlucto  de  estos  módulos 

Pequeño  Teor  una  de  Per  mal:  Si  p  es  primo  y  pXn.  entonces 
a**  1  =  I  (  <1  p) 


Cuestiones  de  repaso 


L  aj  Define  d  término  algoritmo. 

hí  ¿Cuáles  son  las  diferentes  formas  de  describir  un  al¬ 
goritmo? 

v)  ¿Cuál  es  la  diferencia  entre  un  algoritmo  para  resolver 
un  problema  y  un  programa  de  ordenador  que  resuelve 
ese  problema? 


2.  a)  Describe  en  lenguaje  natural  un  algoritmo  para  hallar 

d  mayor  entero  de  una  lista  de  n  enteros, 

b )  Expresa  este  algoritmo  e n  p sewdoc ódigo . 

c)  ¿Cuántas  comparaciones  realiza  este  algoritmo? 

3.  a)  Enuncia  la  definición  del  hecho  de  que  f{n)  es 

(7(éririb  donde  fin)  y  #(n)  son  dos  funciones  del  con- 
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junto  de  los  números  enteros  positivos  en  d  conjunto 
de  los  reates. 

b)  A  partir  de  la  definición  del  hecho  de  que  fin)  es 
0(g(n)),  decide  si  se  cumple  o  no  que  n2  +  1 4  107 
es  0(n 1). 

c )  A  p  art  i  r  de  1  a  d  e  f  i  n  i  c  i  ó  n  d  e  1  h  ec  h  o  d  e  q  u  e  /( n )  es 
Ó{^(fi))T  decide  si  se  cumple  o  no  que  n1  es  0(rr  +  18,1 
+  107). 

4.  a)  ¿Cómo  se  puede  dar  Lina  estimación  en  notación  O  de 

una  función  que  es  suma  de  diferentes  términos  que 
son  a  su  vez  el  producto  de  varías  funciones? 
b)  Da  una  estimación  en  notación  O  para  la  función  fin) 
=  (ni  +  1)(2*  +  1)  +  (rf'~2  +  8/in-  •  )(/r  +  2n).  Obten  una 
función  simple  del  menor  orden  posible  gt  para  tu  es- 
timación/í.r)  es  0(£(x}). 

5.  a)  Describe  qué  significan  Ja  complejidad  en  tiempo  en  el 

peor  caso,  en  el  caso  promedio  y  en  el  mejor  caso,  en 
términos  de  comparaciones,  de  un  algoritmo  que  bus¬ 
ca  el  menor  entero  de  una  lista  de  n  enteros, 
b)  ¿Cuál  es  la  complejidad  en  tiempo  en  el  peor  caso, 
en  el  caso  promedio  y  en  el  mejor  caso,  en  términos  de 
comparaciones,  de  un  algoritmo  que  busca  el  menor 
entero  de  una  lista  de  n  enteros  comparando  este  ente¬ 
ro  con  el  menor  encontrado  hasta  el  momento? 

6.  a )  Dése r¡t>e  I os  al g o r i  e m os  de  b u sq ued a  I  i nea  1  y  búsq u e d a 

binaria  para  localizar  un  entero  en  una  lista  de  enteros 
en  orden  creciente. 


b> 

c) 


7*  a) 


b) 

e) 


8,  a) 

i» 

C) 


9.  a) 
b) 


c) 


Compara  la  complejidad  en  tiempo  en  el  peor  caso  de 
estos  dos  algoritmos, 

¿Es  uno  de  estos  algoritmos  siempre  más  rápido  que  el 
ot ro  ( e  n  lérm  i  1 10  s  d e  com  p  a  rae  i on e  s )  ? 

Describe  el  algoritmo  de  ordenación  del  método  de  la 


burbuja. 

Utiliza  el  método  de  la  burbuja  para  ordenar  la  lista  X 
2,4,  1,3. 

Da  una  estimación  en  notación  O  para  d  número  de 
comparaciones  realizadas  por  el  método  de  ordena¬ 
ción  de  la  burbuja. 

Describe  el  algoritmo  de  ordenación  por  inserción. 
Lisa  el  algoritmo  de  ordenación  por  inserción  para  or¬ 
denar  la  lista  2,  5.  U  4,  3. 

Da  una  estimación  mediante  la  notación  O  para  e)  nú¬ 
mero  de  comparaciones  realizadas  por  la  ordenación 
por  inserción. 

Explica  el  concepto  de  algoritmo  voraz. 

Busca  un  ejemplo  de  algoritmo  voraz  que  produzca 
una  solución  óptima  y  explica  por  qué  produce  una  so¬ 
lución  óptima. 

Busca  un  ejemplo  de  algoritmo  voraz  que  no  siempre 
produzca  una  solución  óptima  y  explica  por  qué  falla 


en  algunos  casos. 

10.  Enuncia  el  Teorema  fundamental  de  la  aritmética. 

11.  a)  Describe  un  procedimiento  para  factor  izar  números 

enteros. 


b)  Usa  este  procedimiento  para  calcular  la  factorización 
de  80.707. 

L2.  u)  Define  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros. 

b)  Describe  al  menos  tres  formas  distintas  de  calcular  el 
máximo  común  divisor  de  dos  enteros.  ¿Cuándo  fun¬ 
ciona  mejor  cada  una  de  ellas? 

c)  Halla  el  máximo  común  divisor  de  1.234.567  y 
7,654321. 

d)  Hal  I  a  el  m  áx  i  mo  c orn  un  d  i  v  i  sor  de  2-  3  -  5  77y  ¡  1  y  29  3 1 55 
7*13. 

13.  a)  Determina  qué  significa  que  a  y  b  sean  congruentes 

módulo  7. 

b)  ¿Qué  pares  de  enteros  -11,  -8,  -7,  1.  0,  3  y  17  son 

congruentes  módulo  7? 

c)  Demuestra  que  si  a  y  h  son  congruentes  módulo  7. 
entonces  1 0a  +  13  y  -4 h  +  20  son  también  congruen¬ 
tes  módulo  7. 

14.  Describe  un  procedimiento  para  convertir  expresiones 
de  enteros  en  base  decimal  (base  10)  a  base  hexadeci- 
maL 

15.  a)  ¿Cómo  puedes  obtener  una  combinación  lineal  (con 

coeficientes  enteros)  de  dos  enteros  que  sea  igual  a 
su  máximo  común  divisor? 

b)  Expresa  el  mcd{84,  1 19)  como  combinación  lineal  de 
84  y  N  9. 

16.  a)  ¿Qué  significa  que  sea  un  inverso  de  a  módulo  m? 

b)  ¿Cómo  puedes  calcular  un  inverso  de  a  módulo  m 
cuando  m  es  un  entero  positivo  y  mcd(aT  m)  —  1  ? 

e)  Halla  un  inverso  de  7  módulo  19. 

17.  a)  ¿Cómo  se  puede  utilizar  un  inverso  de  a  módulo  rn 

para  resolver  la  congruencia  lineal  ax  —  b  (mod  m) 
cuando  mcd(m  m)  =  !? 

h)  Resuelve  la  congruencia  lineal  7  a  =  13  (mod  19), 

18.  a  )  Enuncia  el  Teorema  chino  del  resto. 

b)  Calcula  las  soluciones  del  sistema  a  -  1  (mod  4},*  =  2 
(mod  5)  y  x  ~  3  (mod  7). 

19.  Supongamos  que  2"  “ 1  -  1  (mod  n),  ¿Es  n  necesariamen¬ 
te  primo? 

20.  a)  ¿Qué  diferencia  hay  entre  un  cri  píos  esterna  de  clave 

pública  v  otro  de  clave  privada? 
b)  Explica  por  qué  d  sistema  de  cifrado  por  traslación  es 
un  sistema  de  clave  privada. 

e)  Explica  por  qué  el  sistema  de  cifrado  RSA  es  de  clave 
pública. 

21.  Define  el  producto  de  dos  matrices  A  y  B.  ¿Cuándo  está 
definido  este  producto? 

22.  a)  ¿Cuántas  formas  diferentes  hay  de  evaluar  el  producto 

A  A,A3A4  mediante  multiplicaciones  sucesivas  de  pa¬ 
res  de  matrices,  si  este  producto  está  definido? 
h\  Supongamos  que  A,.  Ar  A,  y  A4  son  matrices  de  ór¬ 
denes  10  x  20,  20  x  5,  5  x  10  y  10  x  5,  respectiva¬ 
mente.  ¿Cómo  se  podría  hacer  el  producto  de  estas 
matrices  realizando  el  menor  número  posible  de  muf 
1  ip  Li  c  ae  i  o  nes  de  en  te r o  s  ? 
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Problemas  complementarios 

L  at  Describe  un  algoritmo  para  localizarla  ultima  apari¬ 
ción  dd  mayor  numero  de  una  lisia  de  enteros, 
b)  Estima  el  número  de  comparaciones  realizadas. 

2.  a)  Describe  un  algoritmo  para  encontrar  el  mayor  de¬ 

mento  y  d  segundo  mayor  elemento  de  una  lista  de 
en  teros. 

h)  Estima  d  numero  de  comparaciones  realizadas. 

3.  a)  Escribe  un  algoritmo  para  determinar  si  una  cadena  de 

bits  tiene  dos  ceros  consecutivos, 
b)  ¿Cuántas  comparaciones  realiza  este  algoritmo? 

4.  u)  Supongamos  que  una  lista  contiene  enteros  que  están 

ordenados  de  menor  a  mayor  y  los  números  se  pueden 
repetir  en  la  lista.  Inventa  un  algoritmo  que  localice 
todas  las  apariciones  de  mi  entero  x  en  la  lista, 
b)  Estima  el  número  de  comparaciones  realizadas. 

5.  ¡\)  Adapta  el  Algoritmo  I  de  la  Sección  2.1  para  obtener 

el  máximo  y  el  mínimo  de  una  sucesión  de  n  elemen¬ 
tos  empleando  un  máximo  y  un  mínimo  provisionales 
que  se  actualicen  a  medida  que  los  elementos  se  exa¬ 
minan  sucesivamente. 

b)  Describe  d  algoritmo  dd  apartado  (a)  en  pseudocódigo. 

c)  ¿Cuántas  comparaciones  entre  elementos  de  la  suce¬ 
sión  realiza  este  algoritmo?  (No  se  cuentan  las  com¬ 
paraciones  necesarias  para  determinar  si  se  ha  llegado 
al  final  de  la  sucesión)* 

6.  a)  Describe  con  detalle  los  pasos  de  un  algoritmo  que 

busque  el  máximo  y  el  mínimo  de  una  sucesión  de  n 
elementos  examinando  pares  de  elementos  sucesivos, 
manteniendo  un  máximo  y  un  mínimo  provisionales.  Si 
ti  es  impar,  tanto  d  máximo  como  el  mínimo  provisto 
nales  se  inicial  izarán  con  ei  valor  dd  primer  término.  Si 
n  es  par.  el  máximo  y  d  mínimo  provisionales  se  mi¬ 
elo  I  izarán  comparando  los  dos  primeros  elementos, 
l  amo  d  máximo  como  el  mínimo  provisionales  se  de¬ 
berán  actualizar  comparando  su  valor  con  el  máximo  y 
mínimo  de  cada  par  de  elementos  que  se  estén  exami¬ 
nando  en  cada  paso. 

b)  Expresa  en  pseudocódigo  el  algoritmo  descrito  en  el 
apartado  (a). 

el  ¿Cuántas  comparaciones  entre  elementos  de  la  suce¬ 
sión  realiza  este  algoritmo?  (No  se  cuentan  las  com¬ 
paraciones  necesarias  para  determinar  si  se  ha  llegado 
al  Final  de  la  sucesión).  ¿Cómo  es  este  numero  en  re¬ 
lación  al  número  de  comparaciones  del  algoritmo  del 
Problema  5? 

*1*  Demuestra  que  la  complejidad  en  el  peor  caso  en  térmi¬ 
nos  de  comparaciones  de  un  algoritmo  que  calcula  el 
máximo  y  el  mínimo  de  n  elementos  es  ai  menos 

r3n/2l-2. 

K.  Escribe  un  algoritmo  eficiente  para  hallar  el  segundo 
mayor  elemento  de  lina  sucesión  de  n  elementos  y  deter¬ 
mina  la  complejidad  en  el  peor  caso  de  tu  algoritmo. 

La  ordenación  por  el  método  de  la  sacudida  (shaker  sort  en 
terminología  inglesa),  o  método  de  la  burbuja  hrdireccíonal, 
compara  sucesivamente  pares  adyacentes  de  elementos,  inter¬ 
cambiándolos  si  no  están  ordenados»  y  dando  pasadas  alterna¬ 


tivamente  ilesde  el  principio  al  final  de  la  lista  y  luego  desde  el 
final  al  principio,  hasta  que  no  se  requieran  más  intercambios. 


9.  Detalla  los  pasos  realizados  por  el  método  de  la  sacudida 
para  ordenar  la  lista  3»  5»  E4,  6t  2, 

1 0*  Expresa  en  pseudocódigo  la  ordenación  por  el  método  de 
h  sacudida. 

1 1.  Demuestra  que  la  ordenación  por  el  método  de  la  sacu¬ 
dida  tiene  una  complejidad  0(/r)  medida  en  términos 
dd  numero  de  comparaciones  que  realiza, 

12.  Explica  por  qué  la  ordenación  por  el  método  de  la  bur¬ 
buja  es  eficiente  para  ordenar  las  listas  que  están  casi 
c  t  >rre  e ram  en  l  c  o  rde  midas, 

13.  Demuestra  que  (n  log  n  +  nlf  es  0{if). 

14.  Demuestra  que  8.vJ  +  IZv  +  100  log  x  es  0(xJ)> 

15.  Da  una  estimación  en  notación  O  para  (jt  +  _v(log  x)})  ♦ 


16.  Halla  una  estimación  en  notación  O  para  ^  ^ 

*17.  Justifica  que  n\  no  es  0{2n). 

*  1 8.  Justifica  que  n  no  es  O(nl), 

19.  I  talla  los  números  congruentes  con  5  módulo  17. 

2(1.  Demuestra  que  si  a  y  ¿I  son  enteros  positivos,  entonces 
hay  dos  enteros  r  y  r  tules  que  a  ~  de  +  r,  donde  -di 2  < 
r<  d/2. 


*21. 

*22. 

23. 

24. 

25. 

26. 


27. 

28. 


Demuestra  que  sí  m  h  be  (mod  m),  entonces  a  =  b 
(mod  m¡d)w  donde  d  =  mcd(w,  c). 

¿(  uárilns  ceros  hay  al  final  de  la  expresión  binaria  de 
1001t3!? 

\  ái]  iza  el  algoritmo  de  Euc  lides  para  calcular  d  máximo 
común  divisor  de  10.233  y  3334  E 
¿Cuántas  divisiones  se  requieren  para  calcular  el 
medí  144.  233}  usando  d  algoritmo  de  Lucí  ides? 

Halla  el  medí  2//  +  E  2n  +  2),  donde  n  es  un  entero  posi¬ 
tivo.  Undktiríón:  Utiliza  el  algoritmo  de  Euclides). 
al  Demuestra  que  si  a  y  b  son  enteros  positivos»  a  >  b , 
entonces  muI(tíT  h)  =  a  si  a  =  h;  me á(a,  b)  =  2 
mcd(ú/2,  h  /  2)  si  a  y  h  son  pares;  medía,  b)  = 
mcdto/2,  b)  si  u  es  par  y  h  es  impar,  y  medítf,  h)  - 
medid  -  />»  h\  si  tanto  a  corno  b  son  impares, 
bí  Explica  cómo  utilizar  el  apartado  (ai  para  construir  m 
algoritmo  que  calcule  d  máximo  común  divisor  de 
dos  en  teros  postó  Vos  realizando  sólo  comparaciones, 
restas  y  desplaza  trienios  [operación  con  bits  descrita 
en  d  Ejemplo  8  c  e  la  Sección  2.5  j  de  expresiones  bi¬ 
narias»  sin  usar  divisiones. 

c)  I  Ialla  d  medí  I  202.  4  848)  empleando  este  algoritmo. 
Demuestra  que  un  entero  es  divisible  por  9  si,  v  sólo  si,  la 
suma  de  sus  cifras  decimales  es  divisible  por  9. 
a  l  Explica  por  que  n  (Jív  7  es  igual  al  número  de  semanas 
que  hay  en  n  días. 

I>)  Explica  por  que  ti  div  24  es  igual  al  número  de  días 
que  hay  en  n  horas. 


Eos  elementos  de  un  conjunto  de  enteros  se  llama  mutua¬ 
mente  primos  relativos  si  d  máximo  común  divisor  de  estos 
enteros  es  I. 
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29,  Determina  si  estos  conjuntos  de  enteros  son  primos  rela¬ 
tivos  colectivamente: 

ai  8,  10,  12  b)  i2a  1x25 

c)  i 5,  21,28  d)  21,14,  28,  32 

30,  Obten  un  conjunto  de  cuatro  enteros  primos  relativos  colec¬ 
tivamente  tales  que  ningún  pardo  dios  sea  primo  relativo. 

31,  a)  Supongamos  que  ciframos  mensajes,  escritos  en  un  al¬ 

fabeto  de  26  letras,  usando  la  función  fip)  =  (ap  +  b) 
jitod  26,  donde  medía,  26)  =  1 .  Obten  una  función 
pa  r  a  de  se  i  f ra  r  los  mens  aje  .s  e  n  c  ti  p  t  a  dos. 
b)  El  siguiente  mensaje  LJMRG  MGMXF  QEXMW  fue 
cifrado  usando  ía  función  f(p)  =  (Ip  +  10)  mod  26, 
¿cuál  fue  el  mensaje  original  enviado  en  inglés  (alfa¬ 
beto  de  26  letras,,  por  tanto)? 

32,  Demuestra  que  el  sistema  de  congruencias  v  =  2 
(mod  6)  y  r  =  3  (mod  9)  no  tiene  soluciones, 

33,  C  alaria  todas  las  soluciones  del  sistema  de  congruen¬ 
cias  x  =  4  (mod  ó)  y  x  =  1 3  (mod  15). 

*34.  a)  Demuestra  que  el  sistema  de  congruencias  x  ~  a 
(mod  m})  y  x  ~  a2  (mod  m2)  tiene  solución  sí,  y  solo 
si,  medfi^.mj  \at  -  ar 

35.  Halla  A"  si  A  es 

-  0  1" 

i  •'  o; 

36.  Demuestra  que  si  A  -  el,  donde  c  es  un  número  real  e  [ 
es  la  matriz  identidad  n  x  n .  entonces  AJÍ  -  BA  siempre 
que  B  sea  una  matriz  n  x  n 

37.  Demuestra  que  si  A  es  una  matriz  2x2  tal  que  AB  =  BA 
para  toda  matriz  B  de  orden  2,  entonces  A  -  ri,  donde  c 
es  un  número  real  c  í  es  la  matriz  identidad  2x2. 

Una  matriz  de  orden  n  se  llama  triangular  superior  si  a  0 
para  i  >  j. 


38,  A  partir  de  la  definición  del  producto  de  matrices,  inven¬ 
ta  un  algoritmo  para  hallar  el  producto  de  dos  matrices 
triangulares  superiores  que  ignore  aquellos  productos 
que  son  automáticamente  iguales  a  cero. 

39,  Da  una  descripción  en  pscudocódigo  del  algoritmo  de  I 
Problema  18  para  multiplicar  dos  matrices  triangulares 
superiores, 

40,  ¿Cuántas  multiplicaciones  de  elementos  se  realizan  en  el 
algoritmo  del  Problema  38  para  multiplicar  do$  matrices 
triangulares  superiores  n  X71? 

41,  Demuestra  que  si  A  y  B  son  matrices  inven! bles  y  existe 
AB,  entonces  (AB)-1  =  B  A 

42,  ¿Cuál  es  d  mejor  orden  para  hacer  el  producto  ABO) 
si  A,  B,  C  y  I)  son  matrices  de  órdenes  30  x  10, 
10  x  40,  40  x  50  y  50  x  30,  respectivamente?  Supon 
que  d  nú  mero  de  multiplicaciones  de  elementos  nece¬ 
sarios  para  multiplicar  una  matriz  p  x  q  por  oirá  q  x  r 
es  pqr. 

43,  Sea  A  una  matriz  n  x  n  y  sea  0  la  matriz  n  x  n  con  todos 
sus  elementos  iguales  a  cero.  Justifica  que  las  siguientes 
igualdades  son  conectas: 

a)  A  ©  0  =  0  Q  A  =  0  b)  A  v  0  =  0  v  A  =  A 
c)  A  A  0  =  t!  A  A  -  0 

44,  Demuestra  que  si  los  valores  de  unas  monedas  son  rif  c\ 

C.  donde  k  y  c  son  enteros  positivos,  c  >  1,  el  algo¬ 
ritmo  voraz  siempre  dará  el  cambio  usando  el  menor  nú¬ 
mero  posible  de  monedas. 

45,  Escribe  un  algoritmo  para  localizar  un  número  entre  1  y 
2n  -  I  localizando  sucesivamente  cada  bit  de  su  expre¬ 
sión  binaria. 

46,  Determina  Ja  complejidad  dd  algoritmo  que  busca  un 
número  entre  1  y  2n  -  1  comparando  sucesivamente  con 
cada  bit  de  su  expresión  binaria,  en  términos  dd  número 
de  comparaciones  de  bits. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  V  SALIDAS  Ql  E  SE  ESPECIFICAN 


1.  Dada  una  lista  tic  n  enteros,  halla  el  mayor  entero  de  la 
lisia, 

2.  Dada  una  lista  de  n  enteros,  halla  la  primera  y  la  última 
aparición  del  mayor  entero  de  la  lista. 

3.  Dada  una  lista  de  n  enteros  distintos,  determina  la  posi¬ 
ción  de  un  entero  utilizando  una  búsqueda  lineal 

4.  Dada  una  lista  ordenada  de  n  enteros  distintos,  determi¬ 
na  Ja  posición  de  un  entero  utilizando  una  búsqueda  bi¬ 
naria. 

5.  Dada  una  lista  de  n  enteros,  ordénala  mediante  d  método 
de  la  burbuja. 

6.  Dada  una  lista  de  n  enteros,  ordénala  mediante  la  urde- 
nación  por  inserción. 

7.  Dado  un  entero  n,  usa  el  algoritmo  voraz  para  dar  cambio 
de  n  céntimos  en  monedas  de  25,  10,  5  y  I  céntimos. 

8.  Dada  una  lista  ordenada  de  tt  enteros  y  un  entero  \  en 
ella,  calcula  el  numero  de  comparaciones  realizadas  para 


determinar  3a  posición  de  x  en  la  lista  empleando  una 
búsqueda  lineal  y  una  búsqueda  binaria. 

9,  Dada  una  lista  de  enteros,  determina  el  número  de  com- 

I  paradones  realizadas  por  el  método  de  la  burbuja  y  de 
ordenación  por  inserción  para  ordenar  esta  lista. 

0.  Dado  un  entero  positivo,  determina  si  es  primo. 

I.  Dado  un  mensaje,  lo  cifra  usando  el  método  de  César,  y 
viceversa:  dado  un  mensaje  cifrado  empleando  el  método 
de  César,  lo  descifra. 

12.  Dados  dos  enteros  positivos,  calcula  su  máximo  común 
divisor  utilizando  el  algoritmo  de  Euc  lides. 

13.  Dados  dos  enteros  positivos,  calcula  su  mínimo  común 
múltiplo. 

*  1 4.  Dado  1 1  n  en  tero  pos  itiv  o,  ha  lia  su  de  s  c  u  r  n  pos  i  c  1  ón  e  n  fue  - 
lores  primos.  & 

¿5.  Dado  un  cutero  positivo  y  un  entero  positivo  b  mayor 
que  !,  calcula  la  expresión  en  base  h  de  este  entero. 
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16*  Dado  los  enteros  positivos  <i,  b  y  m  >  1,  halla  ¿Y  nmd  m. 

17.  Dado  un  entero  positivo,  halla  tu  expresión  de  Cantor 
de  este  entero  (véase  el  preámbulo  al  Problema  44  de  la 
Sección  2.5), 

IH.  Dado  un  entero  positivo  un  módulo  m,  el  multiplicador 
a,  el  incremento  c  y  la  semilla  a0?  0  <a<  m,  0  <  c  <  m  y 
0  <  ,vM  <  tju  genera  la  sucesión  de  n  números  pseudoaíea- 
torios  usando  el  generador  de  congruencia  lineal  _tw  +  x  - 
(«.i  +  c)  morí  ?)L 

19,  Dados  los  enteros  positivos  ü  y  b ,  calcula  aquellos  ente¬ 
ros  s  y  t  tales  que  sa  +  th  =  medfer*  h). 

20,  Dadas  n  congruencias  lineales  con  módulos  primos  rela¬ 
tivos  dos  a  dos,  encuentra  la  solución  simultánea  a  estas 
congruencias  módulo  el  producto  de  estos  módulos. 


21.  Dada  una  matriz  A  de  orden  jrx  k  y  una  matriz  B  de  or¬ 
den  k  x  n,  calcula  AB. 

23.  Duda  una  matriz  cuadrada,  determina  si  es  simétrica. 

24.  Dada  una  matriz  A  ny  x  una  matriz  B  n2  x  n v  una  ma¬ 
triz  C  ti  x  nA  y  una  matriz  1>  n4  x  ny  todas  con  elementos 
enteros,  determina  el  orden  más  eficiente  para  multiplicar 
estas  matrices  ten  términos  del  número  de  sumas  y  pro¬ 
ductos  de  enteros), 

25.  Dadas  dos  matrices  booleanas  m  x  tt  A  y  B.  calcula 
A  v  B  y  A  a  B, 

2f>,  Dadas  una  matriz,  booleana  A  m  X  k  y  una  matriz  boolea- 
na  B  k  x  n*  calcula  el  producto  booleano  de  A  y  B, 

27.  Dada  una  matriz  cuadrada  booleana  A  y  un  entero  posi¬ 
tivo  >?,  halla  Akl 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


1.  Sabemos  que  tih  es  OUf)  cuando  h  y  d  son  números  posi¬ 
tivos,  d  >  2,  Calcula  los  valores  de  las  constantes  C  y  k  ta* 
les  que  nh  <  Cit  si  x>  k  para  cada  uno  de  estos  conjuntos 
de  valores:  h  =  10,  d  =  2:  b  =  20,  d  =  3;b=í  .000,  d  =  7. 

2.  Halla  el  cambio  para  distintos  valores  de  n  con  monedas  de 
diferente  valor  empleando  el  algoritmo  voraz  y  determina  si 
se  utilizó  el  mínimo  numero  de  monedas  posible.  ¿Puedes 
encontrar  las  condiciones  en  las  que  el  algoritmo  voraz  ga¬ 
rantice  el  cambio  con  el  menor  número  de  monedas  posible? 

3.  Usando  un  generador  de  ordenaciones  aleatorias  de  los 

enteros  L  2 . il  calcula  el  número  de  comparaciones 

realizadas  al  ordenarlos  mediante  el  método  de  la  burbuja, 
e I  de  i  n  se  re  \  ó  n ,  el  de  i  n  se  re  i  ó  n  h  i  n  ari  a  y  el  de  se  1  e  cc  i  ón . 

4.  Determina  si  21'  -  I  es  primo  para  cada  uno  de  los  primos 

menores  que  100. 

5.  Determina  si  son  primos  un  grupo  de  números  de  M ta¬ 
se  nne  2''  -  L  (Puedes  utilizar  software  del  proyecto 
GÍMPS). 

6.  Demuestra  que  ti  f  n  +  4 1  es  primo  para  todo  entero  n  si 
0  <  n  <  39,  pero  no  es  primo  cuando  n  -  4ÍL  ¿Hay  algún 


polinomio  con  coeficientes  enteros  y  grado  mayor  que 
cero  tal  que  su  valor  siempre  sea  primo  cuando  su  variable 
n  es  un  entero  positivo? 

7,  Obten  tantos  primos  como  puedas  de  la  forma  ?r  +  I, 
donde  n  es  un  entero  positivo.  No  se  sabe  si  hay  un  nú¬ 
mero  infinito  de  tales  primos. 

ü.  \  talla  1 0  primos  diferentes  cada  uno  con  100  dígitos. 

9.  ¿Cuántos  primos  hay  menores  que  un  millón?  ¿Y  menores 
que  diez  millones?  ¿Y  menores  que  cien  millones?  ¿Pue¬ 
des  dar  tma  estimación  del  número  de  primos  menores 
que  un  número  entero  positivo  Y? 

10.  Halla  un  factor  primo  de  cada  uno  de  1 0  enteros  impares 
diferentes  de  20  dígitos,  seleccionados  al  azar.  Obten  una 
idea  de  cuánto  tiempo  se  necesita  para  obtener  un  factor  de 
cada  uno  de  estos  enteros.  Haz  Lo  mismo  con  10  enteros 
impares  diferentes  de  30  dígitos,  10  enteros  impares  dife¬ 
rentes  de  40  dígitos  y  así  sucesivamente  con  números  tan 
grandes  corno  sea  posible. 

1  L  Halla  todos  los  pseudoprimos  para  la  base  2  [los  enteros 
compuestos  n  tal  que  2"  1  =  1  ímod  n)\  con  n  <  lO.ÍXXf 


Redacción  de  proyectos 

RED  ACTA  l  N  TRABAJO  Ql  E  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  M  \NEJANIJO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


L  Examina  la  historia  de  la  palabra  algoritmo  y  describe  el 
uso  de  esta  palabra  én  escritos  antiguos. 

2.  Estudia  la  definición  original  de  Bachmann  de  la  nota¬ 
ción  í?.  Explica  cómo  él  y  otros  matemáticos  han  utilizado 
esta  notación. 

3.  Explica  cómo  ios  algoritmos  de  ordenación  se  pueden  cla¬ 
sificar  siguiendo  una  taxonomía  basada  en  d  principio  en 
los  que  se  fundamenten. 

4.  Describe  el  algoritmo  de  ordenación  radix. 


5.  Describe  qué  se  quiere  decir  con  algoritmo  paralelo.  Ex¬ 
plica  cómo  se  puede  extender  el  pseudocódigo  utilizado  en 
este  libro  para  tratar  algoritmos  paralelos. 

Explica  cómo  se  puede  medir  la  complejidad  en  algorit¬ 
mos  paralelos,  13a  algunos  ejemplos  para  ilustrar  este  con¬ 
cepto.  mostrando  cómo  los  algoritmos  paralelos  pueden 
trabajar  más  rápidamente  que  los  que  no  operan  en  para¬ 
lelo  (secuencia  les). 

7,  Describe  el  test  de  Lucas  Lehmer  para  determinar  si  un 
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número  de  Mersenoe  es  primo.  Describe  los  progresos 
del  proyecto  G1MPS  relativos  a  la  búsqueda  de  primos 
de  Mersenne  utilizando  este  test. 

S-  Explica  cómo  se  utilizan  los  tests  de  primal  idad  proba  bi 
lísiieos  en  la  práctica  para  producir  números  muy  grandes 
que  son  casi  con  toda  seguridad  números  primos.  ¿Tienen 
estos  tests  alguna  limitación? 

*).  La  cuestión  de  si  hay  o  no  un  numero  infinito  de  números 
de  Cannichacl  lúe  resuella  recientemente  tras  permanecer 
sin  respuesta  durante  más  de  setenta  y  cinco  años.  Descri¬ 
be  cómo  se  llegó  a  la  demostración  de  que  hay  infinitos 
n  ú  m e ro s  de  ( 'aim  i  c h  ae  1 . 

10.  Resume  el  estado  actual  de  los  algoritmos  de  faetón  nación 
de  enteros  en  términos  de  su  complejidad  y  del  tamaño  de 
los  números  que  se  pueden  factor  i  zar.  ¿Cuándo  piensas 
que  será  factible  factorizar  números  de  200  dígitos? 

1 1.  Describe  los  algoritmos  que  se  emplean  en  los  ordenado¬ 
res  modernos  para  sumar,  restar,  multiplicar  y  dividir  en¬ 
teros  positivos. 

12*  Describe  la  historia  del  Teorema  chino  del  resto.  Describe 
algunos  de  los  problemas  relevantes  expuestos  en  los  tex¬ 
tos  chinas  v  hindúes  y  cómo  se  aplica  este  teorema  en 
ellos. 

13.  ¿Cuándo  son  los  números  de  una  sucesión  verdaderamen¬ 


te  aleatorios  y  no  meramente  pseudoaleatorios?  ¿Qué  de¬ 
fectos  se  han  observado  en  simulaciones  y  experimentos 
en  los  que  se  usan  números  pseudoale atorios?  ¿Qué  pro¬ 
piedades  tienen  los  números  pseudoa! cato ríos  que  tos 
aleatorios  no  deberían  tener? 

14.  Describe  cómo  funciona  la  criptografía  de  clave  pública, 
¿Son  seguros  teniendo  en  cuenta  d  estado  actual  de  los  al¬ 
goritmos  de  factorixación?  Las  técnicas  de  criptografía 
de  clave  pública  consideradas  seguras  en  la  actualidad 
¿serán  inseguras  en  el  futuro? 

15.  Describe  cómo  se  puede  utilizar  ¡a  criptografía  de  clave 
pública  para  enviar  mensajes  secretos  firmados  de  tal  for¬ 
ma  que  el  receptor  pueda  estar  relativamente  seguro  de 
que  el  mensaje  iue  enviado  por  la  persona  que  dice  haber 
lo  hecho. 

16.  Demuestra  cómo  se  puede  utilizar  una  congruencia  para 
decir  qué  día  de  la  semana  es  un  día  cualquiera. 

17.  Describe  algunos  de  los  algoritmos  empleados  para  mul¬ 
tiplicar  eficientemente  números  enteros  grandes. 

18.  Describe  algunos  de  los  algoritmos  utilizados  para  multi¬ 
plicar  eficientemente  matrices  de  órdenes  grandes. 

I**.  Describe  el  críptosistema  de  Rabin  de  clave  pública,  ex¬ 
plicando  como  cifrar  y  descifrar  mensajes  y  por  qué  es 
adecuado  como  criptosi stema  de  clave  pública. 


‘ 


En  el  Capítulo  1  se  introdüjeron  las  reglas  de  inferencia  y  los  métodos  de  demostración-  En 
las  ultimas  secciones  de  los  Capítulos  í  y  2  utilizamos  estos  métodos  para  demostrar  di¬ 
versos  resultados.  No  obstante,  no  se  comentó  el  proceso  de  formulación  de  conjeturas  y, 
por  tanto,  tampoco  la  comprobación  de  si  una  conjetura  es  o  no  correcta.  En  este  capítulo  tratare¬ 
mos  brevemente  este  proceso  y  proporcionaremos  pautas  para  seleccionar  en  cada  caso  las  téc¬ 
nicas  adecuadas  de  nuestro  «arsenal»  de  métodos  de  demostración,  así  como  para  construir  de¬ 
mostraciones  utilizando  estas  técnicas.  También  estudiaremos  e!  papel  que  desempeñan  los  con¬ 
trae  jem  píos  en  este  proceso. 

En  este  capítulo  discutiremos  algunas  propiedades  importantes  de  las  sucesiones  y  las  cade¬ 
nas,  Definiremos  la  noción  de  conjunto  numerable  y  demostraremos  que  el  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  racionales  lo  es.  Demostraremos  también  que  el  conjunto  de  los  números  reales  no  es  nu¬ 
merable  usando  una  técnica  llamada  argumento  de  diagonali/ación. 

Muchas  sentencias  matemáticas  declaran  que  una  propiedad  es  verdadera  para  todos  los  ente¬ 
ros  positivos-  Ejemplos  de  tales  sentencias  son  que  para  todo  entero  positivo  n  se  cumple  que  ni  <  n\ 
que  rr  n  es  divisible  por  3  y  que  la  suma  de  tos  n  primeros  enteros  positivos  es  n(n  +  ! )/2L  Uno  de 
los  principales  objetivos  de  este  capítulo,  y  del  libro  en  general  es  dar  al  estudiante  una  comprensión 
profunda  de  la  inducción  matemática,  método  que  se  usa  para  demostrar  resultados  de  este  tipo. 

En  los  Capítulos  !  y  2  definimos  explícitamente  conjuntos  y  funciones.  Describirnos  con¬ 
juntos  enumerando  sus  elementos  o  dando  alguna  propiedad  que  los  caracterice.  Dimos  fórmulas 
para  los  valores  de  las  funciones.  Hay  otra  importante  manera  de  definir  tales  objetos,  basada  en  la 
inducción  matemática.  Para  definir  una  función  se  especifican  algunos  valores  iniciales  y  se  da  una 
regla  para  obtener  los  valores  siguientes  a  partir  de  los  ya  conocidos.  Se  pueden  definir  los  eon- 
junios  enumerando  algunos  de  sus  elementos  y  dando  regias  para  construir  elementos  a  partir  de 
los  elementos  conocidas  deí  conjunto.  Tales  definiciones,  llamadas  definiciones  recursivas ,  se  usan 
con  mucha  frecuencia  en  la  matemática  discreta  y  las  ciencias  de  la  computación.  Una  vez  que  he¬ 
mos  definido  un  conjunto  recursivamente;  podernos  ulüizar  un  método  de  demostración  llamado 
inducción  estructural  para  demostrar  resultados  acerca  de  este  conjunto. 

Cuando  se  especifica  un  procedimiento  para  resolver  un  problema,  este  procedimiento  siem¬ 
pre  da  la  solución  correcta.  Comprobar  que  se  obtiene  un  resultado  correcto  para  un  determinado 
conjunto  de  valores  de  entrada  no  basta  para  mostrar  que  el  procedimiento  funciona  siempre 
correctamente.  Que  un  procedimiento  es  correcto  sólo  se  puede  garantizar  demostrando  que 
siempre  obtiene  el  resultado  correcto.  La  sección  final  de  este  capítulo  contiene  una  introducción 
a  técnicas  de  verificación  de  programas.  Son  técnicas  fórmales  para  verificar  que  los  procedi¬ 
mientos  son  correctos.  La  verificación  de  programas  sirve  como  base  para  intentar  demostrar  de 
forma  mecánica  que  un  programa  es  correcto. 

3.1  Estrategias  (le  demostración 


INTRODUCCIÓN 


En  la  Sección  1.5  se  introdujeron  algunos  de  los  métodos  mus  impon antes  de  demostración  y  se 
ilustró  cómo  se  usa  cada  uno  de  ellos.  En  las  Secciones  1 ,6-1.8  y  en  ei  Capítulo  2  utilizamos  estos 
métodos  para  demostrar  una  gran  variedad  de  teoremas.  Sin  embargo,  la  estrategia  de  demostra¬ 
ción  de  los  teoremas  sólo  se  discutió  brevemente.  Esta  estrategia  incluye  la  seleecióñ  de  un  método 
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EJEMPLO  1 


Ejemplos 

atJkvk)T!ak-íi 


de  demostración  para,  posteriormente,  basándonos  en  este  método,  construir  paso  a  paso  un  ar¬ 
gumento  válido.  En  esta  sección  estudiaremos  aspectos  esenciales  de  las  demostraciones.  Haremos 
algunas  sugerencias  sobre  cómo  encontrar  una  demostración  para  un  teorema.  Como  ya  conoce¬ 
rnos  un  conjunto  de  métodos  de  demostración,  podemos  investigar  con  más  profundidad  cómo  se 
construyen  realmente  las  demostraciones.  En  particular,  describiremos  algunos  trucos,  entre  los 
que  incluimos  corito  se  pueden  encontrar  demostraciones  trabajando  del  final  hacia  el  principio  {al 
revés  de  lo  normal),  adaptar  demostraciones  conocidas  y  hacer  uso  del  método  de  demostración 
por  casos. 

Cuando  un  matemático  trabaja.  Lomuda  conjeturas  e  intenta  demostrar  que  éstas  se  cumplen 
o  que  no  se  cumplen.  Describiremos  brevemente  este  proceso.  Además,  proporcionaremos  ayuda 
útil  para  construir  demostraciones  y  formular  conjeturas.  Diremos  algo  sobre  contraejemplos.  Des¬ 
cribiremos  el  papel  que  desempeñan  los  contraejemplos  a  la  hora  de  resolver  algunas  conjeturas  es¬ 
tablecidas  desde  hace  tiempo.  Además,  discutiremos  algunos  problemas  interesan  les  que  quedan 
sin  resolver. 

Finalmente,  presentaremos  una  demostración  por  reducción  al  absurdo  tic  un  resultado  im¬ 
portantísimo  en  ciencias  de  la  computación.  Demostraremos  que  no  existe  un  procedimiento  ge¬ 
neral  que  pueda  determinar»  dado  un  programa  y  sus  dalos  de  entrada,  si  el  programa  concluirá  o 
no  en  algún  momento  cuando  se  ejecuta  con  dichos  datos  de  entrada. 


ESTRATEGIAS  DE  DEMOSTRACIÓN 

Hacer  demostraciones  puede  ¡legar  a  ser  un  reto.  Cuando  te  enfrentas  a  una  sentencia  que  hay  que 
demostrar  puedes,  en  primer  lugar,  reemplazar  los  términos  por  sus  definiciones  y  analizar  con 
atención  el  significado  de  las  hipótesis  y  la  conclusión.  Una  vez  hecho  esto,  puedes  intentar  de¬ 
mostrar  el  resultado  usando  uno  de  los  métodos  de  demostración  disponibles.  Generalmente,  si  la 
sentencia  es  una  implicación,  deberías  intentar  primero  una  demostración  directa:  si  falla,  puedes 
intentar  una  demostración  indirecta.  Si  ninguno  de  estos  intentos  funciona,  podrías  intentar  una  de¬ 
mostración  por  reducción  al  absurdo. 

RAZONAMIENTO  HACIA  DELANTE  V  HACIA  ATRÁS  En  cualquier  método  que  elijas 
necesitas  un  punto  de  partida.  Para  empezar  una  demostración  direcra  para  una  implicación,  pue¬ 
des  comenzar  con  Lis  hipótesis.  Utilizando  estas  hipótesis,  se  puede  construir  una  demostración  uti¬ 
lizando  una  secuencia  de  pasos  que  conduzca  a  la  conclusión.  Este  tipo  de  razonamiento,  llamado 
razonamiento  hacia  delante,  es  el  tipo  más  común  empicado  para  demostrar  resultados  relativa¬ 
mente  simples.  De  forma  similar,  con  un  razonamiento  indirecto,  puedes  comenzar  con  la  negación 
de  la  conclusión  y,  mediante  una  secuencia  de  pasos,  obtener  la  negación  de  las  hipótesis. 

Por  desgracia,  el  razonamiento  hacia  delante  es  a  menudo  difícil  de  utilizar  para  demostrar  re¬ 
sultados  complejos,  porque  e!  razonamiento  necesario  para  alcanzar  la  conclusión  deseada  puede 
estar  lejos  de  ser  obvio.  En  tales  casos  puede  utilizarse  un  razonamiento  hacia  atrás .  Para  de¬ 
mostrar  una  proposición  q  utilizando  un  razonamiento  hacia  atrás  buscamos  una  proposición  p  que 
podamos  demostrar  con  la  propiedad  p  — >  <¡.  (Ten  en  cuenta  que  no  sirve  de  nada  encontrar  una 
proposición  r  que  puedas  demostrar  tal  que  q  — >  r.  puesto  que  deducir  de  q  — »  r  y  r  que  q  es  ve]  - 
dadora  es  la  falacia  de  afirmar  la  conclusión).  En  los  Ejemplos  1  y  2  se  ilustra  el  razonamiento  lu¬ 
cid  atrás.  i 

Dados  dos  números  reales  positivos  a  y  />.  su  media  aritmética  es  [a  +  b)¡2  y  su  media  geomé¬ 
trica  es  'jah.  Cuando  comparamos  las  medias  aritmética  y  geométrica  de  un  par  de  números  reales 
positivos  distintos,  encontramos  que  la  media  aritmética  es  siempre  mayor  que  ia  geométrica.  (Por 
ejemplo,  cuando  a  =  4  y  h  =  ó,  tenemos  que  5  -  (4  +  6)/2  >  >[4  -  6  =  v24).  ¿Puedes  demostrar  que 
esta  desigualdad  es  siempre  cierta? 

Solución:  Para  demostrar  que  (a  +  h)¡ 2  >  \ab  cuando  a  y  />  son  reales  positivos  distintos,  pode¬ 
mos  trabajar  hacia  atrás,  Construimos  una  secuencia  de  desigualdades  equivalentes  (dejamos 
para  el  lector  la  demostración  de  que  cada  dos  desigualdades  sucesivas  son  equivalentes  usando  el 
hecho  de  que  a  y  h  son  reales  positivos).  1  ,as  desigualdades  equivalentes  son 
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EJEMPLO  2 


(a  +  b)/2  >  \¡ab, 

(a  +  h)1/ 4  >  ah 
(a  +  b)2  >  4ah. 
a 2  +  2 ah  +  b7  >  4 cib. 
a2  lab  +  ir  >  Oj 
(a  -h)2  >  0. 

Como  (a  -  b)2  >  0  cuando  a  #  Ir  se  sigue  que  la  desigualdad  final  es  correcta.  Como  todas  estas 
desigualdades  son  correctas,  se  sigue  que  (a  +  h)j 2  >  \ah  cuando  a  *  b.  Una  vez  construida  esta 
demostración,  podemos  construir  fácilmente  una  demostración  hacia  delante.  Dejamos  esto  para  el 
lector,  ^ 

Supongamos  que  dos  personas  juegan  por  tumos  quitando  L  2  o  3  piedras  cada  vez  de  un  montón 
que  tiene  inicialmente  15  piedras.  La  persona  que  quita  la  última  piedra  gana.  Demuestra  que  el 
primer  jugador  puede  ganar  el  juego,  no  importa  lo  que  haga  el  segundo. 

Solución:  Para  demostrar  que  el  primer  jugador  puede  ganar  siempre,  trabajamos  hacia  atrás.  En 
el  último  paso,  el  primer  jugador  puede  ganar  sí  quedan  en  la  pila  1,  2  o  3  piedras.  El  segundo  ju¬ 
gador  está  obligado  a  dejar  1 , 2  o  3  piedras  si  éste  se  encuentra  con  una  pila  que  contiene  4  piedras. 
Por  tanto,  el  penúltimo  movimiento  del  primer  jugador  sería  dejar  4  piedras  para  el  segundo  ju¬ 
gador,  Esto  se  puede  hacer  si  quedan  5,  ó  o  7  piedras,  que  es  lo  que  ocurre  cuando  el  segundo 
jugador  tiene  que  quitar  piedras  de  una  pila  de  8.  Así.  el  primer  jugador  debería  dejar  en  la  pila  8 
piedras  en  la  antepenúltima  jugada.  Esto  significa  que  habría  Ó,  10  ti  1 1  piedras  cuando  le  loca  al 
primer  jugador.  De  forma  simi  lar,  el  primer  jugador  tendría  que  dejar  !2  piedras  cuando  hace  su 
primer  movimiento.  Podemos  dar  la  vuelta  a  este  argumento  para  mostrar  que  el  primer  jugador 
puede  siempre  hacer  jugadas  de  tal  forma  que  siempre  gane,  no  importa  lo  que  haga  d  segundo  ju¬ 
gador,  Es  tu  s  mov  i  m  i  eut  us  dejan  I2t  8  y  4  pie  dras  pa  ra  e  I  seg  und  o  jug  ac ior.  *4 

DEMOSTRACIONES  POR  CASOS  Cuando  no  es  posible  considerar  todos  los  casos  de  una 
demostración  al  mismo  tiempo,  se  puede  considerar  una  demostración  por  casos  (presentada  en  la 
Sección  1.5).  ¿Cuándo  se  debería  utilizar  este  tipo  de  demostración?  Do  forma  general,  se  busca 
una  demostración  por  casos  cuando  no  hay  una  forma  obvia  de  empezar  una  demostración,  pero  en 
cada  caso  hay  cierta  información  adicional  que  ayuda  a  avanzaren  la  demostración.  Por  ejemplo, 
pura  demostrar  resultados  relacionados  con  números  enteros,  puede  ser  ventajoso  considerar  por 
separado  los  números  pares  y  los  impares  o  los  positivos  y  los  negativos  (corno  cuando  trabajamos 
con  valores  absolutos  de  variables).  De  forma  similar,  se  podrá  considerar  por  separado  que  un  en¬ 
tero  sea  divisible  por  5  y  que  no  o  los  cinco  casos  en  que  un  entero  sea  de  la  forma  5C  5k  +  L 
5 k  +  2, 5k  +  3  o  5k  +  4  para  algún  entero  k .  Ten  cuidado  con  un  error  comúnmente  cometido  en  las 
demostraciones  por  casos:  mucha  gente  olvida  considerar  lodos  los  casos,  de  tal  forma  que  la  pre¬ 
tendida  demostración  no  establece  el  resultado  para  todos  los  valores  posibles.  El  Ejemplo  3 
ilustra  una  situación  en  la  que  se  puede  utilizar  una  demostración  por  casos. 

EJEMPLO  3  Demuestra  que  m  n  es  un  entero  no  divisible  por  2  ni  por  3,  entoncek  tr  -  \  es  divisible  por  24. 

Solución:  Para  intentar  una  demostración  sin  separaren  casos,  observamos  primero  que  tr  -  1  - 
{/?  -  I) '  {a  +  1).  Lamentablemente,  no  parece  haber  tina  forma  clara  de  demostrar  que  este  número 
es  divisible  por  24  cuando  n  no  es  divisible  ni  por  2  ni  por  3  sin  considerar  casos  diferentes.  Una 
demostración  por  casos  parece  ser  razonable,  pero  ¿qué  casos  deberíamos  considerar?  Como 
queremos  demostrar  un  resultado  con  enteros  no  divisibles  ni  por  2  ni  por  3.  podría  ayudar  el  con¬ 
siderar  por  separado  los  casos  en  que  n  es  de  la  forma  bk  +  /,  j  =  0,  1 ,  2.  3,  4,  5.  (Por  el  algoritmo 
de  la  división,  todo  entero  es  de  mu  de  estas  formas).  Como  estamos  interesados  sólo  en  enteros 
no  divisibles  ni  por  2  ni  por  3.  podemos  eliminar  inmediatamente  los  casos  en  los  que  ti  -  bk,  bk  +  2, 
bk  +  3  o  bk  4  4  para  algún  k  entero.  Esto  deja  sólo  dos  casos,  cuando  n  es  de  !a  forma  bk  +  1  y 
cuando  es  de  la  forma  bk  +  5,  Ahora  consideraremos  estos  dos  casos  por  separado. 

Supongamos  que  n  =  bk  +  1  para  algún  entero  k.  Entonces,  tr-  I  =  (n  4  l)(/z  |)  =  (bk  + 

2 )6k  -  12(3/;  +  I  )k.  Observa  que  (3 k  +  1  es  un  entero  par.  Cuando  k  es  par,  esto  se  deduce  in- 
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mediatamente-  Cuando  k  es  impar,  3/;  +  1  es  par,  por  lo  que  (3 k  4  \)k  es  par.  Como  (3 k  +  1  )k  es 
par,  hay  un  único  entero  q  tal  que  (3k  +  I  )A  =  2 r/.  Por  tanto,  rr  -  I  =  12(3A  4 1  )k  =  24 q.  Por  tanto, 
24  divide  a  n1  -  1, 

Ahora  supongamos  que  n  —  6/  4  5  para  algún  entero  L  Entonces,  rr  I  =  (n  4  !)(«  1)  -  (6 k 

4  6 )(6k  +  4)  =  1 2(k  4  I  )(3 k  4  2).  Observa  que  ik  4  I  )(3 k  4  2}  es  par,  puesto  que  cuando  k  es  par,  3 k 
4  2  es  par;  cuando  k  es  impar,  k  4  ]  es  par.  Por  tanto,  hay  un  entero  q  tai  que  (k  4  1)(3 k  4  2)  —  2 q. 
Así,  n2  -  1  =  12  ■  2q  =  24í/.  por  lo  que  24  divide  a  n1  -  1.  Esto  completa  la  demostración.  4 

Un  razonamiento  erróneo  bastante  común  consiste  en  derivar  conclusiones  incorrectas  a 
partir  de  ejemplos  (véase  el  Ejemplo  8).  Un  teorema  no  puede  demostrarse  considerando  ejemplos 
a  no  ser  que  se  cubran  todos  los  casos  posibles.  El  problema  de  demostrar  teoremas  es  análogo  a 
mostrar  que  un  programa  de  ordenador  siempre  produce  una  salida  conecta  No  importa  el  número 
de  valores  de  entrada  que  se  prueben;  a  no  ser  que  se  comprueben  todos  los  posibles  valores  de  en¬ 
trada,  no  podemos  concluir  que  un  programa  produce  siempre  la  salida  conecta.  A  veces,  no  obs¬ 
tante,  tenemos  suerte  y  podemos  demostrar  un  teorema  considerando  únicamente  unos  pocos  ca¬ 
sos  especiales,  como  demuestra  el  Ejemplo  4. 

Demuestra  que  no  hay  soluciones  enteras  a  e  y  para  la  ecuación  x~  4  3y '  -  8. 

Solución :  Podemos  reducir  rápidamente  tiste  problema  probando  sólo  algunos  pocos  casos  pues¬ 
to  que  .y2  >  8  cuando  |a'|  >  3  y  3 y2  >  8  cuando  |y  |  >  2.  Esto  limita  los  casos  a  .v  igual  a  uno  de  los  va¬ 
lores  -2,  -LO,  I  o  2  e  y  toma  los  valores  -  í  1 0  o  1 ,  Eos  casos  posibles  para  ,r  son  0,  1  y  4.  Los 
casos  posibles  para  3y2  son  0  y  3.  La  mayor  suma  posible  para  los  valores  posibles  de  _r  y  3y2  es  7: 
por  tanto,  es  imposible  que  a  +  3y2  sea  igual  a  8  cuando  ,v  e  y  son  enteros,  4 

ADAPTACIÓN  DE  DEMOSTRACIONES  CONOCIDAS  Una  forma  excelente  de  buscar 
posibles  demostraciones  es  aprovechar  demostraciones  ya  existentes,  A  menudo  una  demostración 
conocida  puede  ser  adaptada  para  demostrar  un  resultado  nuevo.  Incluso  cuando  este  no  sea  el 
caso,  algunas  de  las  ideas  utilizadas  en  demostraciones  ya  desarrolladas  pueden  resultar  útiles. 
Como  de  las  demostraciones  ya  desarrolladas  puedes  extraer  pistas  para  otras  nuevas,  es  muy  útil 
que  trabajes  y  comprendas  todas  las  demostraciones  que  encuentres  en  tus  estudios.  L1  Ejemplo  5 
ilustra  cómo  adaptar  una  demostración  que  ya  se  ha  visto  para  demostrar  un  resultado  nuevo. 

Demuestra  que  hay  infinitos  números  primos  de  la  forma  4 k  4  3,  donde  k  es  un  entero  no  negativo. 

Solución:  Una  demostración  que  podríamos  adaptar  es  la  dada  en  la  Sección  2.4  para  ver  que  hay 
infinitos  números  primos.  Recuerda  que  ea  esta  demostración  se  suponía  que  había  un  numero  fi¬ 
nito  de  números  primos  pr  p . pt  ■  y  se  formaba  el  número  p]p2  /;  4  I .  Este  número  era  bien 

primo  o  bien  tenía  un  factor  primo  diferente  de  prp- . py  demostrándose  que  había  infinitos  nú¬ 

meros  primos.  De  esta  forma,  supongamos  que  hay  sólo  un  número  finito  de  enteros  de  la  forma 
4k  4  3,  a  saber,  qv  qr  ....  <:/  ,  donde  q}  =  3,  qQ  —  7  y  así  sucesivamente. 

¿Qué  número  se  puede  formar  que  no  sea  divisible  por  ninguno  de  estos  primos,  pero  que 
deba  .ser  divisible  por  un  número  primo  de  la  forma  4 k  4  37  Deberíamos  considerar  los  números 
4 cpq2  ■■■  4  3.  Por  desgracia,  este  número  no  es  primo,  ya  que  es  divisible  por  3  (puesto  que  q{  -  3). 
En  su  lugar,  consideramos  el  número 

Q  -  4í7(í?2  — 

Observa  que  Q  es  de  la  forma  4 k  4  3  (donde  k-  q  q.,  —  q  —  1).  Sí  Q  es  primo,  hemos  encontrado  un 
primo  de  la  forma  deseada  diferente  de  todos  los  listados.  Si  Q  no  es  primo,  O  tiene  al  menos  un  fac¬ 
tor  primo  que  no  está  en  la  lista  qr  qr  porque  el  resto  de  dividir  Q  entre  q¡  es  q  -  I  y  q-  I  4 

0,  por  lo  que  £/.  X  Q  para  /  -  1,2 . n.  Como  lodos  los  primos  impares  son  de  la  forma  4 k  +  1  o  de 

la  forma  4k  4  3,  y  el  producto  de  primos  de  la  forma  4k  4  l  es  también  de  esta  forma  (como  el 
lector  puede  verificar),  debe  haber  un  factor  de  O  de  la  forma  4 A  4  3  diferente  de  los  primos  ante 
nórmente  listados.  Esto  completa  la  demostración.  Hemos  sido  capaces  de  adaptar  una  demostración 
q  u  e  y  a  t  c  o  í a m os.  h ac  i  e  nd  o  e  a m  b  i  o  s  i  n  e  no  re  s ,  para  d e  m  o  si  ra  r  u  n  re  s  u  1 1  arí  o  n  u e  v  o .  4 
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EJEMPLO  6 


TEOREMA  I 


Un  famoso  teorema  de  teoría  de  números,  que  sólo  ha  podido  demostrarse  usando  métodos 
avanzados,  afirma  que  hay  infinitos  números  primos  de  la  forma  ük  +  h  si  a  y  b  son  enteros  posi¬ 
tivos  primos  relativos.  Dejamos  para  el  lector  estudiar  s¡  la  demostración  dada  en  el  Ejemplo  5  se 
puede  adaptar  para  demostrar  que  hay  infinitos  números  primos  de  la  forma  ak  +  h  para  otros  pa¬ 
res  a,  b  aparte  de  a  -  4  y  b  =  3.  (  Véanse  los  Problemas  29  y  30,  por  ejemplo). 


CONJETURA  Y  DEMOSTRACION 


Las  matemáticas  se  enseñan  generalmente  como  si  estuviesen  esculpidas  en  piedra.  Los  textos  ma¬ 
temáticos  (incluyendo  este  libro)  presentan  formalmente  los  teoremas  y  sus  demostraciones.  Tal 
presentación  no  permite  entrever  el  proceso  del  descubrimiento  en  matemáticas.  Este  proceso  co¬ 
mienza  con  la  exploración  de  los  conceptos  y  ejemplos,  la  formulación  de  conjeturas  y  los  inten¬ 
tos  de  asentar  estas  conjeturas  bien  mediante  demostraciones  o  utilizando  contraejemplos.  Éstas 
son  las  actividades  del  día  a  día  de  un  matemático. 

La  gente  formula  conjeturas  basándose  en  muchos  tipos  de  evidencia.  H1  análisis  de  casos  espe¬ 
ciales  o  la  identificación  de  posibles  patrones  pueden  conducir  a  una  conjetura.  A  iterar  algunas  hipó¬ 
tesis  y  conclusiones  de  teoremas  conocidos  puede  conducir  también  a  conjeturas  plausibles.  Por  otra 
parte,  las  conjeturas  se  pueden  hacer  basándose  puramente  en  la  intuición  o  en  la  creencia  de  que  un  re- 
sultado  es  verdadero,  No  impona  cómo  se  haya  hecho  la  conjetura  una  vez  que  se  ha  formulado,  el  ob¬ 
jetivo  es  demostrar  que  es  cierta  o  que  no,  Cuando  los  matemáticos  consideran  que  una  conjetura  pue¬ 
de  ser  cierta,  intentan  encontrar  una  demostración.  Si  no  pueden  encontrarla,  pueden  buscar  un 
contraejemplo.  Cuando  no  encuentran  el  contraejemplo,  pueden  dar  marcha  alias  e  intentar  de  nuevo 
demostrar  la  conjetura.  Aunque  la  mayor  pane  de  las  conjeturas  se  resuelven  rápidamente,  unas  pocas 
se  resisten  a  los  ataques  duran  le  cientos  de  años  y  conducen  a!  desarrollo  de  nuevas  partes  de  las  ma¬ 
temáticas.  Ilustramos  el  proceso  de  formular  conjeturas  e  intentar  demostrarlas  en  los  Ejemplos  6  y  7. 

En  el  Capítulo  2  se  mencionó  que  ios  mayores  primos  conocidos  son  los  primos  de  Mersenne  Re¬ 
cuerda  que  estos  primos  son  de  la  forma  2r  L  donde  p  es  un  número  primo;  esto  es,  los  primos 
de  Mersenne  son  una  unidad  menos  que  una  potencia  de  2  con  ex  ponente  primo.  ¿Existen  mime- 
ros  primos  de  la  forma  especial  an  -  1 ,  donde  a  y  n  son  enteros  positivos?  Tras  algunos  ejemplos 
numéricos  (tales  como  observar  que  ninguno  de  los  números  2*  1  ~  63.  2*  -  1  -  255,  31  -  I  -  80 

y  4*  -  1  =  L023  $OQ  primos)  y  no  encontrar  otros  primos  de  esta  forma,  aparte  de  los  de  Mersen¬ 
ne,  conjeturamos  que  cí  -  l  es  compuesto  cuando  a  >  2  o  cuando  a  =  2  y  n  es  compuesto.  ¿Puedes 
demostrar  esta  conjetura? 

Si  encontramos  un  factor  propio  de  ar<  -  1  para  a  >  2  o  a  =  2  siendo  n  compuesto,  habremos 
demostrado  esta  conjetura.  Una  posible  forma  de  actuar  es  usar  la  faetorí ¿ación  x*  i  -  u  -  1 1 
(aj,_  1  +_y*~:+  ...  +  a  +  1  >.  (Si  no  recuerdas  esta  factorizacíón  de  otros  cursos  de  matemáticas,  pue- 
des  consultar  la  referencia  [Zw02].  donde  se  enumeran  faciot  izaciones  de  tipos  especiales  de  po¬ 
linomios),  Hacemos  x  ~  a  en  esta  Factorizacíón  para  concluir  que  a  \  es  un  factor  de  tí  -  L 
Cuando  a  -  2  tenemos  a  1=2  —  !  =  I.  de  modo  que  esta  factor  i/ación  no  produce  un  factor  pro¬ 
pio  de  ir  -  L  No  obstante,  cuando  u  >  2.  el  factor  a  -  1  satislacc  i  <a  -  I  <  tf  -  L  lo  que  nos  dice 
que  tí  -  1  no  es  primo.  j 

Queda  el  caso  en  que  a  -  2.  Cuando  n  no  es  primo,  hay  enteros  positivos  r  í  s*  i  <  r  <  //.  I  < 
,v  <  n%  tales  que  n  =  rs .  Utilizando  la  íaciori/ación  \JJ  -  I  =  x1*  -  1  =  (V  I  K..vm  I  +  .v  1  +  ...  +  ,xJ 
+  1 ),  haciendo  x  =  a  se  ve  que  af  -  1  es  un  factor  de  an  l .  Cuando  a*  >  2.  a  f  es  un  entero  po¬ 
sitivo  mayor  que  1 .  Así  se  obtiene  un  factor  no  trivial  de  T  -  I  cuando  n  es  compuesto,  < 

Reuniendo  lodo,  podemos  presentar  una  sucinta  demostración  directa  de  la  conjetura  que  he¬ 
mos  expuesto  en  el  Ejemplo  6. 1  lacemos  una  demostración  por  casos,  puesto  que  necesitamos  con¬ 
siderar  por  separado  los  casos  en  que  a  >  2  y  a  -  2. 

El  entero  tí  -  í  es  compuesto  cuando  u  >  2  o  cuando  a  -  2  y  n  es  compuesto. 


Demostración:  Utilizamos  una  demostración  por  casos. 


< 
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Caso  (i);  Cuando  a  >2.  el  entero  a  1  es  un  factor  de  i?  I ,  puesto  que  if  -  i  =  {a  - 1 )  ■  (ce"  ' 1  +  a"  : 
+  ...  +  a  +  l )  y  I  <  a  -  i  <  a"  -  I .  Por  tanto,  tf  1  es  compuesto, 

Caso  (iii:  Cuando  a  =  2  y  n  es  compuesta  existen  dos  enteros  r  y  s  tales  que  n  =  rs.  I  <r<  v  <  n. 
En  este  caso,  2'  -  1  es  un  factor  de  2"  -  1  porque  21-  -  I  -  (2r  I )  *  (2^“  u  +  2m  +  ...  +  2f  +  1 1  y 
I  <  2'  l  <  T  -  L  Esto  muestra  que  2*  -  1  es  compuesto. 

Podemos  encontrar  fácilmente  largas  cadenas  de  enteros  compuestos  consecutivos,  tales  como  24, 
25,  26,  27,  28  y  90.  91,  92,  93,  94,  95,  96.  A  partir  de  este  hecho,  formulamos  la  con  jetura  de  que 
dado  un  entero  positivo  n %  hay  n  enteros  compuestos  consecutivos.  ¿Cómo  podríamos  demostrar 
esta  conjetura? 

Solución:  Un  posible  intento  de  demostración  podría  ser  operar  hacia  atrás.  Razonamos  que  si  hay 

un  entero  X  tul  que  X.  Y  +  LX  +  2 _ X  +  {n  -  \  í  son  números  compuestos,  entonces  habremos 

demostrado  este  resultado.  (Esto  no  es  más  que  exponer  que  n  enteros  sean  consecutivos).  Dado  /?, 
¿se  puede  encontrar  un  entero  X  tal  que  cada  uno  de  los  enteros  X  +  j\j  -  0,  1, ....  «  -  L  no  tenga 
factores  triviales?  Una  posibilidad  es  hacer  X  =  ni  Entonces,  el  entero  X  =  tú  es  compuesto,  y  para 
j  =  2, 3» ....  n  l  vemos  inmediatamente  que  cada  uno  de  los  enteros  X  +/  =  ni  +j  es  compuesto, 
ya  que  j  divide  a  n  \  +  /.  Sin  embargo,  no  sabemos  si  X  +  I  -  n\  +  I  es  compuesto. 

Par a  superar  este  problema,  lomamos  X  =  (n  +  1 )!  +  1.  Vemos  que  los  ti  enteros  consecutivos 
X  +  1,  X  +  2, ...,  X  +  //,  que  son  los  enteros 

(/i  +  1)1  +  2,  {ti  4-  1)1  +  3, ... ,  (n  +  1)!  +  (n  +  1), 

son  todos  compuestos,  puesto  que  y  divide  a  (n  +  i)!  +  /  para  j  =  2, ...,  n  +! .  Por  tanto,  hemos  en¬ 
contrado  n  enteros  consecutivos  compuestos.  Es  sencillo  reescribir  la  demostración  sin  mostrar  que 
el  razonamiento  es  hacia  atrás  (pero  no  lo  haremos  en  este  ejemplo).  *4 

CONJETURA  Y  CONTRAEJEMPLOS 


No  todas  las  conjeturas  plausibles  que  podemos  hacer  resultan  ser  verdaderas.  Para  poder  eliminar 
aquellas  que  resultan  ser  falsas  necesitamos  encontrar  contrae  jemplos.  Los  Ejemplos  8  y  9  ilustran 
este  proceso. 

Sería  útil  tener  una  función  f(n)  tal  que  f(n)  fuese  primo  para  todo  entero  positivo  tt.  Si  tuviésemos 
esta  función,  podríamos  construir  números  primos  grandes  para  usarlos  en  criptografía  y  en  otras 
aplicaciones.  Para  buscar  esta  función,  podemos  probar  con  determinadas  funciones  polinómicas, 
corno  hicieron  algunos  matemáticos  hace  varios  siglos.  Tras  hacer  muchos  cálculos,  podríamos  en¬ 
comiar  el  polinomio  fin)  =  n2-  n  +  41.  Este  polinomio  tiene  la  interesante  propiedad  de  que  fin) 
es  primo  para  todos  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  40.  [Se  tiene /(J)  =  41  ,/(2)  =  43. 
/(3)  =  47, /(4)  =  53  y  asi  sucesivamente].  Esto  nos  permite  conjeturar  que  fin)  es  primo  para  todos 
los  enteros  positivos  n>  ¿Podemos  confirmar  esta  conjetura? 

Solución:  Quizá  no  sorprendentemente,  esta  conjetura  resulta  ser  falsa.  No  tenemos  que  buscar 
mucho  para  hallar  un  entero  positivo  para  el  cual/(«)  es  compuesto,  porque  /  (41)  =  4i:  -41  +41 
=  4 1 \  Como  fin)  -  n1  -  «  +  41  es  primo  para  todos  los  enteros  positivos  nt  1  <  n  <  40.  podríamos 
intentar  buscar  otro  polinomio  con  la  propiedad  de  que  fin)  sea  primo  para  todo  «.Sin  embargo, 
no  existe  tal  polinomio.  Se  puede  ver  que  para  lodo  polinomio  fin)  con  coeficientes  enteros  hay  un 
entero  positivo  y  tal  que /(y)  es  compuesto  (véase  Problema  37).  4 

El  Ejemplo  9  ilustra  que  a  veces  se  necesitan  contraejemplos  sorprendentemente  complejos. 
Esto  reitera  el  importante  hecho  de  que  una  gran  cantidad  de  cálculos  no  establece  un  teorema. 

En  el  siglo  xvra.  el  gran  matemático  suizo  Leonhaid  Euler  conjeturó  que  para  todo  entero  n  >  3, 
la  suma  de  n  I  potencias  n-ésirnas  de  enteros  positivos  no  puede  ser  una  potencia  n-ésima.  Los 
estudios  desarrollados  sobre  este  problema  durante  casi  doscientos  años  apoyaban  esta  conjetura. 
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Sin  embargo,  no  se  había  encontrado  ninguna  demostración,  ni  siquiera  para  un  solo  valor  de  n.  En 
1966,  i..  J,  Lander  y  T.  R.  Parkin  encontraron  un  coniraejempSo  para  n  -  5  con  valores  sorpren¬ 
dentemente  pequeños.  Mostraron  que  27"  +  84:i  +  1 105  +  1335  =  144L 

Este  contraejemplo  dejó  abierta  la  posibilidad  de  que  la  conjetura  fuese  verdadera  para  otros 
valores  de  n  mayores  o  iguales  que  3.  Pero  en  1988.  Moam  FJkíes  encontró  un  contraejemplo  para 
n  =  4.  Todos  los  ejemplos  conocidos  son  mucho  más  complicados  que  los  hallados  para  el  caso 
n  =  5.  El  contraejemplo  más  sencillo  conocido  para  n  =  4  es  95.8004  +  2 1 7 1 9 3  +  414.5604  - 
422.48  V  (donde  por  el  más  sencillo  se  entiende  el  más  pequeño  en  términos  de  la  suma  de  enteros 
cuyas  potencias  cuartas  se  están  calculando).  Todos  los  casos  con  n  >  6  están  todavía  sin  decidir. 
Se  puede  buscar  concienzudamente  un  contraejemplo  para  n  -  6,  aunque  es  posible  que  la  conje¬ 
tura  sea  cierta  para  este  valor  de  n  (a  pesar  de  que  más  de  uno  cree  lo  contrario).  4 

PROBLEMAS  ABIERTOS  En  matemáticas  se  han  hecho  muchos  avances  intentando  resolver 
problemas  famosos.  Por  ejemplo,  un  problema  que  permaneció  sin  resolver  durante  aproximada¬ 
mente  trescientos  años  condujo  al  desarrollo  de  una  rama  entera  de  la  teoría  de  números.  Este  pro¬ 
blema  consistía  en  averiguar  si  la  afirmación  conocida  como  Teorema  de  Fermat  era  verdadera. 


TEOREMA  2 


Eñlaccs 


TEOREM  A  DE  FERMAT  La  ecuación 

f '  +  f  =  ¿ 7 

no  tiene  soluciones  enteras  x,  y.  z  con  xyz  ¿  0  para  ningún  entero  n  >  2. 


Observación:  La  ecuación  x?  4-  y7  -  z::  tiene  infinitas  soluciones  para  enteros  \\  y,  i.  Estas  solu¬ 
ciones  son  conocidas  como  las  temas  de  Pitágoras  y  corresponden  a  las  longitudes  de  los  lados  de 
nn  triángulo  rectángulo  con  lados  de  longitud  entera.  Véase  el  Problema  10. 


Este  problema  tiene  una  historia  fascinante.  En  el  siglo  xvn,  Termal  anotó  en  el  margen  de  su  co¬ 
pia  de  los  trabajos  de  Diofanto  que  tenía  tina  «demostración  maravillosa»  de  que  no  había  soluciones 
enteras  no  triviales  de  x"  +  f  -  z"  cuando  n  es  un  entero  mayor  que  2.  Pero  Fermat  nunca  publicó  su  de¬ 
mostración  (Fermat  prácticamente  no  publicaba)  y  no  se  encontró  entre  sus  papeles  cuando  murió.  Los 
matemáticos  buscaron  esta  demostración  durante  trescientos  años  sin  éxito,  aunque  muchos  estaban 
convencidos  de  que  se  podía  hallar  una  demostración  relativamente  simple.  (Sí  se  encontraron  algunas 
demostraciones  para  casos  particulares,  como,  por  ejemplo,  para  n  -  3,  debida  a  Euler,  o  para  n  =  4,  por 
el  propio  Fermat),  Cada  cierto  tiempo,  algún  matemático  de  renombre  creía  haber  hallado  una  de¬ 
mostración.  En  el  siglo  xix,  uno  de  estos  intentos  fallidos  condujo  al  desarrollo  de  la  parte  de  la  teoría 
de  números  que  se  conoce  como  teoría  algebraica  de  números.  Una  demostración  conecta,  que  requirió 
cientos  de  páginas  de  matemáticas  avanzadas,  fue  obtenida  en  los  años  noventa  por  A  mire  w  Wiles 
usando  ideas  recientes  de  un  área  muy  sofisticada  de  la  teoría  de  números,  la  leona  de  curvas  elípticas. 
La  búsqueda  de  Wiles  le  llevó  más  de  diez  años.  Esta  búsqueda  ha  sido  documentada  en  la  serie  de  te¬ 
levisión  Nova.  (El  lector  interesado  debería  consultar  [Ro99J,  donde  hadará  más  información  sobre  este 
teorema,  así  corno  referencias  adicionales  sobre  el  problema  y  su  resolución). 

Muchos  problemas  famosos  esperan  todavía  a  ser  resueltos  por  gente  inteligente, 
en  los  Ejemplos  10  1 3  algunos  de  los  más  accesibles  y  lamosos  de  estos  problemas 

EJEMPLO  10 


Enlaces 


La  conjetura  de  Goldbach  En  1742,  Christian  Goldbach  conjeturó,  en  una  carta  dirigida  a 
Leonhard  Euler,  que  todo  entero  impar  th  a  >  3,  es  la  suma  de  tres  primos.  Euler  replicó  que  esta 
conjetura  es  equivalente  a  la  conjetura  de  que  todo  entero  par  n,  n  >  2.  es  la  suma  de  dos  primos 
(véase  el  Problema  39).  La  conjetura  de  que  todo  entero  par  m  n  >  2,  es  la  suma  de  dos  primos  es 
lo  que  se  llama  en  hi  actualidad  la  conjetura  de  Goldbach,  Podemos  comprobar  esta  conje¬ 
tura  para  números  pares  pequeños.  Por  ejemplo,  4=2  +  2,  6  =  3  + 3*  8  =  3+  3,  10  =  7  +3,  12  = 
7  +  5,  etc.  La  conjetura  de  Goldbach  fue  verificada  mediante  cálculos  manuales  hasta  para  nú¬ 
meros  del  orden  de  millones  antes  de  la  llegada  de  los  ordenadores.  Con  la  ayuda  de  éstos  se  pudo 
comprobar  para  números  extremadamente  grandes.  A  mediados  de  2002,  la  conjctufa  se  había 
comprobado  para  todos  los  enteros  positivos  pares  hasta  4  ■  10  3 


Describimos 

abiertos. 
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Aunque  no  se  ha  encontrado  una  demostración  para  la  conjetura  de  Goldbach.  la  mayoría  de 
los  matemáticos  creen  que  es  verdadera.  Mediante  complicados  métodos  de  teoría  analítica  de  nú¬ 
meros  se  han  demostrado  varios  teoremas  que  establecen  resultados  más  débiles  que  la  conjetura 
de  Goldbach.  Rntre  estos  resultados  está  e!  que  afirma  que  todo  entero  par  positivo  mayor  que  2  es 
la  suma  de  seis  primos  como  máximo  (demostrado  en  1995  por  O.  Rnmaré)  y  el  que  afirma  que 
lodo  entero  positivo  suficientemente  grande  es  la  suma  de  un  primo  y  un  número  que  bien  es  pri¬ 
mo  o  bien  es  el  producto  de  dos  primos  (demostrado  por  J.  R.  Chen  en  1966),  Puede  que  la  con¬ 
jetura  de  Goldbach  se  resuelva  en  no  mucho  tiempo*  A 


EJEMPLO  1 1  Hay  muchas  conjeturas  que  enuncian  que  hay  infinitos  primos  de  ciertos  tipos*  Por  ejemplo*  hay 
una  conjetura  que  dice  que  hay  infinitos  primos  de  Mersenne.  (Recuerda  de  la  Sección  2,4  que  es- 
Kniaa*  tos  primos  son  de  la  forma  2F  -  1 ,  donde  p  es  primo).  Otra  conjetura  de  esta  clase  es  la  que  enun¬ 
cia  que  hay  infinitos  números  primos  de  la  forma  rf  +  1*  para  n  entero  positivo.  Por  ejemplo, 
5  =  27  +  U  1 7  -  4:  -f  L  37  =  62  +  1 ,  etc,  El  mejor  resultado  que  se  conoce  en  la  actualidad  es  que 
hay  infinitos  enteros  positivos  n  tales  que  rr  +  i  es  primo  o  el  producto  de,  a  lo  más,  dos  primos 
(demostrado  por  Henryk  Iwamee  en  1973).  A 

EJEMPLO  12  I ,a  conjetura  de  tos  primos  gemelos  Se  dice  que  dos  primos  son  gemelos  si  difieren  en  2,  tales 

como  3  y  5,  5  y  7,  I  l  y  1 3,  17  y  19  o  4*967  y  4.969,  La  conjetura  de  los  primos  gemelos  enuncia 

que  hay  infinitos  primos  gemelos*  El  resultado  más  fuerte  demostrado  en  relación  a  ios  primos  m- 
Errlaces  .  _  *  .  _  <  s  " 

nietos  es  que  hay  infinitos  pares  p  y  p  +  2  en  los  que  p  es  pruno  y  p  +  2  e*s  pruno  o  es  el  producto 

de  dos  primos  (demostrado  por  J*  R.  Chen  en  1966)*  El  récord  mundial  de  primos  gemelos,  en¬ 
contrado  a  mediados  de  2002*  son  los  números  318*032.361  ■  2 W7<m  ±  \ ,  números  de  32.220  cifras, 

< 


EJEMPLO  13  La  conjetura  Xx  +  1  Sea  fix)  la  función  igual  a  a/2  si  x  es  un  entero  par  y  3a  +  1  si  v  es  un  en¬ 

tero  impar.  Hay  una  famosa  conjetura,  conocida  como  la  conjetura  Xx  +  1,  que  afirma  que  para 
todo  entero  positivo  x,  si  aplicamos  repetidamente  la  función /,  llegamos  al  entero  L  Por  ejemplo, 
ya,Mt's  comenzando  por  x  --  1 3.  encontramos  que  /( 13)  =  3  •  13  +  I  =  40:/(40)  =  40/2  =  20:  f(20)  =  20/2 
-  1 0: /( 10)  =  10/2  -  v  /  (5 i  =  3  •  5  +  I  =  1&/HG  l  =  ]  6/2  =  8; /|8)  -  8/2  =  4; /( 4 >  =  4/2  =  2:1  i 2 ) 
=  2/2  -  1*  La  conjetura  3  v  *  1  se  ha  verificado  para  todos  los  enteros  hasta  X  -  5*6  I0\ 

La  conjetura  3.x  +  1  tiene  una  historia  interesante  y  ha  atraído  la  atención  de  los  matemáticos 
desde  mediados  del  siglo  xx.  Ha  surgido  en  muchas  ocasiones  y  ha  tenido  muchos  otros  nombres* 
entre  ellos  los  de  problema  de  Goliat z,  algoritmo  de  Hasse*  problema  de  Ulam.  problema  de  Si- 
racusa  y  problema  de  Kakutaní.  Muchos  matemáticos  han  abandonado  momentáneamente  sus  tra¬ 
bajos  para  intentar  demostrarla*  Esto  condujo  a  la  broma  de  que  este  problema  era  parte  de  una 
conspiración  para  frenar  la  investigación  en  matemáticas  en  Estados  \  luidos.  Véase  el  artículo  de 
Jeffrey  Lagañas  [La85|  en  el  que  se  presenta  una  fascinante  discusión  sobre  el  problema  y  sobre 
los  resultados  hallados  por  los  matemáticos  que  trabajaron  esta  conjetura* 


EL  PROBLEMA  DE  LA  PARADA 


Describimos  ahora  una  demostración  de  uno  de  los  teoremas  más  lamosos  en  ciencias  de  la 
computación*  Mostraremos  que  hay  un  problema  que  no  m*  puede  resolver  utilizando  procedi¬ 
miento  alguno.  Esto  es.  mostraremos  que  hay  problemas  que  no  se  pueden  resolver,  como  se  men¬ 
cionó  en  la  Sección  2*3,  El  problema  que  estudiaremos  es  el  problema  de  la  parada.  Se  pregun¬ 
ta  si  hay  algún  procedimiento  que  haga  k>  siguiente*  Se  toma  como  entrada  un  programa  de 
ordenador  y  la  entrada  a  este  programa*  Se  quiere  determinar  si  el  programa  terminará  en  algún 


CURISTIAN  GOLDBACH  (I  (K^ M764)  Christian  Go)d  hae  h  nae  ió  e  1 1  K  t  m  igs  berg .  c  i  udad  de  Pm  s  i  a  contic  ida  por  e  I  la 
moso  problema  de  sus  puentes  (que  estudiaremos  en  Ja  Sección  8.M.  Se  hizo  profesor  de  matemáticas  en  la  Academia  de 
San  IVtersbujgo  en  1725.  En  i  •  28  se  trasladó  «i  Moscú  paca  tutelar  at  hijo  del  zar-  Entró  en  el  mundo  de  la  política  en  1742 
cuando  se  hizo  funcionario  tld  Ministerio  ruso  de  Asuntes  Exteriores,  Lo  más  conocido  de  Goldbach  es  su  correspondencia 
con  matemáticos  eminentes,  entre  los  que  se  incluyen  En  leí  y  ftemoulli,  sus  famosas  conjeturas  sobre  teoría  de  números  y 
varias  contribuciones  al  análisis. 
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momento  o  no  cuando  se  ejecuta  con  esta  entrada.  Tal  procedimiento,  si  existiese,  seria  bastante 
útil.  De  hecho,  ser  capaces  de  probar  que  un  programa  lia  entrado  en  un  bucle  infinito  sena  de  gran 
utilidad  cuando  se  escriben  y  analizan  programas  de  ordenador.  No  obstante,  Alan  Turing  mostró 
en  1936  que  no  puede  existir  tal  procedimiento  (véase  su  biografía  en  la  Sección  1 3 .4), 

Antes  de  presentar  una  demostración  de  que  el  problema  de  la  parada  es  irresoluble,  primero 
observa  que  no  podemos  ejecutar  un  programa  y  limitamos  a  observar  qué  es  lo  que  hace  para  de¬ 
terminar  si  el  programa  termina  cuando  se  ejecuta  con  una  entrada  prefijada.  Si  el  programa  in¬ 
terrumpe  su  ejecución,  tenemos  una  respuesta;  pero  si  continúa  su  ejecución  pasada  una  determi¬ 
nada  cantidad  de  tiempo,  no  sabemos  si  no  parará  o  si  no  hemos  esperado  el  tiempo  suficiente.  De 
hecho,  no  es  muy  difícil  diseñar  un  programa  que  termine  sólo  tras  más  de  mil  millones  de  años  de 
ejecución. 

Describiremos  la  demostración  de  Turing  de  que  este  problema  es  irresoluble;  es  una  de¬ 
mostración  por  reducción  a)  absurdo.  (El  lector  podrá  observar  que  nuestra  demostración  no  es 
completamente  rigurosa,  puesto  que  no  hemos  definido  explícitamente  lo  que  es  un  procedi¬ 
miento.  Para  remediar  esto,  necesitamos  el  concepto  máquina  de  Turing.  Este  concepto  se  presenta 
en  la  Sección  1  i  .ó). 

Demostración:  Supongamos  que  hay  una  solución  al  problema  de  la  parada,  un  procedimien¬ 
to  al  que  llamaremos  H{P.  E).  Este  procedimiento  tiene  dos  entradas,  una  es  el  programa  P  y  la 
otra  es  E ,  los  dalos  de  entrada  al  programa  P.  H(P ,  E)  genera  como  salida  la  cadena  «termina¬ 
do»  si  H  determina  que  P  concluye  cuando  se  le  da  E  como  entrada.  En  caso  contrario,  //íP,  E) 
genera  como  salida  la  cadena  «bode  infinito».  Derivaremos  una  contradicción  a  partir  de  estas 
premisas. 

Cuando  se  escribe  un  procedimiento  en  lenguaje  informático,  el  procedimiento  se  expresa  en 
forma  de  cadenas  de  caracteres.  Estos  caracteres  se  pueden  expresar  como  una  sucesión  de  bits,  lo 
que  significa  que,  dado  un  programa,  puede  utilizarse  el  propio  programa  como  dato  de  entrada. 
Por  tanto,  un  programa  puede  pensarse  como  entrada  para  otro  programa  c  incluso  corno  entrada 
para  sí  mismo.  Así,  H  puede  tomar  un  programa  P  como  sus  dos  entradas,  es  decir,  el  programa 
que  sirve  como  su  primera  entrada  y  la  entrada  a  este  programa,  que  es  la  segunda  entrada  de  //.  El 
procedimiento  //  debería  ser  capaz  de  determinar  si  P  terminará  o  no  cuando  se  le  de  una  copia  del 
propio  P  como  entrada. 

Para  mostrar  que  no  puede  haber  ningún  procedimiento  H  que  resuelva  el  problema  de  la  pa¬ 
rada,  construimos  un  sencillo  procedimiento  K(P)  que  funciona  como  sigue,  haciendo  uso  de  la  sa¬ 
lida  de  IKP.  P).  Si  la  salida  de  //(P.  P)  es  «bucle  infinito»,  lo  que  significa  que  el  programa  P  no 
termina  cuando  se  da  una  copia  de  él  como  entrada,  entonces  KÍP)  finaliza.  Si  la  salida  de  //(P.  P) 
es  «terminado»,  lo  que  significa  que  P  termina  cuando  se  da  una  copia  de  él  como  entrada,  en¬ 
tonces  K(P)  entra  en  un  bucle  infinito.  Esto  es.  K(P)  hace  lo  contrario  de  lo  que  especifica  la  salida 
de  //íP,  P)  (véase  la  Figura  1 ). 

Ahora  supongamos  que  proporcionamos  K  como  entrada  a  K.  Si  la  salida  de  K)  es  «bu¬ 
cle  infinito»,  entonces,  por  definición  de  K,  vemos  que  K(K)  termina.  Por  otra  parte,  si  la  salida  de 
II(K\  K)  es  «terminado»,  entonces  por  definición  de  K  vemos  que  K(K)  entra  en  un  bucle  infinito, 
violando  lo  que  dice  II.  En  ambos  casos,  tenemos  una  contradicción. 


Si  M  f  \  F)  -  ^terminado», 


entonces  termina 


Figura  1 


Por  tanto,  //  no  puede  dar  siempre  la  respuesta  correcta.  Consecuentemente,  no  hay  ningún 
procedimiento  que  resuelva  el  problema  de  la  parada. 
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OTROS  MÉTODOS  DE  DEMOSTRACIÓN 

En  el  Capítulo  1  presentamos  algunos  métodos  básicos  empicados  en  las  demostraciones,  mientras 
que  en  esta  sección  hemos  descrito  cómo  manipular  estos  métodos  para  demostrar  algunos  resul¬ 
tados.  .Sin  embargo,  hay  muchos  otros  métodos  de  demostración  además  de  los  que  hemos  estu¬ 
diado,  Discutiremos  algunos  de  estos  métodos  más  adelante  en  este  libro.  En  particular,  en  la  Sec¬ 
ción  3.3  se  presentará  la  inducción  matemática,  un  método  extremadamente  útil  para  demostrar 
sentencias  tic  la  forma  V/i  P(n).  donde  el  dominio  es  el  conjunto  de  enteros  positivos.  En  la  Sec¬ 
ción  3.4  presentaremos  la  inducción  estructural,  la  cual  puede  utilizarse  para  demostrar  los  resul¬ 
tados  relacionados  con  conjuntos  definidos  recursi vumenle.  En  la  Sección  3.2  se  verá  el  método  de 
diagonalización  de  Cantor,  que  se  puede  utilizar  para  demostrar  resultados  acerca  del  tamaño  de 
los  conjuntos  infinitos.  Finalmente,  en  el  Capítulo  4  introduciremos  la  noción  de  demostración 
combinatoria.  la  cual  se  puede  utilizar  para  demostrar  resultados  con  argumentos  de  recuento.  El 
lector  debería  tener  en  cuenta  que  se  han  dedicado  libras  enteros  a  las  actividades  que  se  discuten 
en  esta  sección,  entre  los  que  se  incluyen  los  excelentes  trabajos  de  Gcorge  Pólya  ( |  Po6 1 1. 
[Po71],  |Po9ü]). 


Problemas 


1 .  Demuestra  que  d  producto  de  tres  enteros  consecuti¬ 
vos  cualesquiera  es  divisible  por  6. 

2-  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo  impar,  en¬ 
tonces  =  l  (mod  8). 

3.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo  impar,  en 
toncesrt4^  1  (mod  16). 

4.  Demuestra  que  no  hay  soluciones  enteras  v  e  y  de  la 
ecuación  2r  +  5 v:  =  14. 

5.  Demuestra  que  no  hay  dos  enteros  positivos  i  e  y  que 
sean  solución  de  la  ecuación  ó  +  y4  =  625. 

6.  Demuestra  que  no  hay  dos  enteros  re  v  tales  que  r  - 
4v  ®  1 

7.  Demuestra  que  no  hay  dos  enteros  x  e  y  tales  que  \r  - 
8y=  L 

8.  Demuestra  que  no  hay  soluciones  enteras  a  e  v  de  la 
ecuación  a  -  5v  =  2.  {Indicación:  Considera  esta 
ecuación  módulo  5). 

9.  Demuestra  que  no  hay  soluciones  enteras  a  e  y  de  la 
ecuación  x*  -  I b\ !  =  3.  (Indicación:  Observa  la  con¬ 
gruencia  obtenida  al  considerar  esta  ecuación  modu¬ 
lo  16  y  usa  el  Problema  3). 

10.  Demi íe st ra  q ue  hay  i  n  fi  n i  tas  sol uc  i  ones  en  te  ras  pos  i  ti- 
vas  T,  v,  :  de  ía  ecuación  v '  +  y2  =  (Indicación: 
Sean  v  -  m2  -  tt\  y  -  2mn  y  -  =  rrr  +  tt\  donde  m  y  n 
son  enteros  I. 

11*  lai  media  armónica  de  dos  enteros  a  y  h  es  igual  a 
Calculando  las  medias  armónica  y  geométrica 
de  dos  enteros  positivos,  formula  una  conjetura  sobre 
cuál  es  mayor  y  demuestra  tu  conjetura. 

12.  L  a  media  cuadrática  de  dos  enteros  o  y  h  es  igual  a 

\í4Ur“'  Calculando  las  medias  cuadrática  y  geomé¬ 
trica  de  dos  enteros  positivos,  formula  una  conjetura 
sobre  cuál  es  mayor  y  demuestra  tu  conjetura. 


*13.  Escribe  los  números  j ,  2 . *.  2n  en  una  pizarra,  donde 

n  es  un  entero  impar.  Elige  un  par  cualquiera  de  estos 
números,  /  y  k .  Escribe  [¡  -  k  |  en  la  pizarra  y  borraj  y 
k.  ('omitida  este  procese)  hasta  que  sólo  quede  un  en¬ 
tero  escrito  en  la  pizarra.  Demuestra  que  este  entero 
debe  .ser  par 

M4,  Supon  que  dispones  cinco  unos  y  cuatro  ceros  for¬ 
mando  un  círculo.  Luego,  entre  dos  bits  iguales  insei 
tas  un  cero  y  entre  dos  bits  diferentes  inveiias  un  uno, 
produciendo  nueve  nuevos  bits.  Boiras  después  los 
nueve  bits  iniciales.  Muestra  que  cuando  iteras  el  pro¬ 
ceso,  nunca  puedes  tener  nueve  ceros.  (Indicación: 
Trabaja  hacia  atrás,  suponiendo  que  acabas  con  nueve 
ceros). 

*15,  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que 
fr  79/r  +  1.601  es  primo  siempre  que  n  sea  un  entero 
positivo. 

16.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que 
2*  +  I  es  primo  siempre  que  n  no  sea  un  entero  nega¬ 
tivo. 

17.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que 
V  3  es  irracional. 

18.  Demuestra  que  \  n  es  irracional  si  //  es  un  eidero  po¬ 
sitivo  que  no  es  cuadrado  perfecto. 

*19.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que  no 
hay  numero  racional  a  alguno  tal  que  x1  +  v  +  I  -  f). 

20.  Demuestra  que  d  cuadrado  de  un  entero  no  div  isible 
por  5  deja  como  resto  I  o  4  cuando  se  divide  por  5. 
{indicación:  Haz  una  demostración  por  casos), 

*21.  Sea  p  un  número  primo.  Demuestra  que  a  =  h  (mod 
p  \  si,  v  sólo  si,  u  =  h  (mod  p)  o  o  =  h  (mod  p}, 

22.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que 
}v  -  1  es  un  numero  compuesto  siempre  que  n  sea  un 
entero  positivo  mayor  que  L 


K  a zonam icm o  mate ni ál  it  o,  un  tu  cció  n  y  rec  u  rs  ivid ad  2  fl9 


«cr  23. 


24. 

25. 

26. 


27. 


28. 

29. 

30. 


*31. 


32. 

*33. 


34. 


*35. 


**36. 


Demuestra  que  (a  mod  m)(h  mod  m)  mod  ni  ah 
mod  m  pura  todos  los  enteros  a  y  h  siempre  que  m  sea 
un  entero  positivo. 

Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no.  que  a  mod  m  +  h 
mod  m  =  (íí  +  h)  mod  m  para  todos  los  enteros  tí  y  h 
siempre  que  m  sea  un  enlero  positivo. 

Demuestra  que  se  cumple,  o  que  noT  que  hay  tres  en¬ 
teros  consecutivos  impares  que  son  primos,  esto  e.s, 
enteros  primos  impares  de  la  forma  /?,  p  +  2,  p  +  4. 

Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  dado  un  en¬ 
tero  positiva  n .  hay  n  enteros  positivos  impares  con¬ 
secutivos  que  son  primos. 

Da  una  demostración  constructiva  de  !a  proposición: 
«Para  todo  entero  positivo  n.  hay  un  entero  divisible 
por  más  de  n  primos». 

Oblen  un  contraejemplo  de  la  proposición:  «Para  todo 
entero  primo  m  n  +  2  es  primo». 

Adapta  la  demostración  dada  en  el  Ejemplo  5  para  mos¬ 
trar  que  hay  infinitos  números  primos  de  la  forma  bk  +  5, 

¿Qué  es  lo  que  no  funciona  cuando  intentas  adaptar  la 
demostración  de  que  hay  infinitos  números  primos 
para  mostrar  que  hay  infinitos  números  primos  de  la 
forma  4k  +  1? 

Demuestra  que  si  x  es  un  número  real  y  n  es  en¬ 
tero  positivo,  entonces  [  ¿  J  +  +  [^-\  =  medí  3.  n 

batea] 

Demuestra  que  ln!2\\ni2  |  /r/4j  para  todos  los  en¬ 

teros  n. 

Sea  S  =  .r.v.  4-  xa?,  +  ...  +  v  v  *  donde  v,T  v., ....  \  e  v  . 

1]  7-2  ír  fl7  V  1  *  ■  I 

i\,  ...T  y  son  ordenaciones  de  dos  sucesiones  distintas 
de  /i  números  reales  positivos, 
a  I  M  ues  ira  que  S  a  Icanza  s  u  v  al  oí  máxim o  re  spec  toa 
tulas  las  posibles  ordenaciones  cuando  ambas  su¬ 
cesiones  están  ordenadas  en  orden  creciente  o  am 
bus  lo  están  en  orden  decreciente. 

I> J  Muestra  que  5  alcanza  su  valor  mínimo  respecto  a 
todas  las  posibles  ordenaciones  cuando  una  suce¬ 
sión  esta  ordenada  en  orden  creciente  y  la  otra  en 
orden  decreciente. 

Demuestra  que  si  m  y  n  son  enteros  positivos  y  es  im 
número  real,  entonces 


Lx  +  flJ 

X  +  fl  | 

m 

m 

Demuestra  que  si  m  es  trn  entero  positivo  y  v  es  un 
número  real,  entonces 


L«xJ-LrJ  + 


T  +  — 

m 


i 

x+  — 
m 


m- 1 
x  +  — — 
m 


Muestra  que  si  a  y  h  son  mi  meros  irracionales  positi¬ 
vos  lales  que  I ¡a  +  1  ¡b-  lT  entonces  todo  entero  posi 


tivo  se  puede  expresar  de  forma  única  bien  comol  kai 
o  bien  como  [  khj  para  algún  entero  positivo  k. 

*37.  Demuestra  que  si/u)  es  un  polinomio  no  constante 
con  coeficientes  enteros,  entonces  hay  un  entero  y  tal 
que/íy)  es  compuesto.  |  inda  ación:  Supon  que  /(a,  )  =  p 
es  un  número  primo.  Muestra  que  p  divide  a  J\  y,  +  kp) 
para  todo  entero  k .  Obren  una  contradicción  dei  hecho 
de  que  un  polinomio  de  grado  n.  donde  n  >  L  toma 
cada  valor  n  veces  como  máximo], 

38.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo  tal  que  la 
suma  de  sus  divisores  es  n  +  1 .  entonces  n  es  primo. 

39,  Muestra  que  la  conjetura  de  Goldbach,  la  cual  afirma 
que  todo  entero  mayor  que  2  es  la  suma  de  dos  números 
primos,  es  equí váleme  a  la  sentencia  que  afirma  que 
todo  entero  mayor  que  5  es  la  suma  de  tres  primos. 

40.  Una  conjetura,  conocida  como  la  conjetura  de  Poli- 
jitute,  enuncia  que  todo  entero  positivo  par  se  puede 
escribir  como  la  diferencia  de  dos  primos  consecutivos 
de  infinitas  Formas,  Muestra  que  la  conjetura  de  Po¬ 
li  gnae  implica  la  conjetura  de  Jos  primos  gemelos. 

41,  Comprueba  la  conjetura  3.v  +  I  para  estos  eme  ros: 

a)  6  b)  7  c)  17  d)  21 

42,  Comprueba  la  conjetura  3a  +  1  para  estos  enteros: 

a)  16  b)  1 1  c)  35  ti)  E 13 

Un  numero  perfecto  es  un  entero  positivo  que  es  igual  a  la 
suma  de  sus  divisores  propios  (esto  exT  los  divisores  diferentes 
de  él  mismo) 

43.  Muestra  que  ó,  28  y  496  son  perfectos. 

44.  Demuestra  que  si  mcdÍA,  /j  L  donde  s  y  r  son  culeros 
positivos,  entonces  la  suma  de  los  divisores  de  sr  es  el 
producto  de  la  santa  de  los  divisores  de  s  y  la  suma  de 
los  divisores  de  f. 

45,  Demuestra  que  el  entero  2'  í.2r  -1 )  es  perfecto  cuando 
2P  -  I  es  un  número  de  Me t  serme. 

**46,  Demuestra  que  sj  n  es  un  entero  par  que  es  número 
perfecto,  entonces  n  -  2r(2!'  -Ib  donde  -  í  es  un 
número  de  Merscnne. 

47,  Demuestra  si  es  cierto  <*  falso  que  si  tienes  luí  bidón  de 
ocho  litros  de  agua  y  dos  bidones  vacíos  con  capaci¬ 
dad  de  cinco  y  tres  litros,  respectivamente,  entonces 
puedes  medir  cuatro  litros  de  agua  vertiendo  sucesi¬ 
vamente  parte  o  toda  el  agua  de  un  bidón  en  otro. 

*48.  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no  se  cumple,  que 
si  n  es  un  entero  positivo,  entonces  L \  n  +  \  n  ?  ]  J  = 

IV4Ñ  +  2J. 

49,  Muestra  que  el  problema  de  determinar  si  un  programa 
con  una  entrada  prefijada  imprime  alguna  vez  el  dígi¬ 
to  I  es  irresoluble. 

50,  Muestra  que  el  problema  de  decidir  si  un  programa  es¬ 
pecífico  con  una  entrada  específica  termina  tiene  so¬ 
lución, 

51,  Muestra  que  el  siguiente  problema  tiene  solución.  Da¬ 
dos  dos  programas  con  sus  entradas  y  la  certeza  de  que 
exactamente  uno  de  ellos  termina,  determinar  cuál  de 
los  dos  termina. 
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3.2  Suc  esiones  y  suniatorios 


INTRODUCCIÓN 

Las  sucesiones  se  utilizan  para  representar  listas  ordenadas  de  elementos  y  se  emplean  en  ma¬ 
temática  discreta  de  muchas  formas.  Se  pueden  usar  para  representar  soluciones  de  ciertas  ciases 
de  problemas  de  recuento,  como  veremos  en  el  Capítulo  6.  Son  también  una  estructura  de  datos 
importante  en  ciencias  de  la  computación.  Esta  sección  ofrece  un  repaso  del  concepto  de  fun¬ 
ción.  así  como  de  la  notación  utilizada  para  representar  sucesiones  y  sumas  de  los  términos  de 
una  sucesión. 

Cuando  los  elementos  de  una  sucesión  infinita  se  pueden  enumerar,  este  conjunto  se  llama 
contable  o  numerable.  Concluiremos  esta  sección  con  unos  comentarios  sobre  conjuntos  nume¬ 
rables  y  no  numerables.  Demostraremos  que  el  conjunto  de  los  números  racionales  es  numerable, 
pero  que  el  conjunto  de  los  números  reales  no  lo  es. 


SUCESIONES 


Una  sucesión  es  una  estructura  discreta  usada  para  representar  listas  ordenadas. 

DEFINICION  I  Una  sucesión  es  una  función  de  un  subconjunto  del  conjunto  de  los  enteros  (generalmente, 
bien  eí  conjunto  |0,  1,  2,  bien  el  conjunto  (  L  2.  3*  en  un  conjunto  S.  Utilizamos  la 
notación  ay  pitra  denotar  la  imagen  del  entero  n.  Llamamos  a  a  un  término,  de  la  sucesión. 


Empleamos  la  notación  \  aj  para  describir  ta  sucesión.  (Observa  que  í7pi  representa  un  término  in- 
dividual  de  la  sucesión  | a  ] .  Ten  en  cuenta  también  que  la  notación  \aj  para  una  sucesión  entra 
en  conflicto  con  la  notación  de  conjunto.  No  obstante,  el  contexto  en  el  que  usamos  estos  con¬ 
ceptos  siempre  nos  aclarará  cuándo  estamos  tratando  con  una  sucesión  y  cuándo  con  un  conjunto. 
Observa  también  que  la  elección  de  ta  letra  ¿7  es  arbitraria). 

Describirnos  las  sucesiones  enumerando  sus  términos  en  orden  creciente  de  subíndices, 

EJEMPLO  1  Considera  la  sucesión  j  a ,  ¡ ,  donde 
a  -  \  fn, 

n 

La  lista  de  ios  términos  de  esta  sucesión,  comenzando  por  ar  es  decir, 

av  aT  av  a4 . 

comienza  por 

a.u...  , 

2  3  4  * 


DEFINICIÓN  2  Una  progresión  geométrica  es  una  sucesión  de  la  forma 

a,  ar,  ar1, ar", 

donde  el  término  inicial  a  y  la  razón  r  de  la  progresión  son  números  reales. 


Observación:  Una  progresión  geométrica  es  una  analogía  discreta  de  la  función  exponencial 
f(x)  =  ar\ 
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EJEMPLO  2 


DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Las  sucesiones  ( bj,  bn  =  (- 1}";  {rj,  en =  2  •  5\  y  \dj,  dn  -  6  *  (1/3)"  son  progresiones  geomé¬ 
tricas  con  término  inicial  y  razón  iguales  a  -1  y  1 :  10  y  5*  y  2  y  1/3,  respectivamente.  La  lista  de 
términos  br  bv  by  by  ...  comienza  por 

-L  L-i,  I, 

la  lista  de  términos  cy  cv  cv  r)t ...  comienza  por 

10,50,250, 1*250, 

y  la  lista  de  términos  dv  dv  dv  comienza  por 

2,  2/3,  2/9.  2/27, ...  ^ 


Una  progresión  aritmética  es  una  sucesión  de  la  forma 
a,  a  +  d a  +  2d ,  a  +  3 ri.  a  +  mí, 

donde  el  término  inicial  a  y  la  diferencia  d  son  números  reales. 


Observación:  Una  progresión  aritmética  es  una  analogía  discreta  de  la  función  lineal /(.v)  =  dx  +  a. 

Las  sucesiones  |s  }*con  sa  =  -l  L  4 tu  y  |fj,  con  tn  =  7  - 3n,  son  dos  progresiones  geométricas 
con  término  inicial  y  diferencia  iguales  a  -  I  y  4,  y  7  y  3.  respectivamente.  La  lista  de  términos* 
comenzando  por  el  término  para  n  -  0.  jt0,  sy  sy  ...  comienza  por 

-L3,  7,  11 . 

y  la  lista  de  términos  tn,ty  tv  tv.„  comienza  por 

7,4,  1,-2,...  + 

En  ciencias  de  la  computación  se  usan  frecuentemente  las  sucesiones  de  la  forma  ay  ....  a  . 
Estas  sucesiones  finitas  a  veces  se  11  aman  también  cadenas.  Una  cadena  también  se  puede  denotar 
como  q{ü2  ■■■  ü  r  (Recuerda  que  en  la  Sección  L!  se  introdujeron  las  cadenas  tic  bits,  que  no  son  más 
que  sucesiones  finitas  de  bits).  La  longitud  de  una  cadena  S  es  el  número  de  términos  de  la  cadena,  i  .a 
cadena  vacía*  denotada  por  A..  es  la  cadena  que  no  tiene  términos.  La  cadena  vacía  tiene  longitud  cero. 

La  cadena  abad  es  una  cadena  de  longitud  cuatro. 


SUCESIONES  ESPECIALES  I)E  ENTEROS 


Un  problema  común  en  matemática  discreta  es  encontrar  una  fórmula  o  regla  general  para  cons¬ 
truir  los  términos  de  una  sucesión.  A  veces  sólo  se  conocen  unos  pocos  términos  de  la  sucesión 
que  resuelve  un  problema;  el  objetivo  es  identificar  esta  sucesión.  Incluso  aunque  tos  términos  ini¬ 
ciales  de  una  sucesión  no  determinen  la  sucesión  completa  (después  de  todo,  hay  infinitas  suce¬ 
siones  que  coinciden  en  un  conjunto  finito  de  términos  iniciales),  conocer  algunos  de  los  primeros 
términos  puede  ayudar  a  formular  una  conjetura  acerca  de  la  sucesión.  Una  vez  construida  esta 
conjetura,  se  puede  intentar  verificar  si  tenemos  o  no  la  sucesión  correcta. 

Cuando  intentamos  deducir  una  fórmula  o  regla  válida  para  los  términos  de  una  sucesión  a 
partir  de  sus  términos  iniciales,  hay  que  buscar  un  patrón  común  en  estos  términos.  También  se 
puede  i  me  mar  determinar  cómo  se  ha  generado  un  término  a  partir  de  los  que  le  preceden.  Hay 
muchas  preguntas  que  se  podrían  formular;  algunas  de  las  más  útiles  son: 

•  ¿Hay  grupos  de  términos  del  mismo  valor? 

*  ¿Se  pueden  obtener  los  términos  a  partir  de  otros  anteriores  sumando  una  cantidad  fija  o 
una  cantidad  que  depende  de  la  posición  del  término  en  la  sucesión? 
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EJEMPLO  5 


[ejemplos 

aditíonab 


EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


•  ¿Se  pueden  obtener  los  términos  a  partir  de  otros  previos  multiplicando  por  una  cantidad 
particular? 

•  ¿Se  pueden  obtener  los  términos  combinando  otros  previos  de  alguna  forma? 

•  ¿La  relación  de  términos  es  cíclica? 

Oblen  una  fórmula  para  ciada  una  de  las  sucesiones  con  los  cinco  primeros  términos  siguientes: 

(a)  1,  1/2,  1/4,  1/8.  l.'lfr  tbi  1.3,5.  7.9;  (c)  1,-1,  1,-1.  1. 

Solución:  (a)  Podemos  reconocer  que  los  denominadores  de  los  términos  son  potencias  de  2.  La 
sucesión  con  an  =  172o" 1  se  ajusta  a  estos  términos.  La  sucesión  propuesta  es  una  progresión  geo¬ 
métrica  con  a  =  1  y  r  =  1/2. 

(b)  Podemos  observar  que  cada  término  se  obtiene  sumando  2  al  anterior.  La  sucesión  pue¬ 
de  ser  aquella  dada  por  el  término  an  -  2 n  L  que  es  una  progresión  aritmética  con  a  -  1  y  d  =  2, 

(c)  Los  términos  son  1  y  -1  alternativamente.  La  sucesión  con  arj  =  (-!)■* 1  es  una  posible 

candídata.  La  sucesión  propuesta  es  una  progresión  geométrica  con  a  -  -  i  y  r  -  I .  ^ 

Los  Ejemplos  6  y  7  ilustran  cómo  analizar  las  sucesiones  para  obtener  cómo  se  construyen  los 
términos. 

¿Cómo  se  pueden  generar  los  términos  de  una  sucesión  si  los  diez  primeros  términos  son  L  2,  2, 
3,  3,  3,  4,  4,  4,  47  ' 

Solución:  Observa  que  el  entero  1  aparece  una  vez,  2  aparece  dos  veces,  3  tres  veces  y  4  cuatro 
veces.  Una  regla  razonable  para  generar  esta  sucesión  es  que  el  entero  n  aparezca  n  veces  exac¬ 
tamente,  por  lo  que  los  siguientes  cinco  términos  de  la  sucesión  serian  5.  los  siguientes  seis  serían 
ó  y  así  sucesivamente.  La  sucesión  construida  de  esta  forma  se  ajustaría  a  los  términos  iniciales 
dados.  -4 

¿Cómo  se  pueden  generar  los  términos  de  una  sucesión  si  los  diez  primeros  términos  son  5, 1 1.  17, 
23,  29,  35t  41, 47,  53, 59? 

Solución:  Observa  que  cada  uno  de  los  primeros  diez  términos  de  está  sucesión  se  obtiene  su¬ 
mando  6  al  término  anterior*  (Podemos  damos  cuenta  de  esto  hecho  viendo  que  la  diferencia  entre 
dos  de  ellos  consecutivos  es  ó).  Por  tanto,  el  término  fl-ésimo  se  podría  producir  comenzando  por 
5  y  sumando  6  un  total  de  n  -  I  veces:  esto  es,  una  suposición  razonable  es  que  el  término  pésimo 
es  5  +  6(n  -  1 )  =  L  (Esto  es  una  progresión  aritmética  con  ü  -  5  y  d  =  6).  < 

Otra  técnica  útil  para  hallar  una  regla  de  generación  de  términos  de  una  sucesión  es  compa¬ 
rar  los  términos  de  una  sucesión  con  los  términos  de  otra  sucesión  de  enteros  bien  conocida,  tales 
como  los  de  una  progresión  aritmética,  una  progresión  geométrica,  cuadrados  perfectos,  cubos  per¬ 
fectos,  etc.  Los  diez  primeros  términos  de  algunas  sucesiones  que  deberías  recordar  se  muestran  en 
la  Tabla  1^ 


Tabla  1.  Algunas  sucesiones  útiles. 

7 entuno  n- eximo 

Primeros  diez  términos 

tr 

1,4.9,  16,  25,36,49,64.81,  100,  ... 

ir1 

1 . 8.  27.  64.  1 25.  2 1 6.  343,  5 1 2.  729,  1 000,  . . . 

n4 

1,  16,  8!.  256.  625,  1296.  2401.  4096.  6561.  10000.  ... 

2" 

2.4,  8.  16.  32,  64,  128.  256.512,  1024, ... 

3” 

3,4.  27,81.243,729.  2187.6561.  19683.59049, ... 

ni 

1, 2. 6.  24,  120,  720,  5040. 40320, 362880,  3628800, ... 
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EJEMPLO  8  Conjetura  una  Ion  nula  tan  simple  como  puedas  para  afi  si  los  primeros  diez  términos  de  la  sucesión 
\aj  son  1,  7,  25.  79,  241,  727,  2185,  6559,  J  968 1,59047. 

Solución:  Para  atacar  el  problema,  en  primer  lugar  examinamos  la  diferencia  entre  términos 
consecutivos,  pero  no  vemos  un  patrón  claro.  Cuando  calculamos  el  cociente  entre  dos  términos 
consecutivos,  para  ver  sí  cada  término  es  o  no  múltiplo  del  primero,  encontramos  que  esta  razón  no 
es  constante,  pero  que  es  muy  cercana  a  3.  Por  tanto,  es  razonable  sospechar  que  los  términos  de 
esta  sucesión  se  generan  a  partir  de  una  fórmula  relacionada  con  3JT.  Comparando  estos  términos 
con  tos  correspondientes  de  la  sucesión  \  3¡n\y  nos  damos  cuenta  de  que  el  término  ¿í-ésímo  es  2 
unidades  menor  que  !a  potencia  correspondiente  de  3.  Vemos  que  a  -  3'r  2  para  I  <  n  <  10,  por 
lo  que  conjeturamos  que  esta  fórmula  se  cumple  para  todo  n.  -4 

Veremos  a  lo  largo  de  este  texto  que  las  sucesiones  de  números  enteros  aparecen  en  un  amplio 
abanico  de  contextos  dentro  de  la  matemática  discreta.  Entre  ellas  están  las  sucesiones  de  números 
primos  (Capítulo  2),  el  número  de  formas  de  ordenar  n  objetos  discretos  (Capítulo  4).  el  número  de 
movimientos  que  hacen  falta  para  resolver  el  lamoso  juego  de  la  Torre  de  Hanoi  con  n  discos  (Ca¬ 
pítulo  6)  o  el  número  de  conejos  que  habitan  en  una  isla  transcurridos  n  meses  (Capítulo  ó). 

También  aparecen  sucesiones  de  enteros  en  un  conjunto  sorprendentemente  amplio  de  áreas 
fuera  de  la  matemática  discreta,  como  en  biología,  ingeniería,  f  ísica,  química,  así  como  en  juegos 
de  lógica.  El  matemático  Neil  Sloane  ha  construido  durante  los  últimos  veinte  años  una  colección 
extraordinariamente  diversa  de  sucesiones  diferentes  de  enteros  (más  de  ocho  mil).  Sloane,  jumo 
Enlaces  con  Simón  Plouffe,  ha  producido  la  enciclopedia  de  sucesiones  de  números  enteros  The  Enciclo¬ 
pedia  offnteger  Sequences  ([S1P195J).  También  está  disponible  en  la  web  una  extensa  lista  de  su¬ 
cesiones,  a  la  que  regularmente  se  añaden  sucesiones  nuevas.  Además,  hay  un  programa  accesible 
a  través  de  la  web  que  se  puede  utilizar  para  encontrar  sucesiones  en  la  enciclopedia  que  con- 
cuerden  con  los  términos  iniciales  que  uno  proporciona. 

SUM  ATO  RIOS 


Ahora  presentaremos  la  notación  sumatorio.  Comenzamos  describiendo  la  terminología  utilizada 
para  expresar  la  suma  de  los  términos 

ü  ,  o,  ü 

«T  m  4  |  17 

de  la  sucesión  {a  }.  Usamos  la  notación 

'  íl  J 

Vil  o  V  a 

w  i  i 


NEIL  SLOANE  (nacido  en  1939)  Neil  Sloane  estudió  mulera  áticas  e  ingeniería  eléctrica  en  la  Universidad  de  M  ri¬ 
bera  me  con  una  beca  de  la  compañía  telefónica  estatal  au  si  ral  lana.  Durante  los  veranos  desempeñaba  diversos  empleos  re¬ 
lacionados  con  la  telefonía,  como  la  colocación  de  postes  de  teléfono.  Tras  graduarse,  diseñó  redes  telefónicas  de  costes  mí¬ 
nimos  en  Australia.  En  1962  se  trasladó  a  Estados  Unidos  y  estudió  ingeniería  eléctrica  en  Comell  Umversity.  Su  tests  se 
basó  en  lo  que  ahora  se  conoce  como  redes  neurona  les,  Aceptó  un  trabajo  en  tos  Laboratorios  Bdl  en  1969,  trabajando  en 
diversas  áreas,  entre  las  que  se  incluyen  diseño  de  redes,  teoría  de  códigos  y  empaquetaimemo  de  esferas.  Ahora  trabaja 
para  los  Laboratorios  AT&T,  trasladándose  de  los  Laboratorios  Bell  cuando  AT&.T  se  separó  en  19%.  Uno  de  sus  pro¬ 
blemas  favoritos  es  el  problema  del  beso  (nombre  que  é!  mismo  acuñó),  que  pregunta  cuántas  esferas  se  pueden  disponer 
en  dimensión  n  de  tal  forma  que  todas  ellas  toquen  una  esfera  central  del  mismo  tamaño.  (En  dimensión  dos  la  respuesta 
es  6,  puesto  que,  par  ejemplo,  se  pueden  colocar  ó  monedas  de  un  euro  de  tal  forma  que  todas  ellas  toquen  a  otra  moneda 
de  un  euro  colocada  en  el  centro,  hñ  dimensión  tres,  se  pueden  colocar  12  bolas  de.  Mar  de  tal  forma  que  todas  ellas  to¬ 
quen  a  otra  bola  de  biliar  situada  en  el  centro.  Se  dice  que  dos  bolas  de  billar  que  se  tocan,  se  «besana  dando  lugar  a  la  ter¬ 
minología  de  «problema  del  beso*  y  «número  de  besos»),  Sloane,  junto  con  Andrew  Odlyzko.  mostró  que  en  dimensiones 
8  y  24  el  número  óptimo  de  besos  so.nT  respectivamente,  240  y  1 96.360.  ti  numero  de  besos  .se  conoce  para  tas  dimensiones 
L  2.  3,  8  y  24,  pero  no  para  otras.  Entre  los  libros  de  Sloane  están  Sphere  Parkings ,  La t tices  and  Groups  23  edición,  del 
que  es  coautor  junto  con  John  Conway;  The  Theeny  of  En  or -Corree  hn$  Codes  (junto  con  Jessie  Mae  Williams);  The  Tnry- 
dopedia  of  Inieger  Sequera  es,  con  Simón  Plouffe,  y  The  Rock-Climbing  (dude  to  New  Jersey  Crags,  con  Paul  Nick.  Este 
ultimo  libro,  en  el  que  incluye  más  de  cincuenta  tugares  para  practicar  la  escalada  en  Nueva  Jersey,  demuestra  su  interés  por 
este  depone. 


2 14  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


EJEMPLO  9 


Ejemplos 

adicionales 


EJKMPLO  10 


EJEMPLO  II 


EJEMPLO  12 


para  representar 


Aquí  ia  variable  j  se  llama  índice  ríe  i  sumatorio.  i, a  elección  de  la  letra  j  como  variable  es  arbi¬ 
traria.  esto  es.  podríamos  haber  utilizado  cualquier  oirá  letra,  como  i  o  k.  Por  tanto,  en  la  notación 
de  sumatorio 


n  tt  n 

Xa-  =Xar--Xaf 

j-m  i=m  k =m 

Aquí  el  índice  del  sumatorio  recorre  lodos  tos  enteros  que  comienzan  por  el  límite  inferior  m  y 
terminan  en  el  limite  superior  n.  La  letra  griega  sigma  mayúscula,  2,  se  utiliza  para  denotar  el  su¬ 
matorio.  A  continuación  damos  algunos  ejemplos  de  uso  de  esta  notación. 

Expresa  la  suma  de  los  den  primeros  términos  de  la  sucesión  {uj.  donde  an  =  1  /n,  para  «-1,2,  3, ... 

Solución:  El  límite  inferior  dei  índice  del  sumatorio  será  1  y  el  límite  superior  será  1 00,  Escribi¬ 
mos  esta  suma  como 


4 

¿Cuál  es  el  valor  de  y3? 

Solución:  Tenemos 

¿/2  =  l2  +22  +32  +42  +52 

4 

=  1  +  4  +  0  +  16  +  25 
=  55. 


¿Cuál  es  el  valor  de  (-1)*? 

Solución:  Tenemos 

¿<-n*  =(-i>4 +(-i)5  +H)6  +(-iy  +(-i)8 

i  =4 

=  l+H)+l  +  H)+l 
=  1.  * 


A  veces  es  úlil  cambiar  el  índice  del  sumatorio*  Esto  se  hace  cuando  se  necesita  operar  con 
dos  sumas  cuyos  índices  no  coneuerdan.  Cuando  se  cambia  el  índice  de  una  sumatorio,  es  impor¬ 
tante  hacer  los  cambios  apropiados  en  los  correspondientes  sumandos.  Esto  se  ilustra  en  los  si¬ 
guientes  ejemplos. 

Supongamos  que  tenemos  la  suma 

¿A 

j*l 
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TEOREMA  1 


EJKMPI.O  13 


pero  queremos  que  el  índice  varíe  entre  0  y  4  en  lugar  de  entre  1  y  5.  Para  conseguir  esto,  hacemos 
k=j-l.E\  nuevo  índice  k  irá  desde  0  hasta  4.  y  el  término  /  se  convierte  en  (k  +  1):.  Así. 

¿/=É<*+ 1)2. 

I  k-Q 

lis  fácil  comprobar  que  ambas  sumas  son  1 .  +  4  +  9  +  16  +  25  =  55.  ^ 

Una  suma  que  aparece  con  frecuencia  es  la  de  los  términos  de  una  progresión.  El  Teorema  I 
nos  da  una  fórmula  para  la  suma  de  términos  de  una  progresión  geométrica. 


Si  a  y  r  son  números  reales  y  r  *  0,  entonces 


n 

%ar' 


/=o 


),tn  \  i 

r-  i 
(n  + 1  )a 


si  r  f  1. 
si  r  =  L 


Demostración:  Sea 

s= 

>=o 


Para  calcular  S,  primero  multiplicamos  ambos  lados  de  la  igualdad  por  r  y  luego  operamos  sobre 
la  suma  resultante  como  sigue- 

rS  =  r^atJ 

j=0 

=  Íar>« 

j- O 

n+1 

k= i 
n 

—  ^ark  +  (¿ir11**  -  a)  Obtenemos  esta  igualdad  cambiando  el  índice  del  suniatoriü, 

haciendo  k  -  j  +  L 

-  S  +  (arn+l  -  a). 

De  estas  igualdades,  se  ve  que 
rS  -  S  +  (t/r n + 1  -  a )É 


Despejando  5  se  ve  que  si  r  £  1 , 


r-1 

Si  r  -  1,  entonces  es  claro  que  la  suma  es  {n  +  [  )*i. 

En  muchos  contextos  aparecen  sumalorios  dobles  (como  en  el  análisis  de  bucles  anidados  en  los 
programas  informáticos).  Un  ejemplo  de  s amatorios  dobles  es 

4  3 

lia- 

i=l  j= i 
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Para  evaluar  la  doble  suma,  primero  desarrollamos  el  sumaiorio  intemo  y  continuamos  posterior¬ 
mente  desarrollando  el  sumaiorio  externo: 

£Zv=¿0'  +  2(  +  30 

i=l  M 

A 

=  16/ 

=  6  +  12  4  18+24  =  60. 

Podemos  utilizar  la  notación  del  sumatorio  para  sumar  todos  los  valores  de  una  función,  o  los 
términos  de  un  conjunto  índexado,  en  el  que  el  índice  del  sumatorio  cubriría  todos  los  valores  del 
conjunto.  Así,  escribimos 

Im 

se5 

para  representar  la  suma  de  los  valores  fís}7  para  todos  los  elementos  s  de  S. 

EJEM PLO  14  ¿Cuál  es  el  valor  de 

Solución:  Como  Z  ,  p  ,  v  representa  la  suma  de  los  valores  de  ,v  para  todos  los  miembros  del  con¬ 
junto  í  0.  2,  4  |„  se  sigue  que 

X  s =0+2+4= 

s€\{}:2A) 


Ciólas  sumas  son  muy  utilizadas  en  matemática  discreta,  por  lo  que  es  útil  tener  una  colec¬ 
ción  de  Fórmulas  para  ellas.  En  la  Tabla  2  se  proporciona  una  pequeña  lista  de  las  mas  comunes. 
La  primera  de  las  fórmulas  de  esta  tabla  se  lia  obtenido  del  Teorema  L  Las  tres  siguientes  nos 
dan  la  suma  de  los  n  primeros  enteros,  la  de  sus  cuadrados  y  la  de  sus  cubos.  Estas  fórmulas  se 
pueden  derivar  de  muchas  formas  diferentes  (véanse,  por  ejemplo,  los  Problemas  21  y  22  al  final 
de  esta  sección).  Observa  también  que  cada  una  de  estas  fórmulas,  una  vez  que  se  conoce,  puede 
demostrarse  fácilmente  usando  la  inducción  matemática,  técnica  que  se  estudiará  en  la  Sección  3.3. 
Las  dos  últimas  fórmulas  de  la  tabla  se  refieren  a  series  inf  initas,  que  se  tratarán  en  breve. 

El  Ejemplo  15  ilustra  la  utilidad  de  la  Tabla  2. 

EJE  M  r  I .  O  1 5  Obten  Y^,, ,  k  2. 


l  abia  2.  Algunas  sucesiones  útiles. 

Término  a- ¿simo 

Fórmula  cerrada 

0) 

ar'“'-a  , 

.  ,r*  1 
r  -  i  * 

Y*  k 

nín  +  1) 

2 

YW  I¡2 

n(n  +  l)(2n  +  I) 

6 

i;.*3 

tr(n  +  1  )- 

4 

I"  0^- t*l< t 

1 

1  -* 

i; 

i 

a-v): 
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Solución:  Primero  observa  que  como  L; !  i  k2  -  XÍ--  ]  +  X tí 50  se  tiene  que 

IDO  100  49 

X*2  =  £*2-I*2. 

*=50  *=l  *=1 


Utilizando  la  fórmula  IJ. ,  F  =  n{n  +  l  )(2n  +  0/6  de  la  Tabla  2,  se  tiene  que 


*-<o 


loo  mi  20i 

6 


49-50-99 


6 


=  338.350  -  40.425  =  297.925. 


ALGUNAS  SERIES  INFINITAS  Aunque  la  mayoría  de  las  sumas  de  este  libro  son  finitas,  las 
seríes  infinitas  son  una  parte  importante  de  la  matemática  discreta.  Las  fórmulas  para  las  series  in¬ 
finitas  de  los  Ejemplos  16  y  17  son  bastante  útiles. 

EJEMPLO  16  (Se  requiere  Cálculo)  Sea  x  un  número  real.  ¡x |  <  1 .  Oblen  Z“~0  x". 


tj  trapíos 
üdi  tiim  ales 


Solución:  Por  el  Teorema  1 .  con  ü  =  1  y  r  =  x,  se  ve  que  £*=0  x*  =  . 

Como  |.v f  <  l,  x11* 1  tiende  a  0  cuando  k  tiende  a  infinito.  Por  tanto, 


M 

I 


x"  -  lím 


X*+1  - 1 


X~\ 


-I  1 
JC—  I  ~  i-x' 


< 


Podemos  obtener  nuevas  fórmulas  para  las  sumas  derivando  o  integrando  fórmulas  ya  co¬ 
nocidas. 


EJEMPLO  17  (Se  requiere  Cálculo)  Derivando  ambos  lados  de  la  ecuación 


X'* 


i 

l-A 


del  Ejemplo  16,  se  obtiene  que 


ICv*-1 


1=] 


1 

(I-*)2' 


(Esta  derivada  es  válida  para  |_v|  <  I  por  un  teorema  de  series  infinitas). 


< 


CARDINAL 


Recuerda  que  en  la  Sección  1.6  se  definió  el  cardinal  de  un  conjunto  finito  corno  el  numero  de  ele- 
memos  del  conjunto.  Es  posible  extender  el  concepto  de  cardinal  a  lodos  los  conjuntos,  tanto  fi¬ 
nitos  como  infinitos,  con  la  Definición  4. 

DhHNK.'IÓN  4  Los  conjuntos  Á  y  B  tienen  el  mismo  cardinal  sj,  y  sólo  si.  existe  una  Inyección  entre  ,4  y  fí. 


Para  ver  que  esta  definición  concuerda  con  la  definición  previa  de  cardinal  dada  para  un  conjunto 
finito  (el  número  de  elementos  de  este  conjunto),  observa  que  hay  una  biyeceión  entre  dos  con¬ 
juntos  finitos  cualesquiera  de  n  elementos,  para  todo  n  no  negativo. 

Clasificaremos  ahora  los  conjuntos  infinitos  en  dos  grupos,  aquellos  con  el  mismo  cardinal 
que  los  números  naturales  y  aquellos  con  cardinal  diferente. 
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DEFINICIÓN  5 


EJEMPLO  18 


tijcmptos 

adkloiiatís 


EJEMPLO  l‘> 


Un  conjunto  se  dice  que  es  numerable  o  contable  si  es  finito  o  si  tiene  el  mismo  cardinal  que 
el  conjunto  de  ios  números  enteros  positivos.  Un  conjunto  que  no  es  numerable  se  llama  no 
numerable . 

A  continuación  daremos  ejemplos  de  conjuntos  numerables  y  no  numerables. 

Muestra  que  el  conjunto  de  los  números  impares  positivos  es  un  conjunto  numerable. 

Solución:  Para  mostrar  que  este  conjunto  es  numerable,  buscaremos  una  función  biyectiva  entre 
este  conjunto  y  el  conjunto  de  los  enteros  positivos.  Consideremos  la  función 

f(n)  =  2 n  -  ] 


de  Z"  al  conjunto  de  los  enteros  positivos  impares.  Demostraremos  que  /es  una  biyección  viendo 
que  es  inyectiva  y  sobreyectiva,  Para  ver  que  es  inyeetiva,  supongamos  quc/(/i)  Entonces, 

2 n  -1=2 m  L  por  lo  que  n  -  m.  Para  ver  que  es  sobreyectiva,  supongamos  que  r  es  un  entero 
positivo  impar.  Entonces,  /  es  una  unidad  menor  que  un  entero  par  2 k\  donde  k  es  un  número  na¬ 
tural,  Por  tamo,  i  -  2k  -  1  =  f(k).  Mostramos  esta  f  unción  biyectiva  en  la  Figura  1 .  4 

Un  conjunto  infinito  es  numerable  si,  y  sólo  si,  es  posible  enumerar  los  elementos  del  con¬ 
junto  en  una  sucesión  (con  índices  enteros  positivos).  Esto  es  debido  a  que  la  biyección/  entre  el 
conjunto  de  los  enteros  positivos  y  un  conjunto  S  se  puede  expresar  en  términos  de  una  sucesión 
av  aT  ....  att. ....  donde  ax  -  f(  1),  ü2  =/(2),  >>.<  an  -  f(n h ...  Por  ejemplo,  el  conjunto  de  los  números 
impares  se  puede  enumerar  en  forma  de  sucesión  ar  av  ....  ü{,  donde  afí  =  2 n  -  L 

Demuestra  que  el  conjunto  de  los  números  racionales  positivos  es  numerable. 


Solución  Puede  resultar  sorprendente  que  el  conjunto  de  ios  números  racionales  positivos  sea  nu¬ 
merable,  pero  demostraremos  que  podemos  enumerar  ios  elementos  de  este  conjunto  como  una  su¬ 
cesión  de  la  forma  rr  r„  rfl, ...  Primero,  observemos  que  todo  racional  positivo  es  el  cociente p/j 
de  dos  enteros  positivos.  Podemos  disponer  los  números  racionales  positivos  enumerando  aquellos 
con  denominador  1  en  la  primera  fila,  los  de  denominador  2  en  la  segunda  y  así  sucesivamente, 
como  se  muestra  en  la  Figura  2. 

La  clave  para  enumerar  los  racionales  en  una  sucesión  es  enumerar  primero  los  racionales  po¬ 
sitivos  piq  coa  p  +  q  -  2,  seguidos  de  aquellos  con  p  +  q  ~  3,  continuando  con  aquellos  rales  que 
p  +  (y  =  4  y  así  sucesivamente  siguiendo  d  recorrido  que  se  muestra  en  la  Figura  2.  Cuando  se  en¬ 
cuentre  un  número  p/q  que  ya  existe,  no  lo  incluimos  de  nuevo.  Por  ejemplo,  cuando  llegamos  a 
2/2  -  1  no  lo  enumeramos  porque  ya  tenernos  1/1  =  i.  Los  términos  iniciales  de  la  lisia  de  racio- 


Figura  I  >  Una  biyección  entre  Z+  y  el  conjunto  de  las  ente-  Figura  2.  Los  números  racionales  postó 
ros  impares  positivos.  vos  son  numerables. 


Razonamiento  matemático,  inducción  y  recursi  viciad  219 


nales  positivos  que  hemos  construido  son  I,  1/2,  2,  3,  1/3,  1/4,  2/3,  3/2.  4,  5. ...  Todos  los  números 
racionales  son  enumerados  una  vez,  como  el  lector  puede  verificar;  por  tanto,  hemos  demostrado 
que  el  conjunto  de  los  números  racionales  es  numerable.  <4 

El  Ejemplo  20  muestra  que  el  conjunto  de  los  números  reales  es  no  numerable,  Georg  Cantor 
descubrió  este  hecho  en  1879.  Para  demostrar  que  el  conjunto  de  los  números  reales  no  es  nume¬ 
rable  se  usa  un  importante  método  de  demostración,  conocido  como  el  argumento  de  la  diago- 
nalización  de  Cantor*  Este  método  de  demostración  se  utiliza  mucho  en  lógica  matemática  y  en 
teoría  de  computación. 

EJEMPLO  20  Muestra  que  el  conjunto  de  los  números  reales  es  un  conjunto  no  numerable. 


Solución:  Para  mostrar  que  es  no  numerable  suponemos  que  el  conjunto  de  los  reales  es  nume¬ 
rable  y  llegaremos  a  una  contradicción.  Si  fuese  numerable,  el  subcon junto  de  todos  los  números 
reales  entre  0  y  í  sería  también  numerable  (puesto  que  todo  subconjunto  de  un  conjunto  numera¬ 
ble  es  también  numerable,  como  se  ve  en  el  Problema  34  al  final  de  la  sección).  Bajo  esta  supo¬ 
sición,  los  números  reales  entre  0  y  I  se  pueden  enumerar  en  algún  orden,  por  ejemplo,  rr  r„  rv  ... 
Representemos  las  partes  decimales  de  estos  números  como 


r  i 

r2  =  04,444  - 

r?  -  ÜAld3idiidM 

r4  =  04  444  - 


donde  dr  <=  {0,  1,  2,  3,  4,  5,  ó,  7,  8.  9}.  (Por  ejemplo,  si  =  0,237941 02...,  tenemos  dn  -  2,  dr  - 
3,  rf  =  7,  ele.).  Formamos  ahora  un  nuevo  número  real  con  expresión  decimal  r  -  Qfd  d2d2d4..., 
donde  las  cifras  decimales  se  determinan  por  la  siguiente  regla 


4- 


sí  di}  *  4 
si  d-n  =  4. 


(Por  ejemplo,  supongamos  que  rt  -  0,23794102,,.,  r\  —  0,44590138...,  r3  =  0,091 I87ó4,rr, 
r4  -  0,80553900...,  etc.  Entonces,  tenemos  r  =  -  0,4544....  donde  d]  =  4,  ya  que  du  t 

4;  d2  -  5,  ya  que  d  -  4;  d.,  -  4,  ya  que  d}3  ^  4:  d4  -  4,  ya  que  d44  £  4,  y  así  sucesivamente). 

Todo  número  real  tiene  una  expresión  decimal  única  (se  excluye  la  posibilidad  de  que  la  ex¬ 
presión  tenga  un  final  de  cola  formado  enteramente  por  dígitos  9).  Entonces,  el  número  real  r  no 
es  igual  a  ninguno  de  los  r  r  T .,,,  puesto  que  la  expresión  decimal  de  y  difiere  de  la  expresión  de¬ 
cimal  de  cada  r  en  la  fésima  posición  a  la  derecha  de  la  coma  decimal. 

Como  hay  un  número  real  entre  0  y  1  que  no  está  en  la  lista,  la  suposición  de  que  se  podían  enu¬ 
merar  todos  los  números  reales  entre  0  y  I  es  falsa.  Por  tanto,  los  números  reales  entre  0  y  1  son  no 
numerables.  Cualquier  conjunto  con  un  subconjunto  no  numerable  es  no  numerable  (véase  el  Pro¬ 
blema  35  al  final  de  la  sección),  luego  el  conjunto  de  los  números  reales  es  no  numerable.  ^ 


Problemas 


1.  Obten  los  siguientes  términos  de  la  sucesión  |aj,  don¬ 
de  an  -  2  ■  l-3y  +  5", 

a)  a0  b)  üj  e)  a4  d)  a5 

2.  ¿Cuál  es  el  término  u  de  la  sucesión  | a  1  si  a  es  igual  a 

8  '  n 1  fi  c 

a)  2"  '?  b)  7? 

c)  1+H)*?  d)  -G2)n? 


3*  ¿Cuáles  son  los  términos  a[y  a jT  a.,  y  a  de  la  sucesión 
¡  a  ¡ ,  donde  a  es  igual  a 
a)  2*  +  l?  b)  (*+!)'**? 

c)  L/1/2J?  d)  [íi/2j+r«/2l? 

4.  ¿Cuáles  son  los  términos  a.y  ar  a2  y  aT  de  la  sucesión 
( ¿7  | ,  donde  an  es  igual  a 
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a)  1-2 y?  b)  3? 

c)  7  +  4*7  d)  2*  +  (-2)"? 

5.  Enumera  los  primeros  diez,  términos  de  cada  una  de 
estas  sucesiones. 

a)  La  sucesión  que  comienza  por  2  y  cuyos  términos 
siguientes  son  3  más  el  término  que  le  precede, 
bj  La  sucesión  que  lista  cada  entero  positivo  tres  veces, 
en  orden  creciente. 

c)  La  sucesión  que  lista  los  enteros  positivos  impares 
dos  veces  y  en  orden  creciente, 
d  i  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  n!  -  2E. 
c)  La  sucesión  que  comienza  por  3  y  tal  que  cada  tér¬ 
mino  es  dos  veces  d  que  le  precede, 
fl  La  sucesión  cuyos  dos  primeros  términos  son  igua¬ 
les  a  1  y  cada  uno  de  cuyos  términos  sucesivos  es  la 
suma  de  los  dos  anteriores.  (Ésta  es  la  famosa  suce¬ 
sión  de  FibouaccL  que  se  estudiará  más  adelante), 

g)  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  el  número  de 
bits  de  la  expresión  binaria  de  n  (definida  en  la  Sec¬ 
ción  2.5). 

h)  La  sucesión  en  la  que  el  término  n-ésimo  es  el  nu¬ 
mero  de  letras  de  la  palabra  que  nombra  al  núme¬ 
ro  n. 

ó.  Enumera  los  primeros  diez  términos  de  cada  una  de  es¬ 
tas  sucesiones. 

al  La  sucesión  que  se  obtiene  comenzando  por  10  y 
obteniendo  cada  termino  sustrayendo  3  del  término 
anterior. 

b)  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  la  suma  de 
ios  primeros  n  enteros  positivos. 

c)  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  3"  -  2”. 
el)  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  Lv'ñJ 

e)  La  sucesión  cuyos  dos  primeros  términos  son  I  y  2 
y  cuyos  términos  siguientes  se  obtienen  sumando 
I  os  d o  s  tenn  i  n os  pre  v  i  os , 

0  La  sucesión  cuyo  término  n-ésimo  es  el  mayor  entero 
cuya  expresión  binaria  (definida  en  la  Sección  2,5) 
tiene  n  bits.  (  Da  la  respuesta  en  notación  decimal), 
gl  La  sucesión  cuyos  términos  se  construyen  secuen- 
cialmente  como  sigue:  se  comienza  por  l,  luego  se 
suma  L  luego  se  multiplica  por  L  luego  se  suma  2. 
luego  se  multiplica  por  2  y  así  sucesivamente, 
h)  La  sucesión  cuyo  término  n-csimo  es  d  mayor  en¬ 
tero  (  tal  que  kl  <  n. 

7,  Oblen  al  menos  tres  sucesiones  diferentes  que  empiecen 
por  los  términos  L  2.  4  y  tales  que  los  demás  términos 
se  puedan  construir  a  partir  de  una  regla  o  fórmula  sen¬ 
cilla. 

8,  Encuentra  al  menos  tres  sucesiones  diferentes  que  em¬ 
piecen  por  los  términos  3,  5.  7  y  tales  que  los  demás 
términos  se  puedan  construir  a  partir  de  una  regla  o 
fórmula  sencilla. 

$ 

9,  Para  cada  una  de  estas  listas  proporciona  una  fórmula  o 
regla  simple  que  genere  los  términos  de  una  sucesión  de 
enteros  que  comience  por  las  listas  dadas: 


a)  LO,  L  1.0,0,  L  L  LO, 0,0,  L  ... 

b)  1,2, 13,4,4. 5, 6,6,7,  8,8* ... 

c)  LO, 2, 0,4, 0,8,0,  16,0, ... 

d)  3.6.  12.24.48.%,  192,  — 

e)  15,  M, -6, -13,-20,-27^.. 

0  3,5,8,  12,  17,  23.  30.  38.47, ... 

g)  2,  16,  54,  \  28 T  250,  432,  686,  ... 

h)  2,3,7,25,  121, 72 L  5.04 L  40,321,  ... 

10.  Para  cada  una  de  estas  listas  proporciona  una  fórmula  o 
regla  simple  que  genere  tos  términos  de  una  sucesión  de 
enteros  que  comience  por  las  listas  dadas: 

a)  3,6, 1  US.  27, 38,51,66, 83,  102,... 

b)  7,  11, 15, 19, 23*27, 3 L 35,  39,43, ... 

c)  L  10,11,  100,101,  110,  III.  1.000.  1.001.  1.010, 
1.01  L- 

d)  L  2, 2, 2, 3.  3,  3,  3, 3, 5, 5. 5, 5. 5, 5, 5, ... 

e)  0,  2.  8,  26,  80.  242,  728,  2486, 6.560,  19.682, ... 

f)  1,  3i  15,  105,  945,  10.395,  135.135,  2.027.025. 
34.459.425, ... 

g)  1,0,0, 1,  L  LO, 0,0,0,  LL  L  L  1. 

h)  2, 4,  16, 256, 65.536, 4:294.967.296, ... 


*IL  Demuestra  que  si  denota  al  n-ésimo  entero  positivo 
que  no  es  un  cuadrado  perfecto,  entonces  am  =  n  +  1  y¡  n  (. 
donde  \x\  denota  el  entero  más  cercano  al  numero  real  x. 

*  12.  Sea  ¿írel  término  H-ésimo  de  la  sucesión  L  2,  2.  3,  3T  3. 
4,  4,  4,  4,  5,  5,  5,  5,  5.  6,  6,  6,  6,  6,  6.  ...  construida  in¬ 
cluyendo  el  entero  k  exactamente  k  veces.  Muestra  que 
tf„  =  Lv2  n  +  2  J* 


13.  ¿.Cuáles  son  los  valores  de  las  siguientes  sumas? 


a)  £(*  +  1) 

í-i 

10 

o  p 


h)  £i-2y 

/-O 

I 

a)  y(2j+t  -2r) 

i-O 


14.  ¿Cuáles  son  los  valores  de  estas  sumas,  donde  S=  1  L  3, 
5,7)7 

u)  I  i  b)  I  i! 

frf  JeS 

c)  xa /i)  tu  X1 

/pJÍ  Jé% 


15.  ¿Cuáles  son  los  valores  de  cada  una  de  estas  sumas  de 
t  é  rm  i  n os  de  p rt  >g  re  s  i  one  s  geni  1 1  é  í  ri  c  as? 


a)  ¿3-2' 

/-O 

O  V(-3)' 


b)  ¿2' 

ti)  X2'<-3)' 


16.  Halla  d  valor  de  cada  una  de  estas  sumas: 

a)  ¿(l+í-ty)  b)  X{;V-2J> 

í«0  j*^0 
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*  a 

c)  ^(2  ^+3  2;>d)  £(2^-20 

H>  ;=o 


28.  Expresa  ni  usando  la  notación  para  el  producto. 

29.  Oblen 


17.  Halla  el  valor  de  cada  una  de  estas  sumas  dobles: 

a>  I  £<'+./)  h)  £¿(2/  +  3/) 

i-i  ,=n  jhj 

*>  ií'  <"  tía 

1*1  jMl  j=L i 


18.  Halla  el  valor  de  cada  una  de  estas  sumas  dobles: 


al 

c) 


Zlff-» 


ZI> 


m  ^ 


b) 


££(3í+2/) 


;-0 


>"  n.-y 

(  o  /^n 


•9.  Muestra  que  1% ,  (a  -  ^  ,)  =  -  <if(,  donde  a(|,  o,. .... 

es  una  sucesión  de  números  reales.  Este  tipo  de  suma 
se  llama  telescópica. 


20.  Usa  la  identidad  1  f{k(k  +  !))  =  1/i  -  \¡(k  +  I)  y  el  Pro 
Mema  19  para  hallar  £¡_ ,  \/{k(k  +  I)), 

2 1  <  Suma  ambos  lados  de  la  identidad  k 1  -  (k  -  I  f  =  2k  1 
desde  k-  1  a  k ;  —  jj  y  usa  el  Problema  J  9  para  calcular: 

al  Una  fórmula  explícita  para  £*  l  (2*  -  1  >  (¡a  suma 
de  los  primeros  n  números  naturales  impares), 

b)  Una  fórmula  explícita  para  ,  L 


30.  Obten  f]1 

31.  Determina  si  son  numerables  o  no  numerables  los  si¬ 
guientes  conjuntos.  Para  aquellos  que  sean  numerables, 
halla  una  función  biyectiva  entre  el  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  naturales  y  el  conjunto. 

a)  ÍJ&  enteros  negativos. 

b)  Los  enteros  pares. 

c)  Los  números  reales  entre  0  y  1/2. 

d)  Los  enteros  que  son  múltiplos  de  7. 

*32,  Determina  si  son  numerables  o  no  numerables  los  si¬ 
guientes  conjuntos.  Para  aquellos  que  sean  numerables, 
halla  una  fundón  biyectiva  entre  el  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  naturales  y  el  conjunto. 

a)  Los  enteros  que  no  son  divisibles  por  3. 

b)  Los  enteros  divisibles  por  3,  pero  no  por  7. 

el  Los  números  reales  con  representaciones  decima¬ 
les  en  tas  que  linios  los  dígitos  son  I 
di  Los  números  reales  con  representaciones  decima¬ 
les  en  las  que  todos  los  dígitos  son  I  o  9. 

33.  Si  \  es  un  conjunto  no  numerable  y  //  es  un  conjunto 

numerable  .¿deberá  ser  A  numerable? 

34.  Muestra  que  un  su  bcon  junto  de  un  conjunto  numerable 
es  también  numerable. 


*22.  Utiliza  la  técnica  dada  en  el  Problema  19,  junto  con  d 
resultado  dd  Problema  2 1  b.  para  calcular  una  formula 
para  I?,,  k\ 

23,  Calcula  d  valor  de  Sf!1  IK1  k.  (Usa  la  Tabla  2). 

24,  Calcula  el  valor  de  Xf!%  k\  (Usa  la  Tabla  2). 

*25,  Obten  una  fórmula  cerrada  para  V;L0  L  Vil  donde  m  es 
un  entero  positivo,  (Indicación:  Usa  la  fómtula  de  £*  ¡  M 

*26.  Obten  una  fórmula  cenada  para  £7^  L VL  donde m  es  un 
entero  positivo.  [Indicación:  Usa  la  fórmula  ríe  X*  = ,  n, 

fambien  hay  una  notación  especial  para  los  productos.  El  pro¬ 
ducto  de  am.  aml — ,  se  representa  por 

i>. 


35.  Muestra  que  si  A  es  no  numerable  y  A  r  /?.  entonces  B 
es  no  numerable, 

36.  Demuestra  que  la  unión  de  dos  conjuntos  numerables  es 
también  numerable, 

**37-  Demuestra  que  la  unión  de  una  cantidad  numerable  de 
conjuntos  numerables  es  numerable. 

38.  Demuestra  que  Z+  x  Z  es  numerable. 

*39,  Demuestra  que  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  hits 
es  numerable. 

*40,  Demuestra  que  d  conjunto  de  los  números  reales  que 
son  soluciones  de  ecuaciones  cuadráticas  av  4  b.i  f  c -  =  (X 
para  éí,  b  y  c  enteros,  es  numerable. 


27.  ¿Cuál  es  el  valor  de  cada  uno  de  estos  productos? 

a>  ni-  *  rt; . * 

o  n::mr  «> re* 

Recuerda  que  el  valor  de  la  función  factorial  de  un  entero  po¬ 
sitivo  tu  denotada  por  d,  es  el  producto  de  los  enteros  positivos 
de  !  a  ambos  inclusive.  Especificamos  también  que  0!  -  L 


*41.  Muestra  que  d  conjunto  de  todos  los  programas  de  orde¬ 
nador  que  se  pueden  escribir  en  un  lenguaje  de  progra¬ 
mación  es  numerable,  {indicación:  Un  programa  escrito 
en  un  lenguaje  de  programación  puede  considerarse  como 
una  cadena  de  símbolos  de  un  alfabeto  finito). 

*42.  Muestra  que  el  conjunto  de  las  funciones  de  los  enteros 
positivos  al  conjunto  |0,  L  2,  3.  4,  5.  ó,  7,  8,  9|  es  no 
numerable.  [ Indlcacién:  Primero  encuentra  una  biyec- 
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ción  entre  el  conjunto  de  los  números  reales  compren¬ 
didos  entre  0  y  I  y  un  subconjunio  de  estas  funciones. 
Ha/  esto  asociando  al  número  real  (WJtf,d3...íL.,  la  fun 
ción /con  f(n)  -  dj. 

*43*  Decimos  que  una  función  es  computa  ble  si  hay  un  pro¬ 
grama  de  ordenador  que  calcula  tos  valores  de  esta  fun¬ 
ción.  Usa  los  Problemas  41  y  42  para  mostrar  que  hay 
funciones  que  no  son  computabas. 

*44.  Demuestra  que  el  conjunto  de  ios  números  racionales 
positivos  es  numerable  construyendo  una  función  que 
asigne  a  un  número  racional  p/q  con  med ipr  q)  -  1  el 


número  en  base  i  I  formado  a  partir  de  la  representación 
decimal  de  p  seguido  por  el  dígito  A  de  la  base  1 1 ,  que 
corresponde  al  número  decimal  1  0,  seguido  de  la  repre¬ 
sentación  decimal  de  q. 

*45,  Demuestra  que  el  conjunto  de  números  racionales  posi¬ 
tivos  es  numerable  mostrando  que  la  función  K  del  con¬ 
junto  de  números  racionales  positivos  en  el  conjunto 
de  tos  enteros  positivos  es  bivectiva,  donde  K(min)  - 
p^'Pp  —  p^ y2*'  'q^1 ' 1  —  q^  1  *  con  mcdítfi,  rt)  *  I , 
y  donde  las  descomposiciones  en  producto  de  factores 
primos  de  m  y  ti  son:  m  =  p^Pj2  *■*  P*p  y  n  = 

•••  <?y 


3.3  Inducción  matemática 


INTRODUCCIÓN 

¿Cuál  es  la  fórmula  de  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  positivos  impares?  Las  sumas  de  los  pri¬ 
meros  impares  positivos,  para  n  ~  1.  2.  3, 4*  5,  son 

1  =  1,  1+3=4,  I  +3  +  5  =  9, 

1+3  +  5  +  7=16,  1  +  3  +  5  +  7  +  9  =  25. 

A  partir  de  estos  valores,  es  razonable  suponer  que  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  impares  es 
n 2.  Necesitamos  un  método  para  demostrar  que  esta  suposición  es  correcta,  si  es  que  realmente 
lo  es. 

La  inducción  matemática  es  una  técnica  extremadamente  importante  que  se  puede  utilizar 
para  demostrar  enunciados  de  este  tipo.  Como  veremos  en  esta  sección  y  en  capítulos  siguientes, 
la  inducción  matemática  se  usa  para  demostrar  resultados  sobre  una  gran  variedad  de  objetos  dis¬ 
tintos.  Por  ejemplo,  se  emplea  para  demostrar  propiedades  acerca  de  la  complejidad  de  los  algo¬ 
ritmos,  estudiar  sí  son  correctos  ciertos  tipos  de  programas  de  ordenador  o  teoremas  sobre  grafos 
y  árboles,  así  como  un  amplio  abanico  de  identidades  y  desigualdades. 

En  esta  sección  describiremos  cómo  se  puede  utilizar  la  técnica  de  inducción  matemática  y 
por  qué  es  una  técnica  válida  de  demostración.  Es  muy  importante  dejar  claro  que  la  inducción  ma¬ 
temática  sólo  se  puede  aplicar  en  la  demostración  de  resultados  que  se  han  obtenido  de  alguna  otra 
forma.  No  es  una  herramienta  para  descubrir  fórmulas  o  teoremas. 

Hay  varios  ejemplos  interesantes  de  inducción  matemática  que  pueden  ayudamos  a  recordar 
cómo  funciona  este  principio.  Uno  de  éstos  tiene  que  ver  con  un  grupo  de  personas  formando  una 
cola.  Alguien  le  susurra  un  secreto  al  oído  a  la  primera  persona  de  la  cola,  y  cada  persona  le  cuen¬ 
ta  el  secreto  a  Ja  siguiente  persona  de  la  cola  inmediatamente  después  de  escucharlo.  Sea  Pin)  la 
proposición  que  afirma  que  la  persona  n  conoce  el  secreto.  Entonces,  P(  I )  es  verdadera,  puesto  que 
alguien  le  ha  contado  el  secreto  a  la  primera  persona  de  la  cola;  P( 2)  es  verdadera,  pues  la  prime¬ 
ra  persona  reveló  el  secreto  a  la  segunda;  /*(3)  es  verdadera  porque  la  segunda  persona  le  cuenta  el 
secreto  a  la  tercera,  y  así  sucesivamente.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  L  (Obviamente,  se  ha  su¬ 
puesto  que  cada  persona  transmite  el  secreto  sin  modificarlo,  ¡lo  que  no  suele  ser  cierto  en  la  vida 
normal!). 

Otra  forma  de  ilustrar  el  principio  de  inducción  matemática  es  considerar  una  rila  infinita  de 
fichas  de  dominó  colocadas  de  píe.  etiquetadas  con  ios  números  I.  2,  3,  n.  Sea  P{n)  la  propo¬ 
sición  que  afirma  que  la  ficha  n  se  cae.  Si  cae  la  primera  ficha,  es  decir,  si  P{  1  i  es  verdadera*  y  si 
siempre  que  la  ficha  //  se  caiga  también  se  cae  la  (n  +  1 ).  es  decir,  si  Pin)  — >  Pin  +  1 )  es  verdadera, 
entonces  se  caerán  todas  las  fichas.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  2. 
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Fisura  1,  Personas  transmitiendo  un  secreto. 


Hgura  2*  I lustr ación  usando  fichas  de  dominó  de 
cómo  funciona  la  técnica  de  inducción  matemática* 


INDUCCIÓN  MATEMÁTICA 


Muchos  teoremas  afirman  que  P(n)  es  verdadera  para  todos  los  enteros  positivos  donde  P(n)  es 
una  función  preposicional  o  predicado  como,  por  ejemplo,  la  sentencia  |  +  2  +  —  +  n  =  n{n  +  1  )/2 
o  la  propiedad  n  <  2r\  La  inducción  matemática  es  una  técnica  para  demostrar  esta  clase  de  teore¬ 
mas.  Bu  otras  palabras,  la  inducción  matemática  se  utiliza  para  demostrar  proposiciones  de  Ja  for¬ 
ma  Vn  P(u).  donde  el  dominio  es  el  conjunto  de  los  enteros  positivos. 

Una  demostración  por  inducción  de  que  P(n)  es  verdadera  para  lodo  entero  positivo  n  con¬ 
siste  en  dos  pasos: 

PASO  BASE:  Se  muestra  que  la  proposición  P(  I )  es  verdadera, 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Se  muestra  que  la  implicación  P(k)  — >  P{k  +  I  )  es  verdadera  para  todo 
eniero  positivo  k. 

Aquí,  la  sentencia  Pik)  para  un  entero  positivo  fijo  k  se  denomina  hipótesis  de  inducción.  Cuan¬ 
do  se  completan  los  dos  pasos  de  una  demostración  por  inducción  matemática,  hemos  demostra¬ 
do  que  P(n}  es  verdadera  para  todos  los  enteros  positivos  n;  esto  es*  hemos  visto  que  V/?  Finí  es 
verdadera* 

Expresado  como  regla  de  inferencia,  esta  técnica  de  demostración  se  puede  enunciar  como  sigue: 
[P(  Da  Vi  (P(k)  ^  P{k  +  !))]->  Vw  P(n). 

Debido  a  la  importancia  de  la  inducción  matemática,  vale  la  pena  explicar  en  detalle  los  pasos  de 
una  demostración  utilizando  esta  técnica*  Lo  primero  que  tenemos  que  hacer  para  demostrar  que 
P(n)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  //  es  mostrar  que  P(  1 )  es  verdadera.  Esto  no  es  más  que 
mostrar  que  la  sentencia  particular  obtenida  al  sustituir  n  por  I  en  Pin)  es  verdadera.  Luego,  de¬ 
bemos  demostrar  que  P(k)  — >  P(k  +  I)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  k.  Para  demostrar 
que  esla  implicación  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  k,  necesitamos  mostrar  que 
P(k  +  1 )  no  puede  ser  falsa  cuando  Pik)  es  verdadera.  Esto  se  puede  hacer  suponiendo  que  Pik)  es 
verdadera  y  mostrando  que  baja  esta  hipótesis  P(k  +  1 )  debe  ser  también  verdadera. 

Observación:  ¡En  una  demostración  por  inducción  matemática  no  se  supone  que  P(k )  es  verdadera 
para  todos  los  enteros  positivos!  Sólo  se  muestra  que  si  se  supone  que  Pik)  es  verdadera,  entonces 
Pik  +  I )  es  también  verdadera.  Por  tanto,  una  demostración  por  indicción  no  es  un  caso  de  razo¬ 
namiento  circulan 
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Fnlam 


EJemplu 

idicwiMib 


EJEMPLO  1 


Enlacen 


Cuando  se  usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  un  teorema,  vemos  primero  que  P(l)es 
verdadera.  1  mego  sabemos  que  />{2)  es  verdadera,  puesto  que  P{  1)  implica  P(2>*  Luego  sabemos 
que  P{ 3)  es  verdadera,  puesto  que  P{2)  implica  P(3),  Continuando  del  mismo  modo,  vemos  que 
P(n)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  n. 


EJEMPLOS  DE  DEMOSTRACIONES  POR  INDUCCION 


Vamos  a  ver  diversos  ejemplos  que  ilustran  cómo  se  demuestran  teoremas  mediante  la  técnica  de  in¬ 
ducción  matemática.  Empezaremos  demostrando  una  fórmula  para  la  suma  de  los  n  primeros  enteros 
positivos  impares,  t  Muchos  de  los  teoremas  que  demostramos  por  inducción  en  esta  sección  se  pue¬ 
den  demostrar  también  por  otros  métodos.  No  obstante,  en  general,  vale  la  pena  intentar  demostrar  un 
teorema  de  varias  maneras  distintas,  puesto  que  alguna  de  ellas  puede  en  ocasiones  fallar). 

Usa  el  método  de  inducción  matemática  para  demostrar  que  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  po¬ 
sitivos  impares  es  n2. 

Solución:  Sea  Pin)  la  proposición  que  afirma  que  la  suma  de  ios  n  primeros  enteros  positivos  im¬ 
pares  es  n\  En  primer  lugar,  debemos  completar  el  caso  base:  debemos  verificar  que  P(i)  es  ver¬ 
dadera.  Luego,  llevaremos  a  cabo  el  paso  de  inducción,  esto  es,  debemos  mostrar  que  Pik  +  1)  es 
verdadera  cuando  se  supone  que  Pi  k)  es  verdadera. 

PASO  BASE:  P{  I )  afirma  que  la  suma  del  primer  entero  impar  es  l2.  Esto  es  cierto,  puesto  que  el 
pnmer  entero  positivo  impares  L 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Para  completar  el  paso  de  inducción  debemos  demostrar  que  la  propo¬ 
sición  P(k)  P\k  +  l)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  k.  Para  hacer  esto,  supongamos  que 
Pik)  es  verdadera  para  un  entero  positivo  kt  esto  es, 

1  +  3  +  5  +  ...  +  i2k  I  )  =  R 

[Observa  que  el  £ -Osmio  entero  positivo  impar  es  (2k  1 ),  ya  que  este  entero  se  obtiene  sumando 

2  un  total  de  k  1  veces  a  1 J.  Debemos  demostrar  que  P(k  +  1 )  es  verdadera,  suponiendo  que  Pik) 
es  verdadera.  Ten  en  cuenta  qu cP(k  +  1)  es  la  sentencia  que  afirma  que 

1  +  3  +  5  +  ...  +  (2 k  -  l)  +  (2  k+  l)  =  (k  +  1  f : 

Por  tanto,  suponiendo  que  P(k)  es  verdadera,  se  sigue  que 

1  +  3+5  +  -  +  I2*-  D  +  Í2 ¿  +  I)  -[l  +  3  +  -  +  {2Jt-l)|  +  (2it+  t) 

=  F+(2*  +  1) 

=  F  +  2  k  +  I 

=  a  +  \)\ 

Esto  muestra  que  P(k)  —>  P(k  +  l ).  Observ  a  que  hemos  usado  la  hipótesis  de  inducción  P(k)  en  la 
segunda  igualdad  para  reemplazar  la  suma  de  los  primeros  k  enteros  positivos  impares  por  k\ 
Puesto  que  P(l)  es  verdadera  y  que  Pik)  —>  P(k  +  1 )  también  lo  es  para  lodo  entero  positivo  Á\  el 
principio  de  inducción  matemática  muestra  que  P(n)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  n .  M 

En  el  Ejemplo  2  utilizamos  el  principio  de  inducción  para  demostrar  una  desigualdad. 


NOTA  H1STÓRJC  'A  t  i  primer  uso  conocido  de  la  técnica  de  inducción  matemática  se  encuentra  cu  el  trabajo  del  ma¬ 
terna!  ico  del  siglo  \Vl  Francesco  Mauroüco  ( 14940575),  Mauralico  escribió  mucho  sobre  matemáticas  clásicas  c  hizo  mul¬ 
titud  Je  contribuciones  [fia  geometría  y  la  óptica.  Kti  su  libro  Af  ilhmeticorum  Lihñ  Dúo,  Maurolico  presentó  un  gran  nu¬ 
mero  de  propiedades  de  los  números  enteros  junio  con  ■ais  demostraciones.  Para  demos!  rar  algunas  de  estas  propiedades 
ideó  el  método  de  inducción  matemática.  Su  primer  uso  ¡le  la  inducción  en  este  libro  fue  para  demostrar  que  h  suma  de  los 
n  primeros  números  impares  es  n1. 
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EJEMPLO  2  Usa  el  método  de  inducción  para  demostrar  la  desigualdad 

n  <  2" 

para  todo  entero  positivo  n. 

Solución:  Sea  P(t¡)  la  proposición  «n  <  2"». 

PASO  BASE:  P{  I )  es  verdadera,  puesto  que  1  <  21  =  2, 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  P(k)  es  verdadera  para  el  entero  positivo  k  Esto  es  su¬ 
ponemos  que  k  <  2*.  Necesitamos  demostrar  que  P(k  +  I )  es  verdadera.  Tenemos  que  ver  que  k  + 

1  <  *  .  Sumando  1  en  ambos  lados  de  la  desigualdad  k  <  2*.  y  teniendo  en  cuenta  que  I  <2*  te¬ 
nemos  1 

k  +  1  <  21  +  I  <2*+  2*  =  2t  +  l, 

Hemos  demostrado  que  P(k  +  I )  es  verdadera,  es  decir,  que  k  +  1  <  2í  +  t,  basándonos  en  la  supo- 
síciún  Je  que  P(k)  es  vcrIücíltu.  Sc  h¿t  completHcJo  el  p;iso  de  inducción. 

Por  tanto,  por  el  principio  Je  inducción  matemática,  se  ha  demostrado  que  n  <  2”  para  todo  n 
positivo,  r 

KJ  I  l’l -O  i  Utiliza  el  método  de  inducción  para  demostrar  que  n}  -  n  es  divisible  por  3  siempre  que  n  sea  un 
entero  positivo. 

Solunán:  Para  construir  la  demostración,  definamos  P(n)  como  la  sentencia  «n'  -  n  es  divisible  por  3». 

PASO  BASE:  P{\)  es  verdadera,  puesto  que  P-  I  =  0  es  divisible  por  3. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  P(k )  es  verdadera,  esto  es,  que  k'  k  es  divisible  por  3. 
Debemos  mostrar  que  P(k  +  1 )  es  verdadera,  esto  es.  tenemos  que  demostrar  que  (k  +  I -  ík  +  ] ) 
es  divisible  por  3,  Observa  que 

(*  +  iy~(k  +■  1)  =  (k3  +  3U  +  3*  +  1)  -  {*+  [) 

=  (JP-*)  +  3(JP+tí. 

Como  los  dos  términos  de  esta  suma  son  divisibles  por  3  (el  primero  por  la  suposición  del  paso  de 
inducción  y  el  segundo  porque  es  tres  veces  un  entero),  se  sigue  que  (k  +  ¡  )■'  (k  +  l )  también  es 
divisible  por  3.  Esto  completa  el  paso  de  inducción.  Por  tanto,  por  el  principio  de  inducción  ma¬ 
temática,  n}  n  es  divisible  por  3  partí  iodo  n  entero  positivo,  ^ 

A  veces  necesitamos  demostrar  que  P(n)  es  verdadera  para  n  =  b,  b  +  I ,  b  +  2, donde  b  es  un 
uitcm  diferente  a  1.  Para  ello  se  puede  utilizar  el  principio  de  inducción  sin  más  que  cambiar  el  paso 
base.  Por  ejemplo,  consideremos  el  Ejemplo  4.  que  demuestra  que  una  fórmula  es  válida  para  todos 
los  enteros  no  negativos,  por  lo  que  necesitamos  demostrar  que  P(n)  es  verdadera  para  n  =  0,  1,  2. ... 

EJEMPLO  4  Usa  el  método  de  inducción  para  demostrar  que 
1  +  2+  22  +  —  +  2n-2"' 1  1 
para  lodos  tos  enteros  n  no  negativos. 

Solución:  Sea  P{n)  la  proposición  que  afirma  que  esta  fórmula  es  correcta  para  el  entero  n. 

P ASO  BASE:  /’(()}  es  verdadera,  puesto  que  2o  =  I  =  2 1  —  I 

BASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  P{k)  es  verdadera.  Para  llevar  a  cabo  c!  paso  de  in¬ 
ducción  usando  esta  suposición,  se  debe  demostrar  que  P(k  +  1 1  es  verdadera,  es  decir, 

’  O 

I  +  2  +  22  +  +  2A  +  2* +  l  =  2** +h  + 1  —  1  =  2* -  I 
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Utilizando  la  hipótesis  de  inducción  P(k)f  se  sigue  que 

l  +  2  +  22+  ■■■  +  2*  +  2*+l  =(1  +  2  4  22  +  4  2k)  +  2k+ 1 

=  (2A  + 1  -  1.)  +  2*  +  J 
=  2  ■  2A  + 1  -  1 
=  2Í  +  2-  L 

Con  esto  se  finaliza  el  paso  de  inducción,  lo  que  completa  la  demostración.  ^ 

Como  se  ve  en  el  Ejemplo  4,  para  demostrar  que  P(n)  es  verdadera  para  n  -  b,  h  4  U  h  4  2, .... 
donde  b  es  un  entero  diferente  de  1,  empleando  el  principio  de  inducción  matemática,  mostramos 
que  P{b)  es  verdadera  (el  paso  base)  y  entonces  demostramos  que  la  implicación  P(k)  -4  P(k  4  í )  es 
verdadera  para  k  -  b ,  b  +  1,  h  4  2,  ...  (el  paso  de  inducción).  Ten  en  cuenta  que  b  puede  ser  negativo, 
cero  o  positivo.  Haciendo  una  analogía  con  el  ejemplo  de  las  fichas  de  dominó  que  se  vio  antes,  ima¬ 
gina  que  empezamos  derribando  la  ficha  que  está  en  la  posición  b  (el  paso  base)  y  cada  una  de  las  fi¬ 
chas  que  cae  va  derribando  la  siguiente  (el  paso  de  inducción).  Dejamos  al  lector  el  demostrar  que 
esta  forma  de  inducción  es  válida  (véase  el  Problema  76). 

La  fórmula  dada  en  el  Ejemplo  4  es  un  caso  especial  de  un  resultado  general  para  la  suma  de 
términos  de  una  progresión  geométrica  (Teorema  1  de  la  Sección  3,2).  Usaremos  el  principio  de 
inducción  matemática  para  proporcionar  una  demostración  alternativa  a  esta  fórmula. 

EJEMPLO  5  Suma  de  una  progresión  geométrica  Demuestra  por  inducción  esta  fórmula  para  la  suma  de  un 
numero  finito  de  términos  de  una  progresión  geométrica: 

A  2  ñ  ar  —  a 

ar  —  a  +  6fr  +  íir  H - ar  —  — - - ,  cuando  r  1 . 

f=o  r  ~  í 

Solución:  Para  demostrar  esta  fórmula  utilizando  el  principio  de  inducción,  sea  Pin)  la  proposición 
que  afirma  que  esta  fórmula  es  correcta  para  la  suma  de  los  primeros  n  +  1  términos  de  una  pro- 
gre  s  ion  g  eo métr  i  c  a . 

PASO  BASE:  P( 0)  es  verdadera,  puesto  que 


a  — 


ar  —  a 
r- 1 


PASO  DE  INDUCCIÓN :  Supongamos  que  P(k)  es  verdadera.  Es  lo  es,  supongamos  que 

2  k  ar  -  a 

a  4  ar  +  ar  H —  4  ar "  —  - - , 

r  —  l 

Para  demostrar  que  esto  implica  que  P(k  4  I )  es  verdadera,  sumamos  ark  + 1  a  ambos  lados  de  la 
ecuación  para  obtener 


T 


J  +  l 

.  i  t  ¿4-1  at  a  ¿-+I 

ü  +  ar±ar  4  —  4  ar  4 ar  - - -Yar  . 

r- 1 

Reescribiendo  el  lado  derecho  de  la  ecuación,  se  ve  que 

a/*+1  a  ark'[ -a  a  rki2 -art+l  ark'2-a 

- +  ar  -■ 


r-i 


r- 1 


r-1 


r-í 


Combinando  estas  dos  últimas  ecuaciones,  se  tiene  une 
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Esto  muestra  que  si  P(k)  es  verdadera,  entonces  Pik  +  I )  de  Iré  ser  también  verdadera.  Así.  se  com¬ 
pleta  el  paso  de  inducción  y  se  demuestra  que  la  fórmula  para  la  suma  de  los  términos  de  uña  se¬ 
rie  geométrica  es  correcta.  ^ 

Como  se  mencionó  anteriormente,  la  fórmula  del  Ejemplo  4  es  la  fórmula  del  Ejemplo  5  para 
«  =  1  y  r  =  2.  El  lector  podrá  verilear  que  poniendo  estos  valores  de  a  y  r  en  la  fórmula  general  se 
obtiene  la  dada  en  el  Ejemplo  4. 

El  siguiente  ejemplo  demuestra  una  importante  desigualdad  para  la  suma  de  los  inversos  de 
un  conjunto  de  enteros  positivos. 

EJEMPLO  6  Una  desigualdad  para  los  números  armónicos  Los  números  armónicos  ti  .j  =  I  ,  2,  3, se 
de  finen  como 


„  ,  1  I 

H  —  I  +  —  +  — r- 
'  2  3 


Por  ejemplo: 


„  1  I  1 

//,4  —  1  +  —  +  —  H — 

2  3  4 


25 

12' 


Usamos  la  inducción  matemática  para  demostrar  que 

,+? 

para  lodo  numero  entero  no  negativo  n. 

Solución:  Para  llevar  a  cabo  la  demostración,  consideremos  la  proposición  P(n)  que  afirma  que 
t/f  >  1  +  n¡2. 


PASO  BASE ;  P(0)  es  verdadera,  puesto  que  =  //. <1  -  -  1  >  1  +  0/2. 


PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  Pik)  es  verdadera,  por  lo  que  //,*  >  I  +  Jt/2.  Hemos  de 
demostrar  que  P(k  +  1 J,  que  es  la  sentencia  H2k+i  ^  1  +  (k  +  l)/2,  tiene  que  ser  verdadera  bajo  esta 
hipótesis  de  inducción.  Se  puede  ver  que 


//ij+j 


definición  de  mi  mero  armónico 


I  1 

- - H — rn  definición  de  número  armónico 

*+l  2*  1 


^  2a+  t+  -  +  2UI  P°r  hipótesis  de  inducción 


+  2*  — \ - puesto  que  hav  2l  términos  mayores  o  iguales  que  [¡2* 

2*+l 

1 

+  - 

2 


2 


Esto  completa  el  paso  de  inducción  de  la  demostración.  Por  tanto,  la  desigualdad  para  los  números 
armónicos  es  válida  para  todos  los  enteros  n  no  negativos.  -4 
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Observación:  La  desigualdad  establecida  muestra  que  la  serie  armónica 


es  una  serie  infinita  divergente,  Éste  es  un  ejemplo  importante  sobre  et  estudio  de  series  infinitas 


F.¡  Ejemplo  7  muestra  cómo  utilizar  la  inducción  matemática  para  verificar  una  fórmula 
para  el  número  de  subconjuntos  de  un  conjunto  finito. 


EJEMPLO  7  El  número  de  subeonjuntos  de  un  conjunto  finito  Demuestra  por  inducción  que  si  S  es  un 


conjunto  finito  con  n  elementos,  entonces  5  tiene  2"  subconjuntos.  (Demostraremos  este  resultado 
directamente  de  otras  formas  en  el  Capítulo  4), 

Solución:  Sea  P(n)  la  proposición  que  afirma  que  un  conjunto  con  n  elementos  tiene  2*  subcon¬ 
juntos. 

PASO  BASE:  /'(O)  es  verdadera,  puesto  que  un  conjunto  con  cero  elementos,  el  conjunto  vacío, 
tiene  exactamente  2°  =  !  subconjuntos;  el  único  subconjunto  que  tiene  es  él  mismo. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Supongamos  que  Pik)  es  verdadera,  por  lo  que  todo  conjunto  con  k  ele¬ 
mentos  tiene  2*  subeonjuntos.  Se  debe  demostrar  que  bajo  esta  suposición  P( k  +  1 ).  la  sentencia 
que  afirma  que  todo  conjunto  de  k  +  i  elementos  tiene  2k  * !  subeonjuntos,  debe  ser  también  ver¬ 
dadera.  Para  demostrar  esto,  sea  7  un  conjunto  con  k  +  1  elementos.  Entonces,  es  posible  escribir 
T  =  S  U  |o|,  donde  a  es  uno  de  los  elementos  de  Ty  S  —  T-  \a  j.  Los  subeonjuntos  de  T  se  pue¬ 
den  obtener  de  la  siguiente  forma.  Para  cada  subcon  junto  X  de  S  hay  exactamente  dos  subcon- 
juntos  de  T.  que  son  X  y  X  U  j  a )  (véase  la  Figura  3).  Éstos  constituyen  todos  los  subeonjuntos  de 
T.  y  todos  ellos  son  distintos.  Como  S  tiene  2*  subeonjuntos,  T  tendrá  2  ■  2l  =  2*’ '  subeonjuntos. 
Esto  completa  el  paso  de  inducción.  -4 


EJEMPLO  8  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo. 


I  +  2  +  3  +  +  n  =  n(n  +  1  )/2. 

Solución:  Sea  Pin)  la  proposición  que  afinna  que  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  positivos  es 
nin  +  I  )/2.  Debemos  hacer  dos  cosas  para  demostrar  que  Pin)  es  verdadera  para  todo  n  =  1.2,  3, ... 
Debemos  ver  que  P(l)  es  verdadera  y  que  la  implicación  P(k)  —y  P(k  +  I )  es  verdadera  para  7=1. 


2.3 


Figura  3.  Generación  de  los  subeonjuntos  de  un  conjunto  con  k  +  I  elementos.  Se  supone  que  T  -  S  U  jo}. 
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EJEMPLO  9 


EJEMPLO  10 


PASO  BASE:  P{  1 )  es  verdadera,  puesto  que  1  -  I  ( 1  +  1  )/2, 

PASO  DE  INDUCCIÓN;  Supongamos  que  P(k)  es  verdadera,  por  lo  que 


1  +2  +  3  +  —hJt=í(Jt+l)/2. 

Bajo  esta  hipótesis,  se  debe  demostrar  que  Pik  +  1)  es  verdadera,  es  decir,  que 
1  +  2  +  3  +  +  k  +  {k  +  l)-(i+  I  ){(jt  +  1 )  +  1  ]/2  =  +  I  )(k  +  2)/2 

es  también  verdadera.  Sumando  k+  1  a  ambos  lados  de  la  ecuación  de  Pik)  se  obtiene 

1  +  2  +  3  +  +  k  +  {k  +  1)  “  k{k  +  1  )/2  +  {k  4-  1 ) 

=  [(*/ 2)+  !](*+  I) 

=  (*+  l)(k  +  2)/2, 

Esta  última  ecuación  muestra  que  P(k  +  1)  es  verdadera.  Esto  completa  el  paso  de  inducción  y  la 
demostración.  4 

Utiliza  la  inducción  matemática  para  demostrar  que  T  <  /*!  para  todo  entero  positivo  n  mayor  o 
igual  que  4. 

Solución:  Sea  Pui)  la  proposición  que  afirma  que  2n  <  ni 

PASO  BASE:  Para  demostrar  la  desigualdad  para  n  >  4  se  requiere  que  el  paso  base  sea  P( 4).  Ob¬ 
serva  que  P(4)  es  verdadera,  puesto  que  24  =  16  <  4!  =  24. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Supongamos  que  P(k  )  es  verdadera.  Esto  es,  supongamos  que  2*  <  kl 
Debemos  demostrar  que  Pik  +  1)  es  verdadera,  esto  es,  tenemos  que  demostrar  que  2L  +1  <  (k  +.1)! 
Multiplicando  ambos  lados  de  la  desigualdad  2k  <  k\  por  2,  tenemos  que 

2  *  2A  <  2  A  ! 

<(k+\)kl 
®(Jt+  1)1 

listo  demuestra  qué  Pik  +  í )  es  verdadera  cuando  P(k)  es  verdadera,  lo  que  completa  el  paso  de  in¬ 
ducción  de  la  demostración.  Por  tanto,  se  ha  demostrado  que  2*  <  n\  es  verdadera  para  todo  entero  n, 
n  >  4,  4 

Usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  la  siguiente  generalización  de  una  de  las  leyes  de  De 
Morgan. 


rW-iX 

M  ;=i 

para  Av  Ar  .,,,  Att  subeonjuntos  del  conjunto  universal  U  y  n  >  2. 

Solución:  Sea  Pin)  la  identidad  anterior  para  n  conjuntos. 

PASO  BASE:  La  sentencia  P(2)  establece  que  A,  ri  Á2  =  A  U  A.  -  Ésta  es  una  de  las  leyes  de  De 
Morgan;  fue  demostrada  en  la  Sección  1.7. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Supongamos  que  P{k)  es  verdadera.  Esto  es, 

T~  * 

fK  =  IK 

M  •  M 

siempre  que  A ( ,  Av  ...,  Ak  sean  subeonjuntos  del  conjunto  universal  U.  Para  llevar  a  cabo  el  paso  de 
inducción  se  debe  demostrar  que  si  esia  igualdad  se  cumple  para  k  subeonjuntos  de  U  cualesquiera. 
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debe  ser  también  válida  para  k  +  1  subctmjuntos  de  U.  Supongamos  que  4]t  A2 . .4,  A i  + ,  son 

subcon jumos  de  V.  Si  suponemos  que  se  cumple  la  hipótesis  de  inducción,  entonces 


Enlaces 


£+1 


DV; 


*  Jfe+I  \ 

n^j  K« 

i 


(k+ 1  \ 

rn 

\H  ) 


U  ,4,. 


'£+ 1 


por  [a  ley  de  De  Morgan 


m 


k+ 1 


por  hipótesis  de  inducción 


Esto  completa  la  demostración  por  inducción*  4 

El  Ejemplo  1 1  ilustra  cómo  se  puede  emplear  el  método  de  inducción  matemática  para  de¬ 
mostrar  un  resultado  sobre  recubrimiento  de  tableros  de  ajedrez  con  piezas  en  forma  de  L. 


EJEMPLO  ü 


'  v-'-’-év’ 

>■, 

&  4  : 

..  -V. 

S 

i 

Sea  n  un  entero  positivo.  Demuestra  que  cualquier  tablero  de  ajedrez  extendido  de  2*  x  2??  casillas 
cuadradas  del  que  se  elimina  una  de  sus  casillas  se  puede  cubrir  utilizando  piezas  en  forma  de  L 
que  cubren  tres  casillas,  como  la  que  se  muestra  en  la  Figura  4. 

Solución:  Sea  P(n)  la  proposición  que  afirma  que  cualquier  tablero  de  2n  x  211  casillas  se  puede  cu¬ 
brir  con  piezas  en  forma  de  L  que  cubren  tres  casillas.  Podemos  usar  el  método  de  inducción  ma¬ 
temática  para  demostrar  que  P(n)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo  n, 

PASO  BASE:  P(  1 }  es  verdadera,  puesto  que  un  tablero  de  2x2  casillas  del  que  se  ha  quitado  una 
casilla  se  puede  recubrir  usando  una  pieza,  como  se  muestra  en  la  Figura  5. 


Figura  4,  Una  pieza 
en  forma  de  L 


PA  S  O  DE  IND  l  JC  (. 1  f  Ó  /V :  S  u  p  o  n  e  m  os  que  P{k)  es  ve  rd  ad  era,  esto  es.  que  e  u  alqu  i  er  i  a  b  1  e  ro  d  e 
2k  x  2k  casillas  con  una  de  ellas  quitada  se  puede  recubrir  con  piezas  en  forma  de  L  que  ocupan 
tres  casillas.  Bajo  esta  suposición,  se  debe  demostrar  que  P(k  +  l )  es  verdadera  también,  por  lo 
que  cualquier  tablero  de  2* 41  x2*+l  casillas  con  una  de  ellas  quitada  se  puede  recubrir  con  piezas 
en  forma  de  L  de  tres  casillas. 

Para  ver  esto,  consideremos  un  tablero  de  2* 41  x  2* 41  casillas  al  que  se  ha  quitado  una  de  ellas. 
Fallimos  el  tablero  en  cuatro  partes  cuadradas  de  2k  x  2*  casillas,  sin  más  que  dividir  por  la  mitad  en 
horizontal  y  en  vertical.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  ó.  Tres  de  estos  cuatro  tableros  están  completos. 
El  cuarto  tablero  de  2*  x  2* casillas  tiene  una  casilla  quitada,  por  lo  que  por  hipótesis  de  inducción  se 
puede  cubrir  con  las  piezas  en  forma  de  L  Ahora  quitamos  temporalmente  la  casilla  de  la  esquina  de 
cada  uno  de  los  otros  tableroskle  2k  X  2k  simada  en  el  centro  del  tablero  de  2*+l  x  2k+K  como  se  mues¬ 
tra  en  la  Figura  7.  Por  la  hipó  esis  de  inducción,  cada  uno  de  estos  tres  tableros  de  2k  x  2k  con  una  ca¬ 
silla  quitada  se  puede  recubrí  r  con  las  piezas  en  forma  de  L.  Además,  las  tres  casillas  quitadas  tem¬ 
poralmente  pueden  ser  cubiertas  por  una  pieza  adicional  Así,  el  tablero  completo  de  2* x  2* 41 
casillas  se  ha  recubierto  con  las  piezas  en  forma  de  L,  Esto  completa  ia  demostración.  -4 


Figura  5*  Recubrimientos  posibles  de  tableros  de  2x2  con  una  casilla  quitada. 
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Razonamiento  matemático,  inducción  y  recursi  viciad  231 


EJEMPLO  12 


Figura  to  División  de  un  tablero 
de  2*  41  x  21 41  casillas  con  una  de 
ellas  quitada  en  cuatro  de  2*  x  2*. 


Figura  7,  Recubrimiento  dd 
tablero  de  2* tl  X  2* 41  casillas 
con  una  de  ellas  quitada. 


Ahora  proporcionamos  un  ejemplo  que  ilustra  una  de  las  muchas  formas  en  que  la  inducción 
matemática  se  utiliza  en  el  estudio  de  algoritmos.  Veremos  que  se  puede  aplicar  en  la  demostra¬ 
ción  de  que  un  algoritmo  voraz  conduce  a  una  solución  óptima.  (Véase  la  Sección  2.1  para  más  de¬ 
talles  sobre  algoritmos  voraces). 

Podemos  utilizar  un  algoritmo  voraz  para  programar  un  conjunto  de  m  charlas  propuestas  tv  t ,, .... 
tm  en  un  mismo  salón  de  actos.  Supongamos  que  ta  charla  ¡t  comienza  a  la  hora  c  y  finaliza  a  la 
hora/.  (No  se  pueden  dar  dos  charlas  al  mismo  tiempo  y  una  charla  debe  empezar  justamente 
cuando  acaba  la  anterior).  Suponemos  que  las  charlas  se  enumeran  en  orden  temporal  no  decre¬ 
ciente,  por  lo  que/,  </2  < ...  <  j\  El  algoritmo  voraz  selecciona  en  cada  paso  la  charla  con  la  hora 
de  finalización  menor  entre  todas  aquellas  que  comienzan  después  de  haber  acabado  las  ya  se¬ 
leccionadas,  (El  algoritmo  siempre  añade  primero  la  charla  con  la  hora  de  finalización  más  pe¬ 
queña).  Mostraremos  que  este  algoritmo  voraz  es  óptimo  en  el  sentido  de  que  siempre  programa  el 
mayor  número  de  charlas  posible.  Para  demostrar  que  el  algoritmo  es  óptimo,  usamos  inducción 
matemática  sobre  la  variable  n.  el  número  de  diarias  programadas  por  el  algoritmo.  Sea  P{n)  la 
proposición  que  afirma  que  si  el  algoritmo  programa  ti  charlas,  entonces  no  es  posible  programar 
un  número  mayor  de  ellas. 

PASO  BASE:  Supongamos  que  el  algoritmo  voraz  organiza  sólo  la  charla  /.  Esto  significa  que 
ninguna  otra  charla  comienza  después  de  fr  ía  hora  a  la  que  la  charla  /  finaliza.  Si  no  es  así,  po¬ 
dríamos  añadir  la  primera  de  esas  charlas  que  encontrásemos  al  ir  recorriendo  la  lista  de  charlas  en 
orden  no  decreciente  de  hora  de  finalización.  Por  tanto,  a  la  hora  /  cada  una  de  las  charlas  res¬ 
tantes  necesita  usar  el  salón  de  actos,  puesto  que  todas  ellas  comienzan  a  la  hora /,  o  antes  y  fi¬ 
nalizan  después  de/  Se  sigue  que  no  se  pueden  organizar  dos  charlas,  puesto  que  ambas  necesi¬ 
tarían  usar  el  salón  de  actos  a  la  hora /,,  Esto  demuestra  que  P(  1)  es  verdadera  v  completad  paso 
base. 

P/  SO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  P(k)  es  verdadera,  esto  es,  que  el  algoritmo  voraz  siem¬ 
pre  organiza  el  mayor  número  de  charlas  posible  cuando  selecciona  k  charlas,  dado  cualquier 
conjunto  de  ellas  (no  importa  cuántas  sean).  Ahora  supongamos  que  el  algoritmo  ha  seleccionado 
k  +  I  charlas.  Debemos  demostrar  que  el  algoritmo  voraz  ha  seleccionado  el  mayor  número  de 
ellas  posible,  suponiendo  que  siempre  produce  la  solución  óptima  cuando  se  seleccionan  k  charlas. 
Esto  es,  tenemos  que  demostrar  que  Pik  +  l )  es  verdadera,  suponiendo  que  P(k)  lo  es. 

Para  completar  el  paso  de  inducción,  mostramos  primero  que  existe  una  programación  tle 
charlas  que  incluye  las  máximas  posibles  y  que  contiene  a  la  charla  /.  la  charla  con  la  hora  de  fi¬ 
nalización  más  pequeña.  Esto  es  fácil  de  ver,  ya  que  en  una  programación  que  comience  con  la 
charla  í.  con  i  >  K  lacharía  /  puede  ser  sustituida  por/.  Para  ver  esto,  observa  que  como  /  >/.  to¬ 
das  las  charlas  planificabas  para  después  de  r  pueden  seguir  en  el  programa. 

fl  Una  vez  que  concluye  /,  programar  el  máximo  número  de  charlas  se  reduce  a  programar  tan¬ 
tas  como  sea  posible  después  de  la  hora./’  o  a  la  hora/.  Así,  si  hemos  organizado  tantas  como  es 
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posible,  la  organización  de  las  charlas  que  no  son  il  es  una  programación  óptima  de  aquellas  char¬ 
las  originales  que  comienzan  una  vez  acabada  ír  Como  el  algoritmo  voraz  organiza  k  charlas  cuan¬ 
do  crea  tal  programación,  podemos  aplicar  la  hipótesis  de  inducción  para  concluir  que  ha  organi¬ 
zado  el  máximo  número  posible  de  charlas.  Se  sigue  que  el  algoritmo  voraz  ha  organizado  tantas 
como  es  posible,  k  +  I T  cuando  produce  una  organización  con  k  +  1  charlas.  Esto  completa  el  paso 
de  inducción,  finalizando  La  demostración  de  que  Pin)  es  verdadera  para  todo  entero  positivo 
que  es  la  demostración  de  que  el  algoritmo  es  óptimo,  4 


INDUCCION  FUERTE 


Hay  otra  forma  de  inducción  matemática  que  a  menudo  se  utiliza  en  las  demostraciones.  En  esta 
forma  usamos  el  mismo  paso  base  que  antes,  pero  cambia  el  paso  de  inducción.  Suponernos  que 
P(j)  es  verdadera  para  j  -  I, ...,  k  y,  basándonos  en  esta  suposición,  demostramos  que  P{k  +  1) 
debe  ser  también  verdadera.  Este  método  es  conocido  como  inducción  fuerte.  (A  veces  también 
es  llamado  segundo  principio  de  inducción  matemática). 

Resumimos  los  dos  pasos  utilizados  para  demostrar  que  Pin)  es  verdadera  para  todo  entero 
positivo  n: 

P  ISO  BASE:  Se  demuestra  que  la  proposición  P(  I )  es  verdadera. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Se  demuestra  que  \P(  \ )  a  P( 2)  a  ■■■  a  P(k)\  -*P(k  +  t  í  es  verdadera 
para  todo  entero  positivo  L 

Las  dos  formas  de  inducción  matemática  son  equivalentes,  esto  es,  se  puede  demostrar  que 
cada  una  de  ellas  es  una  técnica  de  demostración  válida  suponiendo  que  la  otra  es  cierta.  Dejamos 
como  ejercicio  para  el  lector  demostrarlo.  Veamos  ahora  algunos  ejemplos  que  muestran  cómo  se 
usa  la  inducción  fuerte. 


EJEMPLO  13  Consideramos  un  juego  en  el  que  ha\  dos  montones  de  cerillas,  y  dos  contrincantes  juegan  por  tur 


nos,  quitando  el  número  de  cerillas  que  deseen  tic  uno  de  los  montones.  El  jugador  que  quite  la  úl¬ 
tima  cerilla  gana.  Muestra  que  si  los  dos  montones  contienen  inicialmente  el  mismo  número  de  ce¬ 
rillas,  el  segundo  jugador  puede  ganar  siempre,  haga  lo  que  haga  e!  primero. 

Solución:  Sea  n  el  número  de  cerillas  de  cada  montón.  Utilizaremos  la  inducción  fuerte  para  de¬ 
mostrar  Pin),  la  semencia  que  afirma  que  el  segundo  jugador  puede  ganar  siempre  si  inicialmerv 
te  hay  n  cerillas  en  cada  montón. 

PASO  BASE:  Cuando  n-  1.  el  primer  jugador  tiene  sólo  una  elección  posible,  que  es  quitar  la 
única  cerilla  que  hay  en  uno  de  tos  montones,  dejando  el  otro  montón  con  una  cerilla.  El  segundo 
jugador  tomará  esta  cerilla,  ganando  el  juego, 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Supongamos  qut  P(f)  es  verdadera  para  tocio  y,  1  <j<  C  esto  es,  que  d 
segundo  jugador  puede  ganar  siempre  que  ímidulmente  haya  /cerillas  en  cada  uno  de  los  dos  mon¬ 
tones,  con  I  <  /  <  A.  Ahora  supongamos  que  Junemos  k  +  1  cerillas  en  cada  montón  al  comienzo  del 
juego  y  supongamos  que  el  primer  jugador  quita  j{ !  <j  <  k)  cerillas  en  la  primera  jugada,  dejando 
k  +  l  -  j  en  el  montón.  Si  el  segundo  jugador  quila  el  mismo  número  de  cerillas  del  otro  montón, 
crea  la  situación  en  la  que  hay  dos  montones  con  k  +  i  —j  cerillas.  Como  \  <k+l-j<  L  el  se¬ 
gundo  jugador  puede  ganar  siempre  por  la  hipótesis  de  inducción.  Completamos  la  demostración 
viendo  que  si  el  primer  jugador  quita  las  k  +  í  cerillas  de  un  montón  ,  el  segundo  jugador  tiene  la  op- 
rión  obvia  de  ganar  quitando  las  k  +  1  cerillas  del  segundo  montón.  ^ 


meros  primos. 

Solución:  Sea  P(n)  la  proposición  que  afirma  que  n  se  puede  escribir  como  producto  de  números  primos. 
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PASO  BASE:  P( 2)  es  verdadera,  puesto  que  2  se  puede  poner  como  producto  de  números  primos: 
el  mismo,  [Ten  en  cuenta  que  P{ 2)  es  el  primer  caso  que  necesitamos  establecer J. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  Pijí  es  verdadera  para  todos  los  enteros  positivos  j  me¬ 
nores  o  iguales  que  k.  Para  completar  el  paso  de  inducción  debemos  mostrar  que,  bajo  esta  supo¬ 
sición,  P(k  +  1)  es  verdadera. 

Hay  dos  casos  que  debemos  considerar:  cuando  k  +  l  es  primo  y  cuando  es  compuesto.  Si 
k  +  I  es  primo,  inmediatamente  se  ve  que  P{k  +  1)  se  cumple.  En  el  caso  de  que  sea  compuesto. 
k  4-  I  se  puede  escribir  como  el  producto  de  dos  enteros  a  y  h ,  que  cumplen  que  2  <  a  <  b  <  k  +  L 
Por  hipótesis  de  inducción,  tanto  a  como  b  se  pueden  escribir  como  producto  de  números  primos. 
Por  lauto,  si  k  +  1  es  compuesto,  se  puede  escribir  como  producto  de  números  primos,  a  saber.  los 
primos  de  la  factorización  de  a  y  los  de  la  factorización  de  h.  A 

Observación:  Como  l  es  un  producto  de  números  primos  (el  producto  vacío  de  ningún  factor  pri¬ 
mo),  podríamos  haber  empezado  la  demostración  del  Ejemplo  14  con  P(l)  como  paso  base.  Ele¬ 
gimos  no  usarlo  porque  para  mucha  gente  este  caso  es  confuso. 

El  Ejemplo  14  completa  la  demostración  del  Teorema  fundamental  de  la  aritmética,  que 
enuncia  que  todo  entero  no  negativo  se  puede  factorizar  de  una  única  forma  como  producto  de  nú¬ 
meros  primos  en  orden  no  decreciente.  Se  vio  en  la  Sección  2.6  (pág.  169)  que  un  entero  tiene 
como  máximo  una  descomposición  en  números  primos.  El  Ejemplo  14  demuestra  que  tal  des¬ 
composición  existe. 

El  resultado  del  Ejemplo  14  es  difícil  de  demostrar  utilizando  ei  principio  de  inducción  ma¬ 
temática  en  vez  de  la  inducción  fuerte.  No  obstante,  como  se  muestra  en  el  Ejemplo  15,  algunos  re¬ 
sultados  se  pueden  demostrar  con  cualquiera  de  las  dos  formas  de  inducción. 

EJEMPLO  15  Demuestra  que  cualquier  franqueo  postal  de  12  o  más  céntimos  se  puede  completar  empleando  so 
lamente  sellos  de  4  y  5  céntimos. 


Solución;  Demostraremos  en  primer  lugar  este  resultado  utilizando  el  principio  de  inducción 
matemática  y  luego  haciendo  uso  de  la  inducción  fuerte.  Sea  Pin)  la  sentencia  que  afirma  que  un 
franqueo  postal  de  n  céntimos  se  puede  formar  usando  sellos  de  4  y  5  céntimos. 

Comenzamos  utilizando  el  principio  de  inducción. 


PASO  BASE:  Se  consigue  un  franqueo  de  12  céntimos  empleando  tres  sellos  de  4  céntimos. 


PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  que  P(k)  es  verdadera,  por  lo  que  podemos  completar  un 
franqueo  de  k  céntimos  usando  sellos  de  4  y  5  céntimos.  Si  utilizamos  al  menos  un  sello  de  4  cén¬ 
timos.  podemos  reemplazar  este  sello  por  uno  de  5  para  formar  un  franqueo  de  k  +  1  céntimos.  Si 
no  se  ha  utilizado  ningún  sello  de  4  céntimos,  el  franqueo  de  k  céntimos  se  formó  usando  sólo  se¬ 
llos  de  5  céntimos.  Como  k>  12,  se  emplearon  al  menos  tres  sellos  de  5  céntimos.  Por  tanto,  si  se 
reemplazan  tres  sellos  de  5  por  cuatro  de  4.  formamos  un  franqueo  de  k  +  1  céntimos.  Esto  com¬ 


pleta  el  paso  de  inducción  y  la  demostración. 


* 

Ahora  u  ¡aremos  la  forma  fuerte  de  inducción.  Demostraremos  que  se  pueden  formar  fran¬ 
queos  de  12, 1 3,  14  y  15  céntimos  y  luego  mostraremos  cómo  formar  un  tranqueo  de  k  +  1  cénti¬ 
mos.  k  >  15,  a  partir  de  franqueos  de  k  3  céntimos. 


PASO  BASE:  Podemos  formar  franqueos  de  12.  13,  14  y  15  céntimos  utilizando  tres  sellos  de  4. 
dos  de  4  y  uno  de  5,  uno  de  4  y  dos  de  5  y  tres  de  5  céntimos,  respectivamente. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Sea  k  >  15.  Suponemos  que  podemos  formar  franqueos  de  j  céntimos, 
para  1 2<j<k.  Para  formar  un  franqueo  deJt  +  1  céntimos,  usamos  el  franqueo  de  k  -  3  céntimos 
y  le  añadimos  un  sello  de  4  céntimos.  Esto  completa  el  paso  de  inducción  y  la  demostración  por  el 
principio  fuerte  de  inducción. 


i 
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EJEMPLO  16 


EJEMPLO  17 


(Hay  otras  formas  de  tratar  este  problema  además  de  las  presentadas.  ¿Podrías  encontrar  una 
solución  sin  utilizar  inducción?).  ^ 

Observación:  El  Ejemplo  15  muestra  cómo  se  puede  adaptar  la  inducción  fuerte  para  tratar  casos 
donde  e!  paso  de  inducción  es  válido  sólo  para  valores  suficientemente  grandes  de  k.  En  particu¬ 
lar,  para  demostrar  que  P(n)  es  verdadera  para  n  -  /,  j  +  1 ,  j  +  2T ...,  donde  j  es  un  entero,  vemos 
primero  que  P(j).  Píj  +  i ),  P{j  f  2),  P(¡)  son  verdaderas  (el  paso  base),  y  entonces  demostramos 

que  [P{j)  a  Pij  +  1)  a  P(j  +  2)  a  —  a  P(k)\  P(k  +  1)  es  verdadera  para  todo  entero  k  >  t  (el  paso 
de  inducción).  Por  ejemplo,  el  paso  base  de  la  segunda  demostración  del  Ejemplo  15  muestra  que 
P{12),  P(13),  P(14)  y  P(15)  son  verdaderas.  Necesitamos  demostrar  estos  casos  por  separado, 
puesto  que  el  paso  de  inducción,  que  muestra  que  [Pí  12)  a  P(13)  a  ■■■  a  P(k)]  — >  P(k  4-  1),  sólo  se 
cumple  cuando  k  >  15, 

LA  PROPIEDAD  DEL  BUEN  ORDEN 


La  validez  de  la  inducción  matemática  se  basa  en  el  siguiente  axioma  fundamental  sobre  el  con¬ 
junto  de  los  enteros, 

LA  PROPIEDAD  DEL  BUEN  ORDEN  Todo  conjunto  de  enteros  no  negativos  tiene  un  ele¬ 
mento  mínimo, 

A  menudo  se  utiliza  esta  propiedad  directamente  en  las  demostraciones. 

Utiliza  la  propiedad  del  buen  orden  para  demostrar  el  algoritmo  de  la  división.  Recuerda  que  el  al¬ 
goritmo  de  la  división  establece  que  si  o  es  un  entero  y  d  es  un  entero  positivo,  entonces  hay  dos 
únicos  enteros  c  y  r  tales  que  0< red  y  a  —  de  +  r. 

Solución:  Sea  S  el  conjunto  de  los  enteros  no  negativos  de  la  forma  a  -  de.  donde  c  es  un  entero. 
Este  conjunto  no  es  vacío,  puesto  que  -de  se  puede  hacer  tan  grande  como  queramos  (tomando  c 
como  un  número  entero  negativo  con  valor  absoluto  grande).  Por  la  propiedad  del  buen  orden.  S 
tiene  un  elemento  mínimo  r  -  o  -  de  . 

El  entero  r  no  es  negativo.  También  sabemos  que  r  <  d.  Si  no  fuese  así,  habría  un  número  no 
negativo  menor  en  S.  a  saber,  a  -  d{c :  a  I ).  Para  ver  esto,  supongamos  que  r  >  d.  Como  a  -  dcu  +  x 
se  sigue  que  a  d(c0  +  1 )  =  (a  -  de 0)  -  d  —  r  -  d  >  0.  Por  tanto,  existen  los  enteros  c  y  r,  0  <  r  <  d, 
La  demostración  de  que  c  y  r  son  únicos  se  deja  para  el  lector.  ^ 

En  una  competición  cada  participante  juega  contra  cada  uno  de  los  otros  participantes  exactamente 
una  vez,  y  en  cada  partida  uno  gana  y  el  otro  pierde.  Decimos  que  los  jugadores  p-  p  ....  p  for¬ 
man  un  ciclo  si  p.  vence  a  pv  p2  a  p  t ....  {  a  pm y  pm  vence  a py  Usa  el  principio  del  buen  orden 

para  demostrar  que  si  hay  un  ciclo  de  longitud  m.  m  S  3,  entre  los  participantes,  entonces  debe  ha¬ 
ber  un  ciclo  formado  por  tres  participantes. 

Solución:  Supongamos  que  no  hay  ciclos  de  tres  participantes.  Corno  hay  al  menos  un  ciclo,  d 
conjunto  de  todos  los  enteros  positivos  n  tales  que  hay  un  ciclo  de  longitud  n  es  no  vacío.  Por  la 
propiedad  del  buen  orden,  este  conjunto  de  enteros  positivos  tiene  un  elemento  mínimo  k .  que  por 
la  hipótesis  de  partida  debe  ser  mayor  que  3,  Consecuentemente,  existe  un  ciclo  de  jugadores  pr 
/?„  p,  y  ninguno  más  corto. 

Como  hemos  supuesto  que  no  hay  ciclos  de  tres  participantes,  se  tiene  k  >  3,  Consideremos  los 
tres  primeros  elementos  del  ciclo,  pv  /?,.  py  Hay  dos  posibilidades  para  el  juego  entre  p{  y  py  Sí  /x  ven¬ 
ce  a  pv  entonces  pv  forman  un  ciclo  de  longitud  3,  en  contradicción  con  la  suposición  inicial  Por 

tamo,  debe  cumplirse  que  p  vence  a  pv  Esto  significa  que  si  eliminamos p,  cid  ciclo  pvpr  /x . pí 

obtenemos  otro  ciclo prpv pA ...  pi  de  longitud  k  -  1.  Esto  contradice  la  suposición  de  que  el  ciclo  más 
corto  posible  tenía  longitud  k.  Concluimos  que  debe  haber  un  ciclo  de  longitud  3.  ^ 
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DESCENSO  INFINITO  Describimos  ahora  un  método  de  demostración  conocido  como  des¬ 
censo  infinito,  introducido  por  Fierre  de  Fermat  en  el  siglo  xvu.  Este  método  se  usa  frecuente¬ 
mente  para  demostrar  que  dada  una  función  preposicional  Fin).  F{k)  es  falsa  para  lodos  los  ente¬ 
ros  positivos  k.  El  método  se  basa  en  la  observación  de  que  si  F\k)  es  verdadera  para  al  menos  un 
entero  L  entonces  la  propiedad  del  buen  orden  garantiza  que  hay  un  mínimo  entero  positivo  5  tal 
que  FU)  es  verdadera.  El  método  consiste  en  encontrar  un  entero  positivo  /  tal  que  /  <5  para  el 
que  P(/)  es  verdadera.  De  aquí  se  sigue  que  Fin)  debe  ser  falsa  para  todo  entero  positivo.  (Esta 
técnica  se  llama  el  método  de  descenso  infinito  porque  el  procedimiento  de  encontrar  enteros  más 
pequeños  para  Jos  cuales  la  función  preposicional  es  verdadera  se  podría  continuar  indefinida¬ 
mente,  generando  una  sucesión  decreciente  infinita  de  enteros  positivos,  lo  cual  es  imposible  por 
d  principio  del  buen  orden),  El  método  del  descenso  infinito  se  utiliza  a  menudo  para  demostrar 
que  ciertas  ecuaciones  no  tienen  soluciones  enteras.  En  particular,  Fermat  empleó  este  método  para 
demostrar  el  caso  n  =  4  de  su  teorema  más  famoso,  que  enuncia  que  la  ecuación  a4  +  v4  =  z4  no  tiene  so¬ 
luciones  enteras  positivas.  Ilustramos  el  uso  de  la  técnica  de  descenso  infinito  en  el  Ejemplo  18. 

EJEMPLO  18  En  el  Ejemplo  21  de  la  Sección  1 .5  se  vio  que  \'2  es  irracional  Daremos  ahora  una  demostración 
diferente  utilizando  el  método  de  descenso  infinito.  Primero  supongamos  que  vTes  racional  En¬ 
tonces,  existirán  dos  enteros  positivos  n  y  m  tales  que  si  -  m/n.  Por  la  propiedad  dtd  buen  orden, 
hay  un  entero  positivo  mínimo  N  tul  que  =  M/N  para  algún  entero  positivo  A/.  (Esto  fiaría  de  N 
el  mínimo  denominador  posible  de  los  cocientes  entre  enteros  que  son  iguales  a  s/2). 

Para  llevar  a  cabo  la  demostración  por  descenso  infinito,  mostraremos  que  V2  =  (2 N  - 
M)/[M  -  N)  y  0  <  M  -N  <N.  Esto  contradice  la  elección  de  N  como  el  menor  entero  positivo  tal 
que  v2  -  M/N  para  algún  entero  positivo  Aí,  Para  mostrar  que  \r2  =  (2 N  -  M)/(M  -  N)  sólo  nece¬ 
sitamos  demostrar  que  (2N  -  M)/{M  -  N)  -  M/N.  Para  demostrarlo,  vemos  primero  que  como 
{M/N)2  =  2.  se  signe  que  M 1  -  2 N1.  Por  tanto, 

2 N  M  _  Í2N  M)N  _  2N:  MN  M 2  -  MN  _  (M-N)M  M_ 

M  -  N  ~  (M  -  N)N  ~  (M  -  N)N  ~  ( M  -N)N  {M  -  N)N  N  ‘ 

Para  completar  la  demostración,  sólo  falta  ver  que  el  denominador  M  -  N  es  positivo  y  menor  que 
N.  Como  1  <  \'2  <  2  y  \,r2  -  M/N,  se  cumple  que  1  <  M/N  <  2  y,  por  tanto,  N  <  M  <  2N.  Restando 
N,  se  concluye  que  0  <  M  <  N.  < 

POR  QUÉ  ES  VÁLIDA  LA  INDUCCIÓN  MATEMÁTICA _ 

¿Por  qué  es  la  inducción  matemática  una  técnica  válida  de  demostración?  La  razón  proviene  de  la 
propiedad  del  buen  orden.  Supongamos  que  conocemos  que  P(  I )  es  verdadera  y  que  también  lo  es 
la  proposición  P(k)  -»  P(k  +  1)  para  todos  los  enteros  positivos  L  Para  demostrar  que  Píti )  debe 
ser  verdadera  para  todo  entero  positivo,  suponemos  que  hay  al  menos  un  entero  positivo  para  el 
cual  Fin)  es  falso.  Entonces,  el  conjunto  S  de  los  enteros  positivos  n  para  los  que  P(/0  es  falsa  es 
no  vacío.  Por  tanto,  por  la  propiedad  del  buen  orden.  S  tiene  un  elemento  mínimo,  que  se  puede 
denotar  por  m.  Sabemos  huc  m  no  puede  ser  l ,  puesto  que  Fi  1 )  es  verdadera.  Como  m  es  positivo 
y  mayor  que  L  m  1  es  tn  entero  positivo.  Además,  corno  ni  I  es  menor  que  nu  no  está  en  S. 
por  lo  que  P(m  -  I)  debo  ser  verdadera.  Como  la  implicación  Finí  —  I)  — >  Finí)  es  también  ver¬ 
dadera.  se  debe  cumplir  que  P(m)  es  verdadera.  Esto  contradice  la  elección  de  m.  Así,  Pin)  debe 
ser  verdadera  para  todo  entero  n  positivo. 
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Problemas 


1.  Oblen  una  fórmula  para  la  suma  de  los  n  primeros 
enteros  positivos  pares, 

2.  Usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  la  fór¬ 
mula  que  has  obtenido  en  el  Problema  L 

3.  Usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  que  3  +  3  - 

5  +  3  ■  52  +  —  +  3  *  5"  =  3(  5 "  * 1  1  )/4  para  lorio  entero 

no  negativo  n, 

4.  Usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  que  2*2 

7  +  2  ■  72  +  •«  +  2(-7 Y  =  (I  -  í-7r  *)/4  para  todo  en¬ 
tero.  no  negativo  //. 

5.  Obten  una  fórmula  para 


examinando  los  valores  Je  esta  expresión  para  valores 
pequeños  de  n.  Demuestra  tu  resultado  aplicando  in¬ 
ducción  matemática. 


6.  Obten  una  fórmula  para 


examinando  los  valores  de  esta  expresión  para  valores 
pequeños  de  tr  Demuestra  tu  resultado  aplicando  in¬ 
ducción  matemática. 


7.  Demuestra  que  l:  +  22  +  +  rr  -  n(n  +  1  K2/i  +  1  )/6 

para  lodo  n  entero  positivo. 


18.  De  n  me  vira  que 
I  t 

4  9  n2  n 

siempre  que  n  sea  un  entero  mayor  que  1. 


19.  Demuestra  que  cualquier  franqueo  postal  mayor  de  7 
céntimos  se  puede  formar  empleando  sólo  sellos  de  3  y 
5  céntimos. 

20.  Demuestra  utilizando  d  principio  de  inducción  que  3 
divide  a  +  2/i  si  n  es  un  entero  no  negativo. 


21 .  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  5 
divide  a  n*  -  n  sí  n  es  un  entero  no  negativo. 


22.  Demuestra  uti lisiando  el  principio  de  inducción  que  ó 
divide  a  ri  -  ti  si  n  es  un  entero  no  negativo. 


*23.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
rr  1  es  divisible  por  8  para  todo  entero  impar  positivo  n. 


24.  Demuestra  utilizando  eí  principio  de  inducción  que 
rr  -  In  +  12  es  no  negativo  si  n  es  un  entero  mayor 
que  3, 


25.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  im 
conjunto  de  rt  elementos  tiene  n{n  -  I  )/2  subconj unios 
con  exactamente  dos  elementos  si  n  >  2. 


*26.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  un 
conjunto  de  n  elementos  tiene  /i(n  -  Din  —  2)/6  sub- 
conjuntos  con  exactamente  tres  elementos  si  n  >  3. 


8.  Demuestra  que  1 1  +  21  +-  +  n 1  -  [rt(77  +  l)/2]z  para 

lodo  n  entero  positivo. 

9.  Demuestra  que  1 '  +  3 2  4-  5 '  +  ...  +  (2 n  +  i  f  =  [n  +  I) 
(2n  +  I  >(2/i  +  3 )/3  para  todo  //  culero  no  negativo. 

10.  Demuestra  que  I  1 !  +  2  ■  2!  +  ...  +  n  rt\  -  (n  +!)!-! 
para  todo  n  entero  positivo, 

*11.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  si 
h  >  t ,  entonces  I  +  nh  <  ( t  +  hy  para  todo  n  entero 
no  negativo.  Rsia  desigualdad  se  llama  desigualdad 
de  fternoulli. 

1 2.  Demuestra  que  3*  <  7/!  para  todo  n  entero  mayor  que  ó. 

1 3.  Demuestra  que  2"  >  tr  para  iodo  n  entero  mayor  que  4. 

14.  Demuestra  utilizando  ei  principio  de  inducción  que 
n !  <  n  para  lodo  n  entero  mayor  que  1 . 

t  s.  Demuestra  mi  tizando  el  principio  de  inducción  que 
I  *  2  +  2  *  3  +  *■*  +  n(u  +  1 1  =  n(n  +  l)(it  +  2)/3 
siempre  que  //  sea  un  entero  positivo. 

16,  1 1  ti  I  iza  e  I  pri  n  c  i  p  i  o  d  e  m  d  u  ce  i  ó  n  para  d  c  mostrar  q  ue 

I  >  2  -  3  +  2  ■  3  ■  4  +  -  +  rt(w  +  1 )(«  +  2)  =  n(n  +  1 ) 
{n  +  2)(n  +  3)/4, 

17.  Demuestra  que  I2  —  22  -f  3P  -  "  +  (-1  )n  ]rr  -  (-1)"" 1 
n{n  +  I  )/2  para  //  entero  positivo. 


27.  Demuestra  mi 3 izando  el  principio  de  inducción  que 
V¡'_  |  /'  =  n(n  +  |  )(2n  +  l)(3n3  +  3/í  -  I )/30  para  lodo 
entero  positivo  n. 

28.  ¿Para  qué  enteros  no  negativos  n  se  cumple  que  rr  <  n ! ? 
Demuestra  tu  respuesta  por  inducción. 

29.  ¿Para  qué  enteros  no  negativos  n  se  cumple  que  2 n  t 
3  <  2'f?  Demuestra  tu  respuesta  por  inducción. 

30.  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  demostrar  que 
1/(2  n)  <  1 1 '33  **■  (2/t  -  1  >1/(2  +  4  —  2«)  para  ente¬ 
ro  positivo, 

31.  a)  I3etennii4i  qué  franqueos  se  pueden  formar  usando 

sólo  sellos  de  5  y  6  céntimos, 
bi  De  t  nuestra  1  u  re  s  puc  sia  de  I  a  paitado  { a )  u  1  i  1  izando 
d  principio  de  inducción. 

el  Demuestra  tu  respuesta  del  apartado  (a  /  utilizando 
el  segundo  principio  de  inducción. 

32.  ¿Qué  cantidades  de  dinero  se  pueden  obtener  em¬ 
pleando  sólo  monedas  de  10  y  25  céntimos?  De¬ 
muestra  tu  respuesta  haciendo  uso  de  alguna  forma 
de  inducción. 

33.  Un  ca  jero  automático  sólo  da  billetes  de  20  y  50  eu¬ 
ros.  ¿Qué  equidades  de  dinero  puede  dispensar  supo¬ 
niendo  que  no  hay  límite  de  cantidad?  Demuestra  tu 
respuesta  haciendo  uso  de  alguna  forma  de  inducción. 
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34.  Supongamos  que  una  tableta  de  chocolate  tiene  n 
porciones  cuadradas  organizadas  de  forma  rea  angu¬ 
lar,  La  rabieta,  o  trozos  de  ella*  se  puede  partir  a  Jo 
largo  de  tas  líneas  horizontales  y  verticales  que  sepa¬ 
ran  las  porciones.  Suponiendo  que  solo  partimos  un 
trozo  cada  vez,  determina  cuántas  veces  debemos 
partir  Ea  tableta  para  tenor  las  n  porciones  por  separa¬ 
do,  Utiliza  la  inducción  fuerte  para  demostrar  iu  res¬ 
puesta. 

35*  Considera  esta  variación  dd  juego  de  Ninu  Ll  juego 
comienza  con  n  cerillas.  Dos  jugadores  quitan  per 
tumos  una*  dos  o  ircs  cerillas  cada  vez.  El  jugador 
que  quita  la  última  cerilla  gana.  Utiliza  la  inducción 
fuerte  para  demostrar  que  si  cada  jugador  hace  la  me¬ 
jor  jugada  posible,  el  primer  jugador  gana  sí  n  “  4/, 
4/  +  2  o  4y  +  3  para  /  entero  no  negativo*  y  el  segundo 
jugador  gana  en  el  caso  que  falta  cuando  n  =  4/  +  ! 
para  algún  entero  no  negativo. 

5*.  Demuestra  utilizando  d  principio  de  inducción  que 

TI  Ej^2^{n-l)2^1  +  2. 

37.  Muestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces 

X  — 

{h~"ak 

(Aquí  la  suma  es  sobre  todos  los  subconj  untos  no 
vacíos  del  conjunto  de  ios  n  primeros  enteros  positi¬ 
vos). 


42*  Supongamos  que 


donde  a  y  b  son  números  reales  Demuestra  que 

a*  0" 

0  b\ 
para  todo  entero  n  positivo* 

43,  Supongamos  que  A  \  H  son  matrices  cuadradas  que 
cumplen  que  Alt  =  IVA*  Muestra  que  AH  It  A  para 
lodo  entero  positivo  n. 

44.  Supongamos  que  m  es  un  entero  positivo.  Demuestra 
utilizando  el  principio  de  inducción  que  si  a  y  b  son 
enteros,  a  3  h  (mod  m),  entonces  a*  s  M  (mod  m) 
para  todo  entero  no  negativo  k . 

4^*  Demuestra  utilizando  el  principio  tic  inducción  que  si 
Ar  Ar  An  y  B  son  conjuntos*  entonces 

(A}u  a,u  -  u  Ajnn 
=  (Ai  rí B)  u  (Aa  n  B)  u  -*  u  (a9  n  m 

4ó.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  si 
Ar  A  „  ....  An  y  Bn  son  conjuntos  tales  que 

A,  Q  Bk  para  k  -  L  2 . n ,  entonces 

a*  úaelm  *"  ri4icri^ 

*= I  M  M  ti=\ 


38.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
dado  un  conjunto  de  n  +  1  enteros  positivos*  ningu¬ 
no  de  ellos  mayor  que  2 n.  hay  ai  menos  un  entero 
en  este  conjunto  que  divide  a  otro  entero  del  coa- 
junto* 

*39,  Eí  caballo  en  el  ajedrez  se  puede  mover  una  casilla  en 
horizontal  (en  cualquier  sentido)  y  dos  en  vertical  (en 
cualquier  sentido)  o  bien  dos  en  horizontal  (en  cual¬ 
quier  sentido)  y  uno  en  vertical  (en  cualquier  sentido). 
Utilizad  principio  de  inducción  pana  demostrar  que  un 
caballo  colocado  imcialmetite  en  la  casilla  (0,  0)t  la 
esquina  de  un  tablero  infinito,  puede  colocarse  en  cual¬ 
quier  casilla  (/?/.  ni.  donde  m  y  /?  son  enteros  positivos, 
tras  una  sucesión  finita  de  movimientos.  {Indicación: 
Utiliza  inducción  sobre  la  variable  s  =  w  +  n). 

40*  Supongamos  que  tenemos  un  montón  de  n  piedras  y 
lo  partimos  en  n  montones  de  una  piedra  dividiendo 
sucesivamente  un  montón  de  piedras  en  dos  más  pe¬ 
queños,  Cada  vez  que  partimos  un  montón,  multipli¬ 
camos  el  número  de  piedras  en  cada  uno  de  los  dos 
nuevos  montones.  Por  ejemplo,  sí  se  divide  un  mon¬ 
tón  en  dos.  uno  con  /  piedras  y  otro  con  s  piedras*  cal¬ 
culamos  el  producto  /x  Demuestra  que  no  importa 
cómo  se  dividan  los  montones,  la  suma  de  los  pro¬ 
ductos  calculados  es  igual  a  n(n  i  J/2, 

41,  (Requiere  Cálculo)  Demuestra  por  inducción  que  ia 
derivada  de  f(x)  -  x*  es  igual  a  /lU  1  para  todo  entero 
positivo  rt.  (Usa  la  regla  para  la  derivada  de  un  pro-* 
duelo  de  funciones  en  el  paso  de  inducción). 


47*  Demuestra  utilizando  d  principio  de  inducción  que  si 
A  r  A2 . son  subcoujuntos  de  un  conjunto  univer¬ 

sal  ü\  entonces 

Ú4i=ñí- 

t=i  i.-i 

48.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 

v  p:  v ...  v  pj  es  equivalente  a  -ip}  a  -*p7  A ...  a 
■"YV  donde  pv  pr  son  variables  preposicionales. 

*49,  Demuestra  que 

[í/7!  PA  A  ip:  -»  pj  A  ...  A  ( pH  ,  — >  ph)J 

*  l(Pj,  A  p2  A  **.  Ap 

es  una  tautología  si  pr  p y,  *.*,  pr/  son  variables  prepo¬ 
sicionales. 

50*  Encuentra  el  fallo  en  esta  «demostración»: 

«Teorema»:  Para  todo  entero  positivo  n,  X  i  = 

tfí  +  fm* 

Paso  base:  La  fórmula  es  cierta  para  n  =  I . 

Paso  de  inducción:  Supongamos  que  lr  ) ;  -  (n  +  -f  ):/2. 
Entonces,  t  =(X,  i  i)  +  in  t-  1  f  Por  hipótesis  de 
inducción,  Xr=\  *  =  (n  f  f>:/2  +  n  +  I  *  (n2  +  n  +  ^)/2 
+  n  4  l  =  (//“  +  3 n  +  f )/2  -  (ir  +  2  *  \(n  4  1)  + |]72, 

lo  que  completa  el  paso  de  inducción* 

51.  Encuentra  el  fallo  en  esta  «demostración»  de  que  to¬ 
dos  los  caballos  son  del  mismo  color. 

Sea  Pin)  la  proposición  que  afirma  que  todos  los  ca¬ 
ballos  son  del  mismo  color* 


L3 Jí  Mal  cmáhc  u  d  i  s creta  y  $ us  ap I  ie  ac  u  mes 


AVi.™  tac:  Claramente*  P(\)  es  verdadera. 

Pzi.w  de  inducción:  Supongamos  que  P(k)  es  verda¬ 
dera,  por  lo  que  todos  los  caballos  en  un  conjunto  de  A 
caballos  son  del  mismo  color.  Consideremos  k  4  I 
caballos,  enumerados  como  1 , 2,  3,  ....  A  y  k  +  i.  Los 
primeros  A  deben  ser  del  mismo  color  y  los  últimos  k 
también.  Como  estos  dus  conjuntos  de  A  caballos  se 
solapan,  los  A  +  l  serán  del  mismo  color,  Fsto  tle- 
muestra  que  P[k  +  1)  es  verdadera  y  completa  la  de¬ 
mos  i  radón  por  inducción. 

52,  Encu  e  n  tra  d  tal  1  o  e  ii  es  t  a  «  d  e  m  o  s  i  rae  i  ón  » : 

«Teorema»:  Para  todo  entero  positivo  m  si  x  e  y  son 
enteros  positivos,  donde  n  -  max(_v,  y),  entonces  a  —  y. 

Paso  base:  Supongamos  que  n  =  L  Si  maxit,  y)  —  1  y 
x  e  v  son  enteros  positivos,  Tenemos  que  x  -  y  =  L 

Paso  de  inducción:  Sea  A  un  entero  positivo.  Supone¬ 
mos  que  siempre  que  maxí  v,  y)  =  k  y  v  e  y  son  enteros 
positivas,  entonces  \  =  y.  Sea  ahora  max(v,  y)  -  k  4*  1 . 
donde  \  e  v  son  enteros  positivos.  Entonces,  maxf.v-  14 
y  —  1)  -  A,  y  por  hipótesis  de  inducción,  v  -  1  -y  -  i. 
Así,  \  y  Jo  que  completa  la  demostración. 

53*  Ene  u  entra  el  f a  lio  en  e  si  a  «  demos  trac  ion  *  *  por  indut 
c  ión  fuerte: 

«Teorema»:  Para  todo  entero  no  negativos,  5n  ~  0 
Paso  base:  5  -  Ü  -  0* 

Paso  de  inducción:  Supongamos  que  5/  =  O  para  todo  j 
con  0  <  j  <  A.  Descomponemos  A  I  í  +  /,  donde  í  y  j 
son  números  naturales  menores  que  A  +  1  Por  hipótesis 
de  inducción,  5(¿  +  I )  =  5(í  +  j)  -  5i  +  5/  =  0  +  0  =  0. 

*54,  Encuentra  el  error  de  la  siguiente  «demostración»  de 
que  i/  =  1  para  todo  entero  n  no  negativo  si  a  es  un 
número  real  no  nulo. 

Paso  base:  a{)  =  l  es  cierto  por  definición  de  a", 

Paso  de  inducción:  Suponemos  que  a1  -  I  para  lodo  j 
no  negativo  j<  A.  Observa  que 

i  t  ,  * 

M  _  «  a  _  1  1  _  , 

í/‘  '  1 

*55.  Demuestra  a  partir  de  la  propiedad  del  buen  orden 
que  la  inducción  fuerte  es  un  método  de  demostra¬ 
ción  válido. 

*56,  Demuestra  que  la  siguiente  forma  de  inducción  mate 
matíea  es  valida  para  demos trar  que  P(n)  es  verdadera 
para  lodo  entero  positivo  n. 

Paso  base:  P{  I )  y  P(2)  son  verdaderas* 

Paso  de  inducción :  Para  cada  entero  positivo  A*  sí  P(k)  y 
f*(A  +  I)  son  verdaderas  las  dos,  entonces  lo  es  PíA  +  2), 

En  los  Problemas  57  y  5K4  //  representa  el  número  ar¬ 
mónico  n-ésimo. 

*57.  Demuestra  por  inducción  matemática  que  Hr  <  l  +  n 
para  Lodo  ir  entero  no  negativo. 

*^8,  Usa  la  inducción  matemática  para  demostrar  que 
//f  +//,  +  ■■  +  Hn  =  ln  4- 1  )H i(  —  n* 


*59.  Demuestra  que 


I  h 


l  1  1 

v2  V3  mi 


*60*  Muestra  que  n  rectas  separan  eJ  plano  en  (tr  +  n  +  2)/2 
regiones  si  no  hay  dos  rectas  paralelas  y  no  hay  tres  de 
ellas  que  se  corten  en  un  mismo  punto. 

**61,  Sean  ar  a2 _ ar  números  reales  positivos.  Su  media 

aritmética  se  define  como  A  =  (<?,  +  a2  +  ...  +  an)/n  y 
su  media  geométrica  como  G  ~  [ala2  ■  an  De 
muestra  por  inducción  matemática  que  A  >  G. 

*  62  *  De  m  ues  t  ra  por  i  nducc  i  ón  maíeirt  á  1  tea  q  ue  2 1  di  v  ide  a 
4" ' 1  +  S2*  1  para  lodo  entero  positivo  th 

63.  Demuestra  por  inducción  matemática  el  Lema  2  de  la 
Sección  2*6,  que  enuncia  que  si  p  es  primo  y  p\a^o2  ... 
a donde  at  es  un  entero  para  =  l ,  2,  3, ....  n ,  enton¬ 
ces  p  |  ü}  para  algún  entero  i. 

64.  lisa  la  técnica  de  descenso  infinito  para  demostrar 
que  la  ecuación  &V4  +  4y4  f  2 z4  -  w4  no  tiene  solucio¬ 
nes  enteras  positivas  y  y,  z,  w. 

65*  Utiliza  la  técnica  de  descenso  infinito  para  demostrar 
que  no  hay  soluciones  enteras  positivas  v,  v,  z*  w  para  .r 
4  y  +  +  w2=  2yy:u  { indicación:  Primero  demuestra 

que  si  esta  ecuación  se  cumple,  entonces  r,  y,  i  y  w  de¬ 
ben  ser  pares.  Luego  demuestra  que  los  cuatro  enteros 
deben  ser  divisibles  por  4,  por  S  y  así  sucesivamente). 

::66,  L¿i  propiedad  del  buen  orden  se  puede  utilizar  para  de¬ 
mostrar  que  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros 
positivos  es  único.  Sean  a  y  b  enteros  positivos  y  sea  ,S 
el  conjunto  de  los  enteros  positivos  de  la  forma  as  + 
b¡,  donde  *v  y  t  son  enteros. 

n  \  Muestra  que  *V  es  no  vacío. 
h)  Usa  la  propiedad  del  buen  orden  para  demostrar 
que  $  tiene  un  elemento  mínimo  t . 
c)  Demuestra  que  si  d  es  un  divisor  común  de  a  y  b> 
entonces  des  un  tli visor  de  c* 
el )  Demuestra  que  t  |  a  y  c  |  ó*  {indicación:  Primero, 
supon  que  t  no  divide  a  a.  Luego,  a  -  qc  +  r.  don¬ 
de  0  <  r  <  v.  Demuestra  que  r  €  S9  en  contradic¬ 
ción  con  la  elección  de  c). 

e)  Concluye  de  {c )  y  (d)  que  existe  el  máximo  común 
divisor  de  a  y  6.  Finaliza  Ea  demostración  mos¬ 
trando  que  este  máximo  común  divisores  único. 

*67.  Demuestra  que  si  cq,  a . son  números  reales  dis¬ 

tintos,  se  realizan  exactamente  n  I  multiplicacio¬ 
nes  para  hallar  el  producto  de  estos  n  números,  no 
importa  los  paréntesis  que  se  inserten  en  sus  produc¬ 
ios*  {indicación:  Usa  la  inducción  fuerte  y  considera 
la  última  multiplicación). 


68*  Recubre  un  tablero  de  ajedrez  de  4  x  4  con  la  casilla 
superior  izquierda  quitada  haciendo  uso  de  piezas  en 
forma  de  L  que  ocupan  tres  casillas. 

69,  Recubre  un  tablero  de  ajedrez  de  8  x  8  con  la  casilla 
superior  izquierda  quitada  haciendo  uso  de  piezas  en 
forma  de  L  que  ocupan  tres  casillas. 
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70.  Demuestra  que  se  puede,  o  que  rio.  completar  tableros 
de  ajedrez  de  lus  tamaños  siguientes  utilizando  piezas 
en  forma  de  L  de  tres  casillas  siempre  que  n  sea  ente¬ 
ro  positivo. 

ai  3x2*  b)  6x2* 

c)  3*  X  3*  d)  6fl  x  6* 

*71.  De  i  n  ues  t  ra  qu  e  u  n  l  a  ble  ro  de  ajedrez  \  ridim  e  n  s  í  ©na  I  de 
2*  x  2n  x  2"  en  el  que  se  ha  quitado  un  cubo  de  l  x  J  :< 
1  se  puede  completar  con  cubos  de  2x2x2  con  una 
de  las  esquinas  de  1  x  I  x  I  quitada. 

*72,  Demuestra  que  un  tablero  de  ajedrez  de  n  x  n  con 
una  casilla  quitada  se  puede  recubrir  con  piezas  en 
forma  de  L  de  tres  casillas  si  n  >  5,  n  es  impar  y  3  X  ru 

73.  Demuestra  que  un  tablero  de  ajedrez  de  5  X  5  con 
una  casilla  quitada  de  una  de  sus  esquinas  se  puede  re¬ 
cubrir  con  piezas  en  forma  de  L  de  tres  casidas. 

*74.  Obten  un  tablero  de  ajedrez  de  5  x  5  con  una  casilla 
quitada  que  no  se  j Hieda  recubrir  con  piezas  en  forma 
de  L  de  tres  casillas.  Demuestra  que  no  se  puede  cu¬ 
brir  con  estás  piezas. 


75,  Sean  a  un  entero  y  d  un  entero  positivo.  Demuestra 
que  los  enteros  t  y  t  tales  que  a  =  de  +  r  y  ü  <  r  <  ct 
cuya  existencia  se  demostró  en  el  Ejemplo  Jó.  son 
únicos. 

76,  Usa  el  principio  de  inducción  matemática  para  de 
mostrar  que  P{n)  es  verdadera  para  n  =  />,  b  +  I  ,b  +  2, 
....  donde  h  es  un  número  entero,  si  P(h)  es  verdadera 
y  la  implicación  P(k)  ->  P{k  +  1)  también  lo  es  para 
lodo  k  entero  positivo  k  >  h. 

**77.  ¿Puedes  utilizar  la  propiedad  del  buen  orden  para  de¬ 
mostrar  esta  afirmación?  «Todo  entero  positivo  se 
puede  describir  utilizando  no  más  de  15  palabras»? 

78.  Utitizael  principio  del  buen  orden  para  demostrar  que 
sí  x  e  y  son  números  reales  con  x <yT  entonces  hay  un 
número  racional  r,  v  <  rey.  [Indicación:  Demuestra 
que  existe  un  entero  positivo  .4.  A  >  l/(v  r).  Luego 
demuestra  que  hay  un  número  racional  r  con  denomi¬ 
nador  A  entre  x  e  y  buscando  entre  las  números  IvJ  + 
j/A.  donde  j  es  un  entero  positivo]. 


3.4  Definiciones  recursivas  e  inducción  estructural 

INTRODUCCIÓN 


A  veces  es  difícil  definir  objetos  explícitamente  y,  sin  embargo,  puede  resultar  sencillo  definidos  en  tér¬ 
minos  de  ellos  mismos.  Este  proceso  se  llama  recursión.  Por  ejemplo,  el  dibujo  mostrado  en  la  Figu¬ 
ra  1  se  ha  generado  recursivamente.  Primero  se  da  un  dibujo  original.  Luego  se  lleva  a  cabo  un  proceso 
de  superposición  sucesiv  a  de  copias  mas  pequeñas  del  dibujo  centradas  sobre  el  dibujo  anterior. 

Podemos  utilizar  la  recursión  para  definir  sucesiones,  funciones  y  conjuntos.  En  los  estudios  pre¬ 
vios  hemos  especificado  ios  términos  de  una  sucesión  usando  una  fórmula  explícita.  Por  ejemplo,  la 
sucesión  de  las  potencias  de  2  viene  dada  por  a  =  2\  para  n  =  0,  1, 2, ...  No  obstante,  esta  sucesión  se 
puede  definir  también  dando  el  primer  término  de  la  sucesión,  a{)  =  I ,  y  una  regla  para  hallar  un  tér¬ 
mino  de  la  sucesión  a  partir  del  anterior.  En  este  caso:  ar  -  2a ^  para  n  -  0,  1,  2, ...  Cuando  defini¬ 
mos  una  sucesión  recursiyamente,  especificando  cómo  encontrar  tos  términos  a  partir  de  términos  an¬ 
teriores,  se  puede  utilizar  la  inducción  para  demostrar  resultados  relacionados  con  esta  sucesión. 

Cuando  definimos  conjuntos  recui divamente,  especificamos  algunos  elementos  iniciales  en  un 
paso  base  y  proporcionamos,  en  el  paso  recursivo,  una  regla  para  construir  nuevos  elementos  a  par¬ 
tir  de  los  que  ya  tenemos.  Para  demostrar  resultados  sobre  conjuntos  definidos  recursi  vamente  em¬ 
pleamos  un  método  llamado  inducción  estructural. 


FUNCIONES  DEFINIDAS  RECURSIVAMENTE 


i  ©fizamos  dos  pasos  para  definir  una  función  cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  los  enteros  no  negativos. 


PASO  BASE:  Se  especifica  el  valor  de  la  función  en  cero. 

PASO  RECVRSIVO:  Se  proporciona  una  regla  para  obtener  su  valor  en  un  entero  a  partir  de  sus 
valores  en  enteros  más  pequeños.  ü 

a 


Tal  definición  se  llama  definición  inductiva  o  recursivu. 
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Fisura  L  Un  dibujo  definido  recursi v ámenle 


EJEMPLO  I  Supongamos  que  /se  define  recursivamente  como 
/(O)  =  3. 

fcjí-mpto*  fín  +  \)  =  2f{tl)  +  3. 

tKÜcwoaks 

Obtén/(l),./t2)JÍ3)y/(4). 

Solución:  A  pan  ir  de  la  definición  recursiva  se  obtiene  que 

/( 1 )  =  2/fO)  +  3  =  2-  3  +  3  =  9, 

J{2)  =  2/(  I }  +  3  =  2  -  9  +  3  =  2 1. 
f[ 3)  =  2/í2>  +  3  =  2-  21  +  3-43, 

f(4)  =  2/(3)  +  3  =  2  •  45  +  3  =  93.  * 

Muchas  funciones  se  pueden  estudiar  utilizando  sus  definiciones  recursivas.  La  función 
factorial  es  un  ejemplo  de  estas  funciones. 


EJEMPLO  2  Da  una  definición  recursiva  de  la  función  factorial  Fin)  -  n\ 

Solución:  Podemos  definir  ia  función  factorial  especificando  el  valor  inic  ial  de  esta  función.  F(0)  =  L 
y  dando  una  regla  para  hallar  Fin  +  l)  a  partir  de  Fin),  Esto  se  obtiene  de  la  observación  de  que  (n 
-f  l )!  se  calcula  a  partir  de  ai!  multiplicando  por  ñ  +  l  Por  lanío,  la  regla  que  nos  intcrtsa 

F{n+l)  =  (n+l)F(n)  4 

Para  determinar  el  valor  de  la  función  factorial  F{5)  =  5!  a  partir  de  la  definición  recursiva  en¬ 
contrada  en  el  Ejemplo  2,  es  necesario  usar  varias  veces  la  regla  que  muestra  cómo  se  expresa  Fin 
+  1)  en  función  de  F(n): 

F( 5)  -  5f(4)  =  5  ■  4F(3)  =  5  ■  4  ■  3F(2)  =  5-4-3  -  2F(1)  =  5  •  4  ■  3  ■  2  •  1F(0) 

=  5-  4-  3-  21  -  1  =  120. 

Las  evaluaciones  se  completan  cuando  el  único  valor  de  la  función  que  se  tiene  en  la  expresión  es 
/-'(O),  Lo  único  que  falta  es  insertar  el  valor  ele  F( 0)  en  la  fórmula. 
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EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


DEFINICIÓN  1 

Enluces 

EJEMPLO  5 


Enlaces 


Cas  funciones  definidas  reciirsivamentc  son  funciones  bien  definidas.  Esto  es  una  conse¬ 
cuencia  del  principio  de  inducción  matemática.  (Véase  el  Problema  56  al  final  de  la  sección).  En 
los  ejemplos  siguientes  se  estudian  más  definiciones  recursivas. 

Da  una  definición  recursiva  de  a",  donde  a  os  un  número  real  no  nido  y  n  es  un  entero  no  negativo. 

Solución:  La  definición  recursiva  contiene  dos  partes.  Primero  se  especifica  ttn  mediante  a"  =  1 
Luego  se  da  una  regla  para  encontrar  a"*'  a  partir  de  a",  esto  es,  <f;+l  =  a  •  <j",  para  n  =  0,  I,  2,  3. 
Estas  dos  igualdades  definen  n"  de  forma  única  para  n  entero  no  negativo. 


Da  una  definición  recursiva  de 


n 


k* 


k-í) 


Solución:  L a  primera  pane  de  la  función  recursiva  es 
o 

JNÜ 

La  segunda  parte  es 

it+i  /ti  \ 

~  Xa*  +°n+l*  ^ 

Vísf)  ) 

En  algunas  definiciones  recursivas  de  funciones  se  especifican  los  valores  de  la  función  para  los  k 
primeros  enteros  positivos  junto  con  una  regla  para  determinar  el  valor  de  la  función  en  jt  +  I  a  partir  de 
sus  valores  en  algunos  de  los  k  enteros  precedentes.  Que  tales  definiciones  producen  funciones  bien  de¬ 
finidas  se  deduce  del  principio  de  inducción  fuerte  (véase  el  Problema  57  al  final  de  esta  sección). 

Los  números  de  Fibonacci. ....  se  definen  a  partir  de  las  ecuaciones  f0  =  0,/,  =  1  y 
para  n  =  2,  3,  4.  ... 


Obten  los  números  de  Fibonacci  y  fb. 

Solución:  De  la  primera  parte  de  la  definición  se  sabe  que/,  =  0  v/  =  1.  De  la  segunda  se  dedu¬ 
ce  que 

4=4+4=1+°=l> 

4=4+4  =  1+1=2, 

4  — +/2  =  2+1  =3, 

/5  =4+4  =  3 +2  =  5, 

4=/j+4  =  5  +3  =  8.  + 

Podemos  utilizar  la  definición  recursiva  de  los  números  de  Fibonacci  para  demostrar  muchas 
de  sus  propiedades.  Veamos  una  de  ellas  en  el  Ejemplo  ó, 

H  MONACO  i 1 170- 1 250 }  Fibonacci*  abreviación  de  filias  Bonacci  o  «hijo  de  Bonacci».  fue  i  amblen  conocido  como 
Leonardo  de  Pisa  (nació  en  esta  ciudad  italiana).  Fue  un  comerciante  que  viajó  mucho  a  través  de  Oriénte  Medio,  donde 
contactó  con  matemáticos  árabes  En  su  libro  Uher  Aban,  Fibonacci  introdujo  en  d  mundo  occidental  la  notación  arabe  de 
los  números  y  los  algoritmos  de  la  aritmética*  Fue  en  este  libro  donde  apareció  su  famoso  problema  de  los  conejos  (descrito 
eti  la  Sección  6.1)*  Fibonacci  también  escribió  libros  de  geometría  y  ingonomeiría,  asi  como  libros  sobre  ecuaciones  dio 
fán ticas*  en  las  que  se  buscan  soluciones  enteras  de  las  ecuaciones. 
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EJEMPLO  6 


Ejemplos 

adicionales 


TEOREMA  1 


Falaces 


Demuestra  que  si  n  >  3 ,/fl  >  ex"  ■ 2,  donde  a  =  ( 1  +  V5)/2. 

iS^/ííc/díi:  Podemos  utilizar  el  principio  de  inducción  fuenc  para  demostrar  esta  desigualdad. 
Sea  Pin)  la  sentencia  fr  >  a"  \  Queremos  demostrar  que  Pin)  es  verdadera  si  n  es  un  entero  ma¬ 
yor  o  igual  que  3. 

PASO  BASE:  Primero,  observemos  que 
a  <  2  =fv  a2  =  (3  +  V5)/2  <  3 
por  lo  que  P(3  )  y  P( 4)  son  verdaderas. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Supongamos  que  P(j)  es  verdadera,  es  decir,  que f.  >  tt  '  :.  para  todo 
entero  y  con  3  <  j  <  L  donde  k  >  4.  Debemos  ver  que  P(k  +  1 )  es  verdadera,  esto  es.  que/,  f|>a*-'( 
Como  (X  es  una  solución  de  .r2  -  a  -  1  -  0  (como  se  puede  ver  de  la  solución  de  una  ecuación  de 
segundo  grado),  se  sigue  que  tt 2  —  a  A  1 .  Así, 

ak~l  =  a2  -  a;-:1  -  (a  +■  l)a*  3  =  a  ■  a*"31  +  1-  a*~^=a*“2  +  (ik  \ 

Por  hipótesis  de  inducción,  si  k  >  4,  se  cumple  que 

/t>ae-2: 

Así,  tenemos  que 

Por  lo  que  P(k  +  1)  es  verdadera.  Esto  completa  la  demostración, 

Observación:  El  paso  de  inducción  demuestra  que  si  k  >  4,  Pik  +  1 )  se  obtiene  de  la  suposición  de 
que  Píj)  es  verdadera  para  3  <j  <  k.  Por  tanto,  el  paso  de  inducción  no  demuestra  que  P(3)  — ^  P(4), 
Por  eso  hemos  tenido  que  demostrar  por  separado  que  P (4)  es  verdadera. 

Ahora  podemos  demostrar  que  el  algoritmo  de  Euclides  realiza  0(log  h)  divisiones  para  cal¬ 
cular  el  máximo  común  divisor  de  los  enteros  positivos  a  y  ó,  donde  a  >  h> 


TEOREMA  DE  LAME  Sean  a  y  h  dos  enteros  positivos  con  a  >  h .  Entonces,  el  número 
de  divisiones  realizadas  por  ei  algoritmo  de  Euclides  para  calcular  medfrL  b)  es  menor  o  igual 
que  cinco  veces  el  número  de  cifras  decimales  de  h , 


GABRIEL  LAME  (1795-1870)  Gabriel  Lame  entró  en  la  Leo  le  Polylechnique  en  1 813,  graduándose  en  1817.  Con  linio 
su  educación  en  la  École  des  Mines  hasta  1 820.  5 

En  1820,  Lame  se  fue  n  Rusia,  donde  fue  nombrado  director  de  la  Escuela  de  Carreteras  y  Transporte  en  San  Pe¬ 
te  rs burgo.  Durante  su  estancia  en  Rusia,  no  sólo  dio  clases;  trabajó  además  en  el  diseíio  de  carreteras  y  puentes.  Volvió  a 
París  en  1832,  donde  ayudó  a  fundar  una  empresa  do  ingeniería.  No  obstante,  muy  pronto  abandonó  esta  firma  y  aceptó  una 
cátedra  de  física  en  la  École  Polyiechnique.  que  ocupó  hasta  1 844,  Mientras  mantuvo  este  puesto,  tuvo  una  intensa  acti¬ 
vidad  caí  raneado  mica  como  consultor  en  ingeniería,  sirviendo  como  ingeniero  jefe  de  minas  y  participando  en  la  cons¬ 
trucción  de  ferrocarriles. 

Lame  desarrolló  contribuciones  originales  a  la  teoría  de  números,  3a  matemática  aplicada  y  la  termodinámica,  ísu  tra¬ 
bajo  más  conocido  está  relacionado  con  la  introducción  de  Jas  coordenadas  curvilíneas.  Su  Trabajo  sobre  teoría  de  núme¬ 
ros  incluye  la  demostración  del  teorema  de  Fermal  para  n  —  7,  así  como  la  cota  superior  para  el  número  de  divisiones  que 
requiere  el  algoritmo  de  Euclides  que  se  da  en  este  texto. 

En  la  opinión  de  Gauss,  uno  de  los  más  importantes  matemáticos  de  todos  los  tiempos.  Lame  fue  el  más  brillante  nja- 
Lemáttco  francés  de  su  época.  No  obstante,  los  mate  nádeos  franceses  lo  consideraban  demasiado  práctico...  mientras  el  res¬ 
to  de  los  científicos  franceses  lo  consideraban  demasiado  teórico. 
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Demostración:  Recuerda  que  cuando  se  aplica  el  algoritmo  de  Eudides  para  encontrar  el  mcd(a,  b) 
para  a  >  h.  la  secuencia  de  igualdades  que  se  obtiene  es  (para  a  =  rtl  y  b  =  r, ): 


r*  =  r,c,+ri 

ri=r2C2+r? 


0<r,<r, 
0  <  r,  <  r. 


r«-i  =  r. 


,C  .  +  r 

I  n-í  tt 


0  <  r  <r 


fl-1 


r  ,  “  r  í  ' 

n-l  n  n 


Hemos  realizado  n  divisiones  para  encontrar  rn  =  mcd(o,  b).  Observa  que  los  cocientes  c,,  c2 . r(i  , 

son  al  menos  I .  Además.  cn  >  2,  puesto  que  rn  <  r  r  Esto  implica  que 


r»  ¿  1  ~fv 

rn-\  ~  ^r«  =  2/2  =/j, 


1 2~  r}  +  r4~fn  t  +'4-i 
6  =  r,  >r1+r3>/¡i+41^r 

De  aquí  se  sigue  que  si  se  realizan  n  divisiones  en  et  algoritmo  de  Euclides  para  calcular  el 
mcd{¿i,  b\  a  >  h,  entonces  h  >/fl+r  Del  Ejemplo  6  se  sabe  que/fj+j  >  aft  ~ f  para  n  >  2*  donde  a  -  ( 1 
+  \jr5V2t  Por  tanto,  b  >  cx'J  Además,  como  log10  0,208  >  1/5,  vemos  que 

logm  b>(ri~  I )  Iog(0  a  >  (n  -  I  )/5* 

Por  tanto,  n  -  1  <  5  ■  Iogm  b.  Ahora  supongamos  que  h  tiene  k  cifras  decimales.  Entonces,  b  <  10* 
y  !°"|0  b  <k.  Se  sigue  que  n  -  1  <  5k *  y  como  ¿  es  un  entero,  n  <  5k>  Esto  completa  la  demostra¬ 
ción*  <] 

Como  el  número  de  cifras  decimales  de  />,  igual  a  Llogt0  hj  +  L  es  menor  o  igual  que  logJ0  h 
+  1,  el  Teorema  i  afirma  que  el  número  de  divisiones  requeridas  para  calcular  el  mcd(ü,  b\  a  >  b , 
es  menor  o  igual  que  5(logm  b  +  1).  Como  5(log1Q  b  +  11  es  0(1  og  ó),  vemos  que  el  algoritmo  de 
Euclides  realiza  0( log  b)  divisiones  para  calcular  el  incd(o,  b)  cuado  a  >  h> 


CONJUNTOS  Y  ESTRUCTURAS  DEFINIDAS  RECURSI V AMENTE 


Hemos  presentado  ¡a  construcción  recursiva  de  funciones*  Ahora  fijaremos  nuestra  atención  en 
cómo  definir  conjuntos  revulsivamente.  Al  igual  que  en  la  definición  recursiva  de  funciones,  las 
definiciones  recursivas  de  conjuntos  tienen  dos  partes,  un  paso  base  y  un  paso  recursivo.  En  el 
paso  base  se  especifica  una  colección  inicial  de  elementos.  En  el  p^so  recursivo  se  proporcionan 
reglas  para  Ja  formación  de  nuevos  elementos  de!  conjunto  a  partir  de  los  que  ya  se  conocen.  Las 
definiciones  recursivas  pueden  incluir  también  una  regla  de  exclusión,  que  especifica  que  un  con¬ 
junto  definido  recursivamente  no  contiene  más  elementos  que  aquellos  especificados  en  el  paso 
base  o  generados  por  la  aplicación  del  paso  recursivo.  En  nuestra  discusión,  siempre  supondremos 
tácitamente  que  se  cumple  la  regla  de  exclusión,  y  ningún  elemento  pertenece  a  un  conjunto  de¬ 
finido  recursivamente  a  no  ser  que  esté  en  ia  colección  inicial  especificada  cu  el  paso  base  o  que 
pueda  ser  generado  usando  el  paso  recursivo  una  o  más  veces*  Posteriormente  veremos  cómo  po¬ 
demos  utilizar  una  técnica  conocida  como  inducción  estructural  para  demostrar  resultados  sobre 
conjuntos  definidos  recursivamente*  * 

Los  Ejemplos  7T  8,  10  y  11  ilustran  la  definición  recursiva  de  conjuntos*  En  cada  ejemplo 
mostraremos  los  elementos  generados  por  las  primeras  aplicaciones  sucesivas  del  paso  recursivo. 
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EJEMPLO  7 


Ejemplos 

udictoÁaleb 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  8 


DEFINICIÓN  3 


Considera  el  subconjuiuo  S  de  ios  enteros  definido  por 
PASO  MASE:  3  €  S. 

PASO  RECURSIVO:  Si  x  e  Se  y  e  S\  entonces  .v  +  y  e  S, 

Los  nuevos  elementos  de  S  se  forman  partiendo  del  paso  base.  3.  aplicando  el  paso  recursivo 
una  vez  3  +  3  =  6,  dos  veces  3+6=6+3=9y6+6—  12  y  asi  sucesivamente.  ^ 

Las  definiciones  recursivas  desempeñan  un  importante  papel  en  el  estudio  de  cadenas.  (En  d 
Capítulo  I  i  se  puede  ver  una  introducción  a  la  teoría  de  lenguajes  formales).  Recuerda  de  la  Sección  3.2 
que  una  cadena  de  símbolos  de  un  alfabeto  Z  es  una  sucesión  finita  de  símbolos  de  Z.  Podemos  de¬ 
finir  I*,  d  conjunto  de  cadenas  en  Z.  recursivamente.  como  se  muestra  en  la  Definición  2. 


El  conjunto  Z*  de  cadenas  sobre  d  alfabeto  Z  se  puede  definir  recursivamente  por: 
PASO  BASE:  X  e  Z*,  donde  X  es  la  cadena  vacía,  aquella  que  no  contiene  símbolos, 
PASO  RECURSIVO:  Si  h  e  Z*  y  x  e  X*  entonces  toe  e  I*. 


El  paso  base  de  la  definición  reeursiva  de  cadenas  afirma  que  la  cadena  vacía  pertenece  a  Z*.  El 
paso  recursivo  declara  que  las  nuevas  cadenas  se  generan  añadiendo  un  símbolo  del  alfabeto  Z  al 
final  de  las  cadenas  de  Z5*.  En  cada  aplicación  del  puso  recursivo  se  genera  una  cadena  con  un  sím¬ 
bolo  adicional. 

Si  Z  =  1 0.  1  |,  las  cadenas  de!  conjunto  I*.  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits,  son  la  cadena  va¬ 
cía  X,  que  se  incluye  en  el  paso  base:  0  y  1 .  que  se  forman  al  aplicar  el  paso  recursivo  por  primera  vez: 
(K),  01 ,  10  y  I  L  que  se  forman  al  aplicar  el  paso  recursivo  por  segunda  vez,  y  así  sucesivamente.  M 

Se  pueden  dar  definiciones  recursivas  de  funciones  u  operaciones  sobre  elementos  de  con¬ 
juntos  definidos  recursivamentc.  Esto  se  ilustra  en  la  Definición  3  de  la  concatenación  de  dos  ca¬ 
denas  y  en  el  Ejemplo  9  en  relación  con  la  longitud  de  una  cadena. 


Dos  cadenas  se  pueden  combinar  mediante  la  operación  de  concatenación.  Sea  Z  un  conjun¬ 
to  de  símbolos  y  I*  el  conjunto  de  las  cadenas  formadas  a  partir  de  símbolos  de  Z.  Podemos 
definir  recursivamentc  la  concatenación  de  dos  cadenas,  denotada  con  el  símbolo  como 
sigue: 

PASO  PASE:  S  i  w  e  Z*.  entonces  w  ■  X  -  h\  donde  X  es  la  cadena  vacía. 

PASO  RECURSIVO:  Sí  \\\  €  \\\  €  X*  y  x  e  Z.  entonces  \\\  *  (n\x)  =  (u^  *  w2)x. 


La  concatenación  de  las  cadenas  uj  y  ir,  se  escribe  a  menudo  uyv,  en  vez  de  ■  it\.  Mediante  la 
aplicación  repetida  del  paso  recursivo,  se  sigue  que  la  concatenación  de  dos  cadenas  iv,  y  w,  con¬ 
siste  en  los  símbolos  de  w{  seguidos  de  los  de  ir  Por  ejemplo,  la  concatenación  de  urs  =  abra  y  n\ 
—  cadubra  es  n  piv  =  abracadabra . 

Longitud  de  una  cadena  Da  una  definición  recursiva  de  f(w),  la  longitud  de  la  cadena  w. 

Solución :  La  longitud  de  una  cadena  se  puede  definir  por 
/(X)  -  0; 

l(wx)  =  /(w)  +  I  si  w  e  Z*  y  a  e  X.  ^ 


EJEMPLO  9 
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EJEMPLO  10 


EJEMPLO  11 


DEFINICIÓN  4 


Otio  uso  importante  tic  las  (JoIíuílioiios  iccuisivas  so  puedo  vor  on  la  dclmicjón  de  fórmulas 
bien  construidas  de  varios  lipos.  Esto  se  ilustra  en  los  Ejemplos  10  y  II. 

Fórmulas  bien  construidas  en  lógica  de  proposiciones  Podemos  definir  el  conjunto  de  fór¬ 
mulas  bien  construidas  formadas  con  variables  preposicionales,  operadores  lógicos  del  conjunto 
I*1,  a.  v ,  —4,  o |  y  los  valores  V  y  F. 

PASO  BASE:  V.  Fyp.  donde  p  es  una  variable  preposicional,  son  fórmulas  bien  construidas. 

PASO  RECURSIVO:  Si  E  y  /-'son  fórmulas  bien  construidas,  entonces  (E  a  F).  (£  v F). 
IE  — 4  F)  y  (E  04  F)  son  fórmulas  bien  construidas. 

I  oí  ejemplo,  por  el  paso  base  sabemos  que  V.  F.  p  y  q  son  fórmulas  bien  construidas,  donde 
/’  y  q  son  variables  preposicionales  A  partir  de  la  aplicación  inicia)  del  paso  recursivo,  sabemos 
i|iie  (p  v  q),  (p  -4  F),  (F->  q)  y  {q  a  F)  son  fórmulas  bien  construidas.  Una  segunda  aplicación  del 
paso  recursivo  muestra  que  ({p  vq)-¥  (q  a  F)),  (r/  v  (p  v  q))  y  {{p  -o  F)  ->  V)  son  fórmulas  bien 
construidas.  ^ 

Fórmulas  bien  construidas  de  operadores  y  operan  dos  Podemos  definir  de  forma  recursiva  el 
conjunto  de  las  fórmulas  bien  construidas  formadas  por  variables,  números  y  operadores  del 
conjunto  /y  T }  (donde  *  denota  el  producto  y  t  la  ex  pone  nc  i  ación ), 

FASO  RASE:  v  es  una  fórmula  bien  construida  si  v  es  un  número  o  una  variable. 

FASO  RECURS/VO:  Si  fy  C1  son  fórmulas  bien  construidas,  entonces  (F  +  G).  (f  ■  G).  (F  *  G). 

( F/G )  y  (F  T  G)  son  fónmilas  bien  construidas. 

Por  ejemplo,  por  el  paso  base  se  puede  ver  que  r.  y.  0  y  3  son  fórmulas  bien  construidas 
(como  lo  es  cualquier  número  o  variable).  Entre  las  fórmulas  bien  construidas  que  se  ge¬ 
neran  al  aplicar  el  paso  recursivo  la  primera  ve/.,  tenemos  (.1  +  3).  (3  +  v).  (_v  y).  (3  -  0), 

1  v  *  3).  (3  *  y),  (3/0).  (  v/y).  (3  T  v)  y  (0  j  3).  Aplicando  el  paso  recursivo  dos  veces,  obte- 
nemos  fórmulas  bien  construidas  como  ((.v  +  3)  +  3)  y  ú  -  (3  *  y)).  [Ten  en  cuenta  que  (3/0) 
es  una  fórmula  bien  construida  puesto  que.  por  el  momento,  sólo  nos  concierne  la  sintaxis  de 
la  fórmula  |.  4 

En  el  Capítulo  9  estudiaremos  detalladamente  los  árboles.  Un  árbol  es  un  caso  especial  de 
grato,  concepto  que  se  verá  en  el  Capítuk)  S:  un  grato  se  construye  con  vértices  y  aristas  que  co¬ 
nectan  pares  de  vértices.  Daremos  ahora  una  breve  introducción  para  ¡lustrar  cómo  se  pueden  de¬ 
finir  recesivamente. 


Un  árbol  con  raíz  consiste  en  un  conjunto  de  vértices  con  un  vértice  distinguido,  al  que  lla¬ 
maremos  raíz,  y  un  conjunto  de  aristas  que  conectan  estos  vértices.  El  conjunto  yic  árboles  con 
raíz  se  puede  definir  recursivamente  mediante  los  siguientes  pasos; 

FASO  RASE:  Un  vértice  individual  r  es  un  árbol  con  raíz. 


FASO  RFCURSIVO:  Supongamos  que  7j.  J\, ....  T  son  árboles  con  raíz,  cuyas  raíces  son  r  , 
r,,  — ,  t'n,  respectivamente.  Entonces,  el  grafo  formado  comenzando  por  una  raíz  r,  que  no  está 

en  ninguno  de  los  árboles  7j,  T . Tb,  y  añadiendo  una  arista  desde  r  a  cada  uno  de  los  vértices 

r.  ....  ra  es  también  un  árbol  con  raíz. 


La  figura  2  iiustm  algunos  de  los  árboles  con  raíz  construidos  comenzando  por  el  paso  base  y  apli¬ 
cando  el  paso  recursivo  una  y  dos  voces.  Observa  que  se  pueden  formar  infinitos  árboles  distintos 
en  cada  aplicación  del  paso  recursivo. 
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Paso  base  * 


Paso  I 


Puso  2 


Figura  2*  Construcción  de  árboles  con  raíz. 


Los  árboles  con  raíz  son  un  caso  especial  de  los  árboles  binarios.  En  esta  sección  pro¬ 
porcionaremos  definiciones  recursívas  de  dos  tipos  de  árboles  binarios,  árboles  binarios  com¬ 
pletos  y  árboles  binarios  extendidos.  En  el  paso  recursivo  de  la  definición  de  estos  árboles  bi¬ 
narios,  dos  árboles  binarios  se  combinan  para  formar  tino  nuevo,  con  uno  de  los  iniciales 
designado  como  subárbol  izquierdo  y  el  otro  como  subárbol  derecho.  En  los  árboles  binarios 
extendidos,  el  subárbol  izquierdo  o  el  derecho  pueden  ser  vacíos,  pero  en  uno  binario  com¬ 
pleto  esto  no  es  posible.  La  de  árbol  binario  es  una  de  ¡as  estructuras  más  importantes  en  cien¬ 
cias  de  la  computación.  En  ei  Capítulo  9  veremos  cómo  se  pueden  utilizar  árboles  binarios  en 
algoritmos  de  búsqueda  y  ordenación,  en  algoritmos  de  compresión  de  datos  y  en  muchas 
otras  aplicaciones.  Definimos  primero  los  árboles  binarios  extendidos. 


DEFINICIÓN  5  El  conjunto  de  árboles  binarios  extendidos  se  puede  definir  recursivamente  por  los  siguientes 
pasos: 

PASO  BASE:  El  conjunto  vacío  es  un  árbol  binario  extendido. 

PASO  RECURSIVO:  Si  T  y  T,  son  árboles  binarios  extendidos,  hay  un  árbol  binario  ex¬ 
tendido,  denotado  por  T  ■  7‘  que  consiste  en  una  raíz  r  junto  con  unas  aristas  que  conectan  ¡a 
raíz  con  la  raíz  del  subárbol  izquierdo  T]  y  con  la  raíz  del  subárbol  derecho  T¿  cuándo  estos  ár¬ 
boles  no  son  vacíos. 


La  Figura  3  muestra  cómo  se  construyen  árboles  binarios  extendidos  aplicando  el  paso  recursivo 
una,  dos  y  tres  veces. 

Ahora  mostraremos  cómo  se  define  el  conjunto  de  árboles  binarios  completos.  Observa  que 
la  diferencia  entre  esta  definición  recursiva  y  la  dada  para  árboles  binarios  extendidos  recae  casi 
enteramente  en  el  paso  base. 


DEFINICION  6  El  conjunto  de  árboles  binarios  completos  se  puede  definir  recursivamente  con  los  siguientes 
pasos: 

PASO  BASE:  Hay  un  árbol  binario  completo  que  consiste  sólo  en  un  vértice  individual  r. 

PASO  RECURSIVO:  Si  T  y  T  son  árboles  binarios  completos,  hay  un  árbol  binario  com¬ 
pleto,  denotado  por  T  ■  7j,  que  consiste  en  una  raíz  r  junto  con  unas  aristas  que  conectan  la 
raíz  con  la  raíz  del  subárbol  izquierdo  7j;  y  con  la  raíz  del  subárbol  derecho  73. 


■ 
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Paso  ha se  ó 


Pasi>  1 


P“J  A  /  \ 


Paso  base  • 


Pa.su  I 


í  ,u  1  igura  4  muestra  cómo  se  construyen  los  árboles  binarios  completos  aplicando  el  puso  recur¬ 
sivo  una  y  dos  veces. 


INDUCCIÓN  ESTRUCTU R A L 


Para  demostrar  resultados  sobre  conjuntos  definidos  recursivamente  utilizamos  generalmente 
una  forma  particular  de  inducción  matemática.  El  Ejemplo  12  ilustra  la  conexión  entre  conjuntos 
definidos  recursivamente  y  el  principio  de  inducción. 

EJEMPLO  12  Demuestra  que  el  conjunto  S  definido  en  el  Ejemplo  7  es  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  múl¬ 
tiplos  de  3. 


Solución:  Sea  4  el  conjunto  de  todos  los  enteros  positivos  divisibles  por  3.  Para  demostrar  que  A  -  S 
debemos  ver  que  A  es  un  subconjunto  de  5  y  que  S  es  un  subconjunto  de  4.  Para  demostrar  que  A 
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es  un  suhconj  titilo  de  S  debemos  demostrar  que  todo  entero  positivo  divisible  por  3  es  elemento  de 
S.  Utilizaremos  el  principio  de  inducción  para  demostrarlo* 

Sea  P(n)  !a  sentencia  que  afirma  que  3 n  pertenece  a  S.  El  paso  base  se  cumple  puesto  que  por 
la  primera  parte  de  la  definición  recursiva  de  St  3  -  I  -  3  es  un  elemento  de  S.  Para  probar  el  paso 
de  inducción,  suponemos  que  Pik)  es  verdadera,  es  decir*  que  3 k  es  un  elemento  de  S.  Como  .U 
pertenece  a  5,  y  3  también,  de  la  segunda  parte  de  la  definición  recursiva  se  sigue  que  Ak  +  3  - 
3 (k  +  1)  es  un  elemento  de  S. 

Para  demostrar  que  S  es  un  subconjumo  de  A *  utilizamos  ía  definición  recursiva  de  S,  Pri¬ 
mero,  el  paso  base  de  la  definición  especifica  que  3  está  en  S.  Como  3  =  3-  I .  todos  los  elementos 
que  en  este  paso  se  ha  especificado  que  están  en  S  son  divisibles  por  3*  Para  completar  la  demos¬ 
tración.  debemos  ver  que  todos  los  enteros  de  S  generados  usando  la  segunda  parte  de  la  definición 
recursiva  están  en  4.  Esto  consiste  en  demostrar  que  x  +  y  es  un  elemento  de  1  siempre  que  v  e  y 
sean  elementos  de  Si  v  e  y  están  ambos  en  -4.  entonces  3  |.v  y  3 1  y.  Por  el  Teorema  l  de  la  Sec 
ción  2.4  se  sigue  que  3  \x  +  v.  Esto  completa  la  demostración*  ^ 

En  el  Ejemplo  12  utilizamos  el  principio  de  inducción  sohre  el  conjunto  de  los  enteros  posi¬ 
tivos  y  una  definición  recursiva  para  demostrar  un  resultado  sobre  un  conjunto  definido  ^cursi¬ 
vamente.  No  obstante*  en  vez  de  usar  el  principio  de  inducción  que  hemos  aplicado  para  demostrar 
resultados  sobre  conjuntos  definidos  recursiv  amente*  podernos  utilizar  una  forma  más  conveniente. 
Es  la  forma  de  inducción  conocida  como  inducción  estructural.  Una  demostración  por  inducción 
estructural  consta  de  dos  partes,  que  son: 

PASO  BASE:  Se  comprueba  que  el  resultado  se  cumple  para  todos  los  elementos  especificados 
por  el  paso  base  de  la  definición  recursiva  como  pertenecientes  al  conjunto* 

PASO  RECURSIVO:  Se  demuestra  que  si  la  propiedad  es  cierta  para  cada  uno  de  los  elementos 
utilizados  para  construir  nuevos  elementos  en  el  paso  recursivo,  entonces  el  resultado  se  cumple 
para  estos  nuevos  elementos. 

La  validez  de  la  inducción  estructural  se  sigue  del  principio  de  inducción  matemática  para  en¬ 
teros  no  negativos*  Para  ver  esto,  sea  Pin)  la  sentencia  que  afirma  que  lo  anteriormente  dicho  es 
válido  para  todos  los  elementos  del  conjunto  que  se  generan  al  aplicar  un  número  n  o  inferior  de 
veces  las  reglas  del  paso  recursivo  o  una  definición  recursiva.  Se  establecerá  que  el  principio  de  in¬ 
ducción  matemática  implica  el  principio  de  inducción  estructural  si  podemos  demostrar  que  Pin) 
es  verdadera  siempre  que  n  sea  un  entero  positivo.  En  el  paso  base  de  una  demostración  por  in¬ 
ducción  estructural  mostramos  que  P{0)  es  verdadera.  Esto  es.  mostramos  que  el  resultado  es  ver¬ 
dadero  para  todos  los  elementos  especificados  del  conjunto  del  paso  base  de  la  definición.  Una 
consecuencia  del  paso  de  inducción  es  que  si  suponemos  que  Pik)  es  verdadera,  se  cumple  que 
Pik  +  1)  es  verdadera*  Cuando  hemos  completado  una  demostración  usando  inducción  estructural* 
hemos  visto  que  P(0)  es  verdadera  y  que  Pik}  — >  P{k  +1 ).  Por  el  principio  de  inducción  se  sigue 
que  P(n)  es  verdadera  para  ludo  n  no  negativo.  Esto  muestra  también  que  el  resultado  es  verdadero 
para  todo  elemento  generado  por  la  definición  recursiva  y  muestra  que  la  inducción  estructural  es 
una  técnica  válida  de  demostración, 

EJEMPLOS  DK  DEMOSTRACIONES  QUE  UTILIZAN  LA  INDI  CCION  ESTRUCTL  K  \L 

Para  demostrar  por  inducción  estructural  un  resultado  sobre  e!  conjunto  de  fórmulas  bien  cons¬ 
truidas  del  Ejemplo  10,  necesitamos  completarlos  pasos  base  y  recursivo, 

PASO  BASE:  Se  muestra  que  el  resultado  es  verdadero  para  V,  F  y  p  siempre  que  p  sea  una  va¬ 
riable  preposicional. 

PASO  RECl  RSIVO:  Se  demuestra  que  si  el  resultado  es  verdadero  para  las  fórmulas  p  y  qw  tam¬ 
bién  es  cierta  para  {-y?},  ip  v  q),  [p  a  q),  (p  — >  q)  y  (p  <->  ql 

El  Ejemplo  13  ilustra  cómo  podemos  demostrar  resultados  acerca  de  fórmulas  bien  cons¬ 
truidas  utilizando  inducción  estructural. 
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EJEMPLO  13  Demuestra  que  en  toda  fórmula  bien  construida,  tal  como  se  define  en  el  Ejemplo  10,  se  abren  el 
mismo  número  de  paréntesis  que  se  cierran,  4 

Demostración; 

FASO  BASE:  Las  fórmulas  V,  Fy  p  no  contienen  paréntesis,  por  lo  que  claramente  se  abren  y  se 
cierran  el  mismo  número  de  paréntesis. 

PASO  RECURSIVO:  Suponemos  que  p  y  q  son  fórmulas  bien  construidas,  cada  una  de  ellas  con 
los  mismos  paréntesis  abiertos  que  cerrados.  Esto  es,  si  se  abren  a  y  a  paréntesis  en  p  y  qr  res¬ 
pectivamente,  y  se  cierran  r  y  entonces  a  (  -  cf)  y  a  -  r.  Para  completar  el  paso  de  inducción, 
necesitamos  mostrar  que  (-p),  (pvc¡).  ipAqí  \p  — >  q)  y  (p  V>  q)  también  tienen  el  mismo  número 
de  paréntesis  abiertos  y  cerrados.  En  el  primer  caso  se  abren  an  +  1 ;  en  las  demás  fórmulas,  ut  +  a 
+  L  De  forma  similar,  en  el  primer  caso  se  cierran  c 4  1  paréntesis,  mientras  que  en  las  demás  r 
4  c  +  1 .  Como  sabemos  que  af¡  =  r?y  a  -  1? ,  se  sigue  que  en  estas  cuatro  expresiones  se  abren  los 
mismos  paréntesis  que  se  cierran.  Ésto  completa  la  demostración  por  inducción.  :J 

Supongamos  que  P(m)  es  una  función  proposícíonal  definida  sobre  el  conjunto  de  cadenas 
w  e  X*.  SÍ  queremos  usar  inducción  estructural  para  demostrar  que  P(wj  se  cumple  para  inda  ca¬ 
dena  w  e  £*\  debemos  completar  los  pasos  báse  y  recursivo  que  se  enuncian  a  continuación: 

PASO  BASE:  Se  muestra  que  P(\)  es  verdadera, 

PASO  RECURSIVO;  Se  supone  que  P(uj  es  verdadera  para  vr  e  X*.  Se  ve  que  sí  _r  £  X,  entonces 
P{wx)  debe  ser  también  verdadera. 


El  Ejemplo  14  ilustra  cómo  se  puede  utilizar  la  inducción  estructural  en  demostraciones  re¬ 
lacionadas  con  cadenas. 

EJEMPLO  14  Demuestra  por  inducción  estructural  que  I(\y)  =  i  i  x)  +  /f y)t  donde  v  e  v  pertenecen  a  X*.  el  con¬ 
junto  de  las  cadenas  de  caracteres  del  alfabeto  X. 

Solución;  Basaremos  nuestra  demostración  en  la  definición  recursiva  del  conjunto  X*  darla  en  la 
Definición  2  y  en  la  definición  de  longitud  de  una  cadena  del  Ejemplo  9.  Sea  Pty)  la  propiedad  que 
afirma  que  /(xv)  ~  l(x)  +  l(y)  siempre  que  x  pertenezca  a  X*. 

PASO  BASE:  Para  completar  el  paso  base  debemos  demostrar  que  P(k)  es  verdadera,  esto  es,  de¬ 
bemos  ver  que  I(aX)  =  I(x)  ±  i  (}a  para  todo  a  e  X*.  Como  Ha X)  -  Hx)  =  l(x)  4  0  =  l(x)  +  ¡{X)  para 
toda  cadena  v,  se  cumple  que  P(X)  es  verdadera, 

PASO  RECURSIVO:  Suponemos  que  Piy)  es  verdadera.  Debemos  demostrar  que  esto  implica 
que  P(ya)  es  verdadera  para  toda  a  £  X.  Lo  que  tenemos  que  demostrar  es  que  l{xya)  =  /( x)  +  liyaí 
para  todo  a  e  X.  Observa  que  por  la  definición  recursiva  de  /(vr)  dada  en  elEjempio  9,  tenemos  que 
l(xya)  =  /(xy )  +  i  y  l(ya)  -  ¡(y)  +  I  Por  la  hipótesis  de  inducción,  f(xy)  =  l(x)  +  /(y).  Por  tanto»  se 
concluye  que  l(xya)  =  l(x)  4  /(y)  4  1  =  l(x)  4  Kyci).  4 

Podemos  demostrar  mediante  la  inducción  estructural  resultados  relacionados  con  árboles  en 
general  o  con  clases  particulares  de  ellos.  Por  ejemplo,  para  demostrar  por  inducción  estructural  un 
resultado  acerca  de  árboles  binarios  completos  hemos  de  cubrir  los  siguientes  pasos  base  y  re- 
cursivo: 

PASO  BA SE:  Se  demuestra  que  el  resultado  es  verdadero  para  el  árbol  que  tiene  un  solo  vértice. 

PASO  RECURSIVO:  Se  demuestra  que  si  el  resultado  es  verdadero  para  los  árboles  7j  y  /'„  en¬ 
tonces  lo  es  para  7j  ■  árbol  que  consiste  en  una  raíz  /  y  que  tiene  a  como  subárbol  izquierdo  * 
y  a  r,  como  subárbol  derecho. 
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DEFINIC  ION  7 


TEOREMA  2 


Antes  í)e  presentar  un  ejemplo  sobre  cómo  utilizar  la  inducción  estructural  para  demostrar  re¬ 
sultados  acerca  de  árboles  binarios  completos,  necesitamos  dar  algunas  definiciones.  Definimos  re¬ 
cursivamente  la  altura  h{T)  y  el  número  de  vértices  n(T)  de  un  árbol  binario  completo  T.  Comen¬ 
zamos  con  la  definición  de  altura. 


Definimos  la  altura  h{'E)  de  un  árbol  binario  completo  T  de  manera  recursiva. 

PASO  PASE:  La  altura  de  un  árbol  binario  completo  T  con  un  solo  vértice,  su  raíz  r,  es 
h(T)  =  0. 

PASO  RECURSIVO:  Si  Tl  y  T,  son  árboles  binarios  completos,  entonces  el  árbol  binario 
completo  T  -  T¡  ■  T2  tiene  altura  h(T)  =  1  +  maxí/ilC,).  MíS). 

m»SSSSSSu§ -  v--  rrn  k i í t** wUr*psk¿***¿*  - ,  •,  > &  _ 

Si  denotamos  por  n(T)  el  número  de  vértices  de  un  árbol  binario  completo,  n(T)  satisface  la  si¬ 
guiente  fórmula  recursiva: 

PASO  BASE:  El  número  de  vértices  n{T]  de  un  árbol  binario  completo  T cuyo  único  vértice  es  la 
raíz  res  n(T)  -  L 

PASO  RECURSIVO:  Si  T  y  T,  son  árboles  binarios  completos,  entonces  el  número  de  vértices 
del  árbol  binario  completo  T  =  I \  -  7",  es  n(T)  =  I  +  n{T^  +  n(TA- 

Ahora  veremos  cómo  se  emplea  la  inducción  estructural  en  la  demostración  de  resultados  rela¬ 
cionados  con  árboles  binarios  completos. 


Si  T  es  un  árbol  binario  completo,  entonces  n(T)  <  2*m+I  -  1 . 


Demostración:  Demostramos  esta  desigualdad  usando  la  inducción  estructural. 

PASO  BASE:  Para  el  árbol  binario  completo  que  consta  sólo  de  la  raíz  r\  el  resultado  es  cierto 
puesto  que  n(T)  =  I  y  h(T)  -  0,  por  lo  que  n(T)  -  I  <  2o  4  T  -  1  =  1, 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Suponemos  como  hipótesis  de  inducción  que  /?(T,)  <  2*1]f|f+l  -  1  y  n(Tj 
<  2hiT-í+l  -  i  para  todo  T{  y  T7  árboles  binarios  completos.  Por  las  fórmulas  recursivas  de  n{T)  y 
h(T)  tenemos  que  n{T)  -  1  +  «(/’,)+  n(¡\)  y  h(T)  -  1  +  max(A(7y),  /i(7\)). 

Se  tiene  que 

n{T)  —  1  +  n(T '  )  +  n(T;)  por  la  definición  recursiva  de  n(T) 

m  í  1  l+í“  l)  +  (2Aií^*1  —  1)  por  la  hipótesis  de  inducción 

-  2  max(2M7l)+13  2*í7jl+í)  -  1  puesto  que  la  suma  de  dos  términos  es  como  máximo  dos  veces  el  mayor 
__  2 . 2 m  ü  z»  i  _  | 

=  2  -  2h[h~  I  por  la  definición  recursi  va  de  h{  T) 

_  2^71+1  _  j 

Esto  completa  el  paso  de  inducción. 


INDUCCIÓN  GENERALIZADA 


Podemos  extender  el  concepto  de  inducción  matemática  para  demostrar  resultados  sobre  otros  con¬ 
juntos  aparte  del  conjunto  de  ios  enteros  si  cumplen  la  propiedad  del  buen  orden.  Aunque  discutiremos 
este  hecho  en  detalle  en  la  Sección  7.6,  proporcionamos  ahora  un  ejemplo  que  ilustra  su  utilidad. 
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Observa  que  podemos  definir  una  ordenación  en  N  x  N.  el  conjunto  de  pares  ordenados  de 
enteros  no  negativos  especificando  que  (a,,  y,)  es  menor  o  igual  que  (a,,  y.)  si  se  cumple  bien  que 
At  <  a,  o  bien  que  v(  =  a,  e  y,  <  y  ,.  Este  orden  se  llama  orden  lexicográfico.  El  conjunto  N  x  N  con 
esta  ordenación  tiene  la  propiedad  de  que  todo  subconjunto  de  N  x  N  tiene  un  elemento  mínimo 
(véase  el  Problema  Suplementario 47  del  Capítulo  7).  Esto  implica  que  podemos  definir  recursj- 
v amenté  los  términos  Qm  it,  m  e  N.  n  e  N,  y  demostrar  resultados  relativos  a  ellos  utilizando  una 
variante  de  la  inducción  matemática,  como  se  ilustra  en  el  Ejemplo  15. 

EJEMPLO  15  Supongamos  que  amn  se  define  recursivamente  para  (m,  n)  e  N  x  N  por  o  =  0  y 

K-u  +  1  stn  =  0ym>0 
si«>o. 

Demuestra  que  am  =  m  +  n(n  -f  1  )/2  para  todo  (m,  n )  e  N  x  N,  esto  es,  para  todos  los  pares  de  en- 
teros  no  negativos. 

Solución:  Podemos  demostrar  que  am  n-  m  +  n(n  +  I  )/2  usando  una  versión  generalizada  del  prín- 
cipio  de  inducción.  El  paso  base  requiere  que  demostremos  que  la  fórmula  es" válida  cuando  (m,  n) 
-  (0-  0).  El  paso  de  inducción  requiere  que  se  demuestre  que  si  se  cumple  para  todos  los  pares  me 
ñores  que  Un,  n)  en  el  orden  lexicográfico  de  N  x  N.  también  se  verifica  para  (m,  n), 

PASO  BASE:  Sea  (m,  n)  =  (0. 0).  Entonces  por  el  paso  base  de  la  definición  recursiva  de  a  te¬ 
nemos  que  a0  ll  =  0.  Además,  cuando  m  =  n  =  0.  m  +  n{n  +  I  )/2  =  0  +  (0  •  I)/2  =  0.  Esto  comple¬ 
ta  el  paso  base. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  Sea  —  ni  +  n  (ti  +  1  )/2  con  (ni ,  tí  i  menor  que  (/»,  n)  en  el  orden 
lexicográfico  de  N  x  N.  Por  la  definición  recursiva,  si  n  =  0,  entonces  a  -  a  +1.  Como 
(m  -  1 , «)  es  menor  que  i  ni,  ti),  la  hipótesis  de  inducción  nos  dice  que  am  t  =m  -  1  +  nin  +  I  )/2. 
por  lo  que  ojr  n  -  ni  -  I  +  n{n  +  l)/'2  +  1  =  m  +  n(n  +  I  )/2,  dando  la  igualdad  deseada.  Ahora  su¬ 
pongamos  que  /i  >  0.  por  lo  que  an  n  =  am  ¡i  {  +  n.  Como  (m.  n  -  I )  es  menor  que  (m,  n),  por  hipó¬ 
tesis  de  inducción  am  n  =  m  +  (n  I  )nl 2,  por  lo  que  am  n-m  +  (n  -  !  )níl  +  n  =  m  +  (rr  -  n  + 
2n)/2  =  m  +  n(n  +  I  )/2,  lo  que  completa  este  paso.  ^ 


Como  se  mencionó  antes,  justificaremos  esta  técnica  de  demostración  en  la  Sección  7.6. 


Problemas 

1.  Obtén/(l),/(2),/(3)y/(4)  si/{n)  se  define  recur  si  - 
v ame  rite  por /(0)  =  I  y  para  n  =  0.  1. 2, ...  como 

a)  /(«+!)=/(«)  +  2 

b)  /<n  +  t)~3f(n) 

c)  /(n+  I )  a  2^"* 

d)  f{n  +  I)  =/(«)-’+/<«)  +  J 

2.  Obtén/()),/{2),/(3>./(4)  y/(5)  si/(«)  se  define  re 

cursivamente  por/(0)  =  3  y  para  n  =  0, 1,  2 . como 

a)  /(»  +  I )  —  ~2f(n) 

b)  fin  +  O  =  3/(n)  +  7 

c)  f(n  +  \)=f(nf-2fin)-2 
di  fin  +  11  =  3*’» 

3.  Oblén/(2),/(3),/(4)  y/(5)  si /se  define  recursiva- 
nienle  por /(0)  =  - 1 ,  /( I )  =  2  y  para  n  -  1.2 como 


a)  fin  +  I )  ~f(n)  +  3/(n  -  t ) 
bt  fin  +  t)  =  fin)1 * * 4 5  fin  -I ) 

c)  /'(«+  I)  =  3/(11)-  -4/ffl-  h- 

d) /(n  +  !)=/(»  l)ff(n) 

4.  Obtén / (2).  f  O),  ft-i)  y  f(5)  si /se  define  recursiva- 

niente  por/fO)  ~fi  I )  =  1  y  para  n=  1,2 . como 

a»  f(n  +  \)=f(n)  -fin  -  t) 

b)  f(n  +  I  )=f(n)f(n-  1) 

c)  fin  +■  l)=/fJit:  tfin-  l)‘ 
dt  f(n+  ])  =f(n)if<n-  I) 

5.  Determina  si  cada  una  de  las  definiciones  propuestas 
eso  no  una  definición  recursiva  válida  de  una  función 
/  del  conjunto  de  los  enteros  no  negativos  en  el  con¬ 
junto  de  los  enteros.  Si /está  definida,  oblen  una  for- 
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ma  explícita  para  f(n)  cuando  n  es  un  entero  no  nega¬ 
tivo  y  demuéstrala* 

a)  m  -  OJ(n)  =  2  f(n  -  2)  para  *  >  1 

bi  /(O)  =  1  .f(n)  =* f(n  -  1)  -  !  pura  n  >  1 

c)  /(O)  -  2 ,/( l )  -  3J(n)  -f{n  -  1 )  ~  1  para  *  >  2 

ti)  /(O)  =  h/0)  =  Z*/W  -  2/(tt  -  2)  para  n  >  2 

e)  /(O)  -  !*/{«)  =  3/(n  -  1)  si  n  es  impar  y  n  >  1,  y 

f(n)  =  9/0  -  2)  si  n  es  par  y  n  >  2 

6,  Determina  si  cada  una  de  las  definiciones  propuestas 
es  una  definición  recursiva  válida  de  una  función/ 
del  conjunto  de  los  enteros  no  negativos  en  el  conjun¬ 
to  de  los  enteros.  Si  /está  definida,  obten  una  fonna 
explícita  para /(a)  cuando  n  es  un  entero  no  negativo 
y  demuéstrala. 

a)  /(O)  =  1  J(n)  =  -/<n  -  1 )  para  n  >  I 

b)  /(O)  -  l./U)  — -0*/(2)  =  2J(n)  =  2f(n  -3)  para 

>  3 

cí  /(O)  =  O./l I )  =  1  */(n)  =  2/ín  +  l  í  para  n  >  2 

d)  /(0>  =  0,/(l)  =  U/(n)=y(n-  Dpara  h>  1 

e)  / (0)  -  2.  fin)  -  fin  1 )  si  n  es  impar  y  n  >  l.y 
/(n)  -  2/{n  —  2)  si  n  >  2 

7*  Da  una  definición  recursiva  para  la  sucesión  [a  L  n  = 
1,2, 3,  ***,si 

a)  afl  —  6/r  b)  afl  =  2/t  +  1 

e)  a"=  10*  d)  ^  =  5 

8.  Da  una  definición  recursiva  para  la  sucesión  i  ah  1 .  n  =  h 

2,  3 . si 

al  =  4/í  -  2  h)  !  +  (—  O" 

el  añ  =  n{n  +  i)  d)  an  =  n2 

9.  Sea  Fuña  función  tal  que  f{n)  es  la  suma  de  los  n  pri¬ 
meros  enteros  positivos.  Da  una  definición  recursiva 
dc/(n). 

10.  Da  una  definición  recursiva  de  SM{n),  la  suma  del  en¬ 
tero  m  y  el  entero  no  negativo  n. 

11.  Da  una  definición  recursiva  de  PJLfí)*  el  producto  del 
entero  m  y  el  entero  no  negativo  /;* 

En  los  Problemas  12-19.  /  es  el  n-ésimo  numero  de  Fibu- 
nacci. 

1 2.  Demuestra  que//  +  ...  +//  =fJíM  para  todo  en¬ 
te  ro  positi  vo  n. 

13.  Demuestra  qu tj\  +/  +  ...  +f¿M  ,  =f2n  para  todo  entero 
positivo  n. 

*14.  Demuestra  que  f^Jt  t  /;  =  (  ¡Y  para  todo  entero 
positivo  n . 

*15.  Demuestra  que//,  +j\f1  +  ...  +fln,Jln  =/¿Para  todo 
entero  positivo  n . 

*  1 6.  Dem uestra  que  /0  -  f,  -  J\„  ,+fln  =  4_,  1 

para  todo  entero  positivo  n. 


17.  Determina  el  numero  de  divisiones  realizadas  por  d 
algoritmo  de  Euclides  para  calcular  el  máximo  co¬ 
mún  divisor  de  los  números  de  Ftbonacci  fn  y  /nH, 
siendo  /i  entero  no  negativo.  Comprueba  tu  respuesta 
utilizando  el  principio  de  inducción. 

18.  Sea 

1  1" 
l  0 


Demuestra  que 


si  n  es  entero  positivo. 

19*  Tomando  determinantes  en  ambos  lados  de  la  ecua¬ 
ción  del  Problema  18,  demuestra  la  identidad  dada 
en  el  Problema  14.  (Para  este  problema  se  necesita  la 
noción  de  determinante  de  una  matriz  de  2  x  2). 

*211.  Da  una  definición  recursiva  de  las  funciones  max  y 
min  de  tal  fonna  que  max(ar  ....  aj  y  minie/,  *  ar 
„*,  af  sean  el  máximo  y  el  mínimo  de  los  valores  ar 
ar  „it  a ^  respectivamente. 

*21.  Sean  ar  ar  *,*s  an  y  h¡t  hv  ....  bfí  números  reales*  Usa 
las  definiciones  recursivas  obtenidas  en  el  Proble¬ 
ma  20  para  demostrar: 

a I  max(-£/r  -ar  -**,  -aj  =  -  minia,,  av  ..*.  aj 

l>)  max(a,  +  hr  o,+  b„  íirt+  h  i  <  maxta,*  ti . 

aj  +  ma \(br  by  hj 

c)  mim +  bv  a2  +  ****  í/n+  bj  >  min(tir  a: . ü  j 

4  mmibv  b2 . hj 

22*  Demuestra  que  el  conjunto  S  definido  por  1  e  S  y  v  4 
í  f  S  sí  .ve  S  y  /  e  3  es  el  conjunto  de  ¡os  enteros  po 
sitivos* 

23*  Da  una  definición  recurrí  va  del  conjunto  de  los  ente¬ 
ros  positivos  múltiplos  de  5* 

24*  Da  una  definición  recursiva  de 

a  1  el  conjunto  de  ios  cuteros  positivos  impares 

b)  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  potencias  de  3 

c)  el  conjunto  de  los  polinomios  con  coeficientes  en¬ 
teros 

25*  Da  una  definición  recursi  va  de 
a)  el  conjunto  de  los  enteros  pares 
h}  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  congruentes 
con  2  módulo  3 

c)  el  con  junto  de  los  enteros  positivos  no  divisibles 
por  5 

26.  Sea  S  el  subconjunto  dd  conjunto  de  los  pares  orde¬ 
nados  de  enteros  definido  re  cursivamente  por 

Paso  base:  (0,  i\)  €  S 


_ T— T1 _  i  ni  ||J  |  |  „  T  III  I  I  || 
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Paso  remisivo:  Si  {ar  b)  e  S t  entonces  {a  +  +  3) 

e  S  y  (a  +  3t  b  +  2)  e  5, 

ai  Enumera  los  elementos  de  $  obtenidos  por  Lis  pro 
meras  cinco  aplicaciones  de  la  definición  recursiva. 

b)  Utiliza  d  principio  de  inducción  tuerte  sobre  el 
número  de  aplicaciones  del  paso  recursivo  de  la 
definición  para  demostrar  que  5  \a  +  b  cuando  (a 
b)e  S . 

c )  1  !tiliza  la  inducción  estructural  para  demostrar  que 
5 1  tí  +  h  cuando  {a,  h)  e  S, 

27,  Sea  $  el  subconjunto  dd  conjunto  de  los  pares  orde¬ 
nados  de  enteros  definido  reeurs  i  v  amerite  por 
Paso  base :  (0,  Oj  e  S. 

Paso  recursivo:  SÍ  {a,  b)  e  ST  entonces  (tí,  fr  +  I)  e  5, 
(íí+  Lfr  +  l)e  Sy  {<7+2,6  +  1)6  S . 

a)  Enumera  los  elementos  de  S  obtenidos  por  las  pri¬ 
meras  cuatro  aplicaciones  de  la  definición  recursiva. 
tH  Utiliza  el  principio  de  inducción  fuerte  sobre  el  nú¬ 
mero  de  aplicaciones  dd  paso  recursivo  de  la  defi¬ 
nición  para  demostrar  que  a  <  2 h  cuando  ia,  h\  e  5, 
r)  U  tíl  iza  1  a  i  n  du  cc  i  ón  e  st  ruc  tu  rú  ]  pitra  d  ei  i  ros  t  ni  r  q  ue 
a  <  2 h  cuando  (tí,  b)  €  S . 

2K.  Da  una  definición  recursiva  de  cada  uno  de  estos  con¬ 
juntos  de  pares  ordenados  de  enteros  positivos,  Umib 
ración:  Dibuja  los  puntos  dd  conjunto  en  d  plano  y 
busca  rectas  que  contengan  puntos  del  conjunto). 

a)  S  =  |  ítí,  h)  |  a  t  Z+.  h  £  Z"  y  f  b  es  impar  ¡ 

b)  5 a  ¡(tí,  />)  1 1/  £  Zk  6  e  Z'  v  tí  1  b\ 

el  S  =  I  (tí,  M  [  tí  £  Z+,  ó  €  Z*  v  3  |  tí  +  6} 

2’f  Da  una  definición  recursiva  de  cada  uno  de  estos  con¬ 
juntos  de  pares  ordenados  de  enteros  positivos.  Usa  la 
inducción  estructural  para  demostrar  que  la  defini¬ 
ción  recursiva  que  has  obtenido  es  correcta.  {Indica- 
ción  Dibuja  los  puntos  del  conjunto  en  el  plano  v 
busca  relaciones  entre  ellos). 

a  i  V  =  |  (tí,  h)  |  tí  e  Z\  b  e  Z*  y  tí  +  b  es  par  j 

bi  S  ==  |  (tí,  h)  |  tí  t  Z%  ó  e  Z+  y  u  o  b  es  impar | 

c)  S  i  =  |  (tít  />}  |  tí  e  Z\  b  E  Z“  y  tí  +  ó  es  impar  y  3  ¡  h\ 

ÓO.  Demuestra  que  en  una  cadena  de  bits,  la  cadena  0: 
aparece  como  mucho  una  vez  mas  que  Ja  cadena  10. 

3L  Define  las  fórmulas  bien  construidas  a  base  de  con¬ 
juntos  y  variables  que  representen  conjuntos  junto 
con  los  si  gu  i  en  tes  <  i  peradore  s :  ¡  ~  U  *  fl .  ] . 

32.  a)  Da  una  definición  recursiva  de  la  función  w«rzv(.v), 

que  cuenta  el  número  de  unos  que  hay  en  la  cade¬ 
na  de  bits  s. 

bi  Utiliza  la  inducción  estructural  para  demostrar  que 
unos(sf)  =  tmos(s)  +  iifn>sU}. 

33.  ¿il  Da  una  defimeion  recursiva  de  la  función  wr(.v)  cuya 

imagen  es  el  dígito  más  pequeño  de  una  cadena  no 
vacia  de  cifras  decimales. 


fu  Utiliza  la  inducción  estructural  para  demostrar  que 
nt(st)  = 

La  inversa  de  una  cadena  es  la  cadena  compuesta  por  los 
símbolos  de  la  cadena  inicial  dispuestos  en  orden  inverso.  La 
inversa  de  la  cadena  te  se  denota  por  h** 

34.  Obten  las  inversas  de  las  siguientes  cadenas  de  bits: 

a)  0101  hi  I  10]]  c)  1000  1001  01 1 1 

35-  Da  una  delinición  recursiva  de  la  inversa  de  una  cade¬ 
na.  (Indicación:  Primero  define  la  inversa  de  la  cadena 
vacía.  Luego  escribe  una  cadena  u  de  Longitud  n  +  1 
como ,tv,  donde  ves  una  cadena  de  longitud  n  y  expre¬ 
sa  la  inversa  de  u*  en  términos  de  je*  e  y  ), 

36.  Utiliza  la  inducción  estructural  para  demostrar  que 

=  virfnT* 

37,  Da  una  definición  recursíva  de  n\  donde  ve  es  una 
cadena  c  i  es  un  entero  no  negativo,  (Aquí  a  repre¬ 
senta  la  concatenación  de  /  copias  de  la  cadena  ve). 

*38.  Da  una  definición  recursiva  de  las  cadenas  de  carac¬ 
teres  que  son  palíndromos. 

31).  ¿Cuándo  pertenece  una  cadena  al  conjunto  A  de  cade 
ñas  de  biis  definido  recursi v ámente  por 
X  e  A 

(h  I  e  A  si  x  e  A, 

donde  A.  es  ía  cae  I  e  n  a  v  a  e  i  a  ? 

MO.  Define  ree  tusivamente  el  conjunto  de  cadenas  de  bits 
que  tiene  más  ceros  que  unos. 

41.  Utiliza  el  Problema  37  y  el  principio  de  inducción 
para  demostrar  que  /(icfi  i  -  /(u  ).  donde  ir  es  una  ca¬ 
dena  e  i  es  un  entero  no  negativo. 

*42.  Demuestra  que  (vt*y  =  í  h^)*,  donde  w  es  una  cadena  e 
i  un  entero  no  negativo:  esto  es.  demuestra  que  la  po¬ 
tencia  i-ésima de  fu  inversa  de  una  cadena  es  la  inver¬ 
sa  de  la  potencia  oes  i  ni  a  de  la  cadena. 

43.  Demuestra  por  inducción  estructural  que  n(T)  > 
2/ííf)  +  I.  donde  /  es  un  árbol  binario  completo,  n{T) 
es  el  numero  de  vértices  de  T  v  h(7 )  es  ki  altura  de  /'. 

El  conjunto  de  hojas  y  el  conjunto  de  vértices  internos  de 
un  árbol  binario  completo  se  pueden  definir  reeursív  a 
mente, 

Paso  base:  La  raíz  res  una  hoja  del  árbol  binario  completo 
con  exactamente  un  vértice  r.  Este  árbol  no  tiene  vértices  in¬ 
ternos. 

Paso  recursim.  El  conjunto  de  hojas  del  árbol  /-/./,  es  la 
unión  dd  conjunto  de  hojas  de  7j  y  el  conjunto  de  hojas  de  T.„ 
Los  vértices  internos  de  V  son  la  raíz  de  T  y  la  unión  del  con¬ 
junto  ele  los  vórtices  internos  de  1\  y  d  conjunto  de  los  ventees 
internos  de  f.. 
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44*  Utiliza  la  inducción  estructural  para  demostrar  que 
!(  t\  d  número  de  hojas  de  un  árbol  binario  completo  7 . 
es  1  más  que  i{T)*  el  numero  de  vértices  internos  de  1 


4 8.  Obten  estos  valores  de  la  función  de  Ackermann. 

ai  A(U»  b)  A(0, 1) 

c)  AU* í)  di  A(2r 2) 


45.  Utiliza  la  inducción  generalizada  como  se  hizo  en  el 
Ejemplo  15  para  demostrar  que  si  an  se  define  re¬ 
cursivamente  por  0  =  0  y 

_jV»  +  l  si  n  =  0  y  mi  >  0 
+  l  SÍM>0, 

entonces  a  =  m  +  n  para  todo  fw,  it)  f  N  *  N. 

46.  Usa  la  inducción  generalizada  como  se  hizo  en  el 
Ejemplo  15  para  demostrar  que  si  n  se  define  re- 
cnrsiv ámente  por  a{  ¡  =  5  y 


49.  Demuestra  que  21  =  4  si  m  >  l . 

50.  Demuestra  que  A(  1 ,  n )  -  2*  si  n  >  I . 

51.  Calcula  estos  valores  de  la  función  de  Ackermann, 

a)  j4(2í  3)  *bM(3,3) 

*52.  Calcula  A(3, 4). 

**53.  Demuestra  que  A(mk  n  +  1 1  >  A(m>  n)  si  m  y  n  son  en 
teros  no  negativos. 


j'Vu+2  sin  =  lym>l 

K.,-i  +  2  siw>1' 


*54.  Demuestra  que  A(m  +  l  T  n)  >  Aí  m.  n)  si  /t?  y  n  son  en¬ 
teros  no  negativos. 


entonces  ar¡  =  2(m  +  «)  +  1  para  lodo  (wT  n)  e  Z+  xZ+. 

*47,  Una  partición  de  un  entero  positivo  n  es  una  forma  de 
escribir  ti  como  la  suma  de  enteros  positivos.  Por  ejem¬ 
plo.  7  -  3  +  2  +  I  +  l  es  una  partición  de  7.  Sea  f\  d 
número  de  particiones  diferentes  de  m t  donde  dos  partí- 
c lunes  en  las  que  aparecen  los  mismos  términos  ordena¬ 
dos  de  distinta  fon  na  se  consideran  iguales.  Sea  P  ft  d 
número  de  formas  di  fe  jemes  de  expresar  m  como  la 
suma  de  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  n. 

a)  Muestra  que  P  =  P  . 

1  Jlfj  rfr  W 

l>)  Demuestra  que  es  correcta  la  siguiente  definición 
recursiva  de  P  t  (t: 

1  si  m  - 1 

1  si  n  =  I 

^  m,  fl  ”  <  ^n,  m  si  ftí  C  ñ 

Í-b/^FPf_j  si  m-  n>\ 

1  ^ SÍ  01  >  «  >  1 

e)  (Calcula  el  número  de  particiones  de  5  y  de  6  utili¬ 
zando  esta  definición  recursiva. 

Considera  una  definición  inductiva  de  una  versión  de  la  fun¬ 
dón  de  Ackermann.  Esta  fundón  se  denominó  así  por  Wil- 
helm  Ackermann.  matemático  alemán  que  fue  estudiante  del 
gran  matemático  David  HilberL  La  función  de. Ackermann 
desempeña  un  papel  importante  en  la  teoría  de  funciones  re- 
cursivas  y  en  el  estudio  de  la  complejidad  de  ciertos  algorii- 
tnos  relacionados  con  uniones  de  conjuntos.  (Hay  diferentes 
variantes  de  esta  función.  Todas  son  Llamadas  funciones  de 
Ackermann  y  tienen  propiedades  similares  incluso  aunque 
sus  valores  no  coincidan  l, 


A(/h.  ti )- 


2  n 
0 
2 

A.(  m  - l.  A(m,  n-  I)) 


si  rn  -  0 
si  m  >  l  y  n  =  0 
si  m  >  1  y  n  =  I 
si  m  £  1  y  n  >  2 


Los  Problemas  48-55  tienen  relación  cotí  esta  versión  de  la 
función  de  Ackermann. 


55,  Demuestra  que  A(i%  j)  >  j  si  i  y  j  son  enteros  no  nega¬ 
tivos. 

^56.  Demuestra  por  inducción  que  una  función  Fdetimda 
especificando  F(Q)  \  una  regla  para  obtener  Fi  n  +  I )  a 
partir  de  Fin)  está  bien  definida. 

.  -^57,  Usa  el  principio  de  inducción  fuerte  para  demostrar 
que  una  función  F  definida  especificando  F(0)  y  una 
regla  para  obtener  Fin  +  I)  a  partir  de  los  valores 
Fik).  k  =  0.  1.2, ....  n  está  bien  definida. 

58.  Demuestra  que  estas  definiciones  recursivas  sobre  el 
conjunto  de  los  enteros  positivos  no  dan  lugar  a  fun¬ 
ciones  bien  definidas. 

a)  Fin)  =  1  +  F([Xn/2Í)  para  n  >  I  y  F{  1 )  =  1 
h)  F{n)  =  I  +  F(n  3)  para  n  >  2,  F(  I )  —  2  y  F(2)  =  3 
c)  Fin)  =  1  +  F(n/2)  para  n  >  2.  Fi  I )  =  1  y  F(2)  =  2 
di  Fin)  =  l  +  Fut/2)  si  n  es  par  >  n  >2.  Fin)  ~  l  - 
F{n  -  I )  si  n  es  impar  y  Fi  1 )  =  I 
f)  F{n)  -  1  +  F(n/2)  si  n  es  par  y  n  >  2,  Fin)  -  F{3n 
-  I )  si  n  es  impar  y  n  >3  y  F(  t)  =  I 

59.  Muestra  que  estas  definiciones  recursivas  sobre  el 
conjunto  de  los  enteros  positivos  no  dan  lugar  a  fu  li¬ 
ciones  bien  definidas. 


a) 

F(n) 

-  1  +/r(L(/l  + 

l)/2j  para  n  >  1  y  F(l)  =  l 

hl 

F{n) 

=  I  +  Fin  -  2 ! 

)  paran  >  2  >  F{1J- 

=  0 

el 

Fin) 

=  1  +  F{nf 3)  para  n  >  3,  F(  1  >  ^  1. 

F(2)  =  2  y 

Fi  3) 

=  3 

d) 

Fin) 

=  1  +  Fin/ 2) 

si  n  es  par  y  n  >  2 , 

Fin)  =  1  + 

F(n  - 

-  2)  ú  n  es  impar  y  Ffl )  =  l 

el 

Rn) 

=  1  +  F(Fin  - 

D)  si  n  >  2  y  Fi  1 ) 

—  2 

Los  Problemas  60-62  tratan  sobre  iteraciones  de  la  función 
logaritmo.  Denotamos  por  log  n  el  logaritmo  en  base  2  t!e 
n,  como  es  eos  lumbre  en  este  libro.  La  función  log1'  n  se 
define  reeursiv ámente  por: 
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logíi>B  = 


log(logu  5>/i) 
no  definida 


si  k ■  =  0 

si  log' 1  ’ r '  n  está  de  finida 
y  es  positiva 
en  cualquier  otro  caso 


números  reales,  o  los  reales  positivos,  o  algún  otro  subconjun- 
lo  de  números  reales,  en  el  conjunto  de  los  reales,  tal  que  fin) 
es  monótona  creciente  fes  decir,  fin)  <J\m)  si  ti  <  m]  y  fin)  <  n 
en  todo  el  dominio  de/|.  La  función  fa'  (n)  se  define  recursi- 
v  ámeme  como 


El  logaritmo  iterado  es  la  función  log*  n t  cuyo  valor  en  n  es  el 
menor  entero  no  negativo  k  tal  que  log':;'  rt  <  L 


/%)■= 


n 


sifc  =  0 

si  k  >0. 


60.  Calcula  estos  valores: 

a)  íog':-2)  16 

b)  log0'1  256 

e)  log0)  2mi6 

d)  log,4J2^ 

6 1 .  Calcula  el  valor  de  tog*  n  para  cada  uno  de  estos  va¬ 
lores  de  n  \ 

a)  2  b)  4  c)  8  d)  16 

e)  256  f)  65536  g)  22m 

62.  Calcula  el  mayor  valor  de  n  tal  que  log*  n  ~  5.  Deter^ 
mina  el  número  de  cifras  decimales  de  este  número. 

Los  Problemas  63-65  tratan  sobre  valores  de  funciones  itera¬ 
das.  Supongamos  que  J{n)  es  una  función  del  conjunto  de  los 


Además,  sea  c  un  número  real  positivo.  La  fundón  iterada  /  * 
es  el  número  de  iteraciones  de  F requeridas  para  reducir  su  ar¬ 
gumento  a  c  o  una  cantidad  menor,  por  lo  qu zff(n)  es  el  me¬ 
nor  entero  no  negativo  k  tal  qutfk{n)  <  t , 

63,  Sea  a,  donde  ¿/es  un  entero  positivo.  Obten 

una  fórmula  para  JXk\n).  ¿Cuál  es  el  valor  de  f*{n) 
cuando  n  es  un  entero  positivo? 

64,  Sea /in)  =  n¡ 2.  Obten  una  fórmula  para/On).  ¿Cuái  es 
e  I  v  a  lord  e  y*  ( n )  c  u  an  do  //es  i m  en  t  ero  p  os  i  ti  v  o? 

65,  Sea  /( ri)  =  V n .  Obi é n  u n a  fórrn  Lila  para  f  í]{  n ) ,  ¿C u á  1 
es  el  valor  de  ff(n)  cuando  n  es  un  entero  positivo? 


Algo  ritmo  s  re¿*  ur  si  v  o  s 


INTRODUCCIÓN 


A  veces  se  puede  reducir  la  solución  de  un  problema  con  un  conjunto  de  datos  de  entrada  a  la  so¬ 
lución  del  mismo  problema,  pero  con  valores  de  entrada  más  pequeños.  Por  ejemplo,  el  problema 
de  buscar  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  positivos  a  y  h,  h  >  a,  se  puede  reducir  a  en¬ 
contrar  el  máximo  común  divisor  de  un  par  de  enteros  más  pequeños,  a  saber,  h  mod  a  y  a.  ya  que 
me ú(h  mod  ¿7,  a)  -  med(fl,  b).  Cuando  tal  reducción  es  posible,  la  solución  al  problema  original  se 
puede  obtener  mediante  una  secuencia  de  reducciones,  hasta  que  se  llega  a  un  caso  inicial  cuya  so¬ 
lución  se  conoce.  Por  ejemplo,  para  calcular  el  máximo  común  divisor,  se  continua  la  reducción 
hasta  que  el  menor  de  los  dos  números  es  cero,  puesto  que  medía,  0)  —  a  cuando  a  >  0. 

Veremos  que  los  algoritmos  que  reducen  sucesivamente  un  problema  al  mismo  con  datos  de 
ct  1 1  rada  m  á  s  pequeños  se  p  u  e  d  e  n  u  t  i  1  i  z  ar  pa  r  a  re  so  I  v  e  r  u  n  a  g  ra  u  v  a  r  i  e  d  ad  d  e  pro  h  1  eni  a  s , 


DEFINICIÓN  1  Un  algoritmo  se  llama  récursiva  ú  resuelve  un  problema  reduciéndolo  a  un  caso  de)  mismo 
problema  con  datos  de  entrada  más  pequeños. 

Describiremos  varios  algoritmos  recursivos  en  los  Ejemplos  1,  2,  4,  5  y  ó.  El  primer  ejemplo 
Enlace  muestra  cómo  construir  un  algoritmo  recursivo  para  evaluar  una  función  a  partir  de  su  definición 
recursiva, 

ejemplo  i  Da  un  algoritmo  recursivo  para  hallar  cf,  donde  a  es  un  número  real  distinto  de  cero  y  n  un  ente¬ 
ro  no  negativo. 

Solución:  Podemos  construir  un  algoritmo  recursivo  basándonos  en  la  definición  recursiva  de  afl. 
Esta  definición  afirma  que  a” H  =  ¿7  *  ¿7"  para  n  >  0,  con  la  condición  inicial  cf  =  1,  Para  calcular  a11 
podemos  usar  sucesivamente  la  regla  recursiva  para  reducir  el  ex  ponente  hasta  que  se  haga  cero. 
Damos  este  procedimiento  en  el  Algoritmo  I  < 
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EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


l'JCITl  [>l0S 

jdteíoliait:* 


ALGORITMO  1  Un  algoritmo  reoirsivo  para  halLir  a" 


procedure potenáa{a:  número  real  no  nulo,  n:  eoiero  no  negativo) 

ifn  -  0  then  potencia(a,  w) i 

else  potencia  (íj,  n)  :=  a  *  potencui{ü,  n  -  1 ) 


Inventa  un  algoritmo  recursivo  para  hallar  If  inod  m.  donde  />,  n  y  m  son  enteros,  m  >  2,  n  >  0  y 
I  <  b  <  m. 


Solución:  Para  construiré!  algoritmo  recursivo  podemos  basamos  en  el  hecho  de  que  b'  mod  m  = 
(b  ‘  (If  *  mod  m))  mod  nu  lo  cual  se  puede  obtener  a  partir  del  Problema  23  de  la  Sección  3,L  y  en 
la  condición  inicial  b{]  mod  m  -  I,  Dejamos  para  el  lector  el  desarrollo  del  algoritmo  como  Pro¬ 
blema  ó  al  final  de  esta  sección. 

No  obstante,  podemos  desarrollar  un  algoritmo  mucho  más  eficiente,  el  cual  se  describe  en 
pseudocódigo  en  el  Algoritmo  2.  ^ 


algoritmo  :  Exponenciactón  modular  recursiva 

procedure  expon  mod(b,  n,  m:  enteros  que  cumplen  m  >  2,  n  £  0;  1  <  b  <  ni) 

ifn  -  0  then 

expon  mod  (h,  n,  m)  =  1 

else  ÍT  n  es  par  then 

expon  mod(b.  n.  m)  -  expon  mod(bt  n! 2,  m)1  mod  m 

else 

expon  mod  (7l  n,  m)  -  {expon  mod{ht  Lrc/2_[  mf  mod  m  -  h  mod  m)  mod  m 

m 

\ expon  mod  ( b ,  n,  m)  -  bn  mod  m\ 

§ 

Podemos  utilizar  el  principio  de  inducción  fuerte  para  demostrar  que  un  algoritmo  recursivo  es 
correcto,  esto  es,  que  produce  la  salida  deseada  para  todos  los  posibles  valores  de  entrada.  Ilus¬ 
tramos  cómo  se  hace  esto  en  el  Ejemplo  3.  demostrando  que  el  Algoritmo  2  es  correcto. 

Demuestra  que  el  Algoritmo  2  para  la  exponerte  ¡ación  modulares  correcto. 

Solución:  Utilizamos  la  inducción  Fuerte  sobre  el  expórtenle  /l 

PASO  BASE:  Cuando  n  —  0,  expon  jnod{b.  n.  m)  -  1.  Como  />(l  mod  m  —  I  siempre  que  b  sea  un 
entero,  m  un  cutero  mayor  o  igual  que  2  y  1  <  h  <  nu  el  paso  base  queda  demostrado. 

PASO  DE  INDUCCIÓN:  La  hipótesis  de  inducción  es  que  expon _mod{hJ,  m )=  h  mod  m  para 
todos  [os  enteros  0  <  j  <  k  para  ¿entero  positivo,  m  entero,  m  >  2  y  b  <  ni. 

Cuando  k  es  par,  tenemos  que  expon  mod{b,  k.  m)  -  expon  jmd(b,  kj 2,  ntf  mod  m  -  (h 
mod  mf  mod  m  ~  mod  rn,  donde  hemos  utilizado  la  hipótesis  de  inducción  para  sustituir 
expon  modib.  fc/2,  m)  por  bkri  intuí  m. 

Cuando  k  es  impar,  tenemos  que  expon _múd{b,  k.  m)  -  {{expon  mod{h>  U/2_L  m)f  mod  ni 
h  mod  m)  mod  m  =  {{lP  ;i  mod  m)  mod  m  ■  b  mod  m)  morí  m  =  1  mod  m  -  br  mod  uti¬ 
lizando  el  Problema  23  de  la  Sección  3. 1 ,  ya  que  2U/2J  +  1  =  2(í  l)/2  +  1  =  k  cuando  k  es  impar. 

Aquí  hemos  usado  la  hipótesis  de  inducción  para  sustituir  expon jnod(b?  U/2j,  m)  por  h"  mod  nt. 
Esto  completa  el  paso  de  inducción  y  demuestra  que  e!  Algoritmo  2  es  corréelo.  M 

El  siguiente  ejemplo  proporciona  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  el  máximo  común  di 
visor. 


_ _ 
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EJEMPLO  4  Da  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  el  máximo  común  divisor  de  dos  enteros  no  negativos  a  v 
b,  a<b. 

Solución:  Nos  podemos  basar  en  la  reducción  medio,  b)  =  mcd{/>  mod  a.  a)  y  la  condición 
mcd(0,  />)  =  h  cuando  b  >  0.  Esto  genera  el  procedimiento  expuesto  en  el  Algoritmo  3.  -4 


ALGORITMO  .1  Un  algoritmo  recursivo  para  hallar  el  mcd(«,  b) 


proeedure  inedia ,  b:  enteros  nu  negativos,  a  <  b) 

if  a  =  0  then  media,  b)  :=  h 

else  media,  b)  :=mcd(b  mod  a.  a) 


Ahora  veremos  versiones  recursivas  de  los  algoritmos  de  búsqueda  que  se  presentaron  en  la 
Sección  2.1, 

EJEMPLO  5  Expresa  el  algoritmo  de  búsqueda  linea!  como  procedimiento  recursivo. 

Solución:  Para  buscar  x  en  la  sucesión  av  av ....  an,  en  el  paso  t-ésimo  comparamos  .v  y  at.  Si  .t  =  a.. 
entonces  i  es  la  posición  de  x.  En  caso  contrario,  la  búsqueda  de  v  se  reduce  a  buscar  en  la  sucesión 
con  un  elemento  menos,  es  decir,  la  sucesión  <¿r+ } . u(.  Pasamos  a  dar  un  procedimiento  recur¬ 

sivo,  que  se  muestra  en  pseudocódigo  en  el  Algoritmo  4. 

Sea  la  búsqueda(i.j,  x)  el  procedimiento  que  localiza  x  en  la  sucesión  a  .  a  _  , . ¿/ .  La  entra¬ 

da  del  procedimiento  consiste  en  la  lema  ( I .  n.  ,v).  El  procedimiento  termina  en  un  paso  si  el  primer 
término  de  la  sucesión  que  queda  por  examinar  es  r  o  si  queda  un  solo  término  en  esta  sucesión  y  no 
es  a.  Si  x  no  es  el  primer  témiino  y  hay  términos  adicionales,  se  continúa  el  mismo  procedimiento, 
pero  sobre  una  sucesión  con  un  término  menos,  obtenida  eliminando  el  primer  término  de  la  suce¬ 
sión,  M 


algoritmo  4  Un  algoritmo  recursivo  de  búsqueda  lineal 


proeedure  husquedaU.  j.  \ ) 

if  a  -  ,r  then 

f 

posición  i 

eise  if  /  =  j  (lien 

posición  :=  0 

eise 

husqueda{i  +  l  ,j,  x) 


EJEMPLO  6  Construye  una  versión  recursiva  de  un  algoritmo  de  búsqueda  binaria. 


Solución:  Supongamos  que  queremos  localizar  v  en  la  sucesión  av  a . a  .  Para  realizar 

una  búsqueda  binaría,  comenzamos  comparando  .v  con  el  término  central,  ^  Nuestro 
algoritmo  termina  si  x  es  igual  :t  este  término.  En  caso  contrario,  reducimos  la  búsqueda  a 
una  sucesión  más  pequeña,  la  primera  mitad  de  la  sucesión  original  si  i  es  menor  que  el  tér¬ 
mino  central  o  la  segunda  si  es  mayor  que  éste.  Hemos  reducido  la  solución  dei  problema  de 
búsqueda  a  la  solución  del  mismo  problema,  pero  con  una  lista  de  longitud  aproximada¬ 
mente  la  mitad.  Presentamos  esta  versión  recursiva  del  algoritmo  de  búsqueda  binaria  en  el 
Algoritmo  5,  *4 
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algoritmo  5  Un  algoritmo  recursivo  de  búsqueda  binaria 


proa.- dure  búsqueda  binar ial t,  i.j) 

m  :=L(/  +_/)/ 2j 

if  v  =  a  then 

frt 

posición  :=  m 
else  if  (.v  <u  e  i  <  m)  then 

v  m  1 

búsqueda  hinaria{x,  i.  m  -  I } 
else  if  (a  >  am  y  j  >  m)  then 
búsqueda  binaríais,  ni  +  l.  j) 
else  posición  :=  0 


RECURSIÓN  E  ITERACIÓN 


Una  definición  recursiva  expresa  el  valor  de  una  función  en  un  entero  positivo  en  términos  de  los 
valores  que  toma  la  función  en  enteros  más  pequeños.  Esto  significa  que  podemos  construir  al¬ 
goritmos  recursivos  para  evaluar  una  función  definida  recursivamente, 

EJEMP1  .O  7  El  procedimiento  recursivo  del  Algoritmo  6  da  el  valor  de  ni  cuando  f:i  entrada  es  un  entero  po¬ 
sitivo  n.  <4 


ALGORITMO  fi  Lili  algoritmo  recursivo  para  la  función  factorial 


proctdurc  factor ia¡(n:  entero  positivo) 
if  n  -  1  (lien 

factor iat(n) 1 
else 

factorial (n)  :=  n  *  facioiial(n  -  \ ) 


Hay  otra  forma  de  evaluar  la  función  factorial  en  un  entero  a  partir  de  su  definición  recursi- 
va.  En  lugar  de  reducir  sucesivamente  la  evaluación  de  la  función  a  enteros  menores,  podemos  co¬ 
menzar  con  el  valor  de  la  función  en  1  y  aplicar  la  definición  recursiva  para  encontrar  los  valores 
de  la  función  en  números  mayores  sucesivos*  Tal  procedimiento  se  llama  iterativo.  En  otras  pa¬ 
labras.  para  calcular  tú  utilizando  un  procedimiento  iterativo,  comenzamos  con  L  el  valor  de  Za 
función  factorial  en  E  y  multiplicamos  sucesivamente  por  cada  entero  positivo  menor  o  igual  que 
n*  Este  procedimiento  se  muestra  en  el  Algoritmo  1\ 


ALGORITMO  7  Un  procedimiento  iterativo  pura  la  función  factorial 


procedí!  re  factorial  itera  tÍvo(n:  entero  positivo) 
x  :=  1 

for  i 1  tu  n 
x  :=  /'  *  x 
{.ves  tú  ( 


Una  vez  que  este  algoritmo  se  ha  ejecutado,  el  valor  de  la  variable  v  es  #i!  Por  ejemplo,  dando  seis 
pasadas  de  huele,  tenemos  que  6!  =  1  •  2  *  3  *  4  *  5  ■  6  =  720. 

A  menudo  un  algoritmo  iterativo  para  la  evaluación  de  una  sucesión  definida  recursivamente  re¬ 
quiere  mucha  menos  computación  que  un  procedimiento  que  utilice  recursión  (a  no  ser  que  se  usen  má¬ 
quinas  recursivas  de  propósito  específico).  Esto  se  ilustra  comparando  los  procedimientos  iterativo  y  re- 
cursivo  para  calcular  d  número  /i-ésimo  de  Kibonacci.  Damos  primero  el  procedimiento  recursivo, 
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Ja 


ALGORITMO  s  Un  algoritmo  recursivo  para  los  números  de  Fibonacci 


procvdurv  fibonacci(n:  entero  no  negativo) 

ifn  =  0  then  fibonacci(Q) 0 

else  iF  n  -  1  thm  fibonaccd  1} I 

else  fihonacci(n)  :-fihonacci{n  -  1)  +  ftbomicciin  -  2} 


Cuando  empleamos  un  procedimiento  recursivo  pan»  calcular  /,  primero  expresamos  /  como  / 
+fn Luego  reemplazamos  estos  dos  números  de  Fibonacci  por  la  suma  de  los  dos  números  de 
Fibonacci  previos,  y  así  sucesivamente.  Cuando  aparecen/  y/fí,  éstos  son  reemplazados  por  su 
valor 

Observ  a  que  en  cada  paso  de  la  recursión,  hasta  que  se  obtienen  /  y  f  el  total  de  números  de 
Fibonacci  que  hay  que  evaluar  se  duplica.  Por  ejemplo,  cuando  calculamos  /  utilizando  el  algo¬ 
ritmo  recursivo,  debemos  llevar  a  cabo  todos  los  cálculos  mostrados  en  el  diagrama  de  árbol  de  la 
Figura  1 .  El  árbol  consiste  en  una  raíz./.  y  ramas  de  la  raíz  a  los  vértices,/,  y /„  que  aparecen  en 
la  reducción  de  /.  Cada  reducción  posterior  produce  dos  ramas  en  el  árbol.  Estas  ramificaciones  fi¬ 
nalizan  cuando  se  llega  a  /y/.  El  lector  puede  verificar  que  este  algoritmo  requiere/  -  l  sumas 
para  obtener / 

Ahora  consideremos  la  cantidad  de  operaciones  que  se  requieren  para  calcular /  utilizando  la 
versión  iterativa.  Vemos  esta  versión  en  e!  Algoritmo  ó. 


ALGORITMO  9  Un  algoritmo  iterativo  para  los  números  de  Fibonacci 


procedure  fibonacci  iteraü\o{a\  entero  no  negativo) 

if  n  =  0  then  y  0 

else 

hegin 

x  0 

y  :=  0 

Fnr  /  :=  I  to  n-l 
begin 

z  :=  x  +  y 
x  :-y 
y  :=  z 

end 

end 

( y  e s  e  1  n-é si m o  número  de  F ¡  bon a cci } 


Este  procedimiento  iníeializax  corno  /  -  0  e  y  como  /  ~  1 T  Cuando  se  recorre  el  bucle,  se  asigna 
la  suma  dea  e  y  a  la  variable  auxiliar  z.  Entonces  a  x  se  le  asigna  el  valor  de  y  y  ay  el  valor  de  r. 
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Demn 


Kulaces 


EJEMPLO  8 


Por  tanto,  tras  recorrer  el  bucle  por  primera  vez,  a  es  igual  a  j\  e  >'  toma  el  valor  f{)  +/,  -fr  Así, 
cuando  el  bucle  se  recorre  n  -  1  veces,  x  es  igual  a  fn  ,  e  y  es  igual  a/n(el  lector  puede  verificarlo). 
Se  han  realizado  sólo  /7  —  1  sumas  para  calcular  /'  en  este  algoritmo,  con  n  >  1 .  Por  tanto,  este  al¬ 
goritmo  requiere  menos  operaciones  que  el  recursivo. 

Hemos  demostrado  que  un  algoritmo  recursivo  puede  requerir  muchas  más  operaciones  que 
uno  iterativo  cuando  se  evalúa  una  función  definida  recesivamente.  No  obstante,  a  veces  es 
preferible  usar  un  procedimiento  recursivo,  incluso  aunque  éste  sea  menos  eficiente  que  el  itera¬ 
tivo.  Esto  es  cierto  en  particular  cuando  la  versión  recursiva  se  implementa  fácilmente  y  la  itera¬ 
tiva  no,  (Se  han  diseñado  máquinas  recursivas  de  propósito  específico,  las  cuales,  en  algunos  ca¬ 
sos,  eliminan  las  ventajas  del  uso  de  la  iteración). 


LA  ORDENACIÓN  POR  MEZCLA 


Ahora  describiremos  un  algoritmo  recursivo  de  ordenación  llamado  algoritmo  de  ordenación  por 
mezcla  (en  terminología  inglesa  merge  son).  Demostraremos  cómo  trabaja  este  algoritmo  con  un 
ejemplo  antes  de  describirlo  en  el  caso  genera 1. 

Ordenaremos  la  lista  8,  2,  4,  6,  9T  7,  10,  L  5,  3  utilizando  la  ordenación  por  mezcla.  Este  método 
de  ordenación  comienza  partiendo  la  lista  en  elementos  individuales  mediante  particiones  sucesi¬ 
vas  en  listas  de  dos.  La  progresión  de  sablistas  para  este  ejemplo  se  representa  en  el  árbol  binario 
equilibrado  de  altura  4  mostrado  en  la  mitad  superior  de  la  Figura  2. 

La  ordenación  se  hace  mezclando  sucesivamente  pares  de  listas.  En  el  primer  paso,  se  mez¬ 
clan  pares  de  elementos  individuales  en  listas  de  longitud  dos  colocadas  en  orden  creciente.  Lue¬ 
go  se  mezclan  sucesivamente  pares  de  listas  hasta  que  la  lista  original  queda  dispuesta  en  orden 
creciente.  La  sucesión  de  listas  mezcladas  en  orden  creciente  se  representa  por  el  árbol  binario 
equilibrado  de  altura  4  mostrado  en  la  mitad  inferior  de  la  Figura  2  (observa  que  este  árbol  se  ha 
dibujado  de  abajo  hacia  arriba).  ^ 


8  2  4  6  9  7  l'O  1  5  3 


8  2  4  6  9  7  10  1  5  3 


8  2  7  10 


8  2  7  10 


2  8  4  6  9  7  10  1  5  3 


2  4  8  6  9  I  7  10  3  5 


1234  5' 6789  10 


Figura  2.  La  ordenación  por  mezcla  de  8,  2,  4,  6*  9t  7T  10,  1.5,  3. 
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En  general,  una  ordenación  por  mezcla  se  desarrolla  partiendo  iterativamente  listas  en  dos 
sublistas  de  igual  longitud  (o  una  con  un  elemento  más  que  la  otra)  hasta  que  cada  sublista  con¬ 
tenga  un  elemento*  Esta  sucesión  de  sublistas  se  puede  representar  por  un  árbol  binario  equili¬ 
brado.  El  procedimiento  continúa  mezclando  sucesivamente  pares  de  listas,  en  la  que  cada  una  de 
ellas  esta  dispuesta  en  orden  creciente,  en  una  lista  mayor  con  tos  elementos  en  orden  creciente, 
hasta  que  se  llega  a  la  lista  original.  La  sucesión  de  listas  mezcladas  se  puede  representar  por  un  ár¬ 
bol  binario  equilibrado. 

Podemos  describir  la  ordenación  por  mezcla  de  forma  recursiva.  Para  hacerlo,  partimos  una 
lista  en  dos  subí  islas  de  igual  tamaño,  o  aproximadamente  igual,  ordenando  cada  subí  isla  utili¬ 
zando  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  y  luego  fusionando  las  dos  listas  ordenadas.  La  ver¬ 
sión  recursiva  de  esta  ordenación  se  da  en  el  Algoritmo  10*  Este  algoritmo  utiliza  la  subruiina  mez¬ 
cla,  que  se  describe  en  el  Algoritmo  !  1 . 


algoritmo  to  Una  ordenación  recursiva  por  mezcla 


procedure  arde  nación _mezda{L  =  o] —  aj 

if  n  >  I  then 

m  :=  L«/2j 
C  --avar  ....  c, 


L-.  :=  a  .  „  a  ....  a 

2  m+ 1  m-s-2 


L  :=  mezcla{or denacion  mezcla(L{),  ordenación jneida (L.? ) ) 
¡  L  queda  ordenada  en  orden  no  decreciente  ] 


Para  implementar  la  ordenación  por  mezcla  necesitamos  un  algoritmo  eficiente  que  fusione 
dos  listas  ordenadas  en  una  lista  ordenada  mayor.  Describiremos  ahora  un  procedimiento  para  dio. 

JEMPLO  9  Describimos  cómo  mezclar  las  dos  listas  2,  3,  5,  ó  y  I,  4.  La  Tabla  1  ilustra  los  pasos  realizados. 

Primero,  comparamos  los  elementos  menores  de  las  dos  listas,  2  y  l*  respectivamente.  Como 
I  es  el  menor,  lo  ponemos  al  comienzo  de  la  lista  fusionada  y  lo  quitamos  de  la  segunda  lista.  En 
este  paso*  la  primera  lista  es  2,  3,  3,  ó*  la  segunda  es  4  y  la  lista  combinada  es  I . 

Luego*  comparamos  2  y  4.  los  menores  de  las  dos  listas.  Como  2  es  el  menor,  se  añade  a  la 
lista  combinada  y  se  quila  de  la  primera*  En  este  paso,  la  primera  lisia  queda  como  3.5,  ó.  la  se¬ 
gunda  como  4  y  la  combinada  como  1.  2. 

Se  continua  comparando  3  y  4.  los  menores  de  las  listas  en  este  paso.  Como  3  es  el  menor,  se 
añade  a  la  lista  combinada  y  se  quita  de  la  primera.  Tras  este  paso,  la  primera  lista  es  5.  ó,  la  se¬ 
gunda  4  y  la  tercera  1 , 2,  3* 

En  el  siguiente  paso  se  comparan  5  y  4,  ios  menores  elementos  de  cada  lista.  Como  4  es  el 
menor,  se  añade  a  la  lista  combinada  y  se  quita  de  la  segunda  lista.  En  este  paso,  la  primera  lista  es 
5,  6,  la  segunda  es  la  lista  vacía  v  la  combinada  es  1,  2,  3*  4. 

Finalmente,  como  la  segunda  lista  es  vacía,  todos  los  elementos  restantes  en  la  primera  se  co 
locan  al  final  de  la  lista  combinada. en  el  orden  que  aparecen  en  la  lista  primera.  Eslo  da  lugar  a  la 
ordenación  1  f  2,  3,  4,  5,  ó.&  *4 

Ahora  consideraremos  el  problema  general  de  mezclar  dos  listas  ordenadas  L  y  i  ,  en  una  lis¬ 
ta  ordenada  L.  Describiremos  un  algoritmo  para  resolver  este  problema.  Comenzamos  por  una  lis¬ 
ta  vacía  Lf  Comparamos  Jos  dos  elementos  menores  de  las  dos  listas.  El  menor  de  ellos  se  pone  al 
inicio  de  L  y  se  quita  de  la  lista  en  la  que  estaba.  Posteriormente,  si  una  de  las  listas  L]  o  L,  es  va¬ 
cía*  se  concatenan  los  elementos  de  La  otra  (la  no  vacía)  a  continuación  de  los  de  ¿*  lo  que  com¬ 
pleta  la  mezcla*  Sí  ninguna  de  ellas  es  vacía,  se  repite  el  proceso.  El  Algoritmo  I  I  da  una  des 
cr  i  pe  ion  en  pseudocódígo  de  este  procedimiento* 

Parad  análisis  de  la  ordenación  por  mezcla  estimaremos  el  número  de  comparaciones  rea¬ 
lizadas  para  fusionar  dos  listas.  Podemos  obtener  fácilmente  una  estimación  para  el  Algoritmo  1  í 
Cada  vez  que  se  hace  una  comparación  entre  un  elemento  de  L}  y  uno  de  L ,  se  añade  un  elemen¬ 
to  adicional  a  la  lista  combinada  /,.  Cuando  bien  L}  o  L,  es  vacía,  no  se  hacen  más  comparaciones* 


2b2  Mote míi tica  discreta  y  sus  aplicaciones 


Tabla  I.  Mezcla  de  las  dos  listas  ordenadas  2.  3 f  5,  6  y  1 1  4. 

Primera  lista 

Segunda  lista 

Lista  fusionada 

Comparación 

23  56 

1  4 

1  <2 

2  3  5  6 

4 

i 

2  <4 

35  6 

4 

12 

3  <4 

56 

4 

123 

4<5 

5  6 

1234 

123456 

Por  tanto,  el  Algoritmo  1 1  realiza  m  +  n  -  2  comparaciones,  donde  m  y  son  los  números  de  ele¬ 
mentos  de  Lj  y  Lv  respectivamente*  hasta  dejar  un  elemento  en  cada  una  de  las  lisias.  La  siguiente 
comparación  será  la  última  que  se  necesite,  porque  vaciará  una  de  las  lisias,  Por  tanto,  el  Algorit¬ 
mo  1 1  no  realiza  más  de  m  +  n  -  1  comparaciones.  El  Lema  1  resume  esta  estimación 


ALGORITMO  1 t  Mezcla  de  dos  lisias 


prncedure  mezclatf  t  ¿2:  listas) 

L  lista  vacía 

while  Ll  y  L?  no  sean  ambas  vacías 

begin 

se  quita  el  menor  de  ios  primeros  elementos  de  Lt  y  L de  la  lisia  en  la  que  esté  y  se 
pone  como  primer  elemento  de  L 

¡F  quitar  este  elemento  vacía  una  lisia  íhen  se  quitan  todos  elementos  de  la  otra  lista  y  se 
colocan  detrás  de  los  elementos  de  I. 
end  ¡¿es  la  lista  Fusionada  con  los  elementos  en  orden  creciente  ] 


LEM  A  1  Dos  listas  ordenadas  con  m  y  n  elementos  se  pueden  mezclar  en  una  lista  ordenada  realizan¬ 
do  a  lo  sumo  m  +  n  -  l  comparaciones. 


A  veces  dos  lisias  ordenadas  de  longitudes  m  y  n  se  pueden  mezclar  realizando  muchas  me¬ 
nos  de  m  +  w  -  1  comparaciones.  Por  ejemplo,  cuando  m  -  I,  se  puede  aplicar  una  búsqueda  bi¬ 
naria  para  colocar  el  elemento  de  la  primera  lista  en  la  segunda.  Esto  requiere  sólo  [  log  com¬ 
paraciones,  mucho  menos  que  m  +  n  -  I  -  n  para  m  -  L  Por  otra  parle,  para  algunos  valores  de  m 
y  n,  el  Lema  I  da  la  mejor  acotación  posible.  Esto  es,  hay  listas  con  m  y  n  elementos  que  no  se 
pueden  mezclar  realizando  menos  de  m  +  n  -  1  comparaciones  (véase  el  Problema  35  al  final  de 
esta  sección). 

Ahora  estamos  en  condiciones  de  analizar  la  complejidad  del  algoritmo  de  ordenación  por 
mezcla.  En  lugar  de  estudiar  el  problema  general,  supondremos  que  n ,  el  número  de  elementos  de 
la  lista,  es  una  potencia  de  2,  por  ejemplo,  2'\  Esto  hará  d  análisis  menos  complicado.  Cuando  éste 
no  sea  el  cuso,  se  pueden  aplicar  varias  modificaciones  para  llegar  a  la  misma  estimación. 

En  el  primer  paso  del  procedimiento  de  partición,  la  lista  se  parte  en  dos  sablistas  de  2^*  ele¬ 
mentos  cada  una.  Estamos  en  el  nivel  I  del  árbol  generado  por  la  partición.  Este  proceso  continúa, 
partiendo  las  dos  sublistas  con  2rr~[  elementos  en  cuatro  de  2”’  1  elementos  cada  una  en  el  nivel  2  y 
así  sucesivamente.  En  general,  en  el  nivel  k  -  1  tendremos  2*"*  listas,  cada  una  de  ellas  con  2^ +i 
elementos.  Estas  listas  del  niv  el  k  I  se  partirán  en  2*  listas  en  el  nivel  k,  cada  una  con  2"^ ele¬ 
mentos,  Al  final  del  proceso,  en  el  nivel  w,  tenemos  2m  lisias  con  un  elemento  cada  una. 

Comenzamos  la  mezcla  mediante  la  combinación  en  pares  de  las  2,ri  listas  de  un  elemento  en 
2"*“'  listas,  en  el  nivel  ni  L  cada  una  de  ellas  con  dos  elementos.  Para  hacer  esto,  se  mezclan  2 11 
pares  de  lisias  de  un  demento.  La  mezcla  de  cada  par  requiere  exactamente  una  comparación. 
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El  procedimiento  continúa,  de  tal  forma  que  en  el  nivel  k  (k  -  m,  m  -  I ,  m  -  2,  3,  2t  1 ),  se 

mezclan  2k  listas,  cada  una  de  olías  con  2"^  elementos.  Esta  operación  da  lugar  a  2^_s  listas  en  el  ni¬ 
vel  k  -  \ ,  cada  una  de  ellas  con  2m' ¿  +l  elementos.  En  este  paso  se  han  realizado  un  total  cíe  2*  1  mez¬ 
clas  de  dos  listas,  cada  una  con  2™  k  elementos.  Pero,  por  el  Lema  I ,  cada  una  de  estas  mezclas  se  pue¬ 
de  realizar  con  no  más  de  2m  ~ 1  +  2  m~k  -  1  -  2m  k  +  ]  -  l  comparaciones.  Por  tanto,  se  pasa  del  nivel  k 
al  k-  1 ,  realizando  como  mucho  2k  \2m  k+t  -  i )  comparaciones.  Sumando  todas  estas  estimaciones, 
se  obtiene  que  el  número  de  comparaciones  que  requiere  la  ordenación  por  mezcla  es  a  lo  sumo 

m  m  m 

Jj2k~l(2m~t+'  -1)=  £2m  -^2k'l  =  m2m  -(2m -l)  =  n  \ogn~n  + 1 

*= s  k=i  r*  i 

puesto  que  m  ~  log  n  y  n  =  2™.  (Hemos  evaluado  ]  2m  teniendo  en  cuenta  que  es  la  suma  de  m 
términos  idénticos,  cada  uno  igual  a  2A  y  X*  =  i  2k  J  haciendo  uso  de  !a  fórmula  para  la  suma  de  los 
términos  de  una  progresión  geométrica  dada  en  el  Teorema  1  de  la  Sección  3.2). 

Este  análisis  muestra  que  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  alcanza  la  me  jor  estimación 
posible  en  notación  O  para  ei  número  de  comparaciones  que  requieren  los  algoritmos  de  ordena¬ 
ción.  Este  resultado  se  enuncia  en  el  siguiente  teorema. 


...  .  „  .  -r i 

TEOREMA  1  El  número  de  comparaciones  que  necesita  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  es  ()(n  log  n). 


En  los  problemas  siguientes  describiremos  otro  algoritmo  eficiente,  la  ordenación  rápida  (quick 
son  en  inglés). 


Problemas 


1.  Da  un  algoritmo  recursivu  para  calcular  nx  para  n  entero 
positivo  y  a  entero. 

2,  Da  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  la  suma  de  los  n 
pri  mero  s  e  n  te ro  s  pos  i  ti  v  os, 

3*  Da  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  la  suma  de  los  n 
primeros  enteros  positivos  impares. 

4.  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  máximo  de  un 
conjunto  finito  de  enteros, 

5.  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  mínimo  de  un 
conjunto  finito  de  enteros, 

6.  Escribe  un  algoritmo  recursivu  que  calcule  a"  mod  m. 
para  n,  x  y  m  enteros  positivos,  basándote  en  el  hecho  de 
que  \n  rnotl  m  =  {x”~'  mod  m  x  nioel  m)  mod  m. 

7.  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  a!  mod  m,  para  n 
y  m  enteros  positivos. 

S,  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  la  moda  de  una 
lista  de  enteros.  (La  moda  es  un  elemento  de  la  lista  que 
aparece  en  la  lista  al  menos  tantas  veces  como  cualquie¬ 
ra  de  los  demás). 

Escribe  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  el  máximo 
común  divisor  de  dos  enteros  no  negativos  a  y  b,  a  <  b,  sí 
meduq  b)  —  medir/,  b  -  a). 

MK  Demuestra  que  el  algoritmo  recursivo  para  calcular  Ja 
suma  de  los  primeros  n  enteros  positivos  que  desarro¬ 
llaste  en  el  Problema  2  es  correcto. 


I ! .  Describe  un  algoritmo  recursivo  para  multiplicar  dos  ente 
ros  no  negativos  x  e  y  basado  en  d  hecho  de  que  yv  =  2{x  ■ 
(y/2))  cuando  y  es  par  y  xy  =  2{x  ■  lv/2  J)  +  a  cuando  y  es 
impar,  junto  con  la  condición  inicial  n  -  0  cuando  y  -  0. 

12.  Demuestra  que  el  algoritmo  que  has  desarrollado  en  el 
Problema  ]  I  es  correcto. 

13.  Demuestra  que  d  algoritmo  recursivu  que  has  desarro¬ 
llado  en  el  Problema  1  es  correcto. 

14.  Demuestra  que  el  algoritmo  recursívo  que  has  desaíro 
liado  en  el  Problema  4  es  correcto, 

15.  Demuestra  que  el  Algoritmo  l  es  correcto. 

16.  Escribe  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  tr  \  donde  a 
es  un  numero  real  y  n  es  un  entero  positivo,  [indicación 
Utiliza  la  igualdad  a =  (a2'Y\. 

17.  Compara  las  multiplicaciones  que  efectúa  el  algoritmo 
d  e  1  Pro  b  le  nía  !  6  con  el  mime  ro  de  m  u  \  t  i  p  1  i  ca  e  i  on  e  s  rea- 
1  i  za das  por  el  A 1  g orí  tm  o  i  pa  ra  e  v  n\  u  ar  a - 

*  18 ,  V  su  e  1  al  gori  1 1 i io  de  \  Prob  1  e  m  a  1  ó  p ar; \  desa rro  1 1  ar  u  n  a  I  - 
goritmo  que  evalúe  o>l  cuando  n  es  un  entero  no  negativo, 
{IndicadÓn:  Utiliza  la  expresión  binaria  de  w). 

*19.  Compara  las  mulliplícaeiones  que  realiza  eJ  algoritmo 
del  Problema  18  con  el  número  de  multiplicaciones  que 
efectúa  el  Algoritmo  1  para  evaluar  íA 

20.  ¿Cuántas  sumas  realizan  los  algoritmos  recursivos  e  ite¬ 
rativos  dados  en  los  Algoritmos  8  y  9.  respectivamente, 
p  a  ra  e  a  I  e  u  I  ar  e  I  n  ú  mero  de  F  i  bon  ace  i  f..  ? 


2f»4  Matemática  dVsnfta  v  sus  aplicaciones 


21,  Escribe  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  término 
//-¿simo  de  la  sucesión  definida  por  av  =  L  íí,  =  2  y  at  - 

pwa  »=  2. 3. 4. ... 

22,  Escribe  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  término 
n-ésimo  de  La  sucesión  definida  en  el  Problema  21. 

23,  -  Qué  algoritmo  es  nías  eficiente  para  hallar  el  término 
u-csimo  de  la  sucesión  del  Problema  21 ,  el  recursivo  o  el 
iterativa? 

24,  Escribe  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  término 

rc-ésimo  de  la  sucesión  definida  por  a{}  -  I ,  &  -  2,  =  3 

y #„  =  á,  ,  +  % _:  + v.- para «  =  3. 4, x ... 

25,  Escribe  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  término 
/r-ésimo  de  la  sucesión  definida  en  el  Problema  24. 

26,  ¿Qué  algoritmo  es  más  eficiente  para  hallar  el  término  n- 
ésimo  de  )u  sucesión  del  Problema  24,  el  recursivo  o  el 
iterativo? 

27,  Da  un  algoritmo  recursivo  y  otro  iterativo  que  calcule  d 
término  w-ésimo  de  la  sucesión  definida  por  a  =  1,  a}  =  3, 
a.  =  5  v  a  ~  a  ,  (t  ■  ír  ,  ¿Cuál  es  trias  eficiente? 

28,  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el  número  de  par¬ 
ticiones  de  un  entero  positivo  basado  en  la  definición 
recursi  v  a  dada  en  el  Problema  47  de  la  Sección  3.4. 

ZlK  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  la  inversa  de  una 
cadena  de  hits,  (La  definición  de  la  inversa  de  una  cade¬ 
na  se  da  en  el  Problema  34  de  la  Sección  3.4), 

30.  Da  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  la  cadena  w\  la 
concatenación  de  i  copias  de  la  cadena  de  bits  w. 

31.  Da  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  valores  de  la 
función  de  Ac hermano.  {Indicación:  Mira  el  preámbulo 
del  Problema  48  de  la  Sección  3.4), 

32.  Utiliza  una  ordenación  por  mezcla  para  ordenar  4,  3.  2.  5, 
I,  8,  7,  ó.  Muestra  todos  los  pasos  realizados  por  el  algo¬ 
ritmo. 

33.  Utiliza  una  ordenación  por  mezcla  paro  ordenar  />.  ti  aMJ* 
g,  /i,  r,  />.  (K  Jt,  Muestra  todos  Jos  pasos  realizados  por  el 
algoritmo. 

34.  ¿Cuántas  comparaciones  se  requieren  para  mezclar  estos 
pares  de  listas  usando  el  Algoritmo  1 1? 

a)  lt3,5>7,9;|2,4*tit8,  10 

b)  U  2, 3,4,5:16,7,8, 9, 10 

c)  1,5.  ó,  7,  8;|2,  3,  4,  9,  lü 


35,  Demuestra  que  hay  listas  con  m  elementos  y  n  elementos 
tales  que  no  se  pueden  mezclar  en  una  lisia  ordenada 
utilizando  el  Algoritmo  1 1  con  un  número  de  compara¬ 
ciones  menor  que  m  +  n  -  l . 

*36,  ¿Cuál  es  el  menor  número  de  comparaciones  necesarias 
para  mezclar  dos  listas  cualesquiera  dadas  en  orden  cre¬ 
ciente  en  tina  única  lista  en  orden  creciente  cuando  los 
números  de  elementos  de  las  dos  listas  son 

a)  1,4?  b)  2.4?  c)3.4?  d)4,4? 

*37.  Demuestra  que  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  es 
correcto. 

La  ordenación  rápida  (quick  sort)  es  un  algoritmo  eficiente 
Para  ordenar  <j  ,  ....  an,  este  algoritmo  comienza  tomando  d 

primer  elemento  a]  y  formando  dos  sublimas,  de  forma  que  la 
primera  contiene  aquellos  términos  que  son  menores  que  ar  en  el 
orden  que  aparecen,  y  la  segunda  contiene  los  términos  mayores 
que  av  también  en  el  orden  en  el  que  aparecen.  Entonces  a,  se 
pone  al  final  de  la  primera  lista.  Este  procedimiento  se  repite  a- 
cursívamenté  para  cada  sablista,  hasta  que  todas  las  sublistas 
contienen  un  solo  término.  La  lista  ordenada  ele  n  términos  se  ob¬ 
tiene  combinando  las  sablistas  de  un  término  en  el  orden  en  el 
que  aparecen. 

38.  Ordena  3. 5„  7.  8.  1. 9.  2,  4t  6  usando  la  ordenación  rápida. 

39.  Sea  a[t  ar  ....  una  lista  de  n  números  reales  distintos. 
¿Cuántas  comparaciones  son  necesarias  para  formar  dos 
subidlas  a  partir  de  la  original,  la  primera  con  todos  los 
términos  menores  que  í/(  y  la  segunda  con  aquellos  ele 
mentas  mayores  que  <i(? 

40.  Describe  el  algoritmo  de  ordenación  rápida  utilizando 
pseudocódigo. 

4  i .  ¿Cuál  es  el  máximo  número  de  comparaciones  necesarias 
para  ordenar  una  lista  de  cuatro  términos  utilizando  el  al 
goritmo  de  ordenación  rápida? 

42.  ¿Cuál  es  el  mínimo  numero  de  comparaciones  necesarias 
para  ordenar  una  lista  de  cuatro  términos  usando  el  algo¬ 
ritmo  de  ordenación  rápida? 

43.  Determina  la  complejidad  en  el  peor  caso  del  algoritmo 
de  ordenación  rápida  en  términos  del  número  de  compa¬ 
raciones  realizadas. 

44.  Demuestra  que  log  ni  es  mayor  que  (n  log  n)f 4  para  n 
4.  | hit f il  ación:  Comienza  con  la  desigualdad  ni  >  n(n 
1)  (n-  2)  ■■■  fn/21]. 


3.6  Verificación  de  programas 

INTRODUCCIÓN 


Supongamos  que  hcifios  diseñado  un  algoritmo  para  solucionar  un  problema  y  hemos  escrito  un 
'programa  para  implemeruarlo.  ¿Cómo  podemos  estar  seguros  de  que  este  programa  produce 
siempre  la  respuesta  correcta?  Tras  haber  depurado  Unios  los  errores  de  sintaxis,  podemos  probar 
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el  programa  con  un  muestreo  de  entradas.  No  sera  correcto  si  produce  un  resultado  incorrecto  para 
alguna  de  las  entradas  probadas.  Pero  aun  en  el  caso  de  que  el  programa  ofrezca  una  respuesta 
correcta  para  todas  las  entradas  muestreadas.  puede  que  no  siempre  produzca  la  respuesta  correcta 
(a  no  ser  que  se  prueben  todas  las  entradas  posibles).  Necesitamos  una  demostración  para  asegu¬ 
rar  que  el  programa  siempre  dará  la  sal  ida  correcta. 

l-a  verificación  de  programas,  la  demostración  de  que  los  programas  son  correctos,  involucra  re¬ 
glas  de  inferencia  y  técnicas  de  demostración  descritas  en  este  capítulo,  incluyendo  la  inducción  ma- 
temática.  Como  un  programa  incorrecto  puede  conducir  a  resultados  desastrosos,  se  ha  desarrollado 
una  vasta  metodología  para  su  verificación.  Se  ha  dedicado  un  gran  esfuerzo  a  automatizar  la  verifi¬ 
cación  tic  programas  con  la  intención  de  que  se  pueda  realizar  en  ordenador  \o  obstante,  sólo  se  han 
conseguido  progresos  limitados.  De  hecho,  algunos  matemáticos  y  teóricos  de  la  informática  argu¬ 
mentan  que  nunca  se  podrá  mecanizar  de  forma  realista  la  demostración  de  que  programas  complejos 
son  correctos. 

En  esta  sección  se  presentarán  algunos  de  ios  conceptos  y  métodos  utilizados  para  demostrar 
que  los  programas  son  correctos.  No  obstante,  en  este  libro  no  se  desarrollará  una  metodología 
completa  de  la  verificación  de  programas.  Esta  sección  se  ha  pensado  como  una  breve  introduc¬ 
ción  al  área  de  la  verificación  de  programas  que  enlaza  reglas  de  lógica,  técnicas  de  demostración 
y  el  concepto  de  algoritmo. 


VERIFICACIÓN  DE  PROGRAMAS 


Se  dice  que  un  programa  es  correcto  si  produce  Ja  salida  correcta  para  toda  entrada  de  datos  po¬ 
sible.  Una  demostración  de  que  un  programa  es  correcto  consta  de  dos  partes.  La  primera  de¬ 
muestra  que  se  obtiene  la  respuesta  correcta  si  el  programa  termina.  Esta  pane  de  la  demostración 
establece  la  verificación  parcial  del  programa.  La  segunda  parte  de  la  demostración  demuestra 
que  el  programa  siempre  termina. 

Para  especificar  qué  entendemos  con  que  un  programa  produzca  la  respuesta  correcta,  utili¬ 
zamos  dos  proposiciones.  La  primera  es  la  afirmación  inicial,  que  da  las  propiedades  que  debe 
cumplir  la  entrada.  La  segunda  es  la  afirmación  final,  que  da  las  propiedades  que  debería  cumplir 
la  salida  si  el  programa  hiciese  lo  que  ideamos.  Para  comprobar  un  programa,  debemos  propor¬ 
cionar  afirmaciones  inicíales  y  finales. 

(Nota  del  Traductor:  En  esta  sección  emplearemos  e!  término  segmento  para  referirnos  a 
una  parte  sintácticamente  consistente  de  un  programa). 


DEFINICION  l  Un  programa,  o  segmento  de  un  programa,  S  se  dice  que  es  parcialmente  corréelo  respecto  a 
la  afirmación  inicial  p  y  la  afirmación  final  q  si  siempre  que  p  es  verdadera  para  los  valores  de 
entrada  de  S  y  S  termina,  entonces  q  es  verdadera  para  los  valores  de  salida  de  S.  La  notación 
indica  que  el  programa,  o  segmento  de  programa,  ó'  es  parcialmente  correcto  respecto 
a  las  afirmaciones  inicial  p  y  final  q. 


Observación;  La  notación  \p{S \q  se  conoce  como  la  terna  de  ¡toare*  por  Tony  lloare,  quien  in- 
trodujo  el  concepto  de  verificación  parcial. 


Ten  en  cuenta  que  la  noción  de  corrección  parcial  es  independiente  del  hecho  de  que  el  programa 
termine  o  no;  se  basa  en  si  el  programa  se  a  justa  o  no  a  lo  esperado  en  el  caso  de  que  éste  termine. 
Un  ejemplo  ilustrará  el  concepto  de  afirmaciones  iniciales  y  finales. 


EJEMPLO  I  Muestra  que  el  segmento  de  programa 


y  :=  2 
i  :=x  +  y 

es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  p:  \  -  1,  y  la  afirmación  final  q\  z  -  3. 


4 

Ejemplo* 

adkinnitks 
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Solución:  Supongamos  que  p  es  verdadera,  por  lo  que  el  programa  comienza  con  el  valor  de  .1 
igual  a  !.  Entonces  a  y  se  le  asigna  el  valor  2  y  a  z  la  suma  de  .v  e  y,  que  es  3.  Por  tanto,  S  es 
correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  />  y  la  final  q.  Así,  p\ S)q  es  verdadera.  ◄ 


REGLAS  DE  INFERENCIA 


Una  regla  de  inferencia  útil  demuestra  que  un  programa  es  correcto  dividiendo  el  programa  en  una 
serie  de  subprogramas  y  mostrando  entonces  que  cada  uno  de  ellos  es  correcto. 

Supongamos  que  el  programa  5  se  divide  en  los  subprogramas  .S’,  y  S,.  Escribimos  S  =  5,:  S, 
para  indicar  que  S  está  formado  por  S,  seguido  de  Sr  Supongamos  que  hemos  establecido  que  S, 
es  parcialmente  correcto  respecto  de  la  afirmación  inicial  /?  y  la  final  q  y  que  S,  es  parcialmente  co¬ 
rrecto  respecto  de  la  afirmación  inicial  q  y  la  fina!  r.  Se  sigue  que  si  p  es  verdadera  y  S,  se  ejecu¬ 
ta  y  termina,  entonces  q  es  verdadera,  y  si  q  es  verdadera  y  S2  se  ejecuta  y  termina,  entonces  r  es 
verdadera,  Esta  regla  de  inferencia,  llamada  regla  de  la  composición,  se  puede  enunciar  como: 

<í\S2)r 
/.  p|S,;Sj|r. 

Esta  regla  de  inferencia  se  utilizará  más  adelante  en  esta  sección* 

Ahora  daremos  algunas  reglas  de  inferencia  para  segmentos  de  programas  relacionados  con 
sentencias  condicionales  y  bucles.  Corno  un  programa  puede  dividirse  en  subprogramas  o  seg¬ 
mentos  para  comprobar  si  es  correcto,  estas  reglas  nos  permitirán  verificar  muchos  programas  di¬ 
ferentes* 

SENTENCIA  CONDICIONAL 


Primero  daremos  las  reglas  de  inferencia  para  sentencias  condicionales.  Supongamos  que  un 
segmento  de  programa  tiene  la  forma 


if  condición  then 
S 


donde  S  es  un  bloque  de  sentencias.  Entonces  S  se  ejecuta  sí  condición  es  verdadera  y  no  se  ejecuta 
cuando  condición  es  falsa.  Para  verificar  que  este  segmento  es  correcto  con  respecto  a  la  afirma¬ 
ción  inicial  p  y  la  afirmación  final  q *  debemos  hacer  dos  cosas*  Primero*  se  debe  demostrar  que 
cuando  p  es  verdadera  y  condición  también  lo  es*  entonces  q  es  verdadera  al  terminar  S.  Segundo* 
se  debe  ver  que  cuando  p  es  verdadera  y  condición  es  falsa*  entonces  q  es  verdadera  (puesto  que  en 
este  caso  S  no  se  ejecuta)* 

Esto  conduce  a  la  siguiente  regla  de  inferencia: 

(¡  >  a  condición )  ( 5  i  q 
(l '  a  -^condición)  — >  q 

p\íf  condición  then  5|g* 

El  Ejemplo  2  ilustra  cómo  se  usa  esta  regla  de  inferencia. 


C  *  ANTHONY  R  *  1 1  ü  A  RE  ( nucid  o  en  1 934 1  Toa  ^  H  i  ni  re  es  actual  mente  profesor  de  c  i  ene  ia$  de  1  a  c  ompuiae  ¡ón  e  n 
la  Universidad  de  <  Klord.  Reino  Unido*  y  es  FíIIow  de  la  Roya!  Society.  Hoare  ha  hecho  muchas  Contribuciones  impor* 
í antes  a  la  teoría  de  lenguajes  de  programación  y  a  ta  metodología  de  la  programación.  Fue  la  primera  persona  que  definió 
un  lenguaje  de  programación  basándose  en  como  denosirar  que  un  programa  es  correcto  con  respecto  a  sus  especifica¬ 
ciones  Hoaje  es  también  d  inventor  del  algoritmo  de  ordenación  rápida*  uno  de  los  algoritmos  de  ordenación  más  ustu 
diados  \  utilizados  (véanse  los  problemas  de  la  Sección  3,5 i,  lloare  es  un  escritor  notable  sobre  los  aspectos  técnicos  y 
sociales  de  ciencias  de  ta  computación. 
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FJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


Verifica  que  el  segmento  de  programa 


if  \  >  v  then 

y  :=* 


es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  V  y  la  afirmación  final  v  >  v. 

Solución:  Cuando  la  afirmación  nidal  es  verdadera  y  v  >  y,  se  lleva  a  cabo  la  asignación  v  :=  x* 
Por  tanto,  [a  afirmación  final  y>x  es  verdadera  en  este  caso.  Además,  cuando  la  afirmación  inicial 
es  verdadera  y  x>y  es  falsa,  es  decir,  x  <  \\  la  afirmación  final  es  de  nuevo  verdadera.  Por  tanto, 
utilizando  la  regla  de  inferencia  para  segmentos  de  programas  de  este  tipo,  este  programa  es 
correcto  con  respecto  a  las  afirmaciones  iniciales  y  finales  dadas.  <4 

Análogamente,  supongamos  que  un  programa  tiene  una  sentencia  de  la  forma 


if  amdit  ion  then 
S, 

el  se 

S2 


St  candirían  es  verdadera,  entonces  se  ejecuta  si  condición  es  falsa,  entonces  se  ejecuta  Sr  Para 
verificar  que  este  segmento  de  programa  es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  p  y  a  la 
afirmación  final  q,  se  deben  hacer  dos  cosas.  Primero,  debemos  mostrar  que  cuando  p  es  verdadera 
y  condición  es  verdadera,  entonces  (¡  es  verdadera  tras  terminar  Sv  Segundo,  debemos  mostrar  que 
cuando  p  es  verdadera  y  condición  es  falsa,  entonces  q  es  verdadera  tras  terminar  Sr  Esto  condu¬ 
ce  a  la  siguiente  regla  de  inferencia: 

(p  a  condición )  ( S  1  q 
tp  A  -condicion)\S^ \<¡ 

p\  íf  condición  then  Sl  else  S\  \  q_ 

El  siguiente  ejemplo  ilustra  cómo  se  utiliza  esta  regla  de  inferencia. 

Verifica  que  el  segmento  de  programa 


if  v  <  0  then 

ahs  :--x 

eise 

ahs  :=  x 


es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  V  y  la  afirmación  final  ahs  =  |.vf 

Solución:  Debemos  demostrar  dos  cosas.  Primero,  debemos  ver  que  si  la  afirmación  inicial  es 
verdadera  y  v  <  0,  entonces  ahs  -  {x\.  Hsto  es  correcto,  puesto  que  cuando  .1  <  0  la  asignación  de 
la  sentencia  ahs  :=-x  fija  el  valor  de  ahs  igual  a  -j\  que  es,  por  definición.  |  v|  para  x  <  0,  Se¬ 
gundo,  debemos  ver  que  si  la  afirmación  inicial  es  verdadera  y  x  <  0  es  falsa,  por  lo  que  x  >  0, 
entonces  ahs  =  |.v|.  Esto  también  es  correcto,  puesto  que  en  este  caso  el  programa  utiliza  la  sen¬ 
tencia  de  asignación  ahs  :=  x  y  v  =  \x¡  por  definición  para  1  >  0.  por  lo  que  ahs  x.  Así,  usando  la 
regla  de  inferencia  para  segmentos  de  programas  de  este  tipo,  este  segmento  es  correcto  con  res¬ 
pecto  a  tas  afirmaciones  inicial  y  final  dadas.  ^ 
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F  ni  aces 


EJEMPLO  4 


Ejemplos 

adicionales 


EJEMPLO  5 


INVARIANTES  DEL  BUCLE 


Vamos  a  describir  ahora  demostraciones  de  que  un  bucle  while  es  correcto.  Para  desarrollar  una 
regla  de  inferencia  para  segmentos  de  programas  del  tipo 


while  condición 
S 


ren  en  cuenta  que  S  se  ejecuta  repetidamente  hasta  que  comí  ir  km  se  hace  falsa*  Debemos  elegir 
una  afirmación  que  siga  siendo  verdadera  cada  vez  que  se  ejecuta  S.  Tal  afirmación  se  llama  in¬ 
variante  del  bucle.  En  otras  palabras, /?  es  un  invariante  del  bucle  si  (/?  a  comíicion){S}p  es  ver¬ 
dadera* 

Supongamos  que  p  es  uti  invariante  del  bucle.  Se  sigue  que  si  p  es  verdadera  antes  de  ejecu¬ 
tar  el  segmento  de  programa,/?  y  condición  son  verdaderas  tras  acabar,  si  acaba.  Esta  regla  de  in¬ 
ferencia  es 

(p  a  condición)  { S } 

p\  while  condición  S 1  (^condición  a p). 

El  uso  de  invariantes  del  bucle  se  ilustra  en  el  Ejemplo  4. 


Necesitamos  un  invariante  del  bucle  para  verificar  que  el  segmento  de  programa 


i  :=  1 

factorial 1 

while  /  <  n 
begin 

i  :=  i  +  1 

factorial  :=  factorial  ♦  i 

end 


termina  con  factorial  -  ni  cuando  n  es  un  entero  positivo. 

Sea  p  la  afirmación  «factorial  -  il  e  i  <  n».  Debemos  demostrar  primero  que  p  es  un  inva¬ 
riante  del  bucle.  Supongamos  que  al  comienzo  de  una  ejecución  del  bucle  while  p  es  verdadera  y 
se  mantiene  la  condición  deí  bucle;  en  otras  palabras,  se  supone  que  factorial  -  í!  y  que  i  <  n.  Los 
nuevos  valores  i  y  factorial  son  i  -  i  +  1  y  factorial  =  factorial  ■  (/  +  1)  =  (/  +  1 1!  = 
imevl  Como  i  <  n,  tenemos  también  que  iR  -  i  +  1  <  n.  Por  tanto,  p  es  verdadera  al  terminar  la 
ejecución  del  bucle.  Esto  muestra  que  p  es  un  invariante  del  bucle. 

Ahora  consideramos  el  segmento  de  programa.  Justo  antes  de  entrar  en  el  bucle  se  cumple 
que  i=  1  <  n  y  due  factorial  =1=1!  =  /!,  por  lo  que  p  es  verdadera.  Como p  es  un  invariante  del 
bucle,  la  regia  ce  inferencia  que  acabamos  de  presentar  implica  que  si  el  bucle  while  termina,  ter-* 
mina  con  p  ven  adera  y  con  i  <  n  falsa.  En  este  caso,  ai  final*  factorial  -  il  e i<n  son  verdaderas, 
pero  i  <  n  es  farsa.  En  otras  palabras,  i  =  n  y  factorial  =  il  -  ni.  como  se  desea. 

Finalmente,  necesitamos  comprobar  que  el  bucle  while  termina  realmente.  Al  comienzo 
del  programa  a  /  se  le  asigna  el  valor  i,  por  lo  que  tras  n  -  \  pasadas  del  bucle,  el  nuevo  valor  de 
/  será  n  y  el  bucle  termina  en  este  punto.  ^ 


Damos  un  ejemplo  final  para  demostrar  cómo  se  utilizan  varías  reglas  de  inferencia  en  la  ve¬ 
rificación  de  tm  segmento  de  programa  un  poco  más  grande. 

Vamos  a  describir  cómo  se  verifica  que  el  programa  S  para  calcular  el  producto  de  dos  enteros  es 
correcto. 
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procedí! re  multiplicar{m,  n:  enteros) 

1 

if  //  <  0  then  a -n 

H 

else  a  :=  n 

k  :=  0 

S2- 

U-0 

wh¡le¿  <  a 

begin 

s3- 

,e  r=  x + m 

k:=k+l 

en  ti 

e  , 

|  i  f  /i  <  0  then  producto —x 

‘M 

|  else  producto  :=  x 

El  objetivo  consiste  en  demostrar  que  una  vez  que  S  se  ejecuta,  producía  tiene  el  valor  mn.  La  de¬ 
mostración  de  que  el  programa  es  correcto  se  puede  hacer  partiendo  S  en  cuatro  segmentos, 
siendo  S  =  S{:  5n;  S,\  Sr  como  se  muestra  en  el  listado  de  5.  Se  puede  utilizar  la  regla  de  compo¬ 
sición  para  construir  esta  demostración.  Presentamos  aquí  los  argumentos  esenciales  de  la  de¬ 
mostración,  dejando  los  detalles  para  e!  lector  como  ejercicio. 

Sea  p  la  afirmación  inicial  de  que  m  y  n  son  enteros.  Entonces,  se  puede  ver  que  p(S)^-cs 
verdadera  cuando  q  es  la  proposición  p  a  (a  =  |/i|).  Sea  r  la  proposición  q  a  (k  -  0)  a  (x  =  i)).  Se 
puede  verificar  fácilmente  que  t/jSJr  es  verdadera.  Se  puede  ver  también  que  <or  -  mk  y  k  <  a »  es 
un  invariante  del  bucle  en  St.  Además,  es  fácil  ver  que  el  bucle  termina  tras  o  iteraciones,  con  k  - 
a ,  por  lo  que  en  este  punto  x  -  ma .  Como  r  implica  que  v  —  m  -  0  y  0  <  a.  el  invariante  del  bucle  es 
verdadero  antes  de  entrar  en  el  bucle.  Como  el  bucle  termina  con  k  -  a ,  se  sigue  que  rjSJ.v  es  ver¬ 
dadera,  donde  s  es  la  proposición  «v  -  /na  y  a  -  |n|».  Finalmente,  se  puede  ver  que  SA  es  verdadera 
con  respecto  a  la  afirmación  inicial  s  y  la  afirmación  final  /.  donde  i  es  la  proposición  «producto  - 
mn». 

Reuniendo  todos  estos  argumentos,  se  ve  que  pf^  }</,  r\S¡\$  y  s{SJt  son  todas  ver¬ 

daderas:  se  sigue  por  ia  regla  de  composición  que  p(S}f  es  verdadera.  Además*  como  los  cuatro 
segmentos  terminan,  S  terminará  también.  Esto  verifica  que  el  programa  es  correcto.  <4 


Problemas 


l. 


Demuestr  i  que  ct  segmento  de  programa 

y  :=  1 

¿  :=  a  +  V 


es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  a  ¡=  ()  y  hi 
afirmación  final  z  =  1. 


Verifica  que  el  segmento  de  programa 
íf  r  <  0  then  x  :=  0 

es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  V  y  la 
afirmación  final  x  >  0. 

^  Verifica  que  el  segmento  de  programa 
x 2  9 

z:=x  +  y 


¡fy>0then 

i  :-z+  1 
else 

Z  Jte  0 

es  correcto  con  respecto  a  3a  afirmación  inicial  y  =  3  y  la 
afirmación  final  z  =  6. 

4,  Verifica  que  d  segmento  ele  programa 

if  x  <y  then 

min  ?=  a 

el  se 

min t“  y 

es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  V  y  ía 
afirmación  final  (x  <  y  A  min  -  x)  v  (x  >  y  a  min  -  y). 
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*5.  Escribe  una  regla  de  inferencia  para  verificar  que  las  sen¬ 
tencias  de  la  forma 
if  condición  i  then 

S, 

el  se  if  condición  2  then 

S, 


else 

5 

son  parcialmente  correctas,  donde  S(J  5,,  S  son  bloques 
de  código, 

6.  Utiliza  la  regla  de  inferencia  desarrollada  en  el  Problema  5 
para  verificar  que  el  programa 

if  x  <  0  then 

v:--2  \x\/x 

else  if  x  >  0  then 

y  :=  2  ¡x|/.v 

else  if  x  ~  0  then 

y:=2 

es  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial  V  y  la 
afirmación  final  y  =  2. 

7.  Utiliza  un  invariante  del  bucle  para  demostrar  que  el 
siguiente  segmento  de  programa  que  calcula  la  potencia 
n-ésírna,  con  n  entero  positivo,  de  un  numero  real  _r  es 
coi  recto, 

potencia  ¡ 
í:=  1 

while  i  <  n 
begin 

potencia  :=  potencia  *  x 


i:=r  +  1 

end 

Demuestra  que  el  programa  iterativo  que  calcula/  dado 
en  fa  Sección  3.5  es  correcto. 

9,  Proporciona  todos  los  detalles  de  la  demostración  del 
Ejemplo  5. 

10,  Supongamos  que  la  implicación  >  p  y  la  a  fin  nación 
de  programa  p  (5}^  son  verdaderas.  Demuestra  que 
pJSUj  debe  ser  también  verdadera 

1 1 ,  S u pon g a rnos  1 1  u e  la  af irritad ón  de  pro gra m&  p  ( S  j  q{)  y  !  a 
implicación  qu  — >  qx  son  verdaderas.  Demuestra  que 
pjSIqp,  debe  ser  también  verdadera. 

12,  Este  programa  calcula  el  cociente  y  el  resto  de  una  divi¬ 
sión: 

r  :=  a 
c  :=  0 
hile  r  >  d 
begin 

r  r  -  d 
c  :=  c  +  1 
end 

Verifica  que  es  parcialmente  correcto  con  respecto  a  la  afir¬ 
mación  inicial  «.¿7  y  d  son  enteros  positivos»  y  la  afirmación 
final  «c  y  r  son  enteros  tales  que  a  -  de  +  r  y  0  <  r  <  d »♦ 

13,  Utiliza  un  invariante  del  bucle  para  verificar  que  el  algo¬ 
ritmo  de  Fue  lides  (Algoritmo  ó  de  la  Sección  2.5)  es 
parcialmente  correcto  con  respecto  a  la  afirmación  inicial 
« a  y  b  son  enteros  positivos»  y  la  afirmación  final  oc  = 
medio,  b)». 


Términos  clave  v  resultados 


TÉRMINOS 

sucesión:  una  función  cuyo  dominio  es  un  subconjunto  de  los 
números  enteros 

progresión  geométrica:  una  sucesión  de  la  forma  a,  ar, 
donde  u  y  r  son  números  reales 
progresión  aritmética:  una  sucesión  de  la  forma  clc  -f  d,  a  + 
2 d, donde  a  y  d  son  números  reales  * 

c a d e n a :  una  sucesió n  fi n  i  ta 
cadena  vacía:  una  cadena  de  longitud  cero 
ZT= 1  ai:  3a  suma  a}  +üp...  +-  an 
IT-  ¡  ai:  el  producto  a,í72  —  a a 

conjunto  numerable  o  contable:  un  conjunto  tal  que  bien  es 
finito  o  bien  se  puede  definir  una  biyeceiún  entre  él  y  el 
conjunto  de  ios  enteros  positivos 
conjunto  no  numerable:  un  conjunto  que  no  es  numerable 
argumento  de  diagonalizarión  de  Cantor:  una  técnica  de 
demostración  que  se  puede  usar  para  demostrar  que  el  con¬ 
junto  de  los  números  racionales  es  numerable 


principio  de  inducción  matemática:  la  sentencia  V/?  P(n)  es 
verdadera  si  P(  1 )  es  verdadera  y  \fk  \P{k)  -4  P(k  +  1)]  es 
verdadera 

paso  base:  la  demostración  de  P(l)  en  una  demostración  por 
inducción  matemática  de  Vn  P(n) 
paso  de  inducción:  la  demostración  de  P(k)  — >  P(k  +  1)  en 
una  demostración  por  inducción  matemática  de  Vw  Pin) 
inducción  fuerte:  la  sentencia  Vn  P(n)  es  verdadera  si  P(  i )  es 
verdadera  y  Vk  [(P(l)  a  P( 2)  a  ...  a  iP(k))  -4  P(k  +  1)]  es 
verdadera 

propiedad  del  buen  orden:  todo  conjunto  no  vacío  de  enteros 
no  negativos  tiene  un  elemento  mínimo 
definición  recursiva  de  una  función:  definición  de  una 
fu  n  c  i  ó  n  q  i  te  e  spe c  ifi  c  a  u  n  conj  u  n to  de  v  al  ore s  iniciales  y 
una  regla  para  obtener  valores  de  esta  función  en  enteros 
a  partir  de  los  valores  de  la  función  en  enteros  más  pe¬ 
queños 

definición  recursiva  de  un  conjunto:  definición  de  un  con¬ 
junto  que  especifica  un  conjunto  inicial  de  elementos  del 
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conjunto  y  una  regía  para  obtener  otros  elementos  a  partir 
de  los  elementos  que  ya  están  en  el  conjunto 
inducción  estructural:  una  técnica  para  demostrar  resultados 
sobre  conjuntos  definidos  recursi vamente 
algoritmo  recursivo:  un  algoritmo  que  procede  reduciendo  el 
problema  dado  al  mismo  problema,  pero  con  datos  de  en¬ 
trada  más  pequeños 

ordenación  por  mezcla:  un  algoritmo  de  ordenación  que  ordena 
una  lista  partiéndola  en  dos,  ordenando  cada  una  de  las  dos 
subí  islas  y  mezclando  los  resultados  en  una  lista  ordenada 
iteración:  un  procedimiento  basado  en  el  uso  repetido  de  ope 
raciones  en  un  bucle 

verificación  de  programas:  verificación  de  que  un  procedi¬ 
miento  siempre  produce  el  resultado  correcto 
invariante  del  bucle:  una  propiedad  que  se  mantiene  verda¬ 
dera  durante  [odas  las  pasadas  del  bucle 


afirmación  inicial:  la  sentencia  que  especifica  las  propiedades 
de  los  valores  de  entrada  de  un  programa 

afirmación  final:  la  sentencia  que  especifica  las  propiedades 
que  los  valores  de  salida  de  un  programa  deberían  tener  si 
el  programa  funcionase  correctamente 

i  i  +  ’  i  i 

RESULTADOS 

problema  de  la  parada:  No  existo  un  procedimiento  que, 
dado  cualquier  programa  y  (a  entrada  a  este  programa,  de¬ 
cida  si  el  programa  termina  o  no  cuando  se  le  proporciona 
esa  entrada, 

la  suma  de  términos  de  una  serie  geométrica:  a*t  = 

(ar*+J  -a)t(r-  1)  si  r  1 1. 

El  conjunto  de  los  números  racionales  es  numerable. 

El  conjunto  de  los  números  reales  es  no  numerable. 


Cuestiones  de  repaso 


h) 


c) 


1,  Describe  el  proceso  de  formular  y  resolver  una  conjetura  e 
ilustra  este  proceso  con  un  ejemplo  que  busque  los  primos 
de  la  forma  an  -  I .  donde  a  y  n  son  enteros  positivos. 

2,  Demuestra  que  el  conjunto  de  los  enteros  impares  es  nu¬ 
merable. 

3,  Da  un  ejemplo  de  conjunto  no  numerable. 

4,  a)  ¿Puedes  utilizare!  principio  de  inducción  matemática 

para  obtener  una  fórmula  para  la  suma  de  los  n  prime¬ 
ros  términos  de  una  sucesión? 

¿Puedes  utilizar  el  principio  de  inducción  matemática 
para  determinar  si  una  fórmula  dada  para  la  suma  de 
los  n  primeros  términos  de  una  sucesión  es  correcta? 
Obten  una  fórmula  para  la  suma  de  los  ti  primeros  en¬ 
teros  positivos  pares  y  demuéstrala  utilizando  el  prin 
cipio  de  inducción. 

5,  a)  ¿Para  que  enteros  positivos  n  es  verdad  que  1 1  n  +  17  <  2"? 
b  i  Demuestra  por  inducción  matemática  la  conjetura  del 

apartado  (a). 

ó.  a)  ¿Qué  franqueos  postales  se  pueden  formar  usando  sólo 
sellos  de  5  y  9  céntimos? 

h  i  Dem  ue  si  m  I  a  con  jet  u  ra  d  e  I  a  parí  ado  (a)  uti  I  i  za  n  do  e  I 
principio  de  inducción. 

e)  Demuestra  la  conjetura  del  apartado  tai  utilizando  el 
principio  de  inducción  tuerte, 
di  Da  una  de m oración  de  la  conjetura  del  apartado  (ai 
diferente  a  las  dadas  en  (b)  y  (c), 

7,  Da  dos  ejemplos  t  e  demostraciones  que  utilicen  el  princi¬ 
pio  de  inducción  roerte. 

8,  a)  Enuncia  la  propiedad  del  buen  orden  pata  el  conjunto 

de  los  enteros  positivos. 

b)  Usa  esta  propiedad  para  demostrar  que  todo  entero  se 
puede  escribir  como  producto  de  primos, 

9,  a)  Explica  por  que  una  función  está  bien  definida  s:  se 

define  re  cursivamente  especificando  }\  1 )  y  una  regla 
para  calcular  fin)  a  partir  de  fin  -  1 ). 
b)  Proporciona  una  definición  recursiva  de  la  función 
f(n)  =  {n  +  l)!a 

10.  a)  Da  una  definición  recursiva  de  los  números  de  Fibo- 
nacci. 


b)  Muestra  que  úfn  >  a "  para  n  >  3,  donde  fn  es  el  nu¬ 
mero  fl-ésimo  de  la  sucesión  de  Fibonacci  yct^fl  + 
V5)/2. 

U-  al  Explica  por  qué  una  sucesión  ur  está  bien  definida  si  se 
define  rccurstv amenté  especificando  íJj  yu,y  una  regla 

para  obtener  an  a  partir  de  ar  (J: . ,  para  n  -  3, 4,  3, ... 

b)  Obten  el  valor  de  sí  =  L  a2  =  2  y  a =  a^{  +  d  + 
...  +  para  n  —  3, 4,  5, ... 

12.  Da  dos  ejemplos  de  cómo  se  definen  recursivamente  las 
fórmulas  bien  construidas  paro  diferentes  conjuntos  de 
elementos  y  operadores. 

13.  a)  Da  una  definición  recursiva  de  la  longitud  de  una  cadena, 
h)  Uso  la  definición  recursiva  dd  apartado  (a)  y  la  induc¬ 
ción  estructural  para  demostrar  que  I(xy)  -  /(.v)  +/(y), 

14.  al  ¿Qué  e s  un  a Igo r 1 1 m o  rec u rs i v o? 

b)  Describe  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  la  suma 
de  n  números  de  una  sucesión. 

15.  Describe  un  algoritmo  recursivo  para  calcular  el  máximo 
común  divisor  de  dos  enteros  positivos, 

16.  ;i)  Describe  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla. 

b  \  Ulili za  e  I  a Igori  t  me >  ti c  orde i  tac  i  ón  por  mezc  I  a  para  ore  1c- 
narla  lista  4. .10,  1,  5.  3,  K*  7,  2.  6,  9  en  orden  creciente, 

c)  Da  una  estimación  en  notación  O  del  número  de  com¬ 
paraciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  ordenación 
por  mezcla. 

17.  a)  El  comprobar  si  un  programa  informático  produce  o 

no  la  respuesta  correcta  para  ciertos  valores  de  entrada 
¿sirve  para  verificar  que  el  programa  produce  siempre 
la  respuesta  correcta? 

b)  El  demostrar  que  un  programa  de  ordenador  e$  par¬ 
cialmente  conecto  con  respecto  a  una  afirmación  i  ni 
cial  y  una  afirmación  final  ¿sirve  para  verificar  que  el 
programa  siempre  produce  la  respuesta  correcta?  Si 
no  es  así.  ¿qué  mas  se  necesita? 

1K.  ¿Qué  técnicas  puedes  usar  para  demostrar  que  un  programa 
informático  de  gran  tamaño  es  parcialmente  correcto  con 
respecto  a  una  afirmación  inicial  y  una  afirmación  final? 

19.  ¿Qué  es  un  invariante  dd  bucle?  ¿Cómo  se  utiliza  un  in¬ 
variante  del  bucle? 
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Problemas  complementarios 


1.  Demuestra  que  22  4  I  es  compuesto 

2.  a)  Formula  una  conjetura  sobre  que  enteros  de  la  forma 

a*  +  .l,£i  e  Z\  n  G  L\  son  compuestos, 
b)  Demuestra  tu  conjetura. 

3 .  D er  \  \  ue st  ra  q  ue  y  7  es  i  rr  ac  i  o  na  I. 

4.  Demuestra  que  \'5  es  irracional. 

5.  Demuestra  que  no  hay  soluciones  enteras  para  x  +  y4  — 
1 1)00. 


6.  Demuestra  que  nA  —  1  es  divisible  por  5  cuando  n  no  es 
divisible  por  5,  Haz  una  demostración  por  casos,  con 
cuatro  casos  diferentes  (uno  para  cada  posible  resto  no 
nulo  al  dividir  un  entero  entre  cinco). 

7,  Demuestra  que  se  cumple,  o  que  no,  que  |a-v¡  >  f\|  -  [y] 
para  r  e  y  números  reales. 

*8.  Definimos  los  mi  meros  de  Ulain  fijando  u]  =  í  y  u.  -  2, 
Una  vez  determinados  los  enteros  menores  que  n  que 
son  números  de  UtamT  hacemos  n  igual  al  siguiente  nú¬ 
mero  de  Ulam  si  se  puede  escribir  de  manera  única 
como  la  suma  de  dos  números  de  Ulam  diferentes.  Ob¬ 
serva  que  u3  =  3,  ut  -  4,  u5  =  ó  y  u  -  8. 

a)  Oblen  los  veinte  primeros  números  de  Ulam. 

b)  Demuestra  que  hav  infinitos  números  de  Ulam. 

9.  Da  una  demostración  constructiva  de  que  hay  un  poli¬ 
nomio  P(x)  ral  que  P{  x  )-  y  t  P(.\\)  =  v, . P\x)  =  y 

donde  xv  x.p  xtt  e  yv  yp  y,  son  números  reales  y 
los  x.  son  diferentes  entre  sí.  [Indicación:  Sea 


A  -  X , 


y¡i 


10.  Demuestra  que  I-1  4-  33  4  53  4...  4  (2/z  4  l"Y  =  (n  4  I)2 
(2/r  4  4/i  4  [ ),  para  n  entero  positivo. 

1 1 ,  Demuestra  que  1  ■  2Ü  4  2  ’  21  4  3  -  22  4..,  4  n  ■  2'H  =  [n  -  I ) 
■  2n  4  L  para  n  entero  positivo. 

J2,  Demuestra  que 


III  n 

- f - -  -f 4  - — — — - —  — - — —  t 

1  3  3-  5  {2n— 1  )(2n  4  I)  2/3  4  1 


para  n  entero  positivo 

13.  Demuestra  que 

II  1  n 

- [ - h  ■  1  -  4 - —  - , 

14  4  7  (3^-2)(3n4  I)  3n  4  l 

para  n  entero  positivo. 

14.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  2n  > 
rr  4  /¡,  para  n  entero  mayor  que  4. 

15.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  2n  > 
n-\  para  n  entero  mayor  que  9. 

16.  Obten  un  entero  N  tal  que  2n  >  nA,  para  todo  n  entero 
mayor  que  N.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  in¬ 
ducción  que  tu  resultado  es  correcto. 

17.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
o  h  es  un  factor  de  an  -  h;\  para  todo  n  entero  posi¬ 
tivo. 

18.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  9  di¬ 
vide  a  tY  4  (n  4  1 Y  4  (n  4  2)-\  para  todo  n  entero  no  ne¬ 
gativo. 

19.  Demuestra  la  siguiente  fórmula  para  la  simia  de  los  tér¬ 


minos  de  una  progresión  aritmética  utilizando  el  princi¬ 
pio  de  inducción. 

a  4  (a  4  d)  4 ...  (a  4  ni í)  =  (n  4  1  )(2 a  +  nd)¡ 2 

20.  Supongamos  que  a.  =  bt  (mod  m)  para  j  =1.2 . n.  De¬ 

muestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 

Í7  fl 

H)  =y^h¡  (mod  ni) 

n  rT 

b)  n«,*n  bt  (mod  ni). 

H  ’  H 

2  í .  M  ues  t  ra  q  u  e  si  n  es  e  nte  ro  pos  ¡  í í  v  o .  en  tone  e  s 
k  4  4  _  n{3n  +  7) 

k(k  -  I  )(k  +  2)  ~  2(n+[)(n  +  2)  ‘ 

22,  ¿Para  qué  enteros  positivos  //  se  cumple  n  4  ó  <  (rt2  - 
8/í)/ í ó?  Demuestra  tu  resultado  utilizando  el  principio 
de  inducción. 

23,  (Requiere  Cálculo)  Supongamos  que  f(x)  -  e':  y  g(x)  = 
xe\  Utiliza  el  principio  de  inducción  junto  con  la  regla 
del  producto  y  el  hecho  de  que  F\x)  -  C  para  demostrar 
que  gín\x)  -  (a  4  n)e\  para  n  entero  positiva 

24,  (Requiere  Cálculo)  Supongamos  que  fíx)  =  e  y  g(.v)  - 
e  \  siendo  c  una  constante.  Utiliza  el  principio  de  in¬ 
ducción  junto  con  la  regla  de  la  cadena  y  el  hecho  de 
que  F*{x)  ~  e'  para  demostrar  que  túri-v}  —  cV’1.  para  n 
entero  positivo, 

*25.  Determina  qué  números  de  Fibonacci  son  pares  y  usa 
alguna  forma  de  inducción  matemática  para  demostrar 
tu  conjetura. 

* 26.  Determina  qué  números  de  Fibonacci  son  divisibles  por  3 . 
Utiliza  alguna  forma  de  inducción  matemática  para  de¬ 
mostrar  tu  conjetura. 

*27.  Demuestra  qu efkfn  +fk¥yffí+l  =  ikf[  para  todos  los  n 
enteros  no  negativos,  donde  A  es  un  entero  no  negativo 
v/'  denota  el  í-csimo  número  de  Fibonacci. 

L ai  sucesión  de  los  números  de  laicas  se  define  por  /i;i  -  2.  /,  E. 
!n  =  Vi  +  para/t  =  2,  3,  4, ... 

28,  Demuestra  que  fn+fn ,  ,=  /  h ,  para  todo  n  entero  positi¬ 
vo,  donde  /  y  /.  son  los  i -es irnos  números  de  Fibonacci 

Iy  de  Lucas,  respectivamente. 

29.  Demuestra  que  jU  4  íf  4,  4  /3  =  /  /  +  2  donde  n  es  un 

entero  no  negativo  y  /.  es  el  i-é simo  número  de  Lucas, 
*30,  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que  el 
producto  de  n  enteros  positivos  consecutivos  cuales¬ 
quiera  es  divisible  por  /d  [indicación:  Utiliza  la  igual¬ 
dad  m(m  4  I )  ■■■  {m  4  n  1 )  ¡ni  -  fm  -  1  )m(m  4  1 )  — 
(m  4  n-  2)  ¡ni  4  m(m  4  1)  ♦*  (///  4  n  -  2 )¡(n  -  l )!  j. 

31.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
(eos  x  4  i  sen  xY  =  eos  nx  +  i  sen  nx  si  n  es  un  entero 
positivo.  [Indi radón:  Utiliza  las  igualdades  cos(íj  f  b)  - 
eos  a  eos  b  -  sen  a  sen  h  y  sen(úf  4  /;)  -  sen  a  eos  b  4 
eos  a  sen  b].  0 

*32.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
S"=  i  eos  /v  =  cosí(/í  4  l ) a/2) scn(/íA/2) /sen(.r/2)  si  n  es 
un  entero  positivo  y  sen(.\/2)  4  0. 
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33.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
£p=  i  f  2J  -  n2 2n  * 1  —  rc2*  *2  +  3  ■  2* + 1  —  6  para  todo  cule¬ 
ro  positivo  IL 

34.  (Se  requiere  Cálculo)  Supongamos  que  !u  sucesión  i), 

jt  ,  ...  se  define  recursivamente  por  x,  =  0  y  x  - 

¡L _ X  i  I  J  n  +  f 

Va;  +  ó). 

a)  De  j  n  u  e  sí  ra  ut  i  1  i  zan  do  e  1  pri  n c  i  p  i  o  de  ¡  n du cc  i  ón  q ue 
v,  <  a;  < ...  <  xn  <  esto  es.  que  la  sucesión  j a; }  es 
i  nono  ton  a  c  rec  ¡ente. 

b)  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
i;  <  3  para  n-  I,  2, ... 

el  Demuestra  que  lím  a  =  3* 

35.  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
si  n  personas  están  en  una  cola,  donde  n  es  un  entero 
positivo,  si  la  primera  persona  de  la  cola  es  una  mu¬ 
jer  y  la  última  un  hombre,  en  alguna  posición  de  la 
cola  hay  una  mujer  inmediatamente  delante  de  im 
hombre. 

*3ú.  Supongamos  que  en  un  país  hay  por  cada  par  de  ciuda¬ 
des  una  carretera  de  un  solo  sentido  que  conecta  di  rec¬ 
tamente  ambas  ciudades.  Demuestra  utilizando  el  prin¬ 
cipio  de  inducción  que  hay  una  ciudad  a  la  que  se  puede 
llegar  desde  cada  una  de  las  otras  bien  directamente  o 
bien  pasando  exactamente  por  una  sola  ciudad  de  las 
restantes. 

37  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
cuando  n  círculos  dividen  el  plano  en  regiones,  estas  re¬ 
giones  se  pueden  colorear  con  dos  colores  diferentes 
de  tal  forma  que  no  haya  regiones  del  mismo  color  cor 
frontera  en  común. 

*38.  Supongamos  que  en  un  grupo  de  vehículos  que  se  mué 
ven  por  una  pista  circular  hay  combustible  suficiente 
para  que  uno  de  ellos  complete  el  recorrido.  Demuestra 
por  inducción  matemática  que  hay  un  coche  en  el  grupo 
que  puede  completar  e]  recorrido  obteniendo  combusti¬ 
ble  de  los  otros  mientras  recorre  la  pista. 

39.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces 


X(2,-l) 

H 


nin  4- 1)/2. 


40.  Una  fracción  egipcia  o  fracción  unidad  es  una  frac¬ 
ción  de  la  forma  l A?,  donde  n  es  un  entero  positivo. 
En  este  problema  utilizaremos  la  inducción  fuerte  para 
demostrar  que  se  puede  usar  un  algoritmo  voraz  para 
expresar  cada  número  racional  pfq,  0  <  pfq  <  1  como 
la  suma  de  diferentes  fracciones  unidad.  En  cada  paso 
del  algoritmo  encontramos  el  menor  entero  positivo  n 
tal  que  1  fn  se  puede  añadir  a  la  suma  sin  que  ésta  sea 
mayor  que  pfq ,  Por  ejemplo,  para  expresar  5/7  co¬ 
menzamos  la  suma  con  J/2.  Como  5/7  -  1/2  =  3/14, 
añadimos  1/5  a  la  suma,  puesto  que  5  es  el  menor  en¬ 
tero  k  tal  que  I ¡k  <  3/14.  Como  3/14  - 1/5  =  1/70,  d 
algoritmo  termina,  mostrando  que  5/7  =  1/2  +  1/5  + 
1/70.  Sea  I(p)  la  sentencia  que  afirma  que  este  algo¬ 
ritmo  termina  para  todos  los  racionales  pfq ,  0  <  pfq  < 
E  Demostraremos  que  este  algoritmo  siempre  termina 
mostrando  que  T(p)  se  cumple  para  todo  p  entero  po~ 
sitivo. 

a)  Muestra  que  el  paso  base  7(1)  se  cumple, 

b)  Supongamos  que  T(k)  se  cumple  para  iodo  k  entero 
positivo  con  k  <  p.  Esto  es,  supongamos  que  el  al¬ 
goritmo  termina  para  todo  número  racional  kfr,  don¬ 
de  1  <  k  <  p.  Demuestra  que  si  comenzamos  con  p/q 
y  se  selecciona  la  fracción  1  fn  en  el  primer  paso 
del  algoritmo,  entonces  pfq  -  pfq '  +  1  //?,  donde  pf 
~np  -  q  y  qf  =  nq.  Tras  considerar  el  caso  en  el  que 
pfq  =  1  fn,  utiliza  la  hipótesis  de  inducción  para  de¬ 
mostrar  que  el  algoritmo  voraz  termina  cuando  co¬ 
mienza  por  pfq  y  completa  el  paso  de  inducción 

La  fu  n  c  í ó n  M  cC  a  r  1  h  y  91  (de  fj  n  i  d  a  por  J oh  n  M  c  C  a rtli  y ,  u  no 
de  los  fundadores  de  la  inteligencia  artificial)  se  define  usando 
la  regla 

u<  -  [n~  10  si  z?>  100 

J'  ,,ní_}M(Af(n  +  ll))  si  n  <100 

para  todo  entero  positivo  n. 

41.  Empleando  sucesivamente  la  regla  de  definición  de 
Mili),  obten 

a)  Af(102)  tí)  3/(101)  c)  4/(99) 

ti)  A/(97)  e)  37(87)  f)  Af(76) 


Entáei's 


JOHN  McCARTHY  (nacido  en  1927)  John  McCarthy  nació  cu  Boston.  Creció  en  Boston  y  Los  Angeles,  Estudió  ma¬ 
temáticas,  rió  hiendo  su  licenciatura  en  1945Í  en  ci  California  Insfirute  of  Technology  y  su  doctorado  en  1951  en  Prmceton. 
Tras  docior|Fse,  McCarthy  fue  profesor  en  Prmceton,  Síanford,  Dartmnuth,  y  el  MXT.  Ocupó  una  plaza  en  S  tan  lord  des¬ 
de  1962  haxla  1994,  donde  desde  entonces  es  profesor  emérito.  En  Staníurd  fue  director  del  Laboratorio  de  Inteligencia  Ar¬ 
tificia!,  ocupó  una  cátedra  en  la  Escuela  de  Ingeniería  y  estuvo  adscrito  corno  sénior  member  a  la  Institución  Hoovcr. 

McCarthy  fue  un  pionero  en  el  estudio  de  la  inteligencia  artificial,  término  que  él  misino  acuñó  en  1955,  Trabajó  en 
problemas  relacionados  con  las  necesidades  de  información  y  de  razonamiento  que  requiere  el  comportamiento  inteligente 
en  computación.  McCarthy  fue  uno  de  los  primeros  investigadores  en  ciencias  de  la  computación  que  diseñó  sistemas 
informáticos  de  tiempo  compartido.  Desarrolló  L1SP,  un  lenguaje  de  programación  basado  en  expresiones  simbólicas. 
Desempeñó  un  importante  papel  en  el  uso  de  la  lógica  para  verificación  de  programas.  3  ambién  trabajó  en  las  implica¬ 
ciones  sociales  de  Ut  tecnología  informática.  Actualmente  trabaja  en  el  problema  de  cómo  las  personas  y  los  ordenadores 
formulan  conjeturas  a  partir  de  la  suposición  de  que  las  situaciones  essán  libres  de  complicaciones,  McCarthy  aboga  por  un 
progreso  humano  sostemble  y  es  optimista  acerca  del  futuro  de  la  humanidad.  Empezó  también  a  escribir  historias  de  cien¬ 
cia  ficción.  Algunos  de  -sus  recientes  escritos  exploran  la  posibilidad  de  que  el  mundo  sea  un  programa  Je  ordenador  escrito 
por  alguna  fuerza  superior  o 

Entre  premios  que  ha  recibido  figuran  d  premio  Tu  ring  de  la  Association  for  Compiló  ng  Machi  nerv,  el  premio 
a  i  a  excelencia  en  investigación  ríe  la  Conferencia  Internacional  de  inteligencia  Artificial,  el  premio  Kvoto  y  la  National 
Med al  of  Science  de  Estados  Unidos. 
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**42.  Demuestra  que  M(n)  es  una  función  bien  definida  del 
conjunto  de  los  enteros  positivos  en  el  conjunto  de  los 
enteros  positivos.  \ Indicación:  Demuestra  que  M ( n }  - 
91  para  todo  entero  positivo  n  si  n  <  101 1. 

43*  ¿Es  esta  demostración  de  que 

1  +  _L  +  ,  1  .31 

12  2*3  (n-l)rt  2  n 

es  correcta  para  lodo  n  entero  positivo?  Justifica  tu  res¬ 
puesta, 

Paso  has^-  El  resultado  es  correcto  para  n  =  L  puesto 
que 

13  I 

i22  r 

Paso  de  inducción:  Suponemos  que  d  resultado  es  ver¬ 
dadero  para  n.  Entonces, 

111  _ l_ 

I  -2  +  2*3  +  {n  -  l)n  n{n+\) 

2  n  \n  w+l ) 

3  _ 1_ 

”2  ji+r 

Por  tanto,  el  resultado  es  verdadero  para  n  +  l  si  es 
verdadero  para  n.  Esto  completa  la  demostración. 

*44.  Un  rompecabezas  de  madera  se  completa  juntando 
sucesivamente  piezas  que  se  ajustan  unas  con  otras 
formando  bloques  Hacemos  un  movimiento  cada  vez 
que  añadimos  una  pieza  aun  bloque  o  cuando  junta- 
mos  dos  bloques.  Utiliza  el  segundo  principio  de  in¬ 
ducción  para  demostrar  que  se  requieren  exactamente 
n  I  movimientos  para  completar  d  rompecabezas 
independientemente  de  como  se  hagan  esos  movi¬ 
mientos. 

*45*  Demuestra  que  n  círculos  dividen  al  plano  en  ir  -  n  +  2  re¬ 
giones  si  cada  dos  círculos  se  cortan  entre  sí  en  exacta¬ 
mente  dos  puntos  y  no  hay  intersecciones  de  ires  círculos. 
*46.  Demuestra  que  n  planos  dividen  el  espacio  tridimensio¬ 
nal  en  (wJ  +  5;¡  +  6)/6  regiones  si  tres  planos  cuates- 
quiera  tienen  un  punto  en  común  y  fio  hay  cuatro  planos 
con  puntos  comunes. 

-  47.  i  atiza  la  propiedad  del  buen  orden  para  demostrar  que 
V  2  es  irracional.  (Indicación:  Supon  que  VTes  racional. 
Demuestra  que  el  conjunto  de  enteros  positivos  de  la 
forma  2  tienen  un  elemento  mínimo  a.  Entonces, 
demuestra  que  íW  2  a  es  un  entero  positivo  de  esta 
misma  forma,  pero  más  pequeño). 

48.  Se  i 3 ice  que  un  conjunto  es  un  conjunto  bien  ordenado 
sí  todo  subconjunto  suyo  no  vacío  tiene  un  demento 
mínimo.  Determina  sí  los  siguientes  son  conjuntos  bien 
ordenados. 

a)  d  conjunto  de  los  enteros 
h  í  d  conjunto  de  los  enteros  mayores  que  —100 

c)  el  conj  u  n  lo  de  los  ración  a  le  s  posi  t  i  vos 

d)  d  conjunto  de  los  racionales  positivos  con  deno¬ 
minador  menor  que  100. 

*49.  Demuestra  que  se  puede  deducir  la  propiedad  del  buen 
orden  cuando  el  principio  de  inducción  matemática  se 
toma  como  axioma. 


*50.  Demuestra  que  d  principio  de  inducción  matemática  y 
la  inducción  fuerte  son  equivalentes.  Esto  es.  que  puede 
demostrarse  que  cada  una  es  válida  suponiendo  cierta  Ui 
otra. 

51-  aí  Demuestra  que  si  av  at . an  son  enteros  posiri 

vos,  entonces  mcd(ar  ap  ....  atí )  ~  medía  r  a, . 

a»-v 

h)  Utiliza  la  parte  (a)  y  el  algoritmo  de  Euclides  para 
desarrollar  un  algoritmo  recursivo  que  calcule  el 
máxima  común  divisor  de  un  conjunto  de  n  enteros 
positivos. 

*52.  Describe  un  algoritmo  rccursivo  para  expresar  el  máxi¬ 
mo  común  divisor  de  n  enteros  positivos  como  combi¬ 
nación  lineal  de  ellos, 

53.  Obten  una  fórmula  explíci  ta  para  f{n)  si  fi  1)  =  l  y  fin)  = 
Un  -  1 )  +  2n  -  1  para  n  >  2.  Demuestra  tu  resultado  em¬ 
pleando  el  principio  de  inducción. 

*  *  54 .  Da  n  na  defi  n  i  c  ion  rec  u  rs  i  v  a  de  1  c o nj  u  n to  de  c  aden  as  de 
bits  que  contienen  el  doble  de  ceros  que  de  unos. 

55.  Sea  S  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  definidas  recursi- 
vamenie  por  X  S  y  Ox  e  S,  a  i  e  S  si  t  e  donde  X  es  ía 
cadena  vacía. 

al  Obten  todas  las  cadenas  de  5  de  longitud  menor  o 
igual  que  5. 

b)  Da  una  descripción  explícita  de  los  elementos  de  S 

56.  Sea  S  d  conjunto  de  cadenas  definidas  reeursiv  uniente 
por  abe  e  S,  hac  e  S,  ut  h  e  S  y  ahex  <e  S;  abxc  e  5, 
a  r  be  e  S,  xa  be  t  S  si  a  e  S, 

a )  Obten  todos  los  elementos  de  S  de  longitud  menor  o 
igual  que  8. 

h  \  Demuestra  que  todos  los  elementos  de  S  tienen  una 
longitud  di\  isible  por  3. 

El  conjunto  B  de  todas  las  cadenas  balanceadas  de  paréntesis 
se  define  recursi  vamentc  por  X  €  B.  donde  A  es  la  cadena  va¬ 
cia;  í.v)  €  B,  xy  €  B  Si  x.  y  6  B 

57.  Muestra  que  (( )( ))  es  una  cadena  balanceada  de  parén¬ 
tesis  y  (( )))  no  lo  es. 

58.  Oblen  todas  la  cadenas  balanceadas  de  paréntesis  con 
exactamente  seis  símbolos. 

59.  Oblen  todas  la  cadenas  balanceadas  de  paréntesis  con 
cuatro  símbolos  o  menos. 

6í).  Demuestra  por  inducción  que  si  x  es  una  cadena  balance¬ 
ada  de  paréntesis,  entonces  el  numero  de  pitrén  tesis  que  se 
abren  es  igual  al  numero  de  paréntesis  que  se  cierran  en  *. 
1  íefmiruoj  la  función  N  sobre  el  conjunto  de  las  cadenas 
de  paréntesis  por 
N(X)  =  0,  M  ()  =  1 ,  ) )  ~  -  I, 

N{uv)  =  N{u)  +  N(v). 

donde  X  es  la  cadena  vacía  y  u  y  v  son  cadenas  de  pa¬ 
réntesis,  Se  puede  demostrar  que  N  está  bien  definida. 
61.  Calcula 

a)  NU))  bl  NO)HM) 

c)  N( f( XO)  d)  Mt )(((»)((-))> 

**62.  Demuestra  que  una  cadena  w  de  paréntesis  es  balancea¬ 
da  si.  y  sólo  si.  N(w)  =  Í1  y  N{ u)  >  0  siempre  que  u  sea 
un  prefijo  de  >v«  esto  es,  ve  =  u\\  c 
*63.  Da  un  algoritmo  recursivo  para  obtener  todas  las  cade¬ 
nas  balanceadas  do  paréntesis  que  contengan  n  símbolos 
o  menos. 


Razonamiento  matemático,  ¡aducción  y  recuTsívidad  275 


64*  Da  un  algoritmo  re  cursivo  para  hallar  medio,  h)f  donde 
a  y  b  son  enteros  no  negativos,  basándote  en  estas  tres 
propiedades;  medí  A  b)  -  nicd(ó.  a)  si  a  >  h:  mcd(0,  h) 
-  b:  medía,  b)  =  2  mcd(a/2,  bi 2)  si  a  y  b  son  pares: 
medi  a,  b)  =  medí  a/ 2,  b)  si  a  es  par  y  b  impar,  y  medía, 
h)  =  m cá{lh  h  -  a). 

6 5 *  V e r i  fi ca  el  segme nto  de  prog  ra m a 
íFjc  >  y  then 
x y 

con  respecto  a  Ja  alinnadón  inicial  V  y  la  afirmación  fi¬ 
nal  A  <  y. 

*66,  Desarrolla  una  regla  de  inferencia  para  verificar  progra¬ 
mas  recursivos  y  úsala  para  verificar  d  programa  re  cur¬ 
sivo  que  calcula  factoriales  dado  en  la  Sección  3.5  . 

67.  Escribe  mi  algoritmo  reeurstvo  que  cuente  el  número  de 
veces  que  el  entero  0  aparece  en  una  lista  de  enteros. 

Los  Problemas  68-75  tratan  de  sucesiones  poco  comunes,  lla¬ 
madas  informalmente  sucesiones  autogeneradoras,  produci¬ 
das  por  reglas  o  relaciones  de  recurrencia  simples.  En  particular, 
en  estos  problemas  se  trabaja  con  la  sucesión  (#(/?)]  definida 
por  ain)  ~  n  a(a(n  -  !))  para  n  >  l  y  aíO)  =  0.  (Esta  sucesión, 
así  como  las  de  ios  Problemas  72  y  73,  se  definen  en  el  fasci¬ 
nante  libro  de  Douglas  Hofstader  GodeL  Esc ha\  Bach  |Ho99]). 

68,  Obten  los  diez  primeros  términos  de  la  sucesión  }  a(n) } 
definida  en  el  preámbulo  de  este  problema. 

*69,  Demuestra  que  esta  sucesión  está  bien  definida.  Esto  es. 
muestra  que  a{n)  está  definida  para  todos  los  enteros  no 
negativos  n  de  una  única  forma. 


**70,  Demuestra  que  ain)  =  (L n  +  l)pj,  donde  p  =  f-  l  +  v/~5J/2, 
¡Indicación;  Demuestra  primero  para  todo  n  >  0  que  (yin 
Lu  ni)  +  (urii  Lpvíj)  -  L  Luego  demuestra  que  para 
todo  número  real  u,  0  <  a  <  I  ya  &  L  -  p,  qpe  L(1  + 
i\){  l  -  a)J  +  La  +  |ij  =  l,  considerando  los  casos  0  <  a  <. 
1  -  p  y  l  -  p  <  a  <  1  por  separado]. 

*71.  Utiliza  ¡a  fórmula  del  Problema  70  para  demostrar  que 
a(n)  =  a(n  -  1)  si  \ui  -  Lpy?J  <  i  -  \x  y  ain)  =  ain  1 )  +  1 
en  cualquier  otro  caso. 

72,  Obten  los  diez  primeros  términos  de  cada  una  de  las  si¬ 
guientes  sucesiones  autogeneradoras. 

a)  ain)  -  n  -  a(a(a(n  -  1)))  para  n>  I ,  a(0)  =  0, 

b)  ain)  =  n  -  a(a(a(a  (n  I ))))  para  n>  1 .  a(0)  -  0, 
e)  q(n)  -  ain  -  a(n -  I))  +■  a{n  -  a(n  -  2))  para  n  >  3, 

a(1)=  1  y  a{2)  =  L 

73,  Obten  los  diez  primeros  términos  de  las  sucesiones 
m{ri)  y  f(n)  definidas  por  las  siguientes  relaciones  de 
recurrencia  interre]  a  otoñadas:  m(n)  -  n  -  f(m{n  -  \ ) ), 
j{n)  =  n-  mijin  -  1))  para  n  >  l,/(0)  =  I  y  miO)  =  0. 

La  sucesión  autogener  adora  de  Golomb  es  la  única  suce¬ 
sión  de  enteros  positivos  no  decreciente  a  a,,  <s  ...,  que  tiene 
la  propiedad  de  que  contiene  exactamente  a,  veces  el  número 
k ,  para  cada  k  entero  positivo. 

74,  Obten  los  veinte  primeros  términos  de  la  sucesión  auto 
generadora  de  Golomb, 

*75,  Muestra  que  si  j{n)  es  el  mayor  entero  m  tal  que  a  =  n.  don¬ 
de  atft  es  d  término  fíí-csimo  de  la  sucesión  autogeneradora 
de  Golomb,  entonces^??)  =  Zri  i  at  y  =  £;¡L  i  kar  ' 
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GÜDFREY  HA  ROI  4)  HARDY  (1877-1947)  Hardy.  nacido  en  CranJdgh,  Sur  rey,  Inglaterra,  fue  el  mayor  de  tos  dos 
hijos  de  Sophia  Hall  e  Isaac  Hardy,  Su  padre  era  profesor  de  geografía  y  dibujo  en  la  escuela  de  Cranleigh.  También  daba 
lecciones  de  canto  y  jugaba  al  fútbol  Su  madre  daba  clases  de  piano  y  ayudaba  a  mantener  una  pensión  pura  jóvenes  es¬ 
tudiantes.  Ambos  dedicaron  la  máxima  atención  a  ía  educación  de  sus  hijos.  Hardy  demostré  sus  habilidades  numéricas  a 
la  temprana  edad  de  dos  años  cuando  empezó  a  escribir  números  de  seis  cifras  Tenía  un  tutor  particular  de  matemáticas  (no 
asistía  a  clases  regulares  en  el  colegio  Cranlrigh).  Se  traslado  al  Winchester  College,  una  institución  privada  cuando  tenía 
trece  anos,  con  una  beca.  Deslacé  en  sus  estudios  y  demostró  gran  interés  por  las  matemáticas.  Entró  becado  en  el  Trini t y 
Co llego.  Cambridge,  en  1 8 9 6  y  ganó  varios  premios  durante  sus  estudios.  Se  gradué  en  E  899. 

Hardy  ocupó  una  plaza  de  profesor  de  matemáticas  en  el  Trmity  Gallego  de  la  Universidad  de  Cambridge  desde  1906 
a  1919,  fecha  en  la  que  se  le  ofreció  la  cátedra  Salivan  de  geometría  en  Oxford.  Se  sintió  incómodo  en  Cambridge  pcir  su 
excesiva  carga  de  labores  burocráticas  y  por  el  despido  de  Berlrand  Russell  del  Triniiy  College  por  sus  actividades  ami- 
belicistas.  Volvió  a  Cambridge  en  3  93  L  a  la  cátedra  Sadleirian  de  matemáticas  puras,  donde  permaneció  hasta  que  .se  re¬ 
tiró  en  1942.  Fue  un  matemático  puro  y  mantuvo  una  visión  elitista  de  las  matemáticas,  manteniendo  la  intención  de  que 
sus  investigaciones  nunca  pudiesen  aplicarse.  Irónicamente,  por  lo  que  posiblemente  sea  más  conocido  es  por  ser  uno  de 
los  responsables  del  desarrollo  de  la  ley  Hardy- Weinberg,  que  predice  patrones  de  herencia.  Su  trabajo  en  este  área  apareció 
en  la  revista  Science  publicada  como  una  carta,  en  la  que  utilizó  ideas  algebraicas  simples  para  demostrar  errores  en  un  ar¬ 
ticulo  de  genética.  Hardy  trabajó  imeialinentf:  en  teoría  de  números  y  teoría  de  funciones,  en  temas  como  la  función  zeta  de 
Riemann,  series  de  Fourícr  y  ladistribuciónde  los  números  primos.  Hizo  muchas  contribuciones  importantes  en  diferen¬ 
tes  problemas,  como  el  problenja  de  Waring  sobre  la  representación  de  enteros  positivos  como  suma  de  potencias  Les  ¡mas 
o  la  representación  de  enteros  iipparcs  como  suma  de  tres  primos.  Hardy  también  es  recordado  por  sus  colaboraciones  con 
John  E.  Lili  lew  otxL  un  colega  de  Cambridge,  con  el  que  escribió  más  de  cien  artículos,  y  con  el  famoso  matemático  hin¬ 
dú  Srinívasa  Rama  najan.  vSu  colaboración  con  Lililewood  generó  el  comentan  o  jocoso  de  que  en  esa  época  había  tres  ma- 
te matices  famosos:  Hardy,  l  jttlcwpod  y  Hardy- Li tí lewood.  Otros  pensaban  que  Littlewoüd  era  una  invención  de  Hardy. 
puesto  que  a  Liltlewood  apenas  se  le  veía  fuera  de  Cambridge.  Hardy  demostró  gran  sabiduría  al  reconocer  el  genio  de  Ra- 
manujan  a  partir  de  los  poco  convencionales  pero  extremadamente  creativos  escritos  que  Ramanujan  le  envió.  Hardy  lle¬ 
vó  a  Ramanujan  a  Cambridge  y  colaboró  con  ¿]  en  importantes  trabajos,  estableciendo  nuevos  resultados  sobre  el  núme¬ 
ro  de  particiones  de  un  entero.  I  lardy  se  interesó  por  la  docencia  en  matemáticas,  y  su  libro  A  Coñac  in  Pare  Mathemañcs 
tuvo  un  profundo  electo  sobre  las  matemáticas  en  enseñanza  media  en  la  primera  mitad  del  siglo  XX.  Hardy  también  es¬ 
cribió  A  Mathemaihiath s  Apology ,  en  el  cual  daba  su  respuesta  a  la  pregunta  sobre  si  v^ilc  la  pena  dedicar  la  vida  al  estu¬ 
dio  de  las  matemáticas.  Presenta  el  punto  de  vista  de  Hardjy  sobre  qué  son  las  matemáticas  y  que  hacen  los  matemáticos, 

Hardy  mostró  un  enorme  interés  por  los  deportes.  Fue  un  ávido  seguidor  del  cricket.  Una  manía  que  se  le  conoce  es 
que  no  le  gustaba  que  le  fotografiasen  (sólo  se  conocen  cinco  fotos  suyas)  y  odiaba  los  espejos,  los  cubría  con  toallas  in¬ 
mediatamente  cuando  entraba  en  una  habitación  de  hotel. 
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I  I  conjunto  L  ilc  funciones  loga  ntnriciM^xpoii  en  dales,  in¬ 
troducidos  por  eí  famoso  matemático  británico  G.  H.  Hardy,  es 
el  conjunto  más  pequeño  de  funciones  tal  que: 

*  la  fundón  f\n)  -  a  pertenece  a£,  para  todo  a  número  real; 

*  la  función /(/t)  “  n  pertenece  a  L: 

-  si  las  funciones  j{n}  y  g{n)  pertenecen  a  £,  entonces  j{n)  - 
g(n)  pertenece  a  L; 

*  si  la  función fíjt) pertenece  a  L .  entonces  crln' pertenece  a  L: 

*  si  f\n)  pertenece  a  L  y  existe  un  entero  N  tal  que/fa)  >  0  para 
todo  n  N  testo  significa  que  Fe s  lo  que  se  conoce  como 
evciUualmente  positiva),  entonces  In  fin)  pertenece  a  X. 
donde  ln  v  denota  al  logaritmo  natural  de  v,  como  es  usual  en 
este  libro. 

Hardy  demostró  que  si  J{n)  es  una  función  logarítmico-ex- 
pouencial  no  idénticamente  nula,  entonces  bien  es  even- 
tual mente  positiva  o  bien  es  eventti alíñente  negativa.  Tam¬ 
bién  demostró  que  si  j(n)  y  )  pertenecen  a  £.  entonces 


bien  ti**)  es  oí £(//)),  s(n)  es  oifin))  o  bien/(n)  y  g{n)  son  del 
mismo  orden. 

76.  Demuestra  que  si  J{n)  y  g(/j)  pertenecen  a  £,  entonces 
fin)  +  gUó  pertenece  a£. 

*77.  Demuestra  que  si  j{n)  y  gfn)  pertenecen  a L  y  son  even- 
lualmenle  positivas,  entonces f{n )g(/i)  y  fin)/g{n)  pene- 
uceen  a  £s  y  esto  implica,  utilizando  el  hecho  de  que 
ttxia  función  íogarít mico-exponencial  es  eventualmenlc 
positiva,  evcniualmente  negativa  o  idénticamente  nula, 
que  el  producto  y  el  cociente  de  dos  funciones  cuales¬ 
quiera,  no  idénticamente  nulas,  de  L  pertenecen  a  L , 

78.  I  nli/a  los  problemas  76  y  77  para  mostrar  que  todo 
polinomio  F{n)  -  ajim  +  am  /í"-1  +  ...  +  ai}  con  coefi¬ 
cientes  reales  pertenece  a  £. 

79.  Demuestra  que  si  F{n)  pertenece  a  L  y  es  evento  a  ¡men¬ 
te  positiva,  entonces  \'(F(/ó  pertenece  aX 

80.  1 7c  m  u  es  tra  que  la  f  u  n  c  i  ó  n  e '' "  v  J "  * 11 n  lr1  *  pe  rt  e  nec  e  a  £ . 


Énbm 


SRIMY  ASA  HA  MAM  .1  \!N  i  1887-1920)  El  famoso  prodigio  matemático  Ramanujan  nació  y  creció  en  el  sur  de  la  In¬ 
dia,  cerca  de  la  ciudad  de  Madras,  Su  padre  era  depen  diente  en  una  tienda  de  tetas.  Su  madre  contribuía  a  la  economía  fa¬ 
miliar  cantando  en  un  templo  local.  Ramanujan  estudió  en  d  colegio  inglés  local,  donde  mostró  su  talento  e  interés  por  las 
matemáticas.  \  los  trece  anos  ya  dominaba  un  libro  de  texto  de  nivel  universitario.  Cuando  lema  quince  años,  un  estudiante 
universitario  le  prestó  una  copia  del  libro  Syjiops/s  af  Puré  Muthemattcs-  Ramanujan  decidió  desarrollar  los  más  de  seis  mi! 
resultados  del  libio,  enunciados  sin  demostrar  o  explicar,  escribiéndolos  en  hojas  sueltas  que  luego  reunió  para  formar  va¬ 
rios  cuadernos.  Acabo  su  educación  secundaria  en  1904,  ganando  una  beca  para  la  Universidad  de  Madras,  Matriculado  en 
una  carrera  de  arle,  despreció  todas  las  asignaturas  cue  no  tenían  relación  con  las  matemáticas,  perdiendo  la  beca.  Sus¬ 
pendió  cuatro  veces  tos  accesos  a  ía  universidad  entre  1904  y  1907,  obteniendo  buenos  resultados  sólo  en  la  parle  de  ma¬ 
temáticas,  Durante  este  tiempo  completó  sus  cuadernos  con  escritos  originales*  algunas  veces  redescubriendo  trabajos  ya 
publicados  y  otras  desuno I lando  trabajos  originales, 

Sín  título  universitario,  le  fue  difícil  encontrar  un  trabajo  estable,  Para  sobrevivir  tuvo  que  depender  de  la  buena  vo¬ 
luntad  Je  sus  amigos.  Tuteló  algunos  estudiantes  de  matemáticas,  pero  su  forma  poco  convencional  de  pensar  y  la  impo¬ 
sibilidad  de  seguir  un  temario  le  causaron  problemas.  Se  casó  en  1909  por  conveniencia  con  mu  mujer  nueve  años  más  jo¬ 
ven  que  él.  Movido  por  la  necesidad  de  mantener  a  su  mujer  y  a  él  mismo,  se  trasladó  a  Madras  y  buscó  trabajo.  Mostró  sus 
cuadernos  de  matemáticas  a  los  que  podían  contratarle ,  pero  a  éstos  les  desconcertaban.  Sin  embargo,  un  profesor  del  Pre 
sidency  College  reconoció  su  genio  y  le  apoyó  durarte  un  tiempo.  En  1912  encontró  trabajo  como  contable,  con  un  mo¬ 
desto  salario. 

Ramanujan  continuó  su  trabajo  en  matemáticas  durante  este  tiempo  y  publicó  su  primer  artículo  en  1910  en  una  re¬ 
vísta  hindú.  Se  dio  cuenta  de  que  su  trabajo  trascendía  la  matemática  de  su  país  y  decidió  escribir  a  eminentes  matemáti¬ 
cos  ingleses.  Lus  primeros  a  quienes  escribió  rechazaron  sus  peticiones  de  ayuda.  En  enero  de  1913  escribió  aC,H.  Hard>. 
quien  pensó  en  rechazarlo,  pero  tos  enunciados  que  incluyó  en  la  carta,  aunque  sin  demostrar.  Ic  intrigaron.  Decidió  exa¬ 
minarlos  con  detalle  con  la  ayuda  de  su  colega  y  colaborador  J  E.  Lilüeivood.  I  ras  un  cuidadoso  estudio,  decidieron  que 
Ramanujan  era  probablemente  un  genio,  puesto  que  sus  sentencias  oscilo  podían  haber  sido  escritas  por  un  matemático  Je 
primera  clase;  debían  ser  verdaderas,  porque  si  fuese  i  falsas*  nadie  podría  haber  terj  do  imaginación  para  haberlas  ¡men¬ 
tado». 

Hardy  consiguió  una  beca  para  Ramanujan,  llevándoselo  a  Inglaterra  cu  1914,  _,o  tuteló  personalmente  en  el  estudio 
del  análisis  matemático,  y  colaboraron  durante  cinco  años,  demostrando  teoremas  importantes  sobre  particiones  de  números 
enteros.  Durante  este  tiempo,  Ramanujan  hizo  contri buc iones  importantes  a  la  teoría  de  números  y  también  trabajó  en  trac¬ 
ciones.  series  infinitas  y  funciones  elípticas.  Ramanujan  tuvo  una  impresionante  visión  sobre  ciertos  tipos  de  funciones  y 
series,  pero  sus  pretendidos  teoremas  sobre  números  primos  fueron  a  menudo  erróneos*  ilustrando  '*u  pobre  idea  de  lo  que 
era  una  demostración  correcta.  Fue  uno  de  los  miembros  más  jóvenes  nombrados  Felhni  de  3a  Roya]  Society.  Lamenta¬ 
blemente,  en  1917,  cayó  grav  emente  enfermo.  Se  pensó  que  el  clima  inglés  le  afectaba  y  que  había  contraído  tuberculosis. 
Ahora  se  cree  que  lo  que  sufrió  fue  falta  de  vitamina  C  debido  a  sus  hábitos  vegetarianos  y  las  carencias  de  una  Inglaterra 
en  tiempos  de  guerra.  Volvió  a  la  India  en  1919,  don  Je  siguió  haciendo  matemáticas  incluso  cuando  estaba  en  cama.  Era 
una  persona  religiosa  y  pensaba  que  su  talento  matemático  le  venia  de  una  deidad  familiar.  Nomagiri.  Consideraba  que  las 
matemáticas  y  la  religión  estaban  relacionadas,  Llegó  u  afirmar:  -  Para  mí,  una  ecuación  no  tiene  sentido  a  no  ser  que  ex 
prese  un  pensamiento  de  Dios»,  Su  corta  vida  llegó  a  su  fin  en  abril  de  1920,  cuando  tenia  treinta  y  dos  años.  Ramanujan 
dejó  varios  cuadernos  con  resultados  sin  publicar.  Los  escritos  de  estos  euademos^ilustran  su  gran  visión,  pero  son  de¬ 
masiado  esquemáticos.  Varios  matemáticos  han  dedicado  años  de  estudio  para  explicar  y  justificar  los  resultados  recoge 
Jos  en  estos  cuadernos. 
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Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


Dados  los  términos  de  una  sucesión  ara, . ,  calcula 

L  fl  y  n?=  I  Üf 

Dada  una  progresión  geométrica  tu  ar\  ar ,  t ir\  (ir\ 

calcula  la  suma  de  sus  términos. 

Dado  un  entero  no  negativo  n,  calcula  la  suma  de  ios  n 
enteros  más  pequeños. 

Dado  un  tablero  de  ajedrez  de  tamaño  2n  x  2K  del  que  se 
lia  eliminado  una  casilla,  recubre  este  tablero  con  piezas 
en  forma  de  L  (que  ocupen  tres  casillas). 

Genera  todas  la  fórmulas  bien  construidas  para  expresio¬ 
nes  con  ¡as  variables  \\  y  y  z  y  los  operadores 
con  a  lo  sumo  n  símbolos. 

Genera  todas  la  fórmulas  bien  construidas  para  proposi¬ 
ciones  con  n  o  menos  símbolos,  donde  cada  símbolo  es 
V.  F  una  de  las  variables  preposicionales  p  y  ¿j  o  un 
operador  del  conjunto  {-».  v,  a.,  — k  £->}■. 

Dada  una  cadena,  oblen  su  inversa. 

Dado  un  número  real  a  y  un  entero  no  negativo  tu  calcu- 
I  a  rec  u  rs  i  v  a  me  n  te  a* . 

Dado  un  número  real  a  y  un  entero  no  negativo  n ,  calcu¬ 
la  recursivamente  a2 . 


*10.  Dado  un  número  real  a  y  un  entero  no  negativo  ?u  obten 
a'1  utilizando  la  expresión  binaria  de  n  y  un  algoritmo 
re  cu  r s  ¡  vo  p  a  r  a  l la  1 1  ar  a1  . 

11-  Dados  dos  enteros  no  nulos,  calcula  recursivamente  el 
máximo  común  divisor. 

12,  Dada  una  lista  de  enteros  y  un  elemento  x,  localiza  x  en 
esta  lista  utilizando  una  implementación  recursiva  de 
una  búsqueda  lineal. 

13,  Dada  una  lisia  de  enteros  y  un  elemento  v,  localiza  r  en 
esta  lista  usando  una  implementación  recursiva  de  una 
búsqueda  binaria, 

14,  Dado  un  entero  n  no  negativo,  calcula  el  u-ésimo  núme¬ 
ro  de  Fibonacci  utilizando  un  procedimiento  iterativo, 

15-  Dado  un  entero  n  no  negativo,  calcula  el  n-ésimo  núme¬ 
ro  de  Fibonacci  utilizando  un  procedimiento  recursivo. 

16.  Dado  un  entero  positivo,  calcula  el  número  de  particiones 
de  este  entero.  (Consulta  el  Problema  47  de  la  Sección  3.4). 

17.  1 3ad  os  d  r  rs  en  teros  pos  i  ti  v  os  m  y  n  .calcula  A  [  m ,  n\  el  va¬ 
lor  de  Ja  fundón  de  Ackermann  en  el  par  (m,  n).  (Con¬ 
sulta  el  preámbulo  del  Problema  48  de  la  Sección  3,4). 

18.  Dada  una  lista  de  n  enteros,  ordénala  usando  el  algoritmo 
de  o  i  d  e  nació  n  po  r  mezo !  a . 


L 

2- 

3, 

**5* 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  OLE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


1.  Verifica  la  conjetura  de  Goldbach,  que  afirma  que  todo 
numero  par  es  la  suma  de  dos  primos,  para  n  <  10.000. 

2.  Obten  el  menor  factor  primo  de  ni  +  !  para  todo  entero 
positivo  tu  n  <  20. 

3.  Obten  el  conjunto  de  n  enteros  compuestos  consecutivos 
más  pequeño  para  cada  entero  n  positivo,  n  <  !  0. 

4.  Obten  tamos  número  primos  gemelos  como  puedas. 

5.  Verifica  la  conjetura  Iv  +  I  para  tantos  enteros  como  puedas. 

ó.  ¿Cuáles  son  los  valores  mayores  que  n  para  los  cuales  /¡! 

tiene  menos  de  cíen  cifras  decimales?  ¿Y  menos  de  mil  ci¬ 
fras  decimales? 

7,  Determina  qué  números  de  Fibonacci  son  divisibles  por  5, 
cuáles  por  7  y  cuáles  divisibles  por  !  I.  Demuestra  que  tu 
conjetura  es  correcta. 


8.  Recubre  con  piezas  en  forma  de  L  (de  tres  casillas)  los  ta¬ 
bleros  de  ajedrez  con  una  casilla  quitada  de  tamaño  16  X  16, 
32  x  32  y  64  x  64. 

9,  Analiza  qué  tableros  de  tamaño  m  x  n  se  pueden  recubrir 
con  piezas  en  forma  de  L.  ¿Puedes  construir  una  conjetura 
que  responda  a  esta  pregunta? 

1ÍL  ¿Que  valores  de  la  función  de  Ackermann  son  suficiente¬ 
mente  pequeños  como  para  poder  ser  calculados ? 

1 1*  Compara  el  número  de  operaciones,  o  el  tiempo  de  proce¬ 
so,  necesario  para  hallar  los  números  de  Fibonacci  recur¬ 
sivamente  frente  al  necesario  para  calcularlos  de  modo 
iterativo. 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  UN  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


L  Proporciona  una  breve  explicación  de  los  tipos  de  métodos 
utilizados  para  intentar  demostrar  lo  que  se  conoce  ac¬ 
tualmente  como  conjetura  de  Goldbach. 

2.  Desenlie  las  conjeturas  que  se  han  formulado  acerca  dd  nú¬ 
mero  de  primos  gemelos  menores  o  iguales  que  un  número  ° 
real  r.  ¿Sobre  qué  supuestos  se  realizaron  estas  conjeturas? 


3.  Describe  alguna  de  las  cuestiones  abiertas  en  teoría  de 
números,  aparto  de  las  mencionadas  en  la  Sección  3.L 

4.  Explica  las  diferentes  formas  en  las  que  ha  sido  útil  la 
Encvciop'ediu  aflnteger  Seque  tu  es.  Describe  también  al¬ 
gunas  de  las  sucesiones  más  inusuales  que  aparecen  en 
c  s  t  a  ene  i  c  1  oped  i  a  y  c  ó  mi  >  a  pa  re  c  i  eron , 
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5.  Define  ta  sucesión  EKG,  recién  teniente  creada»  algunas  de 
sus  propiedades  y  algunas  cue  si  iones  abiertas  acerca  de  ella. 

6*  Explica  la  definición  de  número  trascendente.  Explica 
cómo  de  mostrar  que  tales  números  existen  y  cómo  se 
construyen.  ¿Qué  números  famosos  se  puede  demostrar 
que  son  trascendentes?  ¿Qué  números  famosos  no  se  sabe 
todavía  si  son  o  no  trascendentes? 

7,  Describe  los  orígenes  de  la  inducción  matemática.  ¿Quié¬ 
nes  fueron  los  primeros  en  usarla  y  en  qué  problemas  la 
aplicaron? 

X,  En  los  últimos  veinticino  años  se  han  tiernos  irado  algunos 
teoremas  importantes  basándose  en  cálculos  exhaustivos 
con  ordenador.  Discute  la  valide/  de  tales  demostraciones 
y  comenta  la  controversia  en  tomo  a  ías  demostraciones 
basadas  en  cálculos  con  ordenador. 


*L  Las  piezas  en  forma  de  L  que  se  han  considerado  en  los 
problemas  de  la  Sección  \3  son  ejemplos  de  fichas  de 
potiorninó  (una  variante  de  la  palabra  dominó)  presentadas 
por  Golomh  en  1954.  Describe  algunos  de  los  problemas  y 
resultados  en  relación  con  el  recubrimiento  de  tableros  de 
ajedrez  mediante  fichas  de  pofiominó, 

10.  Describe  cómo  se  usa  la  función  de  Ackermann  tamo  en 
teoría  de  funciones  recursivas  como  en  el  análisis  de  Ja 
complejidad  de  algoritmos  para  uniones  de  conjuntos. 

JE  Comenta  algunas  de  las  metodologías  utilizadas  para  ve 
rificar  programas  y  compáralas  con  los  métodos  de  Hoare 
descritos  en  la  Sección  3.6. 

12,  Explica  cómo  se  pueden  extender  las  ideas  y  conceptos  de 
la  verificación  de  programas  a  demostrar  que  un  sistema 
Operativo  es  seguro. 


Recuento 


La  combinatoria*  el  estudio  de  las  posibles  agrupaciones  de  objetos,  es  una  pane  importante 
de  la  matemática  discreta.  Su  estudio  sistemático  comenzó  en  el  siglo  xvn,  cuando  se 
plantearon  problemas  combinatorios  en  el  estudio  de  los  juegos  de  azar.  Contar  el  número 
de  objetos  que  verifican  cieñas  propiedades  es  una  parte  importante  de  la  combinatoria,  pues  se  ne¬ 
cesita  para  resolver  problemas  de  muy  diversos  tipos.  Por  ejemplo,  hay  que  contar  para  determinar 
la  complejidad  de  un  algoritmo.  También  hay  que  contar  para  determinar  si  hay  suficientes  nú¬ 
meros  de  teléfono  o  suficientes  direcciones  ÍP  para  satisfacer  la  demanda  de  los  mismos.  Además, 
las  técnicas  combinatorias  se  utilizan  constantemente  al  calcular  probabilidades  de  sucesos. 

Las  reglas  básicas  para  contar,  que  estudiaremos  en  la  Sección  4.1,  pueden  resolver  una  gran 
variedad  de  problemas.  Por  ejemplo,  podemos  usar  estas  reglas  para  determinar  la  cantidad  de  nú¬ 
meros  de  teléfono  en  un  país,  las  contraseñas  permitidas  en  un  sistema  informático  y  las  diferen¬ 
tes  posiciones  en  las  que  unos  corredores  pueden  acabar  una  carrera.  Otra  importante  herramien¬ 
ta  combinatoria  es  el  principio  del  palomar,  que  estudiaremos  en  la  Sección  4.2.  Éste  establece  que 
si  unos  objetos  se  colocan  en  cajas  y  hay  más  objetos  que  cajas,  entonces  hay  una  caja  que  con¬ 
tiene  al  menos  dos  objetos.  Por  ejemplo,  podemos  usar  este  principio  para  mostrar  que  en  un  con¬ 
junto  de  quince  o  más  estudiantes,  al  menos  tres  lian  nacido  en  el  mismo  día  de  ía  semana. 

Podemos  interpretar  muchos  problemas  combinatorios  en  términos  de  las  agrupaciones  or¬ 
denadas  o  desordenadas  de  los  elementos  de  un  conjunto.  Estas  agrupaciones,  llamadas  permuta¬ 
ciones  y  combinaciones,  aparecen  en  un  gran  número  de  problemas.  Por  ejemplo,  supongamos  que 
los  cien  finalistas  de  una  oposición  a  la  que  se  presentan  dos  mil  personas  son  invitados  a  un  ban¬ 
quete.  Podemos  enumerar  los  posibles  grupos  de  cien  personas  que  serán  invitados  y  también  las 
distintas  formas  en  que  pueden  otorgarse  los  diez  primeros  puestos. 

Otro  problema  combinatorio  es  la  generación  de  todas  las  posibles  agrupaciones  con  una  de¬ 
terminada  característica.  Esto  es  bastante  importante  en  simulación  computacional.  Desarrollare¬ 
mos  algoritmos  para  generar  agrupaciones  de  diferentes  tipos. 


1. 1  Fundamentos  de  combinatoria 


INTRODUCCIÓN 


Una  contraseña  de  un  sistema  informático  consiste  en  seis,  siete  u  ocho  caracteres.  Cada  uno  de  di¬ 
chos  caracteres  debe  ser  un  dígito  o  una  letra  del  Alfabeto.  Cada  contraseña  debe  contener  al  me¬ 
nos  un  dígito.  ¿Cuántas  posibles  contraseñas  exixpi?  f  in  esta  sección  introduciremos  las  técnicas 
necesarias  para  responder  a  esta  cuestión  y  a  una iim pita  variedad  de  problemas  combinatorios. 

Los  problemas  combinatorios  surgen  muy  a  mentido  en  matemáticas  y  en  informática.  Por 
ejemplo,  hemos  de  contar  los  resultados  favorables  de  un  experimento  y  todos  los  resultados  po¬ 
sibles  de  dicho  experimento  para  determinar  las  probabilidades  de  sucesos  discretos.  Necesitamos 
contar  el  número  de  operaciones  que  realiza  un  algoritmo  para  estudiar  su  complejidad. 

En  esta  sección  introduciremos  kis  técnicas  básicas  de  recuento.  Estos  métodos  son  básicos 
pora  casi  todas  las  técnicas  combinatorias. 
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2Kí)  Matemática  discreta  y  su*  aplicaciones 
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Ejemplos 
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EJEMPLO  i 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  i 
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EJEMPLOS 


PRINCIPIOS  BÁSICOS  DE  RECUENTO 

Presentaremos  dos  principios  básicos  de  combinatoria,  (a  regla  del  producto  y  la  réjala  de  la 
suma.  Mostraremos  cómo  pueden  ser  utilizados  para  resolver  muchos  problemas  combinatorios 
diferentes.  La  regla  del  produelo  se  aplica  cuando  una  tarea  se  compone  de  diferentes  panes. 


LA  REGLA  DEL  PRODUCTO  Supongamos  que  una  tarea  se  puede  dividir  en  dos  ta¬ 
reas  consecutivas.  Si  hay  n .  formas  de  realizar  la  primera  tarea  y  n2  formas  de  hacer  la  sc- 
gimda  tarea  después  de  que  la  primera  haya  sido  realizada,  entonces  hay  n{n,  formas  de  com¬ 
pletar  la  tarea. 


Los  ejemplos  1-9  muestran  cómo  usar  la  regla  dd  producto. 

Se  quiere  etiquetar  las  butacas  de  un  auditorio  con  una  letra  y  un  número  entero  positivo  menor  o 
igual  que  100,  ¿Cuál  es  el  máximo  número  de  butacas  a  las  que  se  puede  asignar  una  etiqueta  di¬ 
ferente? 

Solución:  El  proceso  de  etiquetar  una  butaca  consiste  en  dos  tareas:  asignarle  una  de  las  26  letras 
del  alfabeto  y  luego  asignarle  uno  de  los  100  posibles  números.  Según  la  regla  del  producto,  hay 
26  ■  100  =  2.600  formas  diferentes  tic  etiquetar  una  butaca.  Por  tanto,  d  máximo  número  de  bu¬ 
tacas  que  puede  haber  con  etiqueta  diferente  es  2.600.  M 

En  una  sala  hay  32  ordenadores.  Cada  ordenador  tiene  24  puertos,  ¿Cuántos  puertos  diferentes  hay 
en  la  sala? 

Solución:  La  tarea  de  elegir  un  puerto  se  puede  dividir  en  dos  tareas  consecutivas:  primero  se¬ 
leccionar  irn  ordenador  y  luego  seleccionar  un  puerto  de  dicho  ordenador.  Como  hay  32  posibles 
elecciones  de  ordenador  y  24  posibles  elecciones  de  puerto,  independientemente  del  ordenador  que 
se  baya  elegido,  la  regla  del  producto  dice  que  hay  32  *  24  =  768  puertos.  ^ 

A  menudo  se  utiliza  una  versión  ampliada  de  la  regla  del  producto.  Supongamos  que  una  ta¬ 
rea  requiere  realizar  sucesivamente  las  tareas  Tr  ... ,  T  .  Si  la  tarea  7  [Hiede  hacerse  de  n  for¬ 
mas  después  de  haber  realizado  las  tareas  Tr  T \,  ...  y  7  Jh  entonces  hay  n  ■  n ,  -  »■  ■  h  formas  de 
completar  la  tarea.  Esta  versión  de  la  regla  del  producto  puede  demostrarse  por  el  principio  de  in¬ 
ducción  matemática  a  partir  de  la  regla  del  producto  para  dos  tareas  (véase  el  Problema  56  al  l  ina! 
de  la  sección). 


¿Cuántas  cadenas  de  bits  diferentes  hay  con  longitud  7? 


Solución:  Cada  uno  de  los  7  hits  se  pueden  elegir  de  dos  formas,  pues  cada  bit  es  bien  0  o  bien  I . 
Por  tanto,  en  virtud  de  la  regla  del  producto-  hay  un  total  de  27  -  128  cadenas  de  bits  diferentes  con 
longitud  7.  < 


¿Cuántas  matrícu las  están  disponibles  sí  cada  una  contiene  una  serie  de  tres  letras  seguida  de  tfcs 
dígitos  (y  ninguna  secuencia  de  letras  está  prohibida  aunque  sea  malsonante)? 


Solución:  Hay  26  posibilidades  para  cada  una  de  las  tres  letras  y  diez  posibilidades  para  cada  uno 
de  los  tres  dígitos.  Por  tanto,  por  la  regla  del  producto  se  verifica  que  hay  un  total  de 
26  *  26  *  26  ■  10  *  10  *  10  -  17.576.000  placas  posibles.  4 


Funciones  ¿Cuántas  funciones  se  pueden  definir  de  un  conjunto  de  m  elementos  (dominio)  a 
otro  conjunto  de  n  elementos  (imagen)? 

* 

Solución:  Una  función  se  corresponde  con  la  elección  de  uno  de  los  n  elementos  del  conjunto  ima¬ 
gen  para  cada  uno  de  los  m  elementos  del  dominio.  Por  tanto,  por  la  regla  del  producto  hay 
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n  *  n  *  — ■  /í  =  nm  funciones  definidas  de  un  conjunto  de  m  elementos  a  otro  conjunto  de  n  ele¬ 
mentos*  Por  ejemplo*  hay  51  funciones  désete  un  conjunto  de  tres  elementos  en  otro  conjunto  de 
cinco  elementos,  *4 

EJEMPLO  6  Funciones  invectivas  ¿Cuántas  funciones  inyectivas  se  pueden  definir  desde  un  conjunto  de  m 
elementos  en  otro  conjunto  de  rt  elementos? 

Solución:  Observamos  que  si  rn  >  n  no  hay  ninguna  función  tnyectiva  desde  un  conjunto  de  m  ele¬ 
mentos  en  otro  conjunto  de  n  dentemos.  Consideramos  que  m  -  rt  Supongamos  que  £  ar  ....  ari 
son  los  elementos  de!  dominio,  I  lay  n  formas  posibles  de  elegir  la  imagen  de  a A!  ser  fa  función 
invectiva,  la  imagen  de  a,  puede  elegirse  entre  n  -  1  posibilidades  (pues  el  valor  elegido  para  la 
imagen  de  a  no  se  puede  utilizar).  En  general,  para  elegir  la  imagen  de  ak  tenemos  n  -  k  +  1  po¬ 
sibilidades.  Por  la  regla  del  producto,  hay  n(n  -  1)0?  -  2)  *»  (n  -  m  +  l )  funciones  invectivas  de  un 
conjunto  de  m  elementos  a  otro  conjunto  de  n  elementos.  Por  ejemplo,  hay  5*4-3  funciones  irt- 
yectivas  de  un  conjunto  de  tres  elementos  a  otro  conjunto  de  cinco  elementos.  4 

EJEMPLO  7  El  sistema  de  numeración  telefónica  El  formato  de  los  números  de  teléfono  en  Norteamérica 
se  determina  mediante  un  sistema  de  numeración.  Un  número  de  teléfono  tiene  diez  dígitos,  de 
forma  que  tres  dígitos  corresponden  al  código  de  área,  otros  tres  al  código  de  zona  y  cuatro  dígi- 
Kniatts  tos  al  código  del  terminal  Determinados  criterios  de  señalización  obligan  a  cieñas  restricciones 
para  algunos  de  estos  dígitos.  Para  especificar  el  formato  permitido,  consideramos  que  X  denota  un 
dígito  que  puede  tomar  cualquiera  de  los  valores  entre  0  y  9,  N  denota  un  dígito  que  puede  tomar 
cualquiera  de  los  valores  entre  2  y  9  e  Y  denota  un  dígito  que  debe  ser  0  o  L  Vamos  a  estudiar  dos 
sistemas  de  numeración,  a  los  que  denominaremos  sistema  viejo  y  sistema  nuevo.  (El  sistema  vie¬ 
jo,  en  uso  en  los  años  sesenta,  ha  sido  reemplazado  por  el  nuevo  sistema,  pero  el  rápido  crecí  - 
miento  de  la  demanda  de  nuevos  números  dejará  obsoleto  incluso  el  sistema  nuevo).  Como  vere¬ 
mos*  el  sistema  nuevo  permite  el  uso  de  más  números. 

En  el  sistema  viejo,  los  formatos  de  los  códigos  de  área,  zona  y  terminal  son  NYX,  NNX  y 
XXXX*  respectivamente,  por  lo  qtie  los  números  de  teléfono  tienen  la  forma  NYX-NNX-XXXX*  En 
el  nuevo  sistema,  los  formatos  de  estos  códigos  son  iVA%  NXX  y  XXXX,  respectivamente,  por  lo 
que  ahora  tos  números  de  teléfono  tienen  la  forma  NXX-NXX-XXXX.  ¿Cuántos  números  de  telé¬ 
fono  diferentes  son  posibles  con  cada  uno  de  los  sistemas? 

Solución:  Por  la  regla  del  producto,  hay  8  ■  2  ■  10=  1 60  códigos  de  área  con  formato  NYX  y 
8  ■  10  •  10  —  800  códigos  de  área  con  formato  ¡ VAX  Análogamente,  por  la  regía  del  producto,  hay 
8  -  8  -  10  =  640  códigos  de  zona  con  formato  NNX.  Asimismo,  la  regla  del  producto  muestra  que 
hay  10*  10  ■  10  ■  10  -  10.000  códigos  de  terminal  diferentes  con  formato  XXXX* 

Como  consecuencia,  aplicando  de  nuevo  la  regla  del  producto,  se  tiene  que  con  el  sistema 
viejo  hay 

160  ■  640  *  10.000=  L024.000.000 

posibles  números  de  teléfono  en  Norteamérica*  Bajo  el  sistema  nuevo  hay 
800  *  800  *  i  0.000  =  6.400,000,000  ?, 

posibles  números  de  teléfono.  <4 

EJEMPLOS  ¿Cuál  es  el  valor  de  k  después  de  ejecutar  el  siguiente  código? 


2$2  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Solución:  El  valor  inicial  de  k  es  cero.  Cada  vez  que  completamos  el  bucle  anidado  se  suma  1  a  A. 
Sea  /  ía  tarea  de  completar  el  Lésimo  bucle.  Entonces,  el  numero  de  veces  que  se  completa  el  bu 
ele  es  el  número  de  formas  de  realizar  las  tarcas  7",  l ..  ....  7'  .  El  numero  de  formas  de  llevar  a 

i  * 1  rn 

cabo  Tyj  -  1,  2.  ....  m .  es  n  ,  pues  el  y-ésimo  bucle  se  completa  una  vez  para  cada  entero  ¡  con 
I  <  i  <  n  .  Por  la  regla  del  producto,  se  deduce  que  el  bucle  anidado  se  recorre  n^n,  ■■■  nm  veces.  Por 
tanto,  el  valor  final  de  k  es  n.n .  —  n  . 

1  £  UT 

EJEMPLO  9  Subconjuntos  de  un  conjunto  Utiliza  la  regla  del  producto  para  demostrar  que  el  número  de 
subconjumos  diferentes  de  un  conjunto  S  es  2LS\ 

Solución:  Sea  5  tm  conjunto  finito.  I  lacemos  una  lista  de  los  elementos  de  S  con  un  orden  arbi¬ 
trario,  Recordemos  que  hay  una  correspondencia  invectiva  entre  los  subconjuntos  de  S  y  las  ca¬ 
denas  de  bits  de  longitud  ¡S|.  De  esta  forma,  un  subconjunto  de  S  se  asocia  con  la  cadena  de  bits 
con  un  I  en  la  posición  f-ésima  si  el  elemento  /-ésimo  de  la  lista  está  en  el  subeonjunio  y  un  ÍJ  en 
el  caso  contrario.  Por  la  regla  del  producto,  hay  2|VI  cadenas  de  bits  de  longitud  |ój.  Por  tanto, 
\P(S)  |=:2W  *  < 

La  regla  del  producto  también  se  puede  enunciaren  términos  de  conjuntos:  Si  Av  .4,, ....  A 
son  conjuntos  finitos,  entonces  el  número  de  elementos  del  producto  cartesiano  de  dichos  con¬ 
juntos  es  el  producto  del  número  de  elementos  de  cada  conjunto.  Para  relacionarlo  con  la  regla  del 
producto,  hay  que  observar  que  la  tarea  de  elegir  tm  demento  del  producto  cartesiano  x  ,4T  x  — 
x  A  consiste  en  decir  un  elemento  de  A  ,  un  elemento  de  ...  y  un  elemento  de  A  .  Por  la  reda 
del  producto,  se  tiene  que 

\A}xAix...xAJ  =  \Aí\-\A2\ . \AJ. 


A  continuación  enunciamos  la  regla  de  la  suma. 


LA  REGLA  DE  LA  SUMA  Si  tina  primera  tarea  se  puede  realizar  de  /?,  formas  y  una  se¬ 
gunda  tarea  se  puede  realizar  de  n,  formas,  y  si  las  dos  tarcas  son  incompatibles,  entonces 
hay  n  {  +  n2  formas  de  realizar  una  de  las  dos  tareas. 


F3  siguiente  ejemplo  ilustra  cómo  se  puede  utilizar  esta  regla. 

EJEMP1  O  10  Supongamos  que  para  elegir  un  representante  de  la  Facultad  de  Matemáticas  en  una  comisión  uni¬ 
versitaria  se  puede  escoger  bien  un  profesor  o  bien  un  estudiante  de  doctorado.  ¿De  cuántas  formas 
se  puede  escoger  el  representante  si  hay  37  profesores  y  83  estudiantes  de  doctorado  en  dicha  Fa¬ 
cultad? 

Solución ;  En  este  caso,  consideramos  como  primera  tarca  Sa  de  elegir  un  profesor  como  repre¬ 
sentante.  Esta  tarea  se  puede  hacer  de  37  formas  distimas.  La  segunda  tarea,  elegir  como  re¬ 
presentante  un  estudiante,  se  puede  realizar  de  83  maneras  distintas.  Por  tanto,  la  regla  de  la  suma 
nos  dice  que  hay  37  +  83  =  120  formas  posibles  de  escoger  el  representante  para  la  comisión.  ^ 

La  regla  de  la  suma  se  puede  extender  a  más  de  dos  tareas  de  la  siguiente  forma.  Supongamos 

que  las  tareas  Tr  1\ . Tm  se  pueden  hacer,  respectivamente,  de  nr  nr  .....  ntf(  maneras  distintas  y 

que  tenias  las  tareas  son  incompatibles  dos  a  dos.  Entonces,  hay  +  /i,  +  +  nm  maneras  distintas 

de  hacer  una  de  ellas.  Esta  versión  extendida  de  la  regla  de  la  suma  puede  ser  útil  en  problemas  de 
recuento,  como  muestran  los  siguientes  ejemplos  y  se  demuestra  a  partir  de  la  versión  para  dos  ta¬ 
reas  utilizando  el  principio  de  inducción.  (Véase  el  Problema  55  dei  final  de  esta  sección ). 

EJEMPLO  1 1  Un  estudiante  puede  elegir  un  proyecto  de  trabajo  de  entre  tres  listas.  Cada  una  de  las  listas  con¬ 
tiene,  respectivamente,  23.  15  y  19  propuestas  de  trabajo.  ¿Cuántos  posibles  proyectos  tiene  el  es¬ 
tudiante  para  elegir? 
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ejemplo  12 


EJEMPLO  13 


ejemplos 

adicionales 


Solución:  El  estudiante  puede  elegir  el  trabaja  de  23  formas  distintas  sí  lo  hace  de  la  primera  lis¬ 
ta,  de  15  formas  si  lo  hace  de  la  segunda  y  de  19  formas  si  ío  hace  de  la  tercera.  Por  tanto,  hay 
23  4  15  4*  19  -  57  proyectos  para  elegir.  ^ 

¿Cuál  es  el  valor  de  k  después  de  que  se  ejecute  el  siguiente  código? 


Solución:  El  valor  inicial  de  k  es  cero.  El  bloque  de  código  contiene  rn  bucles,  y  cada  vez  que  se 
ejecuta  uno  de  estos  bucles,  el  valor  de  k  aumenta  una  unidad.  Sea  7  la  tarca  de  ejecutar  el  í-ésimo 
bucle.  La  tarea  T.  se  realiza  en  n¡  ocasiones,  pues  el  bucle  ¡  ésimo  se  ejecuta  n  veces.  Como  nin¬ 
guna  de  estas  tareas  se  lleva  a  cabo  de  forma  simultánea,  la  regla  de  la  suma  asegura  que  el  valor 
final  de  A\  que  coincide  con  el  número  total  de  tareas  ejecutadas,  es  +  n,  4  ■■■  4  n  r  M 

La  regla  de  la  suma  se  puede  interpretar  en  términos  de  conjuntos  de  la  siguiente  forma:  si  Ar 
/L, A  son  conjuntos  disjuntos  dos  a  dos.  entonces  el  número  de  elementos  de  la  unión  de  estos 
conjuntos  es  i  a  suma  dd  número  de  dementas  de  cada  uno  de  ellos.  Para  relacionar  esta  formu¬ 
lación  con  nuestro  enunciado  de  la  regla  de  la  suma,  sea  T  la  tarea  de  escoger  un  elemento  del  con¬ 
junto  Ar  para  /  =  L  2,  ....  m.  Hay  \A  \  formas  distintas  de  realizar  í  r  Según  la  regla  de  la  suma, 
como  las  tareas  son  incompatibles  dos  a  dos  (pues  los  conjuntos  son  disjuntos  dos  a  dos),  el  nú¬ 
mero  de  formas  de  escoger  un  elemento  de  la  unión,  que  coincide  con  el  numero  de  elementos  de 
la  unión,  es 


ÍC  U  U  ...  U  ÁJ  =  |A,i  +  l/í,|  +  -  +  ¡AJ. 

Esta  igualdad  sólo  se  verifica  cuando  los  conjuntos  son  disjuntos  dos  a  dos.  La  situación  es  más 
complicada  cuando  algunos  de  los  conjuntos  tienen  elementos  comunes  y  será  tratada  brevemen¬ 
te  en  esta  misma  sección  y,  con  mayor  detalle,  en  el  Capítulo  6. 


PROBLEMAS  DE  RECUENTO  MÁS  COMPLICADOS 


Muchos  problemas  de  recuento  no  se  pueden  resolver  utilizando  sólo  el  principio  de  la  suma  o  el 
principio  del  producto.  Sin  embargo,  la  utilización  simultánea  de  ambos  principios  permite  re¬ 
solver  problemas  como  los  siguientes.  í 

En  una  versión  del  lenguaje  BASIC,  el  nombre  de  una  variable  es  una  cadena  de  uno  o  dos  ca¬ 
racteres  aífanuméricos,  y  las  letras  mayúsculas  y  minúsculas  no  se  distinguen.  (Un  carácter  alfa- 
numérico  es  bien  un  dígito,  bien  una  de  las  26  letras  dd  alfabeto  inglés).  Además,  un  nombre  de 
variable  debe  empezar  con  una  letra  y  debe  ser  diferente  de  las  cinco  cadenas  de  dos  caracteres  que 
están  reservadas  por  el  lenguaje.  ¿Cuántos  nombres  de  variables  distintos  hay  en  dicha  versión  del 
lenguaje  BASIC? 

Solución:  Sea  V  el  número  de  nombres  de  variables  disponibles.  Sea  Vj  el  número  de  variables 
compuestas  por  un  solo  carácter  y  Vj  el  número  de  variables  compuestas  por  dos  caracteres.  Según 
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EJEMPLO  14 


EJEMPLO  15 

Enlates 


el  principio  de  la  suma,  V  ~  Vt  +  donde,  además,  sabemos  que  V{  ~  26h  pues  una  variable  de 
un  solo  carácter  debe  ser  una  letra.  Según  la  regla  del  producto,  hay  26  ■  36  cadenas  de  dos  ca¬ 
racteres  que  comienzan  con  una  letra.  Sin  embargo,  cinco  de  ellas  están  excluidas  y.  por  tanto,  se 
tiene  que  l\  -  26  *  36  -  5  =  931 .  Se  sigue  que  hay  V  =  V.  +  l\  -  26  +  93 1  -  957  nombres  de  va¬ 
riable  diferentes  en  esta  versión  de  BASIC-  <4 

Cada  usuario  de  un  ordenador  tiene  una  contraseña,  con  una  longitud  de  entre  seis  y  ocho  carac¬ 
teres,  cada  uno  de  los  cuales  es  bien  un  dígito  o  bien  una  letra  mayúscula.  Cada  contraseña  debe 
contener  al  menos  un  dígito.  ¿Cuántas  contraseñas  distintas  admite  el  sistema? 

Solución :  Sea  P  el  numero  total  de  contraseñas  y  sean  Pu.  P7  y  Pr  respectivamente,  c!  numero  de 
contraseñas  de  longitud  6.  7  y  8.  Según  La  regla  de  la  suma,  P  -  Pf  +  P1  4  /L,  por  lo  que  sólo  nos 
resta  calcular  P  ,  P7  y  P  Determinar  P6  de  manera  directa  no  es  inmediato,  y  resulta  más  sencillo 
calcular  el  número  de  cadenas  de  longitud  6.  incluyendo  las  que  no  contienen  ningún  dígito,  y  res¬ 
tar  posteriormente  las  cadenas  no  válidas.  Según  la  regla  del  producto,  el  número  de  cadenas  de  6 
caracteres  es  36*  y  el  número  de  cadenas  sin  dígitos  es  26* ,  Por  tanto. 

P6  -  36*  -  26*  =  2.1 76.782.336  -  308.9 1 5.776  =  1 .867.866.560. 

De  forma  similar,  se  puede  demostrar  que 

P7  =  367  -  267  =  78.364,164096  8.031.810.176  =  70.332.353.920 


y 


Py - 36*-  26s  =  2.821 . 109.907.456  208.827.064.576  =  2.612.282.842.880. 

Por  tanto, 

P  =  P¿+  P1  +  P,  =  2.684.483.063.360,  < 

Recuento  de  direcciones  de  Internet  Lu  red  Internet  está  compuesta  de  redes  de  ordenadores  a 
su  vez  conectadas  entre  sí.  A  cada  ordenador  (de  forma  más  precisa,  a  cada  cerne  xión  a  la  red  de  un 
ordenador)  se  le  asigna  una  dirección  Internet.  En  La  versión  4  del  Protocolo  de  Internet  (!Pv4)t  ac¬ 
tualmente  en  uso.  una  dirección  es  una  cadena  de  32  bits.  Comienza  con  un  número  de  red[«ne- 
tid»)  que  es  seguido  por  un  número  de  servidor  {«hostid»),  que  identifica  al  ordenador  como 
miembro  de  una  red  en  particular. 

Se  utilizan  tres  formas  de  direcciones  con  una  cantidad  distinta  de  bits  para  netid  y  hostid. 
Las  direcciones  de  Clase  A,  que  se  utilizan  para  Las  grandes  redes,  se  componen  de  un  0  seguido 
por  un  netid  de  7  bits  y  un  hostid  de  24  bits.  Las  direcciones  de  Clase  R,  utilizadas  para  las  redes 
de  tamaño  medio,  se  componen  de  un  10  seguido  por  un  netid  de  14  bits  y  un  hostid  de  16  bits. 
Por  último,  las  direcciones  de  Clase  í  \  que  se  utilizan  para  las  redes  más  pequeñas,  están  for¬ 
madas  por  la  cadena  1 10  seguida  por  un  netid  de  21  bits  y  un  hostid  de  8  bits.  Hay  varias  res¬ 
tricciones  en  las  direcciones  motivadas  por  usos  especíales;  por  ejemplo.  1  I  I  11  í  I  no  está  dis¬ 
ponible  como  netid  de  una  dirección  de  Clase  A  y  tos  números  de  hostid  compuestos  únicamente 
por  ceros  o  únicamente  por  unos  no  están  disponibles  para  ningún  tipo  de  red.  Un  ordenador  co¬ 
nectado  a  la  red  tiene  una  dirección  de  uno  de  estos  tres  tipos.  (Además  de  las  direcciones  de  Cla¬ 
se  A,  B  y  C  existen  también  direcciones  de  Clase  D,  reservadas  para  e!  uso  en  mullid  ¡fusión, 
cuando  a  varios  ordenadores  se  les  asigna  una  misma  dirección  a  Ja  vez.  Estas  direcciones  están 
formadas  por  la  cadena  MIO  seguida  por  una  cadena  de  28  bits.  También  hay  direcciones  de  Cía 
se  K  reservadas  para  otros  usos  en  el  futuro,  que  están  formadas  por  la  cadena  I  1 1 10  seguida  de 
una  cadena  de  27  bits.  Las  direcciones  de  Clase  D  y  E  no  están  asignadas  como  direcciones  IP  de 
ningún  ordenador  conectado  a  la  red).  La  Figura  l  ilustra  el  sistema  de  asignación  de  direcciones 
IPv4.  (Las  limitaciones  en  el  número  tic  direcciones  de  Clase  A  y  de  Clase  B  han  obligado  a  que 
el  sistema  !Pv4  sea  reemplazado  por  el  !Pv6.  que  utiliza  direcciones  de  1 28  bits  para  resolver  el 
problema). 

¿Cuántas  direcciones  diferentes  hay  disponibles  para  ordenadores  conectados  a  internet  con 
el  sistema  IPv4? 


Recuento  2K5 


Números  dt  bit  0  12  3  4  ti  !  b  24  33 


O  ase  A 

0 

netid  bastid 

O  ase  R 

1 

0 

netid  bastid 

Clase  C 

l 

1 

0 

netid  i  hostid 

Clase  D 

1 

1 

1 

0 

Dirección  para  mu kidi fusión 

Clase  Li 

í 

1 

! 

1 

0  Dirección 

Figura  I.  Direcciones  de  Internet  (IPv4), 


Solución:  Sea  x  el  número  de  direcciones  disponibles  y  sean  xr  xB  y  v(  el  número  de  direcciones 
de  Clase  A,  de  Clase  B  y  de  Clase  C  respectivamente.  Según  el  principio  de  la  suma,  v  - 

~*4  +  xs  +  xc~ 

Para  calcular  vr  observamos  que  existen  27  1  =  127  netid  de  Clase  A  si  tenemos  en  cuenta 

que  la  cadena  M  I  1 1  ti  no  se  puede  utilizar  Para  cada  netid  hay  224  -  2  =  16.777.214  cadenas  de 
hostkh  teniendo  en  cuenta  que  la  cadena  formada  enteramente  por  ceros  y  la  formada  enteramen¬ 
te  por  unos  no  pueden  utilizarse.  Por  tanto,  xA  -  127  *  16.777.214  -  2. 130,706. 178. 

Para  calcular  xB  y  v  hay  que  tener  en  cuenta  que  existen  2N  -  16,384  netid  de  Clase  B  y 
22í  =  2,097. 1 52  netid  de  Clase  C  y  que  para  cada  netid  de  Clase  B  hay  21e'  -  2  -  65.534  hmtUL  en 
tanto  que  para  cada  netid  de  Clase  C  hay  2* -2  =  254  hastié,  pues  las  cadenas  formadas  por  bits 
iguales  están  también  prohibidas.  Por  tanto,  xfí  =  1 .073.709.056  y  a(  =  532,676.608. 

Podemos  concluir,  por  tan  Lo,  que  el  número  de  direcciones  de  Internet  disponibles  con  el  pro¬ 
tocolo  ÍPv4  es 

x  =  xA  +  Xlt  +  xc  =  2. 1 30.706. !  78  +  I ,073.709.056  +  532.676.608  =  3.737,091 .842.  < 


EL  PRINCIPIO  DE  IN(  LI  SIÓN-EX(  LESIÓN 


Cuando  dos  tareas  se  pueden  realizar  simultáneamente,  no  se  puede  utilizar  la  regla  de  la  suma 
para  contar  las  maneras  en  que  se  puede  realizar  una  de  las  dos  tareas,  pues  en  tal  caso  estamos 
contando  dos  veces  las  nucas  que  se  pueden  realizar  simultáneamente.  Por  ello,  para  contal  de  for¬ 
ma  correcta  las  maneras  de  realizar  una  de  las  dos  tareas,  se  suman  las  maneras  de  realizar  cada 
una  de  ellas  y  de  aquí  se  restan  las  formas  de  realizar  las  dos  tareas  simultáneamente,  Esta  técni¬ 
ca  se  conoce  como  el  principio  de  inclusión-exclusión.  El  siguiente  ejemplo  muestra  como  se 
puede  utilizar  este  principio  para  resolver  un  problema  de  recuento. 


EJEMPLO  16  ¿Cuántas  cadenas  de  hits  hay  que  tengan  longitud  ocho  y  que  bien  comiencen  con  un  I  o  bien  ter¬ 
minen  con  00? 


Ejemplos 
;s  di  ritma  le* 


Solución:  La  primera  tarea,  construir  una  cadena  de  ocho  bits  que  comience  con  un  L  se  puede 
hacer  de  2 7  =  128  formas  distintas.  Esto  es  una  consecuencia  de  la  regla  del  producto,  pues  el  pri¬ 
mer  bit  se  puede  elegir  de  una  sola  forma  y  cada  uno  de  los  siete  restantes  se  pueden  escoger  de 
dos  formas  distintas. 

Siguiendo  el  mismo  razonamiento,  se  tiene  que  la  tarea  de  construir  una  cadena  que  la  mine 
en  00  se  puede  hacer  de  T  -  64  formas  distintas. 

Las  dos  tareas  simultáneamente,  es  decir,  construir  una  cadena  que  comience  con  un  i  y  ter¬ 
mine  en  00,  se  pueden  hacer  de  25  =  32  formas.  De  nuevo  esto  es  una  consecuencia  de  la  regla  del 
producto,  pues  existen  5  bits  que  se  pueden  escoger  de  dos  formas  dislimas,  en  tanto  que  los  otros 
tres  están  prefijados.  Por  tanto,  el  número  de  cadenas  de  ocho  bits  que  bien  comienzan  por  un  I  o 
bien  terminan  por  00,  que  coincide  con  las  maneras  de  realizar  la  primera  o  la  segunda  taren,  es 
128  +  64-32=  160.  < 


Al  igual  que  la  regla  de  la  suma,  el  principio  de  inclusión-exclusión  puede  reformularse  en 
términos  de  conjuntos.  Sean  A,  y  A ,  dos  conjuntos  y  sean  í\  y  7  ,  las  tareas  de  escoger  un  elemento 
de  cada  uno  de  los  respectivos  conjuntos.  Existen  \A , |  formas  ele  realizar  / 1  y  |A,|  formas  de  rea- 
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lizar  Tr  La  cantidad  de  formas  de  realizar  7j  o  T2  es  la  suma  de  las  formas  de  realizar  cada  una  de 
ellas  menos  las  formas  de  realizar  las  dos  tareas  simultáneamente.  Como  hay  \A  (  U  A  |  maneras  de 
realizar  T}  o  77,  se  tiene  que 

Esta  es  la  fórmula  dada  en  la  Sección  1.7  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de  dos  con¬ 
juntos. 

El  principio  de  inclusión -exclusión  se  puede  generalizar  para  calcular  el  número  de  maneras 
de  hacer  una  tarea  de  entre  n  distintas  o,  de  forma  equivalente,  para  contar  el  número  de  elemen¬ 
tos  en  la  unión  de  n  conjuntos,  donde  n  es  un  entero  positivo.  Estudiaremos  el  principio  de  inclu¬ 
sión-exclusión  y  algunas  de  sus  importantes  aplicaciones  en  el  Capitulo  ó. 


Figura  2.  Cadenas  de 
cuatro  bits  sin  unos  con¬ 
secutivos. 


DIAGRAMAS  EN  ÁRBOL 


Algunos  problemas  de  recuento  se  pueden  resolver  utilizando  diagramas  en  árbol.  Un  árbol  está 
formado  por  una  raíz,  un  determinado  número  de  ramas  que  parten  de  la  raíz  y  quizá  por  otras  ra¬ 
mas  que  nacen  de  los  extremos  de  ramas  anteriores.  (Estudiaremos  los  árboles  con  detalle  en  el 
Capítulo  9).  Si  queremos  utilizar  los  árboles  para  contar,  utilizaremos  las  ramas  para  representar 
cada  posible  elección.  Los  resultados  posibles  están  represen  lados  por  las  hojas  del  árbol,  que  son 
los  extremos  de  las  ramas  de  los  que  no  parte  ninguna  otra  rama. 

Es  importante  observar  que  cuando  se  utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  resolver  un  problema 
de  recuento,  el  número  de  elecciones  necesarias  para  alcanzar  una  hoja  del  árbol  puede  variar  (véa¬ 
se  el  Ejemplo  1 8). 


EJEMPLO  17  ¿Cuántas  cadenas  de  bits  de  longitud  cuatro  no  tienen  dos  unos  consecutivos? 


Solución :  El  d i agram a  en  árbol  de  la  Fi gu ra  2  mué s t ra  todas  1  as  cadenas  de  c natío  bits  que  veri¬ 
fican  la  condición  requerida.  El  número  de  tales  cadenas  es  ocho.  M 


EJEMPLO  18  Una  eliminatoria  entre  dos  equipos  consiste  en,  a  lo  más.  cinco  partidos.  El  primer  equipo  que  gane 
tres  partidos  resulta  vencedor,  ¿Cuántos  posibles  desarrollos  de  la  eliminatoria  pueden  darse? 


Solución:  El  diagrama  en  árbol  de  la  Figura  3  muestra  todos  los  posibles  desarrollos  de  la  elimi¬ 
natoria  con  el  equipo  que  resulta  vencedor  etiquetando  la  hoja  correspondiente.  Por  tamo,  hay 
veinte  formas  distintas  de  que  transcurra  la  eliminatoria.  ^ 


El  equipo  ganador  T¡ 
aparecé  en  gris  *§ 


Partido  ! 


Punido  2 


Ponido  3 


Partido  4 


Partida  5 


Figura  3.  Eliminatoria  al  mejor  de  cinco  partidos. 


Requemo  2S7 


B  =  blanco,  R  =  rojo,  V  =  verde,  N  -  negro 


y  ¡  Jiii  r  a  4 .  Núm en  >  de  m ode  I  os  de  e arr  i  se  l  as . 


EJEMPLO  19  Supongamos  que  un  modelo  de  camiseta  se  fabrica  en  cinco  tullas  diferentes:  S,  M,  L,  XL  y  XXL 
Supongamos,  además,  que  cada  talla  se  fabrica  en  los  colores  blanco,  negro,  rojo  y  verde,  excep¬ 
to  ptira  la  talla  XXL.  que  sólo  se  fabrica  en  verde  y  negro.  ¿Cuántas  camisetas  diferentes  dehe  ha¬ 
ber  en  el  almacén  de  una  tienda  si  se  quiere  tener  disponible  una  de  cada  modelo? 

Solución:  El  diagrama  en  árbol  de  la  Figura  4  muestra  todos  las  combinaciones  de  talla  y  color  po¬ 
sibles.  que  suman  un  total  de  17.  ^ 


Problemas 


L  En  cieña  universidad  hay  18  estudiantes  Je  matemáticas 
y  325  de  informática, 

a)  ¿De  cuántas  maneras  se  pueden  escoger  dos  repre¬ 
sentan  íes.  de  forma  que  uno  de  ellos  sea  estudiante 
Je  matemáticas  y  el  otro  sea  estudiante  de  informá¬ 
tica? 

b)  ¿De  cu  antas  m  a ncrátó  se  pue  t I  e  escoge  r  im  re  \ )  re  se  n  - 
tante  que  sea  estudíame  de  matemáticas  o  informá¬ 
tica? 

2,  f  n  edificio  de  oficinas  tiene  27  pisos  y  cada  piso  tiene 
37  oficinas.  ¿Cuántas  oficinas  tiene  d  edificio? 

3,  \  n  cuestionario  se  compone  de  diez  preguntas,  cada 
una  de  las  cuajes  tiene  cuatro  posibles  respuestas. 

at  ¿De  cuántas  formas  puede  contestar  un  estudiante  al 
cuestionario  si  responde  a  todas  las  preguntas? 
b)  ¿De  cuántas  formas  puede  contestar  un  estudiante  ni 
cuestionario  si  puede  dejar  preguntas  sin  contestar? 

■L  Cierta  marca  de  camisetas  se  fabrica  en  12  colores  en 
tres  tallas  distinlíis  y  tiene  modelos  diferentes  para  hom¬ 
bre  y  mujer.  ¿Cuántos  modelos  distintos  de  camiseta  se 
fabrican? 

$.  I lay  seis  compañías  aéreas  distintas  que  vuelan  de  Ma¬ 
drid  a  Barcelona  y  siete  que  vuelan  de  Barcelona  a  Pa- 
ris.  ¿Cuántas  posibilidades  disi  ¡nías  existen  para  un  Ma¬ 
je  de  Madrid  a  París,  vía  Barcelona,  si  se  escoge  una 
compañía  para  cada  trayecto? 

Existen  cuatro  autopistas  entre  Boston  y  Detroit  y  seis 
entre  Detroit  y  Los  Ángeles.  ¿Cuántos  itinerarios  dis¬ 
tintos  hay  entre  Boston  y  Los  Ángeles  pasando  por  De¬ 
troit? 


7t  ¿C  uántas  cadenas  distintas  de  tres  letras  mayúsculas  se 
pueden  formar? 

K.  ¿Cuántas  cadenas  distintas  de  tres  letras  mayúsculas  se 
pueden  formar  si  se  requiere  que  las  tres  letras  sean 
distintas? 

9.  ¿Cuántas  cadenas  distintas  de  tres  letras  mayúsculas 
hay  que  empiecen  por  ,4? 

10.  ¿Cuántas  cadenas  distintas  de  ocho  bits  existen? 

1¡,  ¿Cuántas  cadenas  de  diez  biís  empiezan  y  terminan 
c  on  l? 

12.  ¿Cuántas  cadenas  de  bits  hay  de  longitud  seis  o 
menor? 

13.  ¿Cuántas  cadenas  de  n  bús.  donde  n  es  un  entero  posi¬ 
tivo.  están  compuestas  enteramente  por  unos? 

14.  ¿Cuántas  cadenas  de  n  bús.  donde  n  es  un  entero  posi¬ 
tivo.  comienzan  y  terminan  ton  I  ? 

15.  ¿Cuántas  cadenas  de  letras  minúsculas  existen  de  lon¬ 
gitud  cuatro  o  menor? 

16.  ¿Cuántas  cadenas  de  cuatro  letras  minúsculas  hay  que 
contengan  la  letra  .v? 

17.  ¿Cuántas  cadenas  de  cinco  caracteres  ASCII  contienen 
d  carácter  (a>  al  menos  una  vez?  i  Hay  128  caracteres 
ASCII), 

t>¿.  De  los  enteros  menores  que  I  000, 
ut  ¿Cuántos  son  div isihles  por  7? 
b)  ¿Cuántos  son  divisibles  por  7.  pero  no  por  I  í? 

C)  ¿Cuántos  son  divisibles  por  7  y  por  I  I  ? 


2&S  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


d  i  ¿Cuántos  son  divisibles  por  7  o  por  i  1  ? 
el  ¿Cuántos  son  divisibles  bien  por  7  o  bien  por  !  I* 
pero  m>  por  ambos? 

!')  ¿Cuántos  no  son  divisibles  ni  por  7  ni  por  1 1? 

g)  ¿Cuántos  tienen  dígitos  distintos? 

h)  ¿Cuántos  tienen  dígitos  distintos  y  son  pares? 

I4).  De  tos  enteros  entre  100  y  999,  ambos  inclusive, 

a  \  ¿C i 1  án  tos  son  divisibles  por  7  ? 

b )  ¿C  li  án  t  os  son  i  ñipares  ? 

ct  ¿Cuántos  tienen  los  tres  dígitos  iguales? 

d)  ¿Cuántos  no  son  divisibles  por  4? 

e)  ¿Cuántos  son  divisibles  pur  3  o  por  4? 

0  ¿Cuántos  bien  no  son  divisibles  por  3  o  bien  no  son 
divisibles  por  4? 

g)  ¿Cuántos  son  divisibles  por  3*  pero  no  son  divisibles 
por  4? 

h)  ¿Cuántos  son  divisibles  por  3  y  por  4? 

20,  De  los  enteros  entre  1 1)00  y  9*999,  ambos  inclusive, 

a )  ¿ Cuá utos  son  di  vis  i  ble  s  pt  ir  9? 

b)  ¿Cuántos  son  pares? 

e)  ¿Cuántos  no  tienen  ningtín  dígito  repetido? 
d)  ¿Cuántos  no  son  divisibles  por  37 

e  l  ¿Cuántos  son  divisibles  por  5  o  por  77 

f)  ¿Cuántos  bien  no  son  divisibles  por  5  o  bien  no  son 
divisibles  por  77 

g)  ¿Cuántos  son  divisibles  por  5.  pero  no  por  7? 
hl  ¿Cuántos  son  divisibles  por  5  y  por  7? 

2  1  *  I Te  entre  las  cadenas  de  tres  dígitos  decimales* 

u)  ¿Cuántas  no  contienen  el  mismo  dígito  tres  veces? 
b)  ¿Cuántas  comienzan  con  un  dígito  impar? 
t4  ¿Cuántas  contienen  exactamente  tíos  cuatros? 

22*  De  entre  las  cadenas  de  cuatro  dígitos  decimales* 

a)  ¿Cuántas  no  contienen  ningún  dígito  repetido? 

h)  ¿Cuántas  terminan  con  un  dígito  par? 

C )  ¿C  u  á  n  t  as  con  t  i  en e  n  e  x  ae  t  a  m  e  n  te  t  re  s  míe  ves  ? 

23,  Una  comisión  se  compone  de  bien  del  delegado  pro 
inda!  o  bien  de  un  diputado  como  representante  de 
cada  una  de  las  52  provincias  españolas,  ¿De  cuántas 
maneras  se  puede  formar  la  comisión? 

24-  ¿Cuántas  matrículas  se  pueden  formar  utilizando  bien 
tres  dígitos  seguidos  de  tres  letras  mayúsculas  o  bien 
tres  letras  mayúsculas  seguidas  de  tres  dígitos? 

25*  ¿Cuántas  matrículas  se  pueden  formar  utilizando  bien 
dos  letras  mayúsculas  seguidas  de  cuatro  dígitos  o  bien 
dos  dígitos  seguidos  de  cuatro  letras  mayúsculas? 

26,  ¿Cuántas  matrículas  se  pueden  formar  utilizando  bien 
tres  letras  mayúsculas  seguidas  de  Ires  dígitos  o  bien 
cuatro  letras  mayúsculas  seguidas  de  dos  dígitos? 

27*  ¿C  u antas  matrículas  se  pueden  formar  utilizando  dos  o 
tres  letras  mayúsculas  seguidas  de  dos  o  tres  dígitos? 


2 H*  De  entre  un  alfabeto  de  26  letras  mayúsculas  y  26  ñu 
ñúscalas,  ¿cuántas  cadenas  de  ocho  caracteres  existen 

a)  si  las  letras  se  pueden  repetir? 

b)  si  ninguna  letra  se  puede  repetir? 

C)  que  empiecen  por  X  si  las  leí  ras  se  pueden  repetir? 
ú)  que  empiecen  por  X  sí  ninguna  letra  se  puede  repe¬ 
tir? 

e)  que  empiecen  y  terminen  por  X  m  las  letras  se  pue 
den  repetir? 

fl  que  empiecen  con  la  cadena  BO  si  las  letras  se  pue 
den  repetir? 

g}  que  empiecen  y  terminen  con  la  cadena  BO  si  las  le¬ 
tras  se  pueden  repetir? 

hf  que  empiecen  o  terminen  con  la  cadena  BO  si  las  le¬ 
tras  se  pueden  repetir? 

29-  De  entre  un  alfabeto  de  26  letras  mayúsculas  y  26  mi 
n úsenlas,  ¿cuántas  cadenas  de  ocho  caracteres  existen 

a}  que  no  contengan  vocales  si  las  letras  se  pueden  re 
peí  ir? 

b  1  que  no  contengan  vocales  si  las  letras  no  se  pueden 
repetir? 

c )  que  comiencen  con  una  vocal  sí  las  letras  se  pueden 
repetir? 

d)  que  comiencen  con  una  vocal  si  las  letras  no  se  pue 
den  repetir? 

e)  que  contengan  al  menos  una  vocal  si  las  letras  se 
pueden  repetir? 

fl  que  contengan  exactamente  una  vocal  si  las  letras  se 
pueden  repetir? 

g)  que  comiencen  por  \  y  contengan  al  menos  una 
vocal  si  bu»  letras  se  pueden  repetir? 

h)  que  comiencen  y  termínen  por  X  y  contengan  al 
menos  una  vocal  si  las  letras  se  pueden  repetir? 

30*  ¿Cuántas  funciones  hay  entre  un  conjuntó  de  10  ele¬ 
mentos  y  otro  conjunto  que  tenga  2  elementos?  ¿Y  si  el 
segundo  conjunto  tiene  3  elementos?  ¿Y  si  tiene  4?  ¿Y 
si  tiene  5? 

3U  ¿Cuántas  funciones  inyectivas  hay  entre  un  conjunto 
con  5  elementos  y  otro  conjunto  que  tenga  4  cíeme  ti¬ 
los?  ¿Y  si  el  segundo  conjunto  tiene  5  elementos?  t  \  4 
tiene  6?  ¿Y  si  riene  7? 

32*  ¿Cuántas  funciones  hay  entre  el  conjunto  (  1,  2.  /í|- 

donde  n  es  un  entero  positivo,  y  el  conjunto  {0*  I  |? 

33,  ¿Cuántas  funciones  hay  cutre  el  conjunto  j  1*2 . rtf. 

donde  n  es  un  entero  positivo,  y  d  conjunto  { 0T  1  [ 

a )  qu e  sean  í n y ec t i v as? 

b)  que  asignen  el  0  tanto  a  l  como  a  fl? 

C)  que  asignen  el  1  a  exactamente  uno  de  los  enteros 
positivos  menores  que  a? 

34*  ¿Cuántas  funciones  parciales  (v  canse  los  problemas  de  la 
Sección  I  *8)  hay  entre  un  conjunto  con  cinco  elementos 
y  otro  que  tenga  el  siguiente  número  de  elementos? 

a)  I  b)  2  c)  5  dj  9 
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35,  ¿Cuántas  funciones  parciales  (véanse  los  problemas  de 
la  Sección  I .8)  hay  entre  leu  conjunto  con  m  elementos 
y  otro  con  n  elementos,  donde  m  y  n  son  enteros  positi¬ 
vos? 

Jó.  ¿Cuántos  subconjunlos  de  un  conjunto  de  100  elemen¬ 
tos  tienen  más  de  un  elemento? 

37*  Un  palíndromo  es  una  cadena  que  se  lee  igual  de  dere¬ 
cha  a  izquierda  que  de  izquierda  a  derecha,  ¿Cuántas  ca¬ 
denas  de  n  caracteres  son  palíndromos? 

38*  ¿De  cuántas  maneras  puede  un  fotógrafo  de  boda  orde¬ 
nar  un  grupo  de  ó  personas  escogidas  de  entre  10,  don¬ 
de  los  novios  están  entre  estas  10  personas,  si 

u)  la  novia  debe  salir  en  la  foto? 

b)  tanto  el  novio  como  la  novia  deben  salir  en  la  foto? 

e)  bien  el  novio  o  bien  la  novia  salen  en  la  foto? 

39.  ¿De  cuántas  maneras  puede  un  fotógrafo  de  boda  orde¬ 
nar  un  grupo  de  6  personas  si 

a)  los  novios  deben  salir  juntos  en  la  foto? 

b)  los  novios  no  pueden  salir  juntos  en  la  foto? 

c)  la  novia  debe  salir  en  algún  puesto  a  la  izquierda  del 
novio? 

4(1*  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  bits  comienzan  con  00  o  bien 
terminan  con  í  1 1  ? 

41,  ¿Cuántas  cadenas  de  diez  bits  comienzan  con  000  o 
bien  terminan  con  00? 

*42  ¿Cuántas  cadenas  de  diez  bits  contienen  bien  la  cadena 
00000  o  bien  la  cadena  11111? 

**43,  ¿Cuántas  cadenas  de  ocho  bits  contienen  bien  la  cadena 
000  o  bien  la  cadena  lili  7 

44.  En  un  grupo  de  matemática  discreta,  todos  los  estu¬ 
diantes  son  bien  estudiantes  de  matemáticas,  bien  de 
informática  o  bien  de  una  titulación  conjunta  en  mate¬ 
máticas  e  informática.  ¿Cuántos  estudiantes  forman  el 
grupo  si  hay  38  estudiantes  de  informática  (incluyendo 
los  de  la  titulación  conjunta),  27  de  matemáticas  (inclu¬ 
yendo  íos  de  La  titulación  conjunta)  y  7  estudiantes  de  la 
titulación  conjunta? 

¿Cuántos  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  100 
son  divisibles  bien  por  4  o  bien  por  6? 

46*  H  nombre  de  tina  variable  en  el  lenguaje  C  es  una  ca¬ 
dena  que  puede  contener  letras  mayúsculas  y  minús¬ 
culas,  dígitos  y  guiones  bajos.  Además,  el  primer  ca¬ 
rácter  de  la  cadena  debe  ser  una  letra  (mayúscula  o 
minúscula)  o  un  guión  bajo.  Si  el  nombre  de  la  variable 
está  determinado  por  los  ocho  primeros  caracteres, 
¿cuántos  nombres  distintos  de  variables  admite  el  len¬ 
guaje  C?  (Ten  en  cuenta  que  el  nombre  de  una  variable 
puede  tenér  menos:  de  ocho  caracteres). 


47.  Supongamos  que  en  un  futuro  a  todos  los  teléfonos 
de!  mundo  se  les  asigna  un  numero  de  acuerdo  con  el 
siguiente  esquema:  el  código  ác  país  es  un  número  de 
L  2  o  3  dígitos,  es  decir,  de  la  forma  X.  XX  o  XXX,  se¬ 
guido  de  un  número  de  10  dígitos  de  la  forma  XXX- 
XXX-XXXX  (de  manera  análoga  a  la  descrita  en  el 
Ejemplo  7),  ¿Cuántos  números  de  teléfono  distintos 
admite  este  sistema  de  asignación  de  números  de  tele¬ 
fono? 

48*  Utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  calcular  el  número  de 
cadenas  de  bits  de  longitud  cuatro  que  no  contienen  la 
cadena  000* 

49.  ¿De  cuántas  maneras  se  pueden  ordenar  las  letras  a,  h,  c 
y  d  de  forma  que  la  letra  a  no  vaya  seguida  inmediata¬ 
mente  por  la  bl 

50.  Utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  calcular  d  numero  de 
desarrollos  posibles  de  una  eliminatoria  al  mejor  de  7 
partidos  en  la  que  el  primer  equipo  que  gane  4  partidos 
vence  la  eliminatoria. 

51*  Utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  contar  el  número  de 
su  be  un  juntos  de  |3,  7,  9,  11.  24}  tales  que  la  suma  de 
sus  elementos  es  menor  que  28. 

52.  Supongamos  que  una  tienda  vende  seis  variedades  de  re 
fresco:  de  cola,  naranja,  limón,  manzana,  tontea  y  ga¬ 
seosa. 

a)  Utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  calcular  el  núme¬ 
ro  de  botellas  que  la  tienda  debe  almacenar  para  te¬ 
ner  todos  los  tipos  disponibles  si  todos  los  sabores 
se  envasan  en  botellas  de  20  el,  todas  menos  el 
refresco  de  limón  están  disponibles  en  botellas  de 
33  el,  sólo  el  refresco  de  cola  y  el  de  naranja  se  en¬ 
vasan  en  botellas  de  I  litro  y  todos  menos  el  refres¬ 
co  de  limón  y  el  de  naranja  están  disponibles  en  bo¬ 
tellas  de  2  litros. 

b)  Responde  al  apartado  anterior  utilizando  reglas  de 
recuento. 

53.  Supongamos  que  un  modelo  de  zapatilla  de  deportes 
muy  popular  está  fabricada  con  hormas  distintas  para 
hombre  y  mujer.  Las  zapatillas  para  mujer  se  fabrican 
en  las  tallas  ó,  7,  8  y  9  y  las  zapatillas  para  hombre  en 
las  8,  9,  3íl  1 1  y  12,  Las  zapatillas  para  hombre  se  fa¬ 
brican  en  color  blanco  y  en  color  negro,  en  tanto  que  el 
modelo  para  mujer  se  fabrica  también  en  color  rojo* 

a)  Utiliza  un  diagrama  en  árbol  para  determinar  el  nu¬ 
mero  de  pares  de  zapatillas  que  debe  tener  tina  lien- 
da  en  el  almacén  si  quiere  disponer  de  un  par  de 
cada  modelo,  talla  y  color* 

b)  Responde  al  apartado  anterior  utilizando  reglas  de 
recuento. 

*54.  Utiliza  la  regla  del  producto  para  demostrar  que  hay 
22  labias  de  verdad  distintas  para  d  conjunto  de  propo¬ 
siciones  con  n  variables* 
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55.  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  demostrar  ía  regla 
de  la  suma  para  m  tareas  a  partir  de  la  regla  de  ía  suma 
para  dos  tareas. 

56.  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  demostrar  la  regla 
del  producto  para  m  tareas  a  partir  de  la  regla  de  i  pro¬ 
ducto  para  dos  tarcas. 

57.  ¿Cuántas  diagonales  tiene  un  polígono  convexo  de  n 
lados?  (Un  polígono  es  convexo  si  el  segmento  entre 
dos  puntos  cualesquiera  del  interior  o  la  frontera  del 
polígono  está  contenido  en  el  polígono). 

58.  Los  datos  se  transmiten  en  Internet  en  bloques  de  bits, 
llamados  dafagramas,  Cada  bloque  contiene  una  cabe¬ 
cera  de  información  organizada  en  un  máximo  de  14 
campos  distintos  (en  los  que  .se  especifican,  por  ejemplo, 
las  direcciones  de  origen  y  destino  del  mensaje)  y  un 
campo  que  contiene  la  parte  del  mensaje  que  se  trans¬ 
mite  con  dicho  bloque.  Uno  de  los  Í4  campos  de  cabe¬ 
cera  es  el  campo  de  longitud,  que  denotaremos  HLEN. 
que  consiste  en  una  cadena  de  4  hits  donde  se  da  la  lon¬ 
gitud  total  de  ía  cabecera  en  términos  de  bloques  de  32 


bits.  Por  ejemplo,  si  I ILEN  =  011 0,  la  cabecera  contiene 
6  bloques  de  32  bits.  Otro  de  los  1 4  campos  de  cabecera 
es  un  campo  donde  se  almacena  la  longitud  total  en 
bits  del  datagrama,  que  denotaremos  LTOTAL.  La  lon¬ 
gitud  del  campo  de  datos  es  la  longitud  total  del  data- 
grama  menos  la  longitud  de  la  cabecera, 

a)  El  valor  máximo  de  LTOTAL  (que  es  una  cadena 
de  16  bits)  determina  la  longitud  máxima  en  octetos 
(bloques  de  8  bits)  de  un  datagrama  de  Internet. 
¿Cuál  es  este  valor? 

b)  El  valor  máximo  de  HLEN  (que  es  una  cadena  de  4 
bits)  determina  la  longitud  máxima  de  la  cabecera 
medida  en  bloques  de  32  bits.  ¿Cuál  es  su  valor? 
¿Cuál  es  el  tamaño  máximo  de  la  cabecera  medido 
en  octetos? 

c)  La  longitud  mínima  (y  más  usual)  de  una  cabecera 
es  20  octetos.  ¿Cuál  es  la  longitud  total  máxima  en 
octetos  del  área  de  datos  de  un  datagrama  de  Inter¬ 
net? 

d)  ¿Cuántas  cadenas  de  octetos  pueden  transmitirse  en 
el  área  de  datos  si  la  cabecera  contiene  20  octetos  y 
la  longitud  total  es  la  mayor  posible? 


4.2  Principios  del  palomar 


INTRODUCCIÓN 


Supongamos  que  un  grupo  de  palomas  se  dispone  a  anidar.  El  principio  del  palomar  asegura  que 
f ntort*  si  hay  más  palomas  que  nidos,  debe  haber  algún  nido  con  al  menos  dos  palomas  (véase  la  Figu¬ 
ra  l).  Por  supuesto,  este  princ  ipio  se  aplica  a  otros  objetos  además  de  a  palomas  y  nidos. 

TEOREMA  1  EL  PRINCIPIO  DEL  PALOMAR  Si  k  +  \  o  más  objetos  se  colocan  en  k  cajas,  existe  al 
menos  una  caja  que  contiene  dos  o  más  objetos. 


Demostración:  Supongamos  que  ninguna  de  las  cajas  con  tiene  más  de  un  objeto.  En  tal  caso,  el 
numero  total  de  objetos  es  como  máximo  k+  I,  ¡o  que  contradice  el  hecho  de  que  hay  al  menos 
k  +■  l  objetos,  i  <f 

El  principio  del  palomar  también  se  conoce  como  principio  de  Dirichlet,  en  honor  del  ma¬ 
temático  alemán  del  sigo  xix  del  mismo  nombre,  que  utilizó  este  principio  en  su  trabajo  en  nu¬ 
merosas  ocasiones.  Los  siguientes  ejemplos  muestran  cómo  se  puede  utilizar  este  principio. 


EJEMPLO  1 


Enlaces 


En  un  grupo  de  367  personas  debe  haber  al  menos  dos  que  cumplan  años  el  mismo  día,  ya  que  hay 
sólo  366  posibles  fechas  de  cumpleaños.  < 


G .  L  E  J  E  U  N  E  D I R  K  ’  H  L  ET  ( 1 15  - 1 859 )  G .  Lcjeu  ne  D  i  ri  ch  le  t  n  ac  i  6  en  una  ía  m  i  1  i  a  francesa  q  u  c  v  i  v  ía  c  e  re  a  d  e  Co  I  o* 
nía.  Alemania.  Estudió  en  la  Universidad  de  París  y  trabajó  como  profesor  en  tas  universidades  de  Prestan  y  Berlín.  Hn 
1855  fue  elegido  para  suceder  a  Gauss  en  la  Universidad  de  G  o  tinga.  Se  dice  qne  Dirichlet  fue  la  primera  persona  que  en¬ 
tendió  las  Disquisirione.s  Arhhmeúcaet  que  aparecieron  veinte  años  antes.  También  se  dice  que  Elevaba  consigo  un  ejem¬ 
plar  del  libro  constantemente,  incluso  cuando  viajaba.  Dirichlet  hizo  importantes  descubrimientos  en  leona  de  números,  in¬ 
cluyendo  el  teorema  que  asegura  que  existen  infinitos  mímenos  primos  en  las  progresiones  aritméticas  de  la  forma  an  +  k 
donde  a  y  b  son  primos  relativos.  También  demostró  el  caso  n  -  5  del  Teorema  de  Fermat,  que  afirma  que  no  hay  solu¬ 
ciones  enteras  no  triviales  de  Ea  ecuación  .U  +  v*  -  A  Dirichlet  también  hizo  importantes  contribuciones  al  análisis. 


TV'-AV-'r--'  ;/->  -ni'UfeVr'-??;  .  <;■  >■ 
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EJEMPLO  2  En  cualquier  grupo  de  28  palabras  del  idioma  español  debe  haber  ai  menos  dos  que  comiencen  por 
la  misma  letra,  ya  que  hay  27  letras  en  el  alfabeto,  <g 

EJEMPLO  3  ¿Cuántos  estudiantes  debe  haber  en  una  clase  para  garantizar  que  al  menos  dos  cstudianies  reciben 
la  misma  nota  en  el  examen,  suponiendo  que  el  examen  se  califica  en  una  escala  de  0  a  100  puntos? 


Figura  L  Hay  más  palomas  que  nidos. 


Solución:  Hay  101  posibles  puntuaciones  eri  el  examen.  Por  tanto,  el  principio  del  palomar  asegura 
que  si  en  la  clase  hay  102  estudiantes,  al  menos  dos  de  ellos  reciben  la  misma  calificación, 

F!  principio  del  palomares  una  herramienta  útil  en  muchas  demostraciones,  incluyendo  al¬ 
gunas  de  resultados  sorprendentes,  como  el  del  siguiente  ejemplo. 

EJEMPLO  4  Demuestra  que  todo  número  entero  n  tiene  un  múltiplo  cuya  expresión  decimal  está  compuesta  de 
ceros  y  unos, 

aditSniks  Solución:  Sea  n  un  entero  positivo.  Considérense  los  n  números  enteros  1,  II,  111 .  11-1 

(donde  el  último  entero  de  la  lista  tiene  n  +  I  cifras  en  su  expresión  decimal  ).  Obsérvese  que  sólo 
hay  n  posibles  restos  diferentes  al  dividir  un  número  entre  n.  Como  en  la  lista  hay  n  +  1  números, 
el  principio  del  palomar  asegura  que  hay  al  menos  dos  de  ellos  para  los  que  el  resto  es  igual.  La  di¬ 
ferencia  entre  estos  dos  números  es  un  múltiplo  de  n  cuya  expresión  decimal  está  compuesta  de  ce¬ 
ros  y  unos, 


EL  PRINCIPIO  DEL  PALOMAR  GENERALIZADO 


El  principio  del  palomar  afirma  que  debe  haber  al  menos  dos  objetos  en  la  misma  caja  cuando  hay 
más  objetos  que  cajas.  Sin  embargo,  se  puede  asegurar  algo  más  cuando  el  número  de  objetos  es 
mayor  que  un  múltiplo  del  número  de  cajas.  Por  ejemplo,  en  cualquier  con  junto  de  2 1  dígitos,  debe 
haber  alguno  repetido  en  tres  ocasiones,  Esto  sucede  porque  hay  21  objetos  que  se  distribuyen  en 
10  cajas  y,  por  tanto,  alguna  caja  debe  contener  más  de  2  objetos. 


TEOREMA  2  EL  PRINCIPIO  DEL  PALOMAR  GENERALIZADO  Si  se  colocan  N  objetos  en  k  ca¬ 
jas,  existe  al  menos  una  caja  que  contiene  al  menos  ÓV/G  objetos. 


Demostración:  Supongamos  que  ninguna  de  tas  cajas  contiene  más  de  I  Nffó]  -I  objetos.  Entonces, 
el  número  total  de  objetos  es  a  lo  más 
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EJEMPLO  5 

EJEMPLO  6 

E|entp1<is 

adkkmales 

EJEMPLO  7 


EJEMPLOS 


donde  se  ha  utilizado  la  desigualdad  r.V/A:l  <  iN/k)  +  L  Esto  contradice  el  hecho  de  que  hay  en  to¬ 
tal  -V  objetos* 

En  muchos  problemas  se  pregunta  por  el  mínimo  número  de  objetos  tal  que  al  menos  r  de 
ellos  deban  estar  en  una  de  las  k  cajas  cuando  dichos  objetos  son  distribuidos  entre  las  cajas.  Cuan¬ 
do  hay  N  objetos,  el  principio  del  palomar  generalizado  nos  dice  que  debe  haber  al  menos  r  obje¬ 
tos  en  alguna  caja  si  [N/k]  >  r.  El  menor  entero  N  tul  que  N/k  >  r  -  l .  es  decir,  N  =  k(r  —  1 )  +  1,  es 
el  menor  entero  que  satisface  la  desigualdad  [N/k  1  >  r.  ¿Podría  ser  suficiente  un  valor  menor  de  ,V? 
La  respuesta  es  que  no,  porque  si  se  tienen  k(r  -  I ,)  objetos,  se  pueden  poner  r-  I  en  cada  una  de 
las  k  cajas  y  ninguna  de  las  cajas  tendría  r  o  más  objetos. 

Cuando  aparecen  problemas  de  este  estilo,  puede  ser  útil  considerar  cómo  evitar  tener  r  ob¬ 
jetos  en  tina  de  las  cajas  al  ir  añadiendo  objetos  de  forma  sucesiva.  Para  evitar  añadir  el  objeto 
r-ésimu  a  ninguna  de  las  cajas,  se  concluye  con  r-  1  objetos  en  cada  caja.  No  es  posible  añadir 
ningún  objeto  utas  sin  que  sea  el  r-ésimo  pitra  la  caja. 

Los  ejemplos  riel  5  al  8  ilustran  cómo  se  puede  aplicar  el  principio  del  palomar  generalizado. 

En  un  grupo  de  100  personas  siempre  hay  al  menos  T 100/121  -  9  que  nacieron  en  el  mismo 
mes.  ^ 

¿Cuál  es  el  numero  mínimo  de  estudiantes  que  debe  haber  en  una  dase  para  estar  seguro  de  que  al 
menos  seis  reciben  la  misma  calificación,  si  las  calificaciones  posibles  son  Suspenso,  Aprobado, 
Notable.  Sobresaliente  y  Matrícula  de  Honor? 

Solución:  El  número  mínimo  de  estudiantes  necesarios  para  asegurar  que  al  menos  seis  reciben  la 
misma  calificación  es  el  menor  entero  A  tal  que  I7V/51  -  6,  que  resulta  ser  N  —  5*5+1=  26.  Si  hay 
sólo  25  estudiantes,  es  posible  que  cada  una  de  las  cinco  calificaciones  sea  asignada  a  anco  estu¬ 
diantes,  de  forma  que  no  huya  seis  que  reciban  la  misma.  Por  tanto,  26  es  el  número  mínimo  de  es¬ 
tudiantes  para  asegurar  que  al  menos  seis  reciben  la  misma  calificación.  < 

a)  ¿Cuántas  cartas  se  deben  sacar  de  una  baraja  de  52  para  garantizar  que  al  menos  tres  son  del 
mismo  palo? 

b)  ¿Cuántas  cartas  se  deben  sacar  para  garantizar  que  hay  al  menos  tres  oros? 

Solución  : 

a)  Supongamos  que  hay  cuatro  cajas,  una  por  palo,  y  que  las  cartas  que  se  sacan  se  colocan  en  la 
caja  destinada  ai  palo  correspondiente.  E!  principio  del  palomar  generalizado  asegura  que.  si  se 
cogen  N  cartas,  existe  alguna  caja  que  contiene  al  menos  fV/4l  cartas.  Por  tanto,  podemos  ase¬ 
gurar  que  se  escogen  tres  cartas  del  mismo  palo  si  t/V/41  >  3.  El  menor  entero  N  que  verifica 
esta  desigualdad  es  N  -  2  *  4  +  l  —  9  y,  por  tanto,  nueve  cartas  son  suficientes.  Obsérvese  que. 
si  se  sacan  sólo  ocho  cartas,  es  posible  que  sean  dos  de  cada  pato,  por  lo  que  se  necesitan  más 
de  ocho  cartas.  Por  tanta  se  deben  sacar  nueve  cartas  para  garantizar  que  al  menos  tres  son  del 
mismo  palo.  Una  forma  adecuada  de  pensar  en  el  problema  es  observar  que,  una  vez  se  han  es¬ 
cogido  ocho  cartas,  no  es  posible  evitar  que  después  de  sacar  otra  haya  tres  del  mismo  palo. 

b)  Para  responder  a  vsia  cuestión  no  utilizaremos  el  principio  del  palomar  generalizado,  ya  que 

queremos  asegurar  que  se  sacan  al  menos  tres  oros,  no  sólo  tres  cartas  del  mismo  palo.  Ob¬ 
sérvese  que,  en  el  peor  caso,  se  pueden  sacar  todas  las  espadas,  copas  y  bastos,  39  cartas  en  to¬ 
tal,  ames  de  sacar  la  primera  carta  de  oros.  En  tal  caso,  las  siguientes  tres  cartas  serán  de  oros 
y,  por  tanto,  se  deben  sacar  42  cartas  para  garantizar  que  tres  sean  de  oros.  ^ 

¿Cuál  es  el  menor  número  de  códigos  de  arca  necesarios  para  garantizar  que  los  25  millones  de  te¬ 
léfonos  en  un  país  tienen  números  distintos?  (Supóngase  que  los  números  de  teléfono  tienen  el  for¬ 
mato  NXX-NXX  XXXX.  donde  los  tres  primeros  dígitos  forman  el  código  de  área,  N  representa  un 
dígito  del  2  al  9*  ambos  inclusive,  y  X  representa  un  dígito  cualquiera). 

Solución:  Existen  ocho  millones  de  números  de  teléfono  distintos  de  la  forma  NXX-XXXX  (UÚ  >r 
como  se  comprobó  en  el  Ejemplo  7  de  la  Sección  4. 1 ).  Por  tanto,  por  el  principio  del  palomar  ge- 


RcCllütlU*  243 


EJEMPLO  y 


EJEMPLO  10 


EJEMPLO  II 


nendizado,  de  entre  25  millones  cíe  teléfonos,  al  menos  1 25,000.000/8.000.000  de  ellos  deben  ser 
iguales.  Por  lanío,  se  necesitan  al  menos  cuatro  códigos  de  área  para  asegurar  que  todos  los  nú¬ 
meros  de  diez  dígitos  son  distintos.  4 

Aunque  el  Ejemplo 9  no  es  una  aplicación  del  principio  del  palomar  generalizado,  hace  uso 
de  ideas  similares. 

Supongamos  que  un  laboratorio  de  informática  tiene  15  estaciones  de  trabajo  y  10  servidores.  Una 
estación  de  trabajo  se  puede  conectar  a  un  senador  mediante  un  cable.  Sólo  una  de  las  conexiones 
de  cada  servidor  puede  estar  activa  en  cada  momento.  Queremos  garantizar  que,  en  todo  momento, 
cualquier  conjunto  de  diez  o  menos  estaciones  de  trabajo  están  conectadas  directamente  a  algún 
servidor.  Aunque  esto  se  puede  conseguir  conectando  todas  las  estaciones  de  trabajo  a  todas  los 
servidores  (con  150  cables),  se  pide  determinar  el  mínimo  numero  de  conexiones  necesarias 
para  asegurar  este  objetivo. 

Solución:  Supongamos  que  las  estaciones  de  trabajo  se  denotan  por  W|t  IV . IV,  y  los  servi¬ 
dores  por  Sr  S% . Sw  Además,  supongamos  que  conectamos  la  estación  H  al  sen,  idor  Si  para 

k  —  L  2. 10  y  cada  una  de  las  estaciones  H  jr  H  , U  jr  ^  r4  y  ^ "¡s  a  lodos  los  servidores.  Tene¬ 
rnos  un  total  de  60  conexiones  directas.  Claramente,  cualquier  conjunto  de  diez  o  menos  estacio¬ 
nes  de  trabajo  pueden  estar  conectadas  a  diferentes  servidores.  Esto  se  puede  comprobar  obser¬ 
vando  que  las  estaciones  VV,  para  1  <  j  <  10,  pueden  conectarse  al  servidor  y  para  cada 
estación  Wr  con  k>  11  incluido,  debe  haber  una  estación  IV  ,  con  I  <  /  <  10,  no  incluida,  de  forma 
que  Wk  se  puede  conectar  al  servidor  S .  (Esto  es  así  porque  hay  al  menos  unios  servidores  S  dis¬ 
ponibles  como  estaciones  de  trabajo  IV,  con  1  <  j  <  10.  no  incluidas). 

Supongamos  ahora  que  existen  menos  de  60  conexiones  entre  las  estaciones  de  trabajo  y  los 
servidores.  En  tal  caso,  alguno  de  los  servidores  estaría  conectado  con.  a  lo  más  L59/IÜJ  5  es¬ 
taciones.  (Si  todos  los  servidores  estuvieran  conectados  con  al  menos  seis  estaciones  de  trabajo, 
habría  al  menos  6  ■  10  -  60  conexiones).  Esto  quiere  decir  que  los  restantes  nueve  servidores  no 
son  suficientes  para  permitir  que  las  otras  diez  estaciones  de  trabajo  accedan  a  servidores  dife¬ 
rentes.  Por  tanta,  se  necesitan  al  menos  60  conexiones.  4 


ALGUNAS  APLICACIONES  ELEGANTES 
DEL  PRINCIPIO  DEL  PALOMAR 


En  muchas  aplicaciones  interesantes  del  principio  del  palomar,  los  objetos  que  se  ponen  en  las  ca¬ 
jas  deben  ser  elegidos  de  manera  inteligente,  A  continuación  se  presentan  algunos  ejemplos, 

A  lo  largo  de  30  días  un  equipo  de  béisbol  juega  al  menos  un  partido  cada  día,  pero  no  más  de  45 
partidos  en  total.  Demuestra  que  debe  haber  un  cierto  número  de  días  consecutivos  en  los  que  el 
equipo  juegue,  exactamente,  14  partidos. 

Solución:  Sea  a  el  número  de  partidos  jugados  antes  o  durante  el  día  j-ésimu,  La  sucesión  ar 
...,  a  es  estrictamente  creciente  de  enteros  distintos  tales  que  l  <  a  <  45.  Además.  +  14.  a,  + 
14. ....  +  14  es  también  una  sucesión  creciente  de  enteros  distintos  tales  que  15  <  a  +  14  <  59. 

Los  60  enteros  positivos  ar  a, . a t  f  14,  a,  +  14.  ...T  +  1 4  son  todos  menores  o  igua¬ 

les  que  59.  Por  tanto,  por  el  principio  del  palomar,  dos  de  estos  enteros  deben  ser  iguales.  Como 

los  enteros  o  ,  j  -  L  2.  ....  30,  son  lodos  distintos  y  los  enteros  u  +  14.  j  -  L  2 . 30,  son  también 

distintos,  deben  existir  dos  índices  i  y  j  tales  que  a  =  ü  +  14.  Esto  significa  que  entre  los  días  /  + 
1  e;  se  jugaron  exactamente  14  partidos.  4 

Demuestra  que  entre  cualesquiera  n  +  1  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  2 n  debe  existir  al¬ 
guno  de  ellos  que  sea  un  divisor  de  otro. 
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Solí  tetón:  Escribamos  cada  uno  de  los  n  +  l  enteros  a  v  ...,  ti  t  como  una  potencia  de  2  mul¬ 
tiplicada  por  un  número  impar,  es  decir  de  la  forma  a  =  2Lq  para  /  =1#2,  n  4  1,  donde  k  e.s  un 

entero  no  negativo  y  q  es  impar.  Los  enteros  qr  q^ . q  .  son  números  impares  menores  que  2 n. 

Como  solamente  existen  n  números  impares  menores  que  2/;,  del  principio  del  palomar  se  sigue 
que  dos  de  los  enteros  qv  q ,, ...,  qf¡^  deben  ser  iguales.  Por  tanto,  existen  dos  enteros  /  y  j  tales  que 
q.  -  q .  Si  denotamos  por  q  este  valor,  tenemos  que  a.  —  2 k,q  y  a.  —  2 ktq  y,  por  consiguiente,  si 
k  <  k ,  entonces  a  divide  a  a ,  en  tanto  que  si  k  >  k ,  entonces  a  divide  a  a  .  < 

Una  aplicación  inteligente  del  principio  del  palomar  demuestra  la  existencia  de  una  sucesión 
creciente  o  decreciente  de  números  enteros  en  cualquier  sucesión  de  enteros  distintos  de  cierta  lon¬ 
gitud,  Antes  de  presentar  este  resultado,  recordemos  algunas  definiciones.  Supongamos  que  <r  . 

....  as  es  una  sucesión  de  números  reales.  Una  subsucesión  de  esta  sucesión  es  una  sucesión  de  la 
forma  a  ,  a  . a  ,  donde  1  <  /,  <  L  <  -  <  i  <  N,  Por  tanto,  una  suhsueesión  es  una  sucesión  ob- 

¡  I*  fw  ti  *Ti 

tenida  de  la  sucesión  original  incluyendo  algunos  de  sus  términos  (en  el  mismo  orden  )  y  dejando 
algunos  sin  incluir.  Se  dice  que  una  sucesión  es  estrictamente  creciente  si  cada  término  es  mayor 
que  el  que  le  precede,  y  se  dice  que  es  estrictamente  decreciente  si  cada  termino  es  menor  que  el 
anterior. 


$ 


1'EOREM  \  3  Toda  sucesión  de  n?  4  i  números  reales  distintos  contiene  una  suhsueesión  de  longitud  ;/  4  \ 
que  es  bien  estrictamente  creciente  o  bien  estrictamente  decreciente. 

Antes  de  presentar  la  demostración  de  este  resultado,  veamos  un  ejemplo. 

EJEMPLO  12  La  sucesión  K,  I  L  9,  I,  4.  6,  12,  10,  5,  7  contiene  diez  términos.  Observemos  que  10  =32  4  .  Hay 
cuatro  subsuces iones  crecientes  de  cuatro  términos,  a  saber.  !,  4.  ó,  12:  1, 4.  6.  7:  1,4.  ó.  10,  y  J  T 
4,  5,  7.  Hay  también  una  subsucesión  decreciente  de  cuatro  términos,  la  11,9,  6,  5*  ^ 


Veamos  ahora  la  demostración  del  teorema. 


Enlates 


Demostración;  Sea  tq,  ¿/T . a  una  sucesión  de  n  4  1  números  reales  distintos,  A  cada  término 

de  la  sucesión  le  asociamos  un  par  ordenado  de  la  siguiente  forma:  al  término  a,  se  le  asocia  el  par 
(q,  <tk)i  donde  rk  es  la  longitud  de  la  .subsucesión  creciente  más  larga  que  comienza  en  a,  y  dt  es  la 
longitud  de  la  suhsueesión  decreciente  más  larga  que  comienza  en  </,, 

Supongamos  que  no  existe  ninguna  subsucesión  creciente  ni  decreciente  de  longitud  n  +  L  En 
tal  caso,  c\  y  dí  son  ambos  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  ru  para  cada  k  =  1, 2, n2  4  1. 
Según  la  regla  del  producto,  hay  /r  posibles  pares  ordenados  (cr  d, ).  Por  tanto,  el  principio  del  pa¬ 
lomar  asegura  que  dos  de  esos  pares  son  iguales.  Esto  quiere  decir  que  existen  dos  términos  a  y  at. 
con  s  <  i.  tales  que  r  =  r  y  d  - 1/.  Veamos  que  esto  es  imposible.  Como  los  términos  de  la  sucesión 
son  todos  distintos,  bien  a.  <at  o  bien  a  >  ar  Si  a  <a^  como  c  =  cr  se  puede  construir  una  sub¬ 
sucesión  creciente  de  longitud  cf  4  1  que  comienza  en  as.  tomando  a  seguido  de  una  subsucesión 
creciente  de  longitud  c  que  comienza  en  ar  Esto  es  una  contradicción.  De  manera  similar,  si  ti  >ar 
se  puede  demostrar  que  <7  debe  ser  mayor  que  ilff  lo  que  es  de  nuevo  una  contradicción,  A 

El  ultimo  ejemplo  muestra  cómo  el  principio  del  palomar  generalizado  se  puede  aplicar  a  una 
rama  importante  de  la  combinatoria,  llamada  teoría  de  Ramsey  en  honor  del  matemático  ingles 
F.  P.  Ramsey,  En  líneas  generales,  la  teoría  de  Ramsey  trata  de  la  distribución  de  los  subconjuntos 
de  elementos  de  un  conjunto. 


FRANK  PLl  MPTÍ  >N  R  A  MSF'Y  !  1  ‘>03-1930 i  Krank  Plumpton  Ramsey,  hijo  del  presídeme  del  Magda  lene  Col lege,  de 
Cambridge,  estudió  en  el  Trjnity  Coltege  y  en  el  Winchester  Collegc.  Después  de  graduarse  en  1923,  fue  elegido  miembro 
del  Kinu’s  Cullege  de  Cambridge,  donde  pasó  et  resto  de  mi  vida.  Ramsey  hi/o  importantes  contri huciones  a  la  lógica  ma¬ 
temática,  Loque  ahora  se  conoce  corno  teoría  de  Ramsey  comenzó  con  sus  brillantes  argumentos  combina  torios,  publi¬ 
cados  m  el  artículo  «On  a  Probíem  oí  Formal  I  .ogie»  Ramsey  también  realizó  conlribuc iones  a  ta  (enría  matemáLica  de  la 
economía.  Fue  también  mi  profesor  excelente  de  lund amentos  de  matemáticas.  Su  muerte  a  los  veintiséis  años  privó  a  lo  co¬ 
munidad  matemática  y  a  la  Universidad  de  Cambridge  de  un  joven  y  brillan  te  miembro. 
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EJEMPLO  13  Supongamos  que  en  un  grupo  de  seis  personas,  cada  dos  personas  son  bien  amigos  o  bien  enemi¬ 
gos.  Demuestra  que  en  el  grupo  hay  bien  un  grupo  de  tres  amigos  entre  sí  o  bien  un  grupo  de  tres 
enemigos  entre  sí. 

Solución:  Sea  A  uno  de  los  seis  individuos*  Entre  los  restantes  cinco,  hay  al  menos  tres  amigos  o 
al  menos  tres  enemigos  de  ,4.  Esto  es  una  consecuencia  del  principio  de!  palomar  generalizado, 
pues  cuando  cinco  objetos  se  dividen  en  dos  conjuntos,  uno  de  los  conjuntos  debe  tener  al  menos 
3/21  -  3  elementos.  Si  ,4  tiene  a!  menos  tres  amigos,  supongamos  que  son  B ,  C  y  Z>,  Si  alguna  pa¬ 
reja  de  ellos  son  también  amigos,  ya  hemos  encontrado  un  grupo  de  tres  amigos  entre  sí.  En  caso 
contrario,  B,  C  y  D  son  enemigos  entre  m.  El  caso  en  el  que  A  tiene  al  menos  tres  enemigos  se  tra¬ 
ta  de  manera  similar,  4 

El  número  de  Ramsey  R(m,  n)t  donde  m  y  n  son  enteros  positivos  mayores  o  iguales  que  2, 
denota  el  numero  mínimo  de  asistentes  a  una  fiesta  para  que  haya  bien  m  amigos  entre  sí  o  bien  n 
enemigos  entre  sí,  suponiendo  que  cada  pareja  tic  individuos  que  asisten  son  bien  amigos  o  bien 
enemigos.  El  Ejemplo  13  muestra  que  H( 3.  3)  <  6.  Para  concluir  que  fí(3.  3)  -  6  tendríamos  que 
demostrar  que  en  un  grupo  de  cinco  personas  en  el  que  cada  dos  son  bien  amigos  o  bien  enemigos, 
puede  no  haber  ningún  grupo  de  tres  que  sean  amigos  entre  sí  ni  enemigos  entre  sí  (véase  el  Pro 
Mema  24), 

Es  posible  demostrar  varias  propiedades  útiles  sobre  los  números  de  Ramsey,  pero  para  Ir* 
mayoría  de  ellos  es  muy  difícil  calcular  su  valor  exacto.  Obsérvese  que.  por  simetría,  se  puede  de¬ 
mostrar  que  Rinu  n)  =  /?(/?,  m)  (véase  el  Problema  2S).  También  se  sabe  que  R{ 2,  ir)  =  n  para  todo 
entero  positivo  n  >  2  (véase  el  Problema  27).  A  partir  de  aquí,  sólo  se  conocen  de  manera  exacta 
otros  nueve  números  de  Ramsey  /?(/»?,  t\\  rales  que  3  <  m  <  tu  erare  ellos R( 4,  4)  =  18.  En  otros  mu¬ 
chos  casos  sólo  se  conocen  cotas  para  ellos;  por  ejemplo,  se  sube  que  43  <  <  49.  Eí  lector 

interesado  en  aprender  más  sobre  los  números  de  Ramsey  puede  consultar  [MiRo9l|  o 
fGrRoSp90], 


Problemas 


E  Demuestra  que  en  un  conjunto  de  seis  clases  debe  haber 
dos  que  tienen  lugar  el  mismo  día,  suponiendo  que  las 
clases  sólo  se  imparten  de  lunes  a  viernes. 

2,  Demuestra  que  si  en  una  clase  hay  30  estudiantes,  hay  al 
menos  dos  cuyos  nombres  comienzan  por  h  misma  letra. 

3*  En  un  cajón  hay  una  docena  de  calcetines  marrones  y  una 
docena  de  calcetines  negros  sin  marear.  Un  hombre  elige 
los  calcetines  al  azar, 

u)  ¿Cuantos  calcetines  debe  elegir  para  asegurar  que  al 
menos  dos  deben  ser  del  mismo  color? 
b)  ¿Cuántos  calcetines  debe  elegir  para  asegurar  que  al 
menos  dos  son  negros? 

4,  Una  caja  contiene  diez  bolas  rojas  y  diez  bolas  azules. 
Una  mujer  coge  Indas  al  azur  sin  mirarlas. 

ü )  ¿Cuántas  bolas  debe  seleccionar  para  asegurar  que  al 
menos  tres  son  del  mismo  color? 
b)  ¿Cuantas  bolas  debe  seleccionar  para  asegurar  que  ai 
menos  tres  son  azules? 

I kniuest ra  que  en  cualquier  grupo  de  cinco  enteros  cua¬ 
lesquiera  hay  dos  que  dan  el  mismo  resto  cuando  se  di¬ 
viden  cutre  cuatro. 


(y,  Sea  ti  un  entero  positivo.  Demuestra  que  en  cualquier 
grupo  de  d  +  I  enteros  cualesquiera  hay  dos  que  dan  el 
mismo  resto  cuando  se  dividen  entre  <L 

7,  Sea  n  un  entero  positivo.  Demuestra  que  en  cualquier 
grupo  de  n  enteros  consecutivos  hay  exactamente  uno 
que  es  divisible  por  n . 

8,  Demuestra  que  si /es  una  fundón  de  $  en  7  ,  donde  S  y  T 
son  conjuntos  finitos  tales  que  \S\  >  |7j_  debe  haber  dos 
elementos  i  \  v  en  $  tales  que /ó,  í  =  fisj.  es  decii.  /  no 
es  invectiva, 

9,  ¿Cuál  es  el  menor  número  de  estudiantes  que  deben  ma¬ 
tricularse  en  una  universidad  para  asegurar  que  hay  al 
menos  100  que  vienen  de  la  misma  comunidad  amono 
nía,  suponiendo  que  iodos  los  estudiantes  provienen  de 
alguna  de  las  1 7  comunidades  españolas? 

*10.  Sea  i  y.  y),  i  -  ! ,  2,  3,  4.  5,  un  conjunto  de  cinco  puntos 
distintos  dd  plano  con  coordenadas  enteras.  Considérese 
el  conjunto  de  segmentos  que  une  a  cada  pareja  de  ellos. 
Demuestra  que,  pura  alguno  de  dichos  segmentos,  el 
punto  medio  t  iene  coordenadas  enteras. 
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*[  K  Sea  (a  ,  yr  -  )<  i  -  I,  2,  3,  4,  5,  7,  8,  9,  un  conjunto  de 

nueve  puntos  distintos  del  espacio  con  coordenadas  en 
leras  Demuestra  que,  de  entre  los  segmentos  que  unen 
cada  pareja  de  ellos,  hay  al  menos  uno  cuyo  punto  medio 
tiene  coordenadas  enteras, 

12.  ; 'Cuantos  pares  ordenados  de  enteros  (o.  b)  son  necesa¬ 
rios  para  garantizar  que  hay  dos  pares  (a..  h] )  y  (a„  M 
tales  que  a  motl  5  ü ,  mnd  5  y  b]  mod  5  -  fx  mod  5? 

13*  Supongamos  que  se  escogen  cinco  enteros  entre  el  uno  y 
el  ocho. 

a)  I )emuesira  que  la  suma  de  alguna  pareja  debe  ser  9. 
bí  /Se  puede  concluir  lo  mismo  si  se  escogen  cuatro 
enteros  en  lugar  de  cinco? 

14,  Supongamos  que  se  escogen  siete  enteros  entre  1  y  JO. 
a)  Demuestra  que  la  suma  de  alguna  pareja  debe  ser  1 1 . 
bí  ¿Se  puede  concluir  lo  mismo  si  se  escogen  seis  ente¬ 
ros  en  lugar  de  siete? 

15.  ¿Cuántos  enteros  se  deben  escoger  del  conjunto  (1,2,  3, 
4,  5,  6 1  para  asegurar  que  al  menos  una  pareja  de  ellos 
suma  7? 

16.  /Cuantos  enteros  se  deben  escoger  del  conjunto  (  L  3,  5, 
h  V.  I  L  13,  15]  para  asegurar  que  a!  menos  una  pareja 
de  dios  suma  16? 

17,  Una  compañía  almacena  producios  y  la  numeración  de 
las  cajas  en  el  almacén  v  ierre  especificada  por  d  número 
de  pasillo,  la  localización  en  el  pasillo  y  el  número  de  la 
estantería.  Hay  un  total  de  50  pasillos.  85  armarios  en 
c  aria  p  a  si !  I  o  y  5  e  s  t  a  r  1 1  er  ia  s  c  n  c  ad  a  i  m  n  ari  o ,  ¿  ( 1  uá  I  es  e  I 
menor  número  de  productos  que  debe  tener  la  compañía 
para  que  al  menos  dos  de  dios  deban  ser  almacenados  en 
ta  misma  estantería? 

I S .  S  u  ¡  >on  g  a  tno  s  q  ue  e  n  u  n  a  clase  h  ay  n  ue  ve  es  t ud  i  a  n  te  s . 

aí  Demuestra  que  en  la  clase  debe  haber  rtl  menos  cinco 
chicos  o  al  menos  cinco  chicas, 
bí  Demuestra  que  en  la  clase  debe  haber  al  menos  tres 
chicos  o  ül  menos  siete  chicas. 

19.  Supongamos  que  en  una  clase  de  veinticinco  estudiantes 
todos  lienen  entre  dieciocho  y  veinte  años. 

nt  Demuestra  que  hay  al  menos  nueve  estudiantes  que 
tienen  la  misma  edad, 

bí  Demuestra  que  hay  bien  ai  menos  tres  estudiantes  de 
dieciocho  años,  bien  al  menos  19  estudiantes  de  die¬ 
cinueve  años  o  bien  cinco  estudiantes  de  veinte  años 
en  la  clase. 

20.  Encuentra  una  subsucesión  creciente  de  longitud  maxima 
y  una  subsucesión  decreciente  de  longitud  máxima  en 
la  sucesión  22,  5.  7,  2.  23,  1 0,  15,  21 , 3,  17. 

9 

2L  Construye  una  sucesión  de  16  enteros  positivos  que  no 
contenga  ninguna  sttbs  uves  ion  creciente  o  decreciente 
de  cinco  términos. 


22.  Demuestra  que  si  101  personas  de  alturas  diferentes  se 
colocan  en  fila,  es  posible  encontrar  1 1  personas  tales 
que,  de  acuerdo  eun  el  orden  que  ocupan  en  la  fila,  sus 
alturas  sean  bien  crecientes  o  bien  decrecientes. 

*23.  Describe  un  algoritmo  en  pseudocódigo  que  obtenga  la 
subsueesión  creciente  o  decreciente  más  larga  entre  una 
sucesión  de  enteros  distintos, 

24.  Demuestra  que  en  un  grupo  de  cinco  personas  (donde  to¬ 
das  las  parejas  son  bien  amigos  o  bien  enemigos)  puede 
no  haber  tres  que  sean  amigas  entre  sí  o  enemigas  entre 
sí, 

25.  Demuestra  que  en  un  grupo  de  diez  personas  (donde  to¬ 
das  las  parejas  son  bien  amigos  o  bien  enemigos)  bien 
hay  tres  que  son  amigos  entre  sí  o  bien  hay  cuatro  que 
son  enemigos  entre  sí.  Demuestra  también  que  bien  hay 
cuatro  que  son  amigos  entre  sí  o  bien  tres  que  son  ene¬ 
migos  entre  sí. 

26.  Utiliza  el  Problema  25  para  demostrar  que  en  un  grupo 
de  veinte  personas  (donde  todas  ía.s  parejas  son  bien  ami¬ 
gos  o  bien  enemigos)  hay  bien  cuatro  amigos  entre  si  o 
bien  cuatro  enemigos  entre  sí, 

27.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo  mayor  o  igual 
que  2,  entonces  el  número  de  Ramsey  R{  2,  n)  es  ti, 

IX,  Demuestra  que  si  m  y  ti  son  enteros  positivos  mayores  o 
iguales  que  2.  entonces  los  números  de  Ramsey  R(n,  m)  y 
/f(m,  «i  son  iguales. 

29.  Demuestra  que  hay  a!  menos  seis  personas  en  California 
(cuya  población  es  de  34  millones  de  habitantes)  que  tie¬ 
nen  las  mismas  tres  letras  iniciales  en  su  nombre  y  cum¬ 
plen  años  el  mismo  día. 

30.  Demuestra  que  si  hay  10,000.000  de  asalariados  que  ga¬ 
nan  menos  de  100,000  euros,  hay  al  menos  dos  que  ga¬ 
naron  d  año  pasado  exactamente  la  misma  cantidad  (cén¬ 
timos  incluidos), 

31.  Supongamos  que  h  a  y  3  8  pos  ¡bilí  dade  s  pa  ra  fija  r  I  a  hora 
de  cada  clase  en  una  universidad.  Si  hay  677  clases  di  fe* 
rentes,  ¿cuántas  aulas  hacen  folia? 

32.  1  na  red  de  ordenadores  está  formada  por  seis  equipos. 
Cada  ordenador  está  conectado  directamente  al  menos  a 
otro.  Demuestra  que  hay  al  menos  dos  ordenadores  en  la 
red  que  tienen  el  mismo  número  de  conexiones. 

33.  Una  red  de  ordenadores  está  formada  por  seis  equipos- 
Cada  ordenador  puede  estar  conectado  a  varios  equipos  o 
estar  desconectado.  Demuestra  que  hay  al  menos  dos  or¬ 
denadores  en  la  red  que  tienen  el  mismo  numero  de  co¬ 
nexiones. 

34.  Determina  el  menor  numero  de  cables  necesarios  para 
conectar  ocho  ordenadores  a  cuatro  impresoras  .si  se  qute- 
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a*  garantizar  que  cuatro  ordenadores  cualesquiera  pueden 
acceder  en  lodo  momento  a  cuatro  impresoras  distintas. 
Justifica  la  respuesta, 

35.  Determina  el  menor  numero  de  cables  necesarios  para 
conectar  100  ordenadores  a  20  impresoras  si  se  quiere 
garantizar  que  20  ordenadores  cualesquiera  pueden  ac¬ 
ceder  en  todo  momento  a  20  impresoras  distintas,  Justó 
tica  h  respuesta. 

*36,  Demuestra  que  en  una  fiesta  a  la  que  asisten  al  menos 
dos  invitados  hay  al  menos  dos  personas  que  conocen  al 
mismo  numero  de  invitados. 

37.  Un  luchador  es  campeón  durante  un  período  de  75  ho¬ 
ras,  El  luchador  ha  participado  al  menos  en  un  combate 
cada  hora,  pero  no  en  más  de  í  25  combates  en  total. 
Demuestra  que  existe  un  número  de  horas  consecutivas 
en  las  que  d  luchador  participó  en  exactamente  24  com¬ 
bates, 

*38.  ¿Sigue  siendo  cierta  la  afirmación  del  problema  anterior 
sí  se  cambia  el  número  24  por 

a)  2?  b\  23?  c)  25?  di  30? 

39.  Demuestra  que  si /es  una  función  de  S  en  7,  donde  S  y  7 
son  conjumos  finitos  y  m  =  \  |S|/|7]~l  existen  al  menos  m 
elementos  de  S  cuya  imagen  es  el  mismo  elemento  de  7. 
es  decir,  demuestra  que  existen  m  elementos  5,,  s„  ...T  sw 
de  5  tales  qu - /Lv)  =  —  -/Lvj. 


40.  En  cierta  calle  hay  51  casas.  Cada  casa  tiene  una  direc¬ 
ción  éntre  1.000  y  1.099,  ambos  inclusive.  Demuestra 
que  al  menos  dos  casas  tienen  direcciones  que  son  ente¬ 
ros  consecutivos. 

*41,  Sea  v  un  número  irracional.  Demuestra  que  para  algún 
entero  positivo/ menor  o  igual  que  el  valor  absoluto  de 
la  diferencia  entre  jx  y  el  et itero  más  cercano  a  j.x  es  me 
ñor  que  Un, 

42,  Sean  nr  nv  ...,  nt  enteros  positivos.  Demuestra  que  si  + 
ni  +  ■"  ni  ~  1  +  '  objetos  se  colocan  en  t  cajas,  entonces 
para  algún  /  /  =  1, 2; /  Ja  caja  /-exima  contiene  al  me¬ 
nos  n  objetos. 

-  43.  En  este  problema  se  describe  una  demostración  del  Teo¬ 
rema  3  basada  en  el  principio  del  palomar  generalizado. 
La  notación  utilizada  es  la  misma  que  la  empleada  en  la 
demostración  del  texto, 

a)  Supongamos  que  ik  S  n  para  k=  1.2, ...,  n2  +  ! .  Utiliza 
el  principio  del  palomar  generalizado  para  demostrar 
que  existen  n  +  I  términos  .  u , . ak  tales  que  q 
=  i  =  —  =,  f,  ,  donde  1  <£<£”<  -  <  k  - 

*.  1  2  &+I 

h  í  Demuestra  que  ah  >  a,  para  /  =  1. 2, ....  n.  ( indica - 
iiott:  Supon  que  ak  <  a  y  demuestra  que  esto  im 
plica  que  q  >  /  Jo  que  es  una  contradicción), 
c)  Utiliza  los  apartados  (aJ  y  Cbl  para  demostrar  que  si 
no  hay  ninguna  subsucesión  creciente  de  longitud 
n  +  1,  debe  haber  alguna  subsucesión  decreciente 
con  esa  longitud. 


4.3  Permutaciones  y  combinaciones 

INTRODUCCIÓN 


Supongamos  que  un  equipo  de  tenis  está  formado  por  diez  jugadores.  El  entrenador  debe  selec¬ 
cionar  a  cinco  para  jugar  una  eliminatoria  contra  otro  equipo.  Ademas,  el  entrenador  debe  dar  una 
lista  ordenada  de  cuatro  jugadores  para  jugar  los  cuatro  partidos  de  individuales.  En  esta  sección 
desarrollaremos  métodos  para  contar  los  diferentes  conjuntos  (sin  ordenar)  de  los  cinco  jugadores 
que  tomarán  parte  en  la  elímaloria  y  las  diferentes  listas  ordenadas  de  cuatro  jugadores  para  los 
partidos  de  individuales.  En  general,  se  introducirán  técnicas  para  contar  selecciones  no  ordenadas 
de  distintos  objetos  y  listas  ordenadas  de  objetos  de  un  conjunto  finito. 


PERMUTACIONES 


Una  permutación  de  un  conjunto  de  objetos  distintos  es  una  ordenación  de  esos  objetos.  También 
t  niara  nos  interesarán  las  posibles  ordenaciones  de  un  subconjunto  de  ellos.  Una  lista  ordenada  tfc  r  ele¬ 
mentos  de  un  conjunto  se  flama  una  r-perm litación  u  variación  de  r  elementos. 

EJEMPLO  1  Sea  S  =  f  l,  2, 3},  La  lista  3,  L  2  es  una  permutación  de  S.  La  lisia  3.2  es  una  variación  de  dos  ele¬ 
mentos  de  S,  < 

El  número  de  r- permutaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos  se  denota  Pin*  r)  y  se  puede  calcu¬ 
lar  utilizando  la  regla  del  producto. 
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TEOREMA  1 


El  numero  de  r-permutaeiones  de  un  conjunto  de  n  elementos  distintos  es 
P{tu  r)  -  n{n  -  1)  (n  -  2)  —  (n  -  r  +  ! }. 

Demostración:  El  primer  elemento  de  la  permutación  se  puede  escoger  de  n  formas  distintas,  pues 
el  conjumo  tiene  n  elementos.  Hay  n  -  I  formas  de  escoger  el  segundo,  ya  que  en  el  conjunto  que¬ 
dan  n  1  elementos  tras  haber  elegido  el  primero.  De  manera  similar,  hay  n  -  2  formas  de  escoger 
el  tercer  demento  y,  en  general*  hay  n  -  (r  -  1)  =  n  -  r  +  1  formas  de  escoger  el  elemento  r-ésimo. 
Por  tanto,  según  la  regla  del  producto,  hay 

n(n-  \  ){n-  2)  '**(n-r  +  1) 

r-perm Litaciones  en  el  conjunto.  ^ 

Según  el  Teorema  1.  se  sigue  que 


P(#i,  r)  =  n{n-  t)(n  -  2>  - -(n  — r+I)=  - 


ni 


rjcmpiíw 

adicionales 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


(n-r)! 

En  particular,  obsérvese  que  P(n ,  n)  -  ni  Los  siguientes  ejemplos  ilustran  este  resultado* 

¿Cuántas  formas  existen  de  escoger  el  primer,  segundo  y  tercer  clasificado  de  un  concurso  si  hay 
u  n  I  otal  de  M  K)  c onc  u  rsantes  ? 

Solución  Como  se  nene  en  cuenta  que  persona  gana  cada  premio*  el  numero  de  formas  de  esco¬ 
ger  ios  tres  ganadores  es  el  número  de  listas  ordenadas  de  tres  elementos  escogidos  de  un  conjunto 
de  HX)  elementos,  es  decir,  el  número  de  3-permulaciones  de  un  conjunto  de  100  elementos.  Por 
tanto,  la  respuesta  es 

P(  1 00,  3 )  =100  ’  99  98  =  970.200.  4 

Supongamos  que  en  una  carrera  loman  la  salida  ocho  corredores.  El  ganador  recibe  la  medalla  de 
oro,  el  segundo  clasificado  la  de  plata  y  el  tercer  clasificado  la  de  bronce,  ¿De  cuántas  formas  dis- 
tintas  se  pueden  repartir  las  tres  medallas  si  no  son  posibles  los  empates? 

Solución:  Las  distintas  formas  de  repartir  las  medallas  son  el  número  de  3-permut  aciones  de  un 
conjunto  de  8  elementos.  Por  tanto,  hay  P(S,  3)  =  8  *  7  ■  6  =  336  maneras  de  repartir  las  me¬ 
dallas.  4 

Supongamos  que  un  viajante  debe  visitar  ocho  ciudades  diferentes.  Debe  iniciar  su  viaje  en  una 
ciudad  prefijada,  pero  puede  visitar  ías  otras  siete  en  cualquier  orden.  ¿De  cuántas  formas  distin¬ 
tas  puede  organizar  su  viaje? 

Solución:  El  número  de  recorridos  entre  las  ciudades  es  el  número  de  permutaciones  de  un  con¬ 
junto  de  siete  elementos,  ya  que  la  primera  ciudad  está  fijada,  pero  las  siete  restantes  se  pueden 
ordenar  de  cualquier  forma.  Por  tanto,  hay  7!  =  7*60-4-  3  •  2  *  l  -  5.040  posibles  recorridos 
para  el  viajante.  Si,  por  ejemplo,  el  viajante  quisiera  calcular  el  recorrido  más  corto  y  tuviera  que 
calcular  la  distancia  recorrida  en  todos  ellos,  ¡tendría  que  tener  en  cuenta  un  total  de  5.040  re 
corridos!  ^ 

EJEMP1  O  5  ¿Cuántas  permutaciones  de  las  letras  ABCDEFGft  contienen  la  cadena  ABC? 

Solución:  Como  las  letras  ABC  deben  aparecer  de  manera  consecutiva,  podemos  encontrar  la  res¬ 
puesta  considerando  el  número  de  permutaciones  de  un  conjunto  de  seis  elementos,  a  saber,  eí  blo¬ 
que  ABC  y  cada  una  de  las  letras  restantes  /.),  E.  E.  G  y  II.  Como  estos  seis  elementos  pueden  apa¬ 
recer  en  cualquier  orden,  hay  6!  =  720  permutaciones  de  las  letras  ABCDEFGU  que  contienen  el 
bloque  ABC .  4 


EJEMPLO  4 


f 

W 
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COMBINACIONES 

Enlaces 

Una  r-comhi nación  de  elementos  de  un  conjunto  es  una  selección  sin  ordenar  de  r  elementos  de! 
conjunto,  es  decir,  un  subconjunto  de  r  elementos. 

EJEMPLO  6 

Sea  S  el  conjunto  j  L  2,  3,4!.  Entonces,  {1.3. 4}  es  una  3-combinación  de  S.  -4 

El  número  de  r-comb  i  naciones  de  un  conjunto  de  n  elementos  se  denota  por  Cin.  r).  Obsér¬ 
vese  que  COh  r)  también  se  denota  (fg  expresión  que  se  denomina  coeficiente  binomhiL  En  la 
Sección  4.4  veremos  de  dónde  proviene  esta  terminología. 

EJEMPLO  7 

C(  4,  2)  =  6,  va  que  las  2-combmaciones  de  I  a.  />,  r,  ri|  son  ios  seis  subcon  juntos  \a ,  h  }.  |u,  rj, 
|fc,c}T  [MI  y  {M|-  M 

El  número  de  /'-combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos  se  puede  calcular  utilizando  la 
fórmula  para  el  número  de  /  -permutaciones  del  conjunto.  Para  ello,  obsérvese  que  las  /  -permuta¬ 
ciones  se  obtienen  formando  primero  todas  las  /  -combinaciones  posibles  y  considerando,  para  cada 
una  de  ellas,  las  diferentes  ordenaciones  posibles.  La  demostración  del  siguiente  teorema,  que  pro¬ 
porciona  una  fórmula  para  C(/7,  r },  está  basada  en  esta  observación. 

TEOREMA  2 

El  número  de  /  -combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos,  donde  n  es  un  entero  no  nega¬ 
tivo  y  r  es  un  entero  tai  que  0  <  r  <  //,  es 

\  n[ 

L(n,  r)  - - . 

rl(n-r)l 

Demostración:  Las  r-permutac iones  de  un  conjunto  se  pueden  obtener  formando  las  C(n,  r) 
/  -combinaciones  del  conjunto  y.  para  cada  una  de  ellas,  ordenando  ¡os  elementos  de  todas  las  for¬ 
mas  posibles.  Esta  última  operación  se  puede  hacer  de  P{r\  r)  formas  y,  por  tanto, 

P(n7  r)  =  C{/?,  r)  ■  P{i\  r\ 

Esto  implica  que 

v  P{n,r)  n\/(m-r)\  n\ 

C(n,r)~ 

P(j\  r)  r\/(r-r)l  rl(n-  r)l 

Observación:  La  fórmula  del  Teorema  2,  aun  siendo  explícita,  no  es  muy  útil  cuando  se  quiere 
calcular  Cfm  r)  para  valores  grandes  de  n  y  r.  La  razón  es  que  calcular  el  factorial  de  un  número 
resulta  muy  complicado  cuando  el  número  no  es  pequeño.  Además,  si  el  cálculo  se  realiza  utili¬ 
zando  aritmética  en  coma  flotante,  la  fórmula  del  Teorema  2  puede  producir  un  número  no  ente¬ 
ro.  En  la  práctica,  para  calcular  C(n t  r)  se  simplifica  la  fórmula,  cancelando  en  el  numerador  y  el 
denominador  los  términos  comunes  que  aparecen  en  el  desarrollo  de  los  dos  factoriales  mayores, 
se  multiplican  los  términos  restantes  del  numerador  y  el  resultado  se  divide  por  el  factorial  pe¬ 
queño  de!  denominador.  Muchas  calculadoras  tienen  incorporada  una  función  para  calcular  di¬ 
rectamente  C(/z,  r). 

El  Corolario  1  muestra  una  identidad  para  el  número  de  r -combinaciones  de  un  conjunto  que  a  ve¬ 
ces  resulta  útil. 

COROLARIO  I  Sean  n  y  r  enteros  no  negativos  tales  que  r  <  n.  Entonces,  C(n,  r)  -  C(n ,  n  -  r). 


300  M  a  te  mátic  a  d  iscre  ta  y  sus  aplkac  iones 


DEFINICIÓN  1 


EJEMPLO  X 


Ejemplar 

¡iriidunales 


EJEMPLO  9 


EJEMPLO  10 


Demostración:  Según  el  Teorema  2, 


C(n,  r) 


ni 

rl(n  —  r)l 


C(n ,  n -  r)  - - - - 

(n  -  r}![/i-(rí  —  r)]! 


(¿t-r)!r! 


Por  tanto,  C(n7  r)  —  C(/o  a  -  /'). 


< 


El  Corolario  1  se  puede  demostrar  también  viendo  que  los  dos  términos  de  la  ecuación 
cuentan  el  mismo  número  de  objetos  de  dos  formas  distintas.  En  la  siguiente  definición  se  describe 
este  importante  tipo  de  demostración. 


;  '  ‘  ‘  ■  ■  =  -  "  •  v-v"'  ¿  '  " 

Una  demostración  combinatoria  es  una  demostración  que  utiliza  argumentos  de  recuento  para 
probar  un  teorema  en  lugar  de  otros  métodos  tales  como  las  técnicas  algebraicas. 

...  ■ 

Muchas  identidades  en  las  que  aparecen  coeficientes  bmomiales  pueden  demostrarse  utilizan¬ 
do  una  demostración  combinatoria  comprobando  que  los  dos  términos  de  la  identidad  cuentan 
los  mismos  elementos,  aunque  de  forma  diferente.  Veamos  una  prueba  combinatoria  del  Co¬ 
rolario  I. 


Demostración:  Supongamos  qiie  S  es  un  conjunto  de  n  elementos.  Todo  subconjunto  A  de  S  con 
r  elementos  se  corresponde  con  un  subconjunto  de  S  de  n  -  r  elementos,  que  es  A.  Por  tanto, 
C(nt  r)  -  C(n ,  n  -  r).  <| 

¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  cinco  jugadores  de  entre  un  grupo  de  diez  para  fonnar 
un  equipo? 

Solución:  La  respuesta  viene  dada  por  el  número  de  5-combinaciunes  de  un  conjunto  de  diez  ele¬ 
mentos.  Según  el  Teorema  2,  el  número  de  tales  combinaciones  es 

101  * 

£(10*5)  = - —252,  4 

5!  5! 


Un  grupo  de  30  personas  han  sido  entrenadas  como  astronautas  para  participar  en  la  primera  nú 
sión  tripulada  a  Marte.  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  tripulación  de  seis  miembros 
para  la  misión  (suponiendo  que  todos  los  miembros  de  la  misión  realizan  la  misma  tarea)? 

Solución:  El  número  de  formas  de  seleccionar  una  tripulación  de  seis  personas  de  entre  un 
grupo  de  30  es  el  número  de  ó-combi naciones  de  un  conjunto  de  30  elementos,  ya  que  el  orden 
en  que  las  personas  son  seleccionadas  es  irrelevante.  Según  el  Teorema  2,  el  número  de  tales 
combinaciones  es 


C(30,  ó)  = 


30! 


6!  24! 


30-29  28-27.26.25  =593  ?75 
6  ■  5  -  4  *  3  ■  2  *  l 


¿Cuántas  cadenas  de  n  bits  contienen  exactamente  r  unos? 

Solbción:  Las  posiciones  de  los  r  unos  en  la  cadena  de  n  bits  forman  una  r-combinacion  del 
conjunto  {1,  2,  3,  >♦.,  n\.  Por  tanto,  hay  C(n 3  r)  cadenas  de  n  bits  que  contienen  exactamente  r 
unos.  M 
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EJEMPLO  1 1  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  comisión  para  diseñar  el  programa  de  un  curso  de 
matemática  discreta  de  una  escuela  de  informática  si  la  comisión  debe  estar  compuesta  por  tres 
miembros  del  departamento  de  informática  y  cuatro  miembros  del  departamento  de  matemáticas 
sabiendo  que  el  departamento  tic  informática  tiene  nueve  miembros  v  e¡  departamento  de  mate¬ 
máticas  once? 

Solución:  Según  la  regla  del  producto,  la  respuesta  es  el  producto  del  número  de  3 -combinaciones 
de  un  conjunto  de  nueve  elementos  y  el  número  de  Combinaciones  de  un  conjunto  de  once  ele¬ 
mentos.  El  Teorema  2  nos  dice  que  las  posibilidades  para  seleccionar  la  comisión  son 

C(  9, 3)  ■  C(1 1, 4)  = 84  ■  330  =  27.720.  ^ 


3 


Problemas 

L  Escribe  todas  las  permutaciones  del  conjunto  \at  lh  c ), 
2,  ¿Cuántas  permutaciones  tiene  el  conjunto  I*/,  h .  i\d  e  f 

íl? 

3*  ¿C  u antas  de  tas  permutaciones  del  conjunto  {¿r,  h,  r,  d,  e, 
/,  g  1  terminan  en  al 

4,  Sea  S=  {1,2,3,4,51. 

a)  Enumera  todas  las  5 -permutaciones  de  5, 
b>  Enumera  todas  las  3 -combinaciones  de  & 

5,  Calcula  las  siguientes  cantidades. 

^(6,3)  b)  P( 6.5)  c)  PiS,  I) 

P(8,5)  el  P(8t8)  f)  PílO,  9) 

6-  Calcuta  las  siguientes  cantidades, 

«)  C(5i  1)  b)  C(5,3)  c)  0(8,4) 

4)  08,  8)  e)  0(8.0)  f)  0(12,  6) 

7,  Determina  el  número  de  5-permutariones  de  un  conjunto 
de  nueve  elementos, 

H*  ¿De  cuántas  formas  diferentes  pueden  terminar  una 
carrera  cinco  corredores,  si  no  hay  empates? 

^  oántas  posibilidades  hay  para  las  tres  primeras  posi¬ 
ciones  en  tina  carrera  de  caballos  con  doce  participan  les 
sí  son  posibles  todos  los  órdenes  de  llegada  y  fio  hay 
empates? 

Ib.  Hay  seis  candidatos  para  unas  elecciones  municipales 
í,1X  cuántas  Jornias  distintas  se  pueden  imprimir  los 
nombres  en  una  papeleta  electoral? 

II*  (,(.  uántas  cadenas  de  diez  bits  contienen 

a )  exactamente  e uulro  1 1  nos? 

Iri  corno  mucho  cuatro  unos? 

e)  al  menos  cuatro  unos? 

d)  una  cantidad  igual  de  unos  y  ceros? 


12,  ¿Cuántas  cadenas  de  doce  bits  contienen 

a)  exactamente  tres  unos? 

b )  com o  mucho  t res  unos ? 
e)  al  menos  tres  unos? 

ú)  una  cantidad  igual  de  unos  y  ceros? 

13,  En  un  grupo  hay  n  hombres  y  n  mujeres,  ¿De  cuántas 
lumias  se  pueden  ordenar  estas  personas  en  una  Jila  si  los 
hombres  y  las  mujeres  se  deben  alternar? 

14,  ¿De  cuántas  formas  distintas  se  puede  escoger  un  par  tic 
números  enteros  positivos  menores  que  KM)? 

15,  ¿De  cuántas  formas  se  puede  escoger  un  conjunto  de 
cinco  letras  distintas  de  luí  alfabeto  de  26? 

16,  ¿Cuántos  subconjuntos  con  un  número  impar  de  ele¬ 
mentos  tiene  un  conjunto  de  diez  elementos? 

17,  ¿Cuántos  subcon  juntos  de  más  de  dos  elementos  tiene  un 
conjunto  de  1 00  elementos? 

18,  Se  tira  una  moneda  al  aire  ocho  veces  y  los  resultados 
posibles  son  cara  y  cruz,  ¿Cuántos  resultados 

a)  hay  en  tola!? 

bl  tienen  exactamente  tres  caras? 

el  tienen  ai  menos  tres  caras? 

d)  tienen  el  mismo  número  de  caras  que  de  cruces? 

I*h  Se  tira  una  moneda  al  aire  diez  veces  y  los  resultados  po¬ 
sibles  son  cara  y  cruz.  ¿Cuántos  resultados 
a )  hay  en  total? 

fol  tienen  exactamente  di*s  caras? 

c)  tienen  al  menos  tres  caras? 

d>  tienen  d  mismo  numero  de  caras  que  de  cruces? 

20*  ¿Cuántas  cadenas  de  diez  bits  tienen 

a)  exactamente  tres  ceros? 

b)  más  ceros  que  unos? 

c)  al  menos  siete  unos? 

d)  al  menos  tres  unos? 


3  02  M  ate  nial  illí  di  se  re  f  a  y  su*  afilie  ac  i  me  S 


21.  ¿Cuántas  inmutaciones  de  las  letras  A£CDEF(7  con¬ 
tienen 

ai  la  cadena  SCO? 
h)  la  cadena  CFGA1 
c )  las  cade n  as  HA  y  ( I E? 
ti)  las  cadenas  ABC  y  PE? 
e)  las  cadenas  A/íC  y  CDE1 
0  las  cadenas  CHA  y  HFD! 

22,  ¿Cuántas  permutaciones  de  las  letras  A/ÍCDEEG//  con¬ 
tienen 

a)  la  cadena  ED! 

b)  la  cadena  CDF? 

c)  las  cadenas  ¿?A  y  FG/H 

ú )  las  c aile-n as  A H .  D E  y  07/ ? 

e)  las  cadenas  CAH  y  Z?EZ>? 

f)  ías  cadenas  5CA  y  ABF} 


bi  ¿Cuantas  formas  hay  de  asignar  una  posición  a  cada 
jugador  de  entre  las  trece  personas  que  hay? 
e)  Si  hay  tres  mujeres  entre  las  trece  personas,  ¿de  cuám 
las  formas  se  pueden  escoger  diez  jugadores  si  al 
menos  uno  de  ellos  debe  ser  una  mujer? 

27*  Vn  club  tiene  25  miembros. 

a)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  escoger  cuatro  miem¬ 
bros  para  formar  un  comité  ejecutivo? 

b)  ¿Cuántas  formas  hay  de  escoger  presidente,  vice¬ 
presidente.  secretario  y  tesorero  dd  club? 

2S.  Un  profesor  plantea  40  preguntas  de  matemática  discreta 
con  respuesta  verdadera  o  falsa,  de  las  que  17  son  verda¬ 
deras,  Si  las  preguntas  se  pueden  ordenar  de  cualquier 
forma,  ¿cuántas  soluciones  posibles  tiene  d  examen 
completo? 


25.  ¿De  cuántas  formas  posibles  pueden  ponerse  en  fila  un 
grupo  de  ocho  hombres  y  cinco  mujeres  de  manera  que 
no  haya  dos  mujeres  en  posiciones  consecutivas?  (Indi¬ 
cación:  Coloca  primero  a  los  hombres  y  considera  des¬ 
pués  las  posiciones  para  las  mujeres). 

24.  ¿De  cuántas  formas  posibles  pueden  ponerse  en  fila  un 
grupo  de  diez  mujeres  y  seis  hombres  de  manera  que  no 
haya  dos  hombres  en  posiciones  consecutivas?  {indica¬ 
ción:  Colua»  primero  a  bis  mujeres  y  considera  después 
tas  posiciones  para  Jos  hombres). 


25.  Un  conjunto  de  cien  papeletas,  numeradas  dd  1  al  100, 
se  venden  a  cíen  personas  diferentes  para  una  lotería 
Hav  cuatro  premios  distintos,  el  primero  de  los  cuales  es 
un  viaje  a  Tahili.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  repartir 
los  premios  si 


a) 

b) 

c) 

d) 

e> 

n 

h) 

i) 
j> 


no  hay  ninguna  restricción? 
la  persona  con  la  papeleta  numero  47  gana  ei  pri¬ 
mer  premio? 

la  persona  con  la  papeleta  número  47  gana  uno  de  los 
premios? 

la  persona  con  la  papeleta  número  47  no  gana  ningún 
premio? 


las  personas  con  las  papeletas  19  y  47  ganan  ambas 
algún  premio? 

las  trfts  personas  con  las  papeletas  19.  47  y  73  ganan 
algún  premio? 

las  cuatro  personas  con  las  papeletas  19.  47.  73  y 
97  giman  algún  premio? 

ninguna  de  las  personas  con  tas  papeletas  19,  47.  73 
y  97  gana  un  premio? 

el  ganador  dd  primer  premio  es  una  de  las  personas 
con  las  papeletas  19,  47,  73  o  97? 
las  personas  con  las  papeletas  1 9  y  47  ganan  algún 
premio,  pero  las  personas  con  las  papeletas  73  y  97 


no? 


D 

26,  Hay  trece  personas  en  un  campo  para  jugar  al  béisbol, 

a)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  escoger  diez  jugado¬ 
res? 


29.  ¿Cuántas  4  permutaciones  de  los  enteros  positivos  me¬ 
nores  o  iguales  que  IDO  contienen  Lres  enteros  consecu¬ 
tivos 

a)  si  consecutivos  significa  que  aparecen  los  enteros  r, 
i  +  U  i  +  2,  pero  pueden  aparecer  otros  elementos  en¬ 
tre  ellos? 

b)  ri  consecutivos  significa  que  aparecen  ios  enteros  i. 
i  +  I ,  i  +  2  sin  otros  números  entre  ellos? 

MI  Siete  mujeres  y  nueve  hombres  son  profesores  del  de¬ 
partamento  de  matemáticas  de  cierta  universidad. 

a )  ¿De  cuántas  formas  se  puede  escoger  una  comisión 
de  cinco  miembros  dd  departamento  si  debe  haber  al 
menos  una  mujer  en  la  comisión? 
h\  ¿De  cuántas  formas  se  puede  escoger  una  comisión 
de  cinco  miembros  del  departamento  si  debe  haber  al 
menos  un  hombre  y  una  mujer  en  la  comisión? 

31.  El  alfabeto  inglés  contiene  21  consonantes  y  5  vocales, 
¿Cuántas  cadenas  de  seis  letras  minúsculas  dd  alfabeto 
inglés  contienen 

a)  exactamente  una  vocal? 

b)  exactamente  dos  vocales? 

c)  al  menos  una  vocal? 

d  i  al  menos  dos  vocales? 

32,  ¿Cuántas  cadenas  de  seis  letras  minúsculas  del  alfabeto 
ingles  contienen 

a)  la  letra  al 

b)  las  letras  a  y  fe? 

c)  las  letras  a  y  h  en  posiciones  consecutivas,  con  la  a 
precediendo  a  la  b  y  con  todas  las  letras  distintas? 

d)  Las  letras  a  y  ¡h  con  la  a  precediendo  a  la  b  (y  quizá 
con  otras  letras  entre  ellas)  y  con  todas  las  letras  dis¬ 
tintas? 


33.  Supongamos  que  un  departamento  tiene  10  hombres  y  15 
mujeres.  ¿De  cuántas  maneras  se  puede  formar  una  co¬ 
misión  de  seis  miembros  si  debe  haber  igual  número  de 
hombres  que  de  mujeres  ? 
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34.  Supongamos  que  un  departamento  tiene  10  hombres  y  13 
mujeres,  ¿De  cuántas  maneras  se  puede  formar  una  co¬ 
misión  de  seis  miembros  si  debe  haber  más  mujeres  que 
hombres? 

35.  ¿Cuántas  cadenas  de  bits  contienen  exactamente  ocho 
ceros  y  diez  unos  si  todos  los  ceros  deben  ir  seguidos  de 
un  uno? 

36.  ¿Cuántas  cadenas  de  bits  contienen  exactamente  cinco 
ceros  y  catorce  unos  si  todos  ios  ceros  deben  ir  seguidos 
de  dos  unos? 

37.  ¿Cuántas  cadenas  de  !ü  bits  contienen  ai  menos  tres 
unos  y  tres  ceros? 

38.  ¿De  cuántas  formas  .se  pueden  elegir  doce  países  en  las 
Naciones  Unidas  para  un  consejo  si  se  deben  elegir  3  de 
entre  un  grupo  de  45,  4  de  un  grupo  de  57  y  e!  resto  de 
entre  ¡os  restantes  69  países  ? 

39.  ¿Cuántas  placas  de  matrícula  formadas  por  tres  letras 
seguidas  de  tres  dígitos  hay  que  no  tengan  letras  ni  dígi¬ 
tos  repelidos? 

40.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  sentar  seis  personas  alre¬ 
dedor  de  una  mesa  si  las  posiciones  se  consideran  indis¬ 
tinguibles  cuando  todos  los  comensales  tienen  a  ambos 
lados  a  las  mismas  personas ? 

41.  ¿De  cuántas  formas  puede  terminar  una  carrera  con  tres 
caballos  si  son  posibles  los  empates?  [Nota:  Pueden  em¬ 
patar  dos  o  más  caballos). 


*42.  ¿De  cuántas  formas  puede  terminar  una  carrera  con  cua¬ 
tro  caballos  sí  son  posibles  lo.s  empales?  (Nata:  Pueden 
e  m  pa  t  a  r  dos  o  n  i  ás  c a ba  ¡  1  o  s) . 

*43.  Hay  seis  corredores  en  la  salida  de  una  carrera  de  100  me¬ 
tros  lisos.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  repartir  las  tres 
medallas  si  se  pueden  producir  empates?  (El  corredor  o 
corredores  que  terminan  en  primer  lugar  reciben  medallas 
de  oro,  el  corredor  o  corredores  que  terminan  por  detrás 
de  exactamente  un  corredor  reciben  medallas  de  plata,  y 
el  corredor  o  corredores  que  terminan  por  detrás  de  exac¬ 
tamente  dos  corredores  reciben  medallas  de  bronce). 

*44.  Supongamos  que  se  utiliza  el  siguiente  procedimiento 
p  a  ra  d  e  se  m putar  en  la  fi  nal  de  u  n  ca  m  peón  a  t  o  d  e  fu  i  bo  I , 
Cada  equipo  selecciona  cinco  jugadores  con  un  orden 
establecido.  Cada  uno  de  ellos  tira  un  penalti,  de  forma 
que  un  jugador  del  primer  equipo  es  seguido  de  un  juga¬ 
dor  del  segundo  equipo,  siguiendo  el  orden  establecido. 
S  i  el  re  su  hado  continúa  empatado  después  d  e  estos  diez 
lanzamientos,  se  repite  el  proceso.  Si  el  resultado  vuelve 
a  estar  empatado  después  de  20  lanzamientos,  se  pasa  a 
un  procedimiento  de  muerte  súbita,  en  el  que  el  primer 
equipo  que  marca  y  no  recibe  un  gol  en  la  misma  ronda 
gana  el  campeonato. 

a)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  desarrollar  el  desempate 
si  se  termina  en  la  primera  ronda  de  penaltis,  sabiendo 
que  la  ronda  se  termina  cuando  es  imposible  que  un 
equipo  llegue  a  igualar  el  número  de  goles  del  otro? 

b )  ¿  De  c  u  ánt ;  ls  k  >rm  a  s  se  p  u  e d  e  de  sa  uol  1  ar  e  I  d  c  se  m  pa  - 
te  si  se  termina  en  la  segunda  ronda  de  penaltis? 

cj  ¿De  cuántas  formas  se  puede  desarrollar  el  desempa¬ 
te  si  se  termina  antes  de  la  sexta  ronda  de  la  muerte 
súbita? 


4.4  Coeficientes  binomiales 

Tal  y  como  so  observó  en  la  Sección  4.3,  el  número  de  /  -combinaciones  de  un  conjunto  de  n  ele- 
mentos  se  denota  a  menudo  como  (nr).  Este  número  se  conoce  también  como  coeficiente  binomial 
porque  aparece  como  coeficiente  en  el  desarrollo  de  la  expresión  (a  +  b En  esta  sección  veremos 
el  Teorema  tleJ  Binomio,  que  proporciona  el  desarrollo  de  la  potencia  anterior  en  términos  de  po¬ 
tencias  de  a  y  b  y  unos  ciertos  coeficientes,  que  son  los  coeficientes  binomiales.  Daremos  una  de¬ 
mostración  combinatoria  de  este  teorema  y  veremos  cómo  se  pueden  utilizar  las  demostraciones 
combinatorias  para  establecer  algunas  de  las  muchas  identidades  en  las  que  aparecen  coeficientes 
binomiales. 


EL  TEOREMA  DEL  BINOMIO 


El  teorema  del  binomio  proporciona  los  coeficientes  del  desarrollo  de  potencias  de  expresiones  bi¬ 
nomiales.  Una  expresión  binomial  es  simplemente  la  suma  de  dos  términos,  por  ejemplo,  a  +  y. 
(Los  términos  pueden  ser  productos  de  constantes  y  variables,  pero  eso  no  nos  interesa  en  este  mo¬ 
mento).  El  Ejemplo  I  muestra  por  qué  se  verifica  este  teorema. 


Lntaces 
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EJEMPLO  1 


TEOREMA  I 


EJEMPLO  2 


Ejemptas 

adídmijalcs 


EJEMPLO  3 


El  desarrollo  de  (.v  +  y)3  se  puede  determinar  utilizando  razonamientos  de  tipo  combinatorio  en  lu¬ 
gar  de  realizar  la  multiplicación  de  los  tres  términos.  Cuando  se  desarrolla  la  expresión  (x  +  y)'  = 
le  +  y)  (x  +  y)(.v  +  y),  se  suman  los  términos  obtenidos  como  producto  de  un  término  de  cada  uno 
de  los  tres  factores  de  la  forma  (x  +  y),  Por  tanto,  aparecen  términos  de  la  forma  x3,  .V3y,  xy2  e  f. 
Para  obtener  un  término  de  la  forma  ,r\  se  debe  escoger  el  término  x  de  cada  uno  de  los  tres  fac¬ 
tores,  y  esto  se  puede  hacer  de  una  única  forma.  Por  tanto,  el  coeficiente  de  ,v  en  el  desarrollo  ten¬ 
drá  coeficiente  I.  Para  obtener  un  término  de  la  forma  xyv,  se  debe  escoger  el  término  x  en  dos  de 
los  tres  factores  (y,  por  tanto,  e!  término  v  en  el  otro  factor).  Por  tanto,  el  número  de  tales  términos 
ese!  número  de  2-combinaeiones  de  tres  objetos,  es  decir.  (í).  De  manera  similar,  el  número  de  tér¬ 
minos  de  la  forma  xy'  es  e!  número  de  lomias  de  tomar  un  termino  a  de  una  de  las  tres  sumas  {y, 
por  tanto,  el  término  y  en  los  otros  dos  factores).  Esto  se  puede  hacer  de  (])  maneras.  Por  último,  la 
única  forma  de  obtener  un  término  de  la  forma  y'  es  escoger  el  término  y  en  cada  uno  de  los  tres 
factores,  y  esto  se  puede  hacer  de  una  única  forma.  Por  tanto,  tenemos  que 

(x  +  y)3  =  (,v  +  y)  (x  +  y)  (x  +  y)  =  (xr  +  xy  +  yx  +  yy)  (x  +  y) 

=  xxr  +  xxy  +  xy.t  +  xyy  +  yxx  +  yxy  +  yyx  +  yyy 

=  x3  +  3x*y  +  3xf  +  y3.  < 


A  continuación  se  enuncia  el  Teorema  del  Binomio. 


EL  TEOREM  A  DEL  BINOMIO 


Sean  x  e  y  variables  y  ;t  un  entero  no  negativo.  Entonces, 


fíe  mostración:  Daremos  una  demostración  combinatoria  del  resultado  Los  tcmiinos  del  desarro¬ 
llo  son  de  la  forma  .v"_í  v1  para  j  -  0,  t ,  2 . n.  Para  contar  el  número  de  términos  de  la  forma  x~!y> 

para  cierto  j.  obsérvese  que  para  obtener  un  término  de  esta  forma  es  necesario  escoger  n  -j  tér¬ 
minos  x  de  entre  los  /;  factores  (y  por  tanto,  en  los  restantes  j  términos  escoger  la  y).  Por  tanto,  el 
coeficiente  de  x"~'yJ'  es  (/  j.  que  es  igual  a  (/;).  Esto  demuestra  el  teorema. 

En  los  siguientes  ejemplos  se  muestra  el  uso  del  Teorema  del  Binomio. 


¿Cuál  es  el  desam.il  lo  de  (x  +  y)'? 

Solución:  Según  el  Teorema  del  Binomio,  se  tiene  que 


í.x  + 


x4  + 


xJv  +  || x2yJ  + 


xv2  + 


=  x4  +  4.r  v  +  6.v3  y'  +4xv '  +  vJ, 


◄ 


¿Cuál  es  el  coeficiente  de  x  !:y¡  ’  en  el  desarrollo  de  (  v  +  y)25? 


Solución:  Según  el  Teorema  del  Binomio,  se  tiene  que  este  coeficiente  es 

o 


25! 

1 3!  1 2! 


5.200.300. 


Recuento  .105 


EJEMPLO  4 


COROLARIO  1 


corolario: 


¿Cuál  es  el  coeficiente  de  aJ2v'3  en  el  desarrollo  tic  (2.v  -  3vp? 


Solución:  Obsérvese  c¡ue  esta  expresión  se  puede  escribir  (2v  +  {-3}1))25.  Según  el  Teorema  del  Bi¬ 
nomio,  se  tiene  que 


(2.t  +  (-3v))2s  -  £ ( )  (2jc)23-j(-3v>/- 

1=0  V  J  ) 


Por  tanto,  el  coeficiente  de  a!2v!I  en  el  desarrollo  anterior  se  obtiene  cuando  j  —  13,  es  decir. 


212(-3)13  =  - 


25! 

13!  12!' 


^12^13 


Los  siguientes  corolarios  muestran  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  del  Binomio  para  de¬ 
mostrar  algunas  identidades  útiles. 


Sea  n  un  entero  no  negativo.  Entontes. 


Demostración:  Utilizando  el  Teorema  del  Binomio  con  v  =  I  e  y  -  1,  vemos  que 


Por  tanto,  hemos  concluido  la  demostración,  *<] 

También  existe  una  bonita  demostración  combinatoria  del  Corolario  L  que  presentamos  a 
continuación. 


Demostración:  Un  conjunto  de  n  elementos  tiene  un  total  de  2*  subconjuntos.  Cada  subconjunto 
tiene  bien  cero  elementos,  bien  un  elemento,  bien  dos  elementos,  ...  o  bien  n  elementos.  Hay  {£) 
subconjuntos  con  cero  elementos,  (*)  subconjuntos  con  un  elemento,  (")  subconjuntos  con  dos  ele¬ 
mentos,  ...  y  (")  subconjuntos  con  n  elementos.  Por  tanto. 


es  el  numero  total  de  subconjuntos  de  un  conjunto  de  n  elementos.  Esto  demuestra  que 


Sea  n  un  entero  positivo.  Entonces. 


Demostración:  Según  el  Teorema  del  Binomio,  se  tiene  que 

o = o" =«-D+ir = -  ¿j "  ](-d*. 


< 


Esto  demuestra  el  corolario. 
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COROLARIO  3 


TEOREM  A  2 


l'íiafs-s 


Observación:  1:1  Corolario  2  implica  que 


Sea  n  un  entero  no  negativo.  Entonces, 


Demostración:  Obsérvese  que  el  lado  izquierdo  de  esta  fórmula  es  el  desarrollo  de  ( l  +  2f  que 
proporciona  el  Teorema  del  Binomio.  Por  tanto,  se  tiene  que 


(1+2)"'  = 


\"~k2k  = 


de  donde 


—  o  . 


< 


EL  TRIÁNGULO  Y  LA  IDENTIDAD  DE  PASCAL  _ 

Los  coeficientes  binomiales  satisfacen  muchas  identidades  distintas.  A  continuación  presentamos 
una  de  las  más  importantes. 

IDENTIDAD  DE  PASCAL  Sean  n  y  k  enteros  positivos  tales  que  n  >  L  Entonces, 


Demostración:  Supongamos  que  7  es  un  conjunto  de  n  +  I  elementos.  Sea  a  un  elemento  de  7 
y  sea  S  -  T  \a).  Obsérvese  que  hay  (n  T1)  subconjuntos  de  k  elementos  en  / ,  Sin  embargo,  un 
subconjunlo  de  k  elementos  de  Tbien  contiene  al  elemento  a  junto  con  otros  k  -  \  elementos  de  S 
o  bien  contiene  k  elementos  de  S  y  no  contiene  al  elemento  a .  Como  hay  {/  ,)  subconjuntos  de 
k  I  elementos  de  S.  hay  (, " ,)  subconjuntos  de  k  elementos  de  T  que  contienen  al  elemento  a. 
Además,  coma  hay  ('!)  subconjuntos  de  S  de  k  elementos,  hay  también  (0  subconjuiUos  de  k  ele¬ 
mentos  de  T  que  no  contienen  al  elemento  a*  Por  tanto. 


< 


BE  AISK  PASCAL  ( 1 623-  J  662  i  B  tai  se  Pascal  dio  muestras  de  su  talento  a  edad  muy  temprana,  a  pesar  de  que  su  padre, 
que  había  hecho  algunos  descubrimientos  en  geometría  analítica,  intentó  mantener  los  libros  de  matemáticas  lejos  de  su  al¬ 
cance  para  intentar  que  desarrollara  otros  intereses.  A  los  dieciseis  años  Pascal  realizó  un  importante  descubrimiento  sobre 
las  secciones  cónicas.  A  los  dieciocho  diseñó  una  máquina  de  calcular,  que  construyó  y  vendió.  Pascal  junto  con  Fe  miar 
estableció  los  fundamentos  de  la  teoría  de  la  probabilidad.  En  su  trabajo  hizo  descubrimientos  sobre  lo  que  ahora  se  conoce 
como  et  triángulo  de  Pascal.  En  1654  abandonó  sus  trabajos  en  matemáticas  para  dedicarse  a  la  teología,  Después  de  esto, 
sólo  en  una  ocasión  volvió  a  trabajar  en  matemáticas.  I  na  noche,  desvelado  por  un  severo  dolor  de  muelas,  buscó  alivio  es¬ 
tudiando  las  propiedades  de  la  cicloide.  De  forma  milagrosa,  su  dolor  se  alivió,  lo  que  Pascal  interpretó  como  una  señal  de 
aprobación  divina  de  sus  trabajos  de  malein áticas. 


! 
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(i)  (!)  i  i 

( i) )  (  j  )  ( 2 )  Por  \¿  idenudad  de  Pascal:  1  2  I 

(5)  0)  (0  0)  (i)  ♦(»-(!)  .33, 

(!)  (!)  (0  0)  (!)  ,364 

(!)  0)  0)  0)  (!)  (!)  ,  ’  ,o  ,o  5 


(S)  (?)  (?)  (5)  (5^0)  (0 

o)  o)  o)  o)  o)  (Y)  o)  o) 

(0  0)0)  0)  0)  0)  (0(0(0 


3 


(a)  ib) 

Fi  gura  L  £  1 1  ri  ¿íngu  1  o  de  Pü  seal . 

Observación:  Se  ha  dado  una  demostración  combinatoria  de  la  identidad  de  Pascal,  También  se 
puede  demostrar  esta  identidad  realizando  manipulaciones  algebraicas  en  la  fórmula  de  (")  (véase 
el  Problema  19  al  final  de  esta  sección). 

Observación:  La  identidad  de  Pascal,  ¡unto  con  tas  condiciones  iniciales  (")  -  {")  -  I  para  todos 
los  enteros  n .  se  pueden  utilizar  para  definir  de  forma  recursiva  los  coeficientes  binomialcs.  Esta 
definición  recursiva  es  útil  en  eí  cálculo  de  los  coeficientes  binomiales,  ya  que  al  utilizarla  sólo  se 
realizan  sumas  de  números  enteras. 

La  identidad  de  Pascal  es  la  base  para  ordenar  de  manera  geométrica  los  coeficientes  bino* 
míales  en  un  triángulo,  como  se  muestra  en  la  Figura  l . 

La  fila  fí-ésíma  del  triángulo  está  formada  por  los  coeficientes  binomialcs 


Este  triángulo  se  conoce  como  triángulo  de  Pascal-  La  identidad  de  Pascal  demuestra  que  cuan- 
Enlace*  do  se  suman  dos  coeficientes  binomialcs  adyacentes,  se  obtiene  el  coeficiente  de  la  siguiente  fila 
que  se  encuentra  entre  ios  dos, 

ALGUNAS  OTRAS  IDENTIDADES 

ENTRE  COEFICIENTES  BINOMIALES  _  _  _ _ 

Concluimos  esta  sección  con  las  demostraciones  combinatorias  de  dos  de  las  muchas  identidades 
que  satisfacen  los  coeficientes  binomialcs, 

TEOREM A  3  i I) ENTIDAD  DE  VANDERMON DE  Sean  mf  n  y  r  enteros  no  negativos  tales  que  r  es  me¬ 

nor  o  igual  que  m  y  n<  Entonces, 
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COROLARIO  4 


TEOREMA  4 


Enlaces 


Observación:  Esra  identidad  fue  descubierta  por  el  matemático  Alexandre-Théophile  Van  de  r- 
monde  en  el  siglo  xviii. 


Demostración:  Supongamos  que  hay  m  elementos  en  un  primer  conjunto  y  n  elementos  en  un  se¬ 
gundo  conjunto.  El  número  de  maneras  de  escoger  r  elementos  de  la  unión  de  los  conjuntos  es 
("'  *  rj.  Otra  forma  de  escoger  r  elementos  de  la  unión  es  escoger  k  elementos  del  primer  conjunto 
y  r  -  k  elementos  del  segundo,  donde  k  es  un  número  entero  tal  que  0  <k<  r.  Según  la  regla  del 
producto,  esto  se  puede  hacer  de  ('¡)  (f"t)  formas  distintas.  Por  tanto,  el  número  de  formas  de  es¬ 
coger  r  elementos  de  la  unión  es  también 


(  m  +  n 


m 


-k  U  ' 


Esto  demuestra  la  identidad  de  Vandermonde, 


<t 


El  Corolario  4  es  una  consecuencia  de  la  identidad  de  Vandermonde. 


Sea  n  un  entero  no  negati  vo.  Entonces 

'2C  '  "  r!V2 


.  .  •  •  ■  ñ 

..y  '  “ 


MI 


-:  V  C':.r.'  :  -  ....  .  •  ■  -V- 

DX,  V*-  'v  .  t  (A  ‘v  ^ 

í...::  .  ■■  ■■  -ir-  ■ 


Demostración:  Utilizamos  Ja  identidad  de  Vandermonde  con  m  =  r=  n  para  obtener  que 


=  y, 

n  l  ,1  n  —  k  ¡{k 

üi=0 


isr(nY 


La  úlúma  igualdad  es  consecuencia  de  la  identidad  ('')  -  (n'j¿). 


<1 


También  se  pueden  demostrar  identidades  combinatorias  contando  cadenas  de  n  bits  con  de¬ 
terminadas  propiedades,  como  muestra  la  prueba  del  Teorema  4. 


Sean  n  y  r  enteros  no  negativos  tales  que  r  <  n.  Entonces, 


t  mm  ■■ 


;  ¡BtfrNw 


Demostración:  Daremos  una  demostración  combinatoria.  Según  el  Ejemplo  10  de  la  Sección  4.3, 
la  parte  izquierda  de  la  identidad,  ("*]),  es  el  numero  de  cadenas  de  n  +  I  bits  que  contienen  r  +  1 


unos. 


Veamos  que  la  parte  derccña  de  la  igualdad  cuenta  los  mismos  objetos  considerando  los  ca¬ 
sos  que  corresponden  a  las  posibles  posiciones  del  último  uno  en  una  cadena  de  r  +  1  unos.  El  úl¬ 
timo  uno  debe  aparecer  en  la  posición  r  +  1,  r  +  2,  .♦*  o  n  +  ! .  Además,  si  el  último  uno  es  el  bit 


ALEXANDRE-THÉOPHILE  VANDERMONDE  i J 735- 1796)  Como  Alexandre-Théophile  Vandermonde  era  un 
niño  con  una  salud  delicada,  su  padre,  que  era  médico,  ío  dirigió  hacia  una  carrera  dedicada  a  !a  música.  Sin  embargo,  pós¬ 
ter  i  onuentc  desarrolló  un  gran  ínteres  por  las  matemáticas.  Su  obra  matemática  completa  se  compone  de  cuatro  artículos, 
publicados  en  los  años  1771  y  1772,  donde  aparecen  contribuciones  importantes  al  problema  de  la  búsqueda  de  raíces  de 
una  ecuación,  a  Ja  teoría  de  determinantes  y  sobre  el  problema  del  tecorrido  del  caballo  en  el  ajedrez  (que  presentaremos 
en  ios  problemas  de  ia  Sección  8.5).  El  yitcrés  de  Vandermonde  por  las  matemáticas  duró  sólo  dos  años.  Posteriormente, 
publicó  trabajos  sobre  armonía,  experimentos  con  frío  y  manufactura  de  acero  También  se  interesó  por  la  política,  abra¬ 
zando  la  causa  de  la  revolución  francesa  y  ocupando  diversos  cargos  políticos  en  el  gobierno. 


;  ;  • 


Recuento  309 


Pésimo,  Jebe  haber  r  unos  en  las  primeras  k  1  posiciones.  Según  el  Ejemplo  Jü  de  la  Sec¬ 
ción  4,3,  hay  (*, ')  cadenas  con  esa  condición.  Sumando  para  los  valores  de  k  tales  que  r  +  ]  <  i  < 
n  +  L  se  tiene  que  hay 


I 

A=r  +  I 


‘difi 


cadenas  de  n  bits  que  contienen  exactamente  r  +  1  unos.  (Obsérvese  que  la  última  igualdad  se  ob¬ 
tiene  del  cambio  de  variable;  =  k  -  1 ),  Como  los  dos  lados  de  la  identidad  cuentan  los  mismos  ob- 
jetos,  deben  ser  iguales. 


Problemas 

I ,  Escribe  el  desarrollo  de  (x  +  y)* 

a )  utilizando  razonamientos  combinatorios,  como  en 
el  Ejemplo  L 

b)  mili/ando  el  Teorema  del  Binomio. 

2*  Escribe  el  desarrollo  de  (jr  +  y)5 

al  utilizando  razonamientos  combinatorios» como  en 
el  Ejemplo  1 . 

b)  ub  fizando  d  Teorema  del  Binomio. 

3.  Escribe  el  desarrollo  de  (x  +  yt. 

4.  Calcula  el  coeficiente  de  .vV  en  el  desarrollo  de 
(x  +  y)f\ 

5*  ¿Cuántos  términos  tiene  el  desarrollo  de  ( i  +  y)!W? 

f>.  ¿Cuál  es  el  coeficiente  de  v  en  el  desarrollo  de 
(1  +  .v}"? 

7.  ¿Cuál  es  el  coeficiente  de  vL>  en  el  desarrollo  de 

(2 -.xyn 

tt*  ¿Cuál  es  el  coeficiente  de  rV  en  el  desarrollo  de 

(3rv  +  2y),T? 

9*  ¿Cuál  es  el  coeficiente  de  vmívqí*  en  el  desarrollo  de 
(2r-3 y)^? 

*H).  Dá  una  fornida  para  el  coeficiente  de  p  en  el  des¬ 
arrollo  de  (r  [f  l/.r)'*\  donde  k  es  un  entero. 

*11*  Ha  una  lomuda  para  el  coeficiente  de  e  en  d  des¬ 
arrollo  de  (r  -  l/x)m\  donde  k  es  un  entero. 

12*  1  a  fila  de  I  triángulo  de  Pascal  que  contiene  los  coefi¬ 
cientes  hi  nonti  ules  (”'),  0  <  k  <  10,  es: 

I  10  45  120  210  252  210  120  45  10  1 

1  til  iza  ht  identidad  de  Pascal  para  calcular  la  fila  in¬ 
terior  a  ésta  en  el  triángulo  de  Pascal 

a 

13,  ¿Cuál  es  la  lila  dd  triangulo  de  Pascal  que  contiene 
los  coeficientes  h¡  norma  les  (7)*  0  <  k  <  9? 


14.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces 

i  =(;;)<(;)<■■■  <U) = (r;^  i. 

15*  Demuestra  que  (¡j  <  2"  para  todos  ios  números  ente¬ 
ros  positivos  n  y  k  tales  que  0  <  k  <  n . 

Ib,  \  ti  liza  el  Problema  14  y  el  Corolario  I  para  demos¬ 
trar  que  si  n  es  urt  entero  mayor  que  í „  entonces  {,  . ,) 
>  2 "/«»  y  concluye  que  si  n  es  un  entero  positivo,  en¬ 
tonces  (^)  >  4"/2  n. 

r  '  17*  IX1  muestra  que  si  n  y  k  son  enteros  tales  que  1  <k<  n, 
entonces  (J)  <  nLf 2L~l. 

IX*  Supongamos  que  h  es  un  entero  mayor  o  igual  que  7. 
Utiliza  el  Te  ore  tna  del  B  i  n  om  í  o  y  la  f  il  a  adec  u  a*  la 
dd  triángulo  de  Pascal  para  determinar  la  expresión 
en  base  h  de  íl  I),1,  |es  decir,  la  cuarta  potencia  del  nú¬ 
mero  í  1  l)fr  expresada  en  base  f>], 

19*  Demuestra  la  identidad  de  Pascal  utilizando  !a  fór¬ 
mula  para 

20.  Supongamos  que  k  y  n  son  enteros  tales  que  l  <  1  <  n. 

Demuestra  ht  identidad  hexagonal 

i;::», )(;::] 

que  relaciona  términos  en  el  triángulo  de  Pascal  que 
forman  un  hexágono* 

2  L  Demuestra  que  sí  n  y  k  son  enteros  tales  que  i  <  k  < 
n *  entonces  i(Av)  =  n(*  ) 

al  utilizando  una  demostración  combinatoria*  (Indi 
í  ación;  Demuestra  que  los  dos  términos  de  la 
identidad  cuentan  las  formas  de  escoger  un  sub- 
conjuiilo  de  k  elementos  de  entre  los  de  un  con¬ 
junto  con  n  elementos  y  posteriormente  un  ele¬ 
mento  de  dicho  subcon junio), 
bj  utilizando  una  demostración  algébrica  basada  en  la 
fórmula  para  (?)  dada  en  el  Teorema  2  de  la  Sec¬ 
ción  4,3. 
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22.  Demuestra  !□  identidad  (;)  (¡)  =  (¡)  {£}),  donde  n,  ryk 
son  enteros  no  negativos  tales  que  r  <  n  y  k  <  r. 

al  ulilízaiiclo  an  argumento  combinatorio, 
bt  utilizando  un  argumento  basado  en  la  fórmula  para 
el  número  de  r- combinaciones  en  un  conjunto  de  n 
elementos, 

23.  Demuestra  que  si  n  y  k  son  enteros  positivos,  enton¬ 
ces 

("rb+i-,)/* 

Utiliza  esta  identidad  para  dar  una  de  fin  i  ón  inductiva 
de  los  coeficientes  bmommles. 

24.  Demuestra  que  si  p  es  un  número  primo  y  k  es  un  en 
tero  mi  que  1  <  k  <  p  -  L  entonces  p  es  un  divisor 

de  (f). 

25.  Sea  n  un  eniero  positivo.  Demuestra  que  +  (’")  = 

e:í)/2- 

*26.  Sean  n  y  k  enteros  mies  que  1  <  k  <  í?,  Demuestra  que 
*27.  Demuestra  que 


para  cualesquiera  n  y  renteros  positivos. 

a)  Utilizando  un  argumento  combinatorio. 

b)  Utilizando  la  identidad  de  Pascal. 

2S  Demuestra  que  si  n  es  un  eniero  positivo,  entonces  (/’"} 
=  2(")  +  n1 

ai  utilizando  tin  argumento  combinatorio, 

Ih  mediante  manipulaciones  algebraicas, 

*2*U  Da  una  demostración  combinatoria  de  que  SLi^C')  = 
nT  iíndk  ación:  C  uenta  <le  dos  formas  distintas  las 
maneras  de  elegir  una  comisión  y  de  elegí r  después  el 
presidente  de  dicha  comisión l 

*30  Da  una  demostración  combinatoria  de  que  — 

/¿(^'|),  {Indicación:  Cuenta  de  dos  maneras  distintas 
las  formas  de  elegir  una  comisión  de  n  miembros  de 
entre  un  grupo  de  n  profesores  de  matemáticas  y  n 
profesores  de  informática  y  de  elegir  después  un  pro 
s  iden  te  que  sea  profesor  de  matemáticas), 

31.  Demuestra  que  un  conjunto  no  vacío  tiene  el  mismo 
número  de  subcon juntos  con  un  numero  impar  de 
elementos  que  con  un  número  par  de  elementos, 

*32,  Demuestra  el  Teorema  det  Binomio  utilizando  el 
principio  de  inducción. 


33.  En  este  problema  contaremos  d  número  de  caminos 
en  el  plano .vy  entre  d  origen  (0,  0)  y  el  punto  (ib,  n) 
tales  que  cada  camino  está  formado  por  una  serie  de 
pasos,  y  cada  paso  es  bien  un  movimiento  a  la  dere¬ 
cha  o  bien  un  movimiento  hada  arriba.  (No  se  per¬ 
miten  movimientos  hacia  la  izquierda  ni  hacia  ahajo). 
En  la  siguiente  figura  se  muestran  dos  ejemplos  de  ta¬ 
les  caminos. 


(a) 


m 

a)  Demuestra  que  cada  camino  del  tipo  descrito  se 
puede  representar  por  una  cadena  de  bits  formada 
por  m  ceros  y  n  unos,  donde  los  ceros  representan 
un  paso  a  la  derecha  y  los  unos  representan  un 
paso  hacia  arriba. 

b>  l  ft  i  (izando  el  apartado  (a),  concluye  que  hay  (  ,M) 
caminos  del  tipo  descrito. 

34.  Utiliza  el  Problema  33  para  demostrar  que  (¡)  =  (/V) 
para  todo  entero  k  lal  que  0  <  k  <  n.  [indicación: 
Considera  el  número  de  caminos  dd  tipo  descrito  en 
el  Problema  33  desde  el  pumo  (0,  Oí  al  (rt —  t,  A)  y 
desde  d  punió  (0,  0)  al  (A.  n  -  £)]. 

35.  Utiliza  d  Problema  33  para  demostrar  el  Teorema  4. 
[Indicación:  Cuenta  el  número  de  caminos  con  n  seg¬ 
mentos  del  tipo  descrito  en  el  Problema  33,  Todos 
estos  caminos  deben  terminar  en  uno  de  los  puntos 

I  (n  -  K  t),  para  k  =  0,  1  ,2 . n]. 

36.  Utiliza  d  Problema  33  para  demostrar  la  identidad  de 
Pascal.  [Indicación:  Demuestra  que  un  camino  del 
lipo  descrito  en  el  Problema  33  que  va  de  (0. 0)  a  í  n  + 
l  -  k ,  k)  pasa  bien  por  {n  +  I  -  k,  k  I )  o  bren  por 

-  Jt.  k ),  pero  no  por  ambos]. 

37.  Demuestra  la  identidad  del  Problema  27  utilizando 
el  Problema  33.  [Indicación:  En  primer  lugar,  obsér¬ 
vese  que  el  número  de  caminos  de  {(),  0)  a  (n  +  U  r) 

0  es  r;,r).  A  continuación,  cuenta  d  número  de  cami¬ 

nos  sumando  el  número  de  caminos  de  este  tipo  que 
empiezan  subiendo  k  pasos  para  k  =  0,  1,2,  rj. 


vf  n  +  k 

k\  k 


_ 
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38.  Da  una  demostración  combinatoria  de  que  si  tt  es  un 
e  n  te  ro  po  si  ti  v  o  *  c  n  t  o  n  ce  s  X" , , ,  k ~  ( ")  =  n  { n  +  I )  2W  \ 
[Indicar ion:  Demuestra  que  los  dos  términos  de  lu 
identidad  cuentan  las  formas  de  seleccionar  un  sub- 
con junto  de  un  conjunto  de  n  elementos  y  después 
dos  elementos,  no  necesariamente  distintos,  de  este 
subconjunto.  Además,  expresa  el  término  de  la  dere¬ 
cha  como  n{n  -  I  )2ñ~2  *  /i2*  ’}. 

*39*  Determina  una  fórmula  en  términos  de  los  coeficien¬ 
tes  b¡ normales  para  el  w-ésimo  término  de  la  suce¬ 
sión  cuyos  términos  iniciales  se  enumeran,  [indica- 


aún;  Puede  ser  de  utilidad  el  triángulo  de  Pascal. 
Aunque  hay  infinitas  sucesiones  que  comienzan  con 
d  conjunto  de  términos  especificado,  caria  una  de  las 
siguientes  listas  es  el  comienzo  de  una  sucesión  del 
tipo  deseado]. 

a)  I,  3, ó,  10. 15,  2 1. 28,  36,  45,  55.  66, ... 
h\  1 . 4,  10,  20,  35,  56,  84.  120,  165.  220,  ... 

c)  1 . 2, 6, 20, 70.  252,  924,  3.432. 12.870. 48*620, ... 

d)  l,  1,  2. 3,  6,  10, 20,  35,  70,  126,... 

e)  U  f  U3, 1,5, 15*  35,  1,9,... 

n  l.  3.  15,  84. 495,  3.003.  1 8.564.  1 16.280,  731471* 
4,686.825* ... 


4.5  Permutaciones  y  combinaciones  generalizadas 


INTRODUCCIÓN 


tintares 


En  muchos  problemas  de  recítenlo,  los  elementos  se  pueden  utilizar  repetidamente.  Por  ejemplo, 
una  letra  o  un  dígito  pueden  utilizarse  varias  veces  en  un  numero  de  matrícula.  Cuando  se  selec¬ 
ciona  una  docena  de  domas*  se  pueden  escoger  varios  de  la  misma  clase.  Esto  contrasta  con  los 
problemas  de  recuento  que  se  han  discutido  hasta  ahora  en  este  capítulo,  donde  sólo  se  conside¬ 
raron  permutaciones  y  combinaciones  en  las  que  cada  término  se  podía  utilizar  como  mucho  una 
vez.  En  esta  sección  veremos  cómo  resolver  problemas  de  recuento  en  los  que  los  elementos  pue¬ 
den  utilizarse  más  ele  una  vez. 

Además,  en  algunos  problemas  de  recuento  aparecen  elementos  que  no  se  pueden  distinguir. 
Por  ejemplo,  para  contar  el  número  de  formas  en  que  se  pueden  reordenar  las  letras  de  la  palabra 
PAPAYA .  se  debe  tener  en  cuenta  que  intercambiar  de  posición  dos  letras  /\  no  produce  una  pala¬ 
bra  distinta.  Esto  también  contrasta  ion  los  problemas  discutidos  hasta  ahora,  donde  se  consideraba 
que  todos  los  elementos  eran  distinguibles.  En  esta  sección  describiremos  cómo  resolver  proble¬ 
mas  de  recuento  en  los  que  algunos  de  los  elementos  no  son  distinguibles  entre  sí. 

En  esta  sección  también  explicaremos  cómo  resolver  otro  tipo  distinto  de  problemas  de  re¬ 
cuento,  los  problemas  que  se  ocupan  de  contar  las  formas  de  colocar  objetos  distinguibles  en  ca¬ 
jas,  Un  ejemplo  de  este  tipo  de  problema  es  de  cuántas  maneras  se  puede  repartir  una  mano  de  pó¬ 
quer  a  cuatro  jugadores. 

En  conjunto,  los  métodos  descritos  ame  nórmente  en  este  capítulo*  junto  con  los  que  se  in¬ 
troducen  en  esta  sección,  proporcionan  las  herramientas  necesarias  para  resolver  una  amplia  va¬ 
riedad  de  problemas  de  recuento.  C  iando  añadamos  los  métodos  det  Capítulo  b  a  este  arsenal*  el 
lector  será  capaz  de  resolver  una  gran  parte  de  ios  problemas  de  recuento  que  aparecen  en  gran  nu¬ 
mero  de  áreas  de  estudio. 


PKR MUTACIONES  CON  REPETICION 


Cuando  os  posible  repetir  elementos  podemos  contar  las  permutaciones  fácilmente  utilizando  la  re¬ 
gla  del  producto,  como  se  muestra  en  el  Ejemplo  I . 


EJEMPLO  l  ¿C  nautas  cadenas  de  longitud  n  se  pueden  formar  con  las  2  letras  del  alfabeto  español? 


Solución:  Según  la  regla  del  producto,  como  hay  27  letras,  y  como  cada  letra  se  puede  utilizar  va¬ 
rias  veces,  vemos  que  hay  27"  cadenas  de  longitud  H ,  4 

t 

El  Teorema  I  nos  da  el  número  de  /  -permutaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos  cuando  se 
permiten  las  repeticiones. 
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TEOREMA  1 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


ti  número  de  rpermutadonés  con  repetición^  o  variaciones  con  repetición,  de  un  conjunto  de 
n  elementos  es  t¡\ 

Demostración:  i  lay  n  formas  de  seleccionar  un  demento  del  conjunto  para  cada  una  de  las  r  ptv 
sic iones  de  una  /  permutación  con  repetición,  ya  que  para  cada  posición  están  disponibles  los  n 
elementos.  Por  tanto,  según  la  regla  del  producto,  hay  nf  r-permutaciones  con  repetición. 

COMBINACIONES  CON  REPETICIÓN 


Consideremos  los  siguientes  ejemplos  de  combinaciones  cuando  se  permite  la  repetición  de  ele¬ 
mentos. 


¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  cuatro  piezas  de  fruta  de  una  cesta  que  contiene  man 
zanas,  naranjas  y  peras  si  el  orden  en  que  se  seleccionan  las  piezas  no  se  tiene  en  cuenta,  sino  sólo 
el  tipo  de  fruta,  y  hay  al  menas  cuatro  piezas  de  cada  tipo  en  la  cesta? 


Solución:  Para  resolver  este  problema  haremos  una  lisia  de  todas  las  formas  posibles  de  selec¬ 
cionar  una  fruta.  Hay  15  posibilidades; 


4  manzanas 
3  manzanas.  !  naranja 
3  naranjas,  I  pera 
2  manzanas,  2  naranjas 
2  manzanas,  I  naranja,  1  pera 


4  naranjas 
3  manzanas,  I  pera 
3  peras.  I  manzana 
2  manzanas,  2  peras 
2  naranjas.  1  manzana,  l  pera 


4  peras 

3  naranjas,  1  manzana 
3  peras,  I  naranja 
2  naranjas,  2  peras 
2  penis,  1  manzana.  I  naranja 


La  solución  es  el  número  de  4-combi naciones  con  repetición  de  un  conjunto  de  tres  elementos, 
[  manzana,  naranja^  pera  \ ,  4 


Para  resolver  problemas  de  recuento  de  este  tipo  más  complicados  necesitamos  un  método 
general  para  contar  las  r  combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos.  En  el  Ejemplo  3  se  in¬ 
troduce  dicho  método. 


¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  cinco  billetes  de  una  caja  registradora  que  contiene  hi 
Metes  de  5  €,  10  €,  20  €.  50  €,  100  €t  200  €  y  500  €7  Se  supone  que  el  orden  en  que  se  selec¬ 
cionan  no  se  tiene  en  cuenta,  que  los  billetes  de  la  misma  cantidad  no  se  pueden  distinguir  y  que 
hay  al  menos  cinco  billetes  de  cada  tipo. 


Solución:  Como  el  orden  en  que  se  seleccionan  los  billetes  no  se  tiene  en  cuenta  y  hay  siete  tipos 
distintos  de  billetes  que  se  pueden  seleccionar  hasta  cinco  veces,  en  este  problema  tenemos  que 
contar  5-combinacinnes  con  repetición  en  un  conjunto  de  siete  elementos.  Enumerar  todas  las  po¬ 
sibilidades  sería  tedioso  debido  al  gran  numero  de  posibilidades.  En  lugar  de  esto,  introduciremos 
una  nueva  técnica  que  nos  permitirá  contar  combinaciones  con  repetición. 

Supongamos  que  una  caja  tiene  siete  compartí  miemos,  uno  para  cada  tipo  de  billete,  como 
muestra  la  Figura  1,  Los  diferentes  compartimientos  están  separados  por  seis  listones,  como  se  \c  en 
la  figura.  La  elección  de  los  cinco  billetes  corresponde  a  poner  cinco  mareas  en  los  compartimien¬ 
tos  correspondientes  a  cada  tipo  de  billete.  La  Figura  2  muestra  esta  correspondencia  para  tres  po¬ 
sibles  elecciones,  de  forma  que  los  listones  se  representan  con  una  barra  y  los  billetes  con  asteriscos. 
El  número  de  formas  de  seleccionar  cinco  billetes  corresponde  al  número  de  formas  de  co¬ 
locar  seis  barras  y  cinco  asteriscos.  Por  tanto,  el  número  de  formas  de  seleccionar  los  billetes  es  el 
número  de  formas  de  seleccionar  las  posiciones  de  los  cinco  asteriscos  de  entre  once  posiciones 
posibles.  Esto  es  lo  mismo  que  el  número  de  formas  de  seleccionar  un  subconjunto  de  5  elemen¬ 
tos  de  un  conjunto  de  1 1 .  que  se  puede  hacer  de  Cl  11,5)  numeras.  Por  tanto,  hay 


II! 

C(1 1,5)  =  -—  =  462 
5!  ó! 

I  orinas  de  seleccionar  cinco  billetes  de  la  caja  registradora  que  contiene  siete  tipos  de  billetes,  4 
El  Teorema  2  generaliza  esta  discusión. 


-  ■  •  _  ^  •  rc  ■  1  •  .  ■ 
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500  €  200  €  IÜÜ€  50  €  20  €  10  €  5€ 

Figura  i.  Caja  con  siete  tipos  de  billetes. 


Figura  2,  Ejemplos  de  formas  de  seleccionar  cinco  billetes. 


*  * 


* 


TEOREMA  2  En  un  conjunto  con  n  elementos  hay  C(n  +  r-  I  r  r)  r-combinacíones  con  repetición. 

Demostración:  Cada  r-combinacmn  con  repetición  de  un  conjunto  con  n  elementos  se  puede  re¬ 
presentar  como  una  lista  de  n  -  1  barras  y  r  -asteriscos*  Las  n  -  1  barras  se  utilizan  para  delimitar  n 
celdas,  de  forma  que  aparece  un  asterisco  en  la  Lésima  celda  por  cada  vez  que  el  elemento  i-ésimo 
es  seleccionado.  Por  ejemplo,  una  6-eombmadóii  de  un  conjunto  de  cuatro  elementos  se  representa 
con  tres  barras  y  seis  asteriscos.  Asi 

|  # ] J 

representa  la  combinación  que  contiene  dos  unidades  del  primer  elemento,  una  del  segundo  ele¬ 
mento,  ninguna  del  tercer  elemento  y  tres  del  cuarto  elemento  del  conjunto. 

Como  hemos  visteé  cada  lista  con  n  1  barras  y  r  asteriscos  se  corresponde  con  una  /'-com¬ 
binación  con  repetición  de  un  conjunto  de  n  elementos*  El  número  de  tales  listas  es  C(n  -  I  +  r,  d* 
ya  que  cada  lisia  se  corresponde  con  una  elección  de  r  posiciones  de  entre  las  n  -  1  +  r  posibles 
para  colocar  los  r  asteriscos  y  las  //  1  barras. 

Los  ejemplos  del  4  al  7  muestran  cómo  se  aplica  el  Teorema  2, 

EJEMPLO  4  Supongamos  que  una  tienda  de  galletas  tiene  cuatro  tipos  diferentes  de  galletas.  ¿De  cuantas  for¬ 
mas  se  pueden  seleccionar  seis  galletas?  Se  supone  que  sólo  se  tiene  en  cuenta  el  tipo  de  galleta  y 
Ejemplos  que  el  orden  en  que  se  seleccionan  no  importa. 

adicionales 


3 1 4  M  a  lerna  tica  d  i  se  re  t  a  y  sus  a  p  I  i  c  aci  o  nes 
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EJEMPLO  6 


Solución:  El  número  de  formas  de  escoger  seis  galletas  es  el  número  de  6- combinación  es  con  re¬ 
petición  de  un  conjunto  de  cuatro  elementos.  Según  el  Teorema  2,  éstas  son  C(4  +  ó  -  L  6)  = 
C(9,  ó).  Como 


9*87  , 

C(9f  6)  -09,  3)  -  — ■ — -  =  84, 

1-2-3 

hay  84  maneras  distintas  de  escoger  seis  galletas. 


¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación 


si  a,.  x2  y  son  enteros  no  negativos? 

Solución:  Para  contar  el  número  de  soluciones,  obsérvese  que  una  solución  corresponde  a  una  for¬ 
ma  de  seleccionar  1 1  elementos  de  un  conjunto  con  tres  elementos,  de  forma  que  se  escogen  ele¬ 
mentos  del  primer  tipo.  _v  elementos  del  segundo  tipo  y  x3  elementos  del  tercer  tipo.  Por  tanto,  el 
número  de  soluciones  es  igual  ai  número  de  1 1  combinaciones  con  repetición  de  un  conjunto  con 
tres  elementos*  Según  el  Teorema  2,  hay 


C(3  +  11  — 1T 11)  =  013, 1 1)  =  013,  2}  = 


1312 


12 


=  78 


soluciones. 

También  se  puede  determinar  el  número  de  soluciones  de  esta  ecuación  cuando  se  añaden 
restricciones  a  las  variables.  Por  ejemplo,  se  puede  calcular  el  número  de  soluciones  cuando  las  va¬ 
riables  son  enteros  tales  que  v.  >  1 .  \\  >  2  y  x,  >  3.  Una  solución  de  la  ecuación  con  estas  restric¬ 
ciones  se  corresponde  con  una  selección  de  1 1  elementos  con  v.  elementos  del  primer  tipo.  v,  ele¬ 
mentos  del  segundo  tipo  yr,  elementos  del  tercer  tipo,  donde,  además,  hay  al  menos  un  elemento 
del  primer  tipo,  al  menos  dos  del  segundo  y  al  menos  Ires  del  tercero.  Por  tanto,  escogemos  un  ele¬ 
mento  del  tipo  uno,  dos  del  tipo  dos  y  tres  del  tipo  tres.  Después,  escogemos  cinco  elementos  adi¬ 
cionales*  Según  el  Teorema  2,  esto  se  puede  hacer  de 

7  í 

C(3  +  5-1, 5)  =  C(7, 5)  =  C(7.  2)  -  ^  =  2 1 


formas.  Por  tanto,  hay  2 1  soluciones  para  la  ecuación  con  las  restricciones  dadas.  ^ 

Existe  una  correspondencia  biyectiva  entre  las  r-combi  naciones  con  repetición  de  un  conjun¬ 
to  con  n  elementos  y  las  formas  de  colocar F  bolas  iguales  en  n  cajas  distintas.  Para  establecer  esta 
correspondencia,  colocamos  una  bola  en  la  caja  í-éshrta  cada  ve 
junto  se  incluye  en  la  r-eombí nación. 

¿De  cuántas  formas  se  pueden  colocar  diez  bolas  iguales  en  ocho  cajas  distintas? 


,  que  ei  elemento  í-esimo  uei  con- 


Solución:  El  numero  de  formas  de  colocar  diez  bolas  iguales  en  ocho  cajas  distintas  es  igual  al 
número  de  1  (i-combinaciones  con  repetición  de  un  conjunto  con  ocho  elementos.  Por  tanto,  hay 

C(8+  10  -1.10)  =  C(17,I0)  =  -^-  =  19.448.  4 

10!  7! 

t 

El  Ejemplo  7  muestra  cómo  se  puede  determinar  el  valor  dé  una  variable  que  aumenta  su  va¬ 
lor  cada  vez  que  se  ejecuta  un  bucle  anidado  utilizando  combinaciones  con  repetición. 
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EJEMPLO  7 


EJEMPLO  8 


Ejtmplns 

adiciónate* 


¿Cuál  es  eí  valor  de  k  tras  haberse  ejecutado  el  siguiente  pseudocódigo? 


Solución :  Obsérvese  que  el  valor  inicial  de  k  es  cero  y  que  se  suma  1  al  valor  de  k  cada  vez  que  el 
bucle  anidado  se  ejecuta  con  una  sucesión  de  enteros  i  ,  iv  /  tal  que 

1  <  /  <  /  <  ■*-  <  i.  <  n. 

m  m- 1  i 

El  número  de  tales  sucesiones  es  el  numero  de  formas  de  escoger  m  enteros  del  conjunto  ( 1. 
2 . n\ .  donde  se  permiten  las  repeticiones.  í  Para  ver  esto,  obsérvese  que,  una  vez  que  se  ha  se¬ 

leccionado  una  sucesión  de  m  elementos  del  conjunto  {1*2,  n  ¡,  si  el  orden  de  los  enteros  en  la 
sucesión  es  no  decreciente,  los  valores  de  ¡m,  itr  i . i,  quedan  definidos  de  manera  unívoca.  Re¬ 

cíprocamente,  cualquier  asignación  de  los  valores  de  imt  ¡m  r  *j  que  verifique  la  restricción  in¬ 
dicada  corresponde  a  un  único  subconjunln  sin  ordenar  tic  {1,2 . n  |  f  Por  tanto,  según  el  Teo¬ 
rema  2,  tras  haberse  ejecutado  el  pseudocódigo,  se  tiene  que  k  -  C(n  +  m-  L  m).  M 

Las  fórmulas  para  el  número  de  selecciones  tic  r  elementos  de  un  conjunto  de  n  elementos, 
escogidos  con  o  sin  repetición  y  ordenadas  o  sin  ordenar,  se  muestran  en  la  Tabla  L 


PERMUTACIONES  CON  OBJETOS  INDISTINGUIBLES 


En  algunos  problemas  de  recuento  pueden  aparecer  elementos  que  no  son  distinguibles.  Cuando 
esto  ocurre,  se  debe  tener  especial  cuidado  para  evitar  conlar  más  de  una  vez  el  mismo  objeto. 
Veamos  el  siguiente  ejemplo. 

¿Cuántas  cadenas  distintas  se  pueden  formar  reordenando  las  letras  de  la  palabra  PAPAYA ? 

Solución:  Como  algunas  de  ¡as  letras  de  PAPAYA  están  repetidas,  la  respuesta  no  es  el  número  de 
permutaciones  de  seis  letras.  Esta  palabra  contiene  tres  veces  la  letra  A .  dos  veces  la  letra  P  y  una 
vez  la  letra  Y.  Para  determinar  el  número  de  cadenas  diferentes  que  se  pueden  construir  reorde- 


Tabla  í.  Combinaciones  y  penm 
repetición. 

betones  con  o  sin 

Tipo 

¿Se  permite  ki  i 

repetición? 

Fórmula 

r-  pe  nmi  t  aei  ones 

r-combinaciones 

r-pe  mi  litaciones 

/-combinaciones 

No 

No 

Sí 

Sí* 

n\ 

(n-r)! 

n\ 

r!(fl-r}! 

n* 

(n  +  r~  l)í 
rlUt  1)! 
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TEOREMA 3 


EJEMPLO  9 


nando  las  letras*  obsérvese  que  las  tres  letras  A  se  pueden  colocar  en  las  seis  posiciones  de  (7(6,  3) 
formas  distintas,  dejando  lies  posiciones  libres*  Después,  las  dos  letras  P  se  pueden  colocar  en  es¬ 
tos  tres  lugares  de  C( 3,  2)  formas,  dejando  un  único  lugar  que  debe  ser  ocupado  por  la  Y.  Por  tan¬ 
to*  según  la  regla  del  producto,  e!  número  de  cadenas  distintas  es 


C(6,3)C(3*2)C(J,I)  = 


2!  1!  Ü01  3!  2! 


*9 


Demostraremos  el  I  enrema  3  utilizando  un  razonamiento  del  mismo  tipo. 


FJ  número  de  permutaciones  diferentes  de  n  objetos,  donde  hay  n  objetos  indistinguibles  de 
tipo  !;  nz  objetos  indistinguibles  de  tipo  2, y  ti,  objetos  indistinguibles  de  tipo  i,  es 


Demostración:  Para  determinar  el  número  de  permutaciones,  obsérvese  que  los  /?,  objetos  de  tipo 
1  se  pueden  colocar  en  las  n  posiciones  de  Í7(w*  w  )  formas,  dejando  ti  -  nl  posiciones  libres.  Aho¬ 
ra,  los  objetos  de  tipo  2  se  pueden  colocar  de  C(ti  -  nr  n2)  formas*  dejando  n-ny  ti,  posiciones 
libres.  De  esta  forma,  se  colocan  los  objetos  de  upo  3*  *..,  tipo  k  -  1,  hasta  que*  finalmente,  los  ob¬ 
jetos  de  tipo  k  se  pueden  colocar  de  C(n  -  nx  -  n,  —  -  n,  r  «t)  formas.  Por  tanto,  según  la  regla 
del  producto,  el  número  total  de  permutaciones  es 

í  X nf  n |  )C(n  -  *  n2  )■■■  C(n  -  - ,  nk ) 

ni  (a  — /i|)!  (ft-ir, - nk_¡)'.  ríí 

—  - -  - - - - *  ‘  — — - - —  ■ — — - 

/ijH/t-/?!)!  n2\(n-nx  -%)  fy!Q!  ntln2l^*nkl 


DISTRIBUCIONES  DE  OBJETOS  EN  CAJAS 


Algunos  problemas  de  recuento  se  pueden  resolver  enumerando  las  formas  en  que  objetos  distin¬ 
guibles  se  pueden  colocar  en  un  conjunto  de  cajas  distinguibles*  Consideremos  el  siguiente  ejem¬ 
plo  en  el  que  los  objetos  son  cartas  y  las  «cajas»  son  las  manos  de  los  jugadores* 

¿De  cuántos  formas  se  pueden  distribuir  a  cuatro  jugadores  manos  de  5  cartas  utilizando  una  ba¬ 
raja  de  52  cartas? 


Solución:  Utilizaremos  la  regla  del  producto  para  resolver  este  problema.  Para  comenzar,  obsér¬ 
vese  que  el  primer  jugador  puede  recibir  5  cartas  de  0  52.  5)  formas  distintas  El  segundo  jugador 
puede  recibir  5  cartas  de  047*  5)  formas,  pues  sólo  quedan  47  canas  en  la  b  traja.  El  tercer  juga¬ 
dor  puede  recibir  5  cartas  de  (7(42,  5}  formas,  y  finalmente,  el  cuarto  jugador  de  £7(37,  5)  formas* 
Por  tanto,  el  número  total  de  formas  en  que  se  pueden  distribuir  las  cartas  es 


£7(52. 5) £7(47,  5)C(42.5)C(37,5)  = 


52!  471  421  37! 


52! 


47!  5!  42!  5!  37!  5!  32!  5!  5!  5!  5!  5!  32! 


Observación:  La  solución  del  Ejemplo  9  es  igual  al  número  de  permutaciones  de  52  objetos,  con 
5  objetos  indistinguibles  de  c  uatro  tipos  distintos,  y  32  objetos  de  una  quinta  dase.  Esta  igualdad 
se  puede  interpretar  considerando  una  correspondencia  biyectiva  entre  las  permutaciones  con 
estas  características  y  tas  diferentes  manos  que  se  pueden  repartir  a  ios  jugadores.  Para  definir  esta 
correspondencia,  ordénense  las  cartas  desde  el  l  al  52.  Las  carias  que  se  reparten  al  primer  juga¬ 
dor  corresponden  a  los  objetos  del  primer  tipo.  De  forma  similar,  las  cartas  repartidas  al  segundo, 


'é 

ar 


i 
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tercer  y  cuarto  jugador  corresponden  a  ¡os  objetos  del  segundo,  tercer  y  cuarto  tipos.  Las  cartas  que 
no  se  reparten  a  ningún  jugador  corresponden  a  ¡os  objetos  del  quinto  tipo.  El  lector  debería  com¬ 
probar  que  esta  correspondencia  es  biyectiva. 

El  Ejemplo  9  es  un  problema  típico  en  el  que  aparece  la  distribución  de  objetos  distinguibles 
en  cajas  distinguibles.  Los  objetos  distinguibles  son  las  52  cartas  y  las  cinco  cajas  distinguibles  son 
las  manos  que  se  han  repartido  a  cuatro  jugadores  por  un  lado  y  el  resto  de  la  baraja  por  otro.  Los 
problemas  de  recuento,  que  consisten  en  distribuir  objetos  distinguibles  en  cajas  distinguibles,  se 
pueden  resolver  utilizando  el  siguiente  teorema. 


TKÍ )REMA  4  El  número  de  formas  de  distribuir  n  objetos  distinguibles  en  k  cajas  distinguibles  de  forma  que 
en  la  caja  Tésima  haya  ni  objetos,  i  -  1,2 . k ,  es 

«! 

n}  \  ».;!■'*  nk\ 


El  Teorema  4  se  puede  demostrar  utilizando  la  regla  de!  producto.  Dejamos  los  detalles  para  el 
Problema  47.  También  se  puede  demostrar  (véase  el  Problema  48)  definiendo  una  corresponden¬ 
cia  biyectiva  entre  las  permutaciones  que  cuenta  el  Teorema  3  y  las  formas  de  distribuir  objetos 
que  cuenta  el  Teorema  4, 


Problemas 

L  (T  )e  c  uá  n  t  as  fom  i  as  se  puede  n  se  lee  c  i  oit ar  c  i  nc  t  *  ele  m  e  n  - 
tos  ordenados  de  un  conjunto  de  tres  si  se  permite  la  re¬ 
petición? 

2,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  cinco  elemen¬ 
tos  de  un  conjunto  de  cinco  si  ".c  jxnrnite  la  repetición? 

3 ,  ¿  C  u á n  tas  c  ade  ñas  de  se  i  s  le;  ras  h  ay  ? 

4,  fodos  los  días  trn  estudiante  elige  al  azar  un  bocadillo  de 
una  bandeja  de  bocadillos  preparados.  Sí  hay  seis  tipos 
de  bocadillos,  ¿de  cuántas  formas  puede  el  estudíame 
elegir  los  bocadillos  para  los  siete  días  de  la  semana  si  le¬ 
ñemos  en  cuenta  el  orden  en  que  los  escoge? 

5,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  asignar  ires  trabajos  a 
cinco  empleados  si  a  cada  empleado  se  le  puede  asignar 
más  de  un  trabajo? 

6,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  cinco  elemen¬ 
tos  sin  ordenar  de  un  conjunto  de  tres  elementos  si  se 
pe rm  i  t  e  1  a  repe tici  ón  ? 

7«  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  tres  elementos 
sin  ordenar  de  un  conjumo  de  cinco  elementos  si  se  per¬ 
mite  la  repetición? 

H.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  escoger  una  docena  de 
donuts  de  entre  las  2 1  variedades  de  una  tienda? 


9,  Ln  un  bar  de  lapas  tienen  patatas  bravas,  calamares,  acei¬ 
tunas,  boquerones,  jamón,  queso,  tortilla  y  gambas.  ¿De 
cuántas  formas  se  pueden  escoger 

a  \  seis  tapas? 
b  í  una  docena  de  tapas? 
c|  dos  docenas  de  tapas? 

d)  una  docena  de  tapas  con  al  menos  una  de  cada  tipo? 
c)  una  docena  de  tapas  con  al  menos  tres  tapas  de  bo¬ 
querones  v  no  más  de  dos  tapas  de  tortilla? 

10,  t'na  tienda  de  eruasartes  tiene  emasanes  sin  relleno,  cnta- 
sanes  con  chocolate,  cru asanes  con  crema,  emasanes  con 
nata,  eruasanes  vegetales  y  emasanes  con  salmón.  ¿De 
cuántas  formas  se  pueden  escoger 

;i  í  una  doce  na  de  cru  asa  nes? 

}  b)  tres  docenas  de  emasanes? 

C)  dos  docenas  ríe  emasanes  con  al  menos  dos  de  cada 
clase? 

1  ú)  dos  docenas  de  emasanes  con  no  más  de  dos  cru  asa¬ 
nes  con  nata? 

e>  dos  docenas  de  emasanes  con  al  menos  cinco  cru  asa¬ 
nes  de  chocolate  y  al  menos  tres  de  crema? 
f  )  dos  docenas  de  cruasancs  con  al  menos  un  cru  asan 
sin  relleno,  a!  menos  dos  de  nata,  al  menos  tres  de 
chocolate,  al  menos  uno  de  crema,  al  menos  dos  ve- 
setales  y  no  mas  de  tres  de  salmón? 

11,  ¿De  cuántas  formarse  pueden  elegir  ocho  monedas  de 
una  hucha  que  contiene  100  monedas  de  un  euro  y  80 
monedas  de  dos  euros? 
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12.  ¿Cuántas  combinaciones  diferentes  de  monedas  de  1,2» 
5,  10  y  20  céntimas  puede  haber  en  una  hucha  que  con¬ 
tiene  un  total  de  20  monedas? 

13»  Una  editorial  tiene  3,000  ejemplares  de  nn  libro  de  ma¬ 
temática  discreta.  ¿De  cuántas  formas  puede  colocar  es¬ 
tos  libros  en  sus  tres  almacenes  si  los  libros  son  indistin¬ 
guibles? 

14»  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación 
.v,+.t,+  Í(+.V4=  17. 

donde  Vj,  x,T  a  ,  y  a  4  son  enteros  no  negativos? 

15.  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación 

+  x2  +  xt  +  x4  +  -  2 1 , 

donde  v  ,  i  =  I .  2»  3,  4,  5.  son  enteros  no  negativos  tales 
que 

a)  .v,  >  1? 

b)  >  2  para  /  =  1,2, 3,  4, 5? 

c) 

d)  0<xi  < 3,  I  <  a2  <  4  y  x3  >  15? 

16.  ¿Cuántas  soluciones  tiene  Ja  ecuación 

Jf,  +  -C  +  A4  +  a4  +  r3  +  A6  =  29. 

donde  a  .  i '  =  1»  2,  3,  4,  5*  6,  son  enteros  no  negativos  ta¬ 
les  que 

n  i  a  >  1  para  i  =  1,  2,  3,  4»  5.  ó? 

b)  jé{  >  I »  ac  >  2,  >  3*  >  4,  a?  >  5  v  vt  >  ó? 

c)  A  ,  <5?  ‘ 

d  i  a  ,  <  8  y  >  8  ? 

17.  ¿Cuántas  cadenas  de  10  dígitos  ternarios  (0,  1  o  2)  con¬ 
tienen  exactamente  dos  ceros,  tres  unos  y  cinco  doses? 

18.  ¿Cuántas  cadenas  de  20  dígitos  decimales  contienen  dos 
ceros,  cuatro  unos,  tres  doses,  un  tres,  dos  cuatros,  tres 
cincos,  dos  sietes  y  tres  nueves? 

19.  Supongamos  que  una  familia  numerosa  tiene  14  niños, 
entre  ellos  dos  conjuntos  de  trillizos  idénticos,  tres  parejas 
de  mellizos  idénticos  y  otros  dos  niños.  ¿De  cuántas  for¬ 
mas  se  pueden  sentar  los  niños  en  una  fila  de  sillas  si  los 
trillizos  y  los  mellizos  no  se  pueden  distinguir  entre  sí? 

2b,  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  desigualdad 
y,  +a%  +  .vt  =  11, 

donde  v|(  a2  y  \}  son  enteros  no  negativos?  {Indicación: 
Introduce  una  v  ariable  auxiliar  a4  de  forma  que  a  +  v,  + 
^>4=11). 

2 1 .  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  seis  bolas  indis¬ 
tinguibles  en  nueve  cajas  distintas? 

22,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  12  bolas  indis¬ 
tinguibles  en  seis  cajas  distintas? 


23-  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  12  objetos  dis¬ 
tinguibles  en  seis  cajas  distinguibles,  de  forma  que  se 
coloquen  dos  objetos  en  cada  caja? 

24.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  15  objetos  dis* 
tinguibles  entre  cinco  cajas  distintas  de  forma  que  las 
cajas  contengan  uno,  dos,  tres,  cuatro  y  cinco  objetos, 
respectivamente? 

25.  ¿Para  cuántos  enteros  positivos  menores  que  l.OOO.OOQ 
es  la  suma  de  sus  dígitos  igual  a  19? 

26.  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  que  1 .000,000  tienen 
exactamente  un  dígito  igual  a  9  y  cumplen  que  la  suma 
de  sus  dígitos  es  igual  a  13? 

27.  En  un  examen  final  de  matemática  discreta  hay  !  0  pre¬ 
guntas.  ¿Pe  cuántas  formas  se  pueden  asignar  puntuacio¬ 
nes  a  los  problemas  si  la  suma  de  las  puntuaciones  debe 
ser  100  y  cada  pregunta  debe  valer  al  menos  5  puntos? 

28.  Demuestra  que  hay  C{n  +  r  í/i  -  q,  -  ■  -  q  -  !,  n  - 

z/(  qz - q)  selecciones  sin  ordenar  de  n  objetos  de  r 

tipos  diferentes  que  incluyen  al  menos  qf  objetos  de  tipo 
uno,  q2  objetos  de  tipo  dos,  ..,  y  qr  objetos  de  tipo  r. 

29.  ¿Cuántas  cadenas  de  hits  distintas  se  pueden  transmitir  si 
la  cadena  debe  empezar  con  un  uno,  debe  incluir  tres 
unos  adicionales  (de  forma  que  se  envíen  un  total  de 
cuatro  unos),  debe  incluir  un  lotal  de  doce  ceros  y  debe 
tener  al  menos  dos  ceros  detrás  de  cada  bit  uno? 

30.  ¿Cuántas  cadenas  distintas  se  pueden  formar  con  las  le 
tras  de  la  palabra  MÍSSiSSIPPÍ  si  hay  que  utilizarlas  to¬ 
das? 

31*  ¿Cuántas  cadenas  distintas  se  pueden  formar  con  las  le¬ 
tras  de  la  palabra  ABRACADABRA  si  hay  que  utilizar 
todas  las  letras? 

32.  ¿Cuántas  cadenas  distintas  se  pueden  formar  con  las  le¬ 
tras  de  AARD\  ARK  si  hay  que  utilizar  todas  las  letras  y 
las  tres  letras  A  deben  aparecer  de  forma  consecutiva? 

33.  ¿C  'uánías  cadenas  distintas  se  pueden  formar  con  las  le¬ 
tras  de  O  ROÑO  si  se  pueden  utilizar  todas  o  una  parte  de 
las  íelras? 

34.  ¿Cuántas  cadenas  de  cinco  o  más  carácter  is  se  pueden 
formar  con  las  letras  de  SEERESS? 

35.  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  o  más  caracteres  se  pueden 
formar  con  tas  letras  de  EX  ERGREEN? 

36.  ¿Cuántas  cadenas  de  bits  se  pueden  formar  utilizando 
seis  unos  y  ocho  ceros? 

37.  Un  estudiante  tiene  tres  mangos,  dos  papayas  y  dos  U- 
v\  is.  Si  el  estudiante  come  una  pieza  de  fruta  cada  día.  Y 
sólo  nos  fijamos  en  el  tipo  de  fruta,  ¿de  cuántas  formas 
puede  consumir  estas  frutas? 
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3K.  Un  profesor  guarda  su  colección  de  40  ejemplares  de 
una  revísta  de  matemáticas  en  cuatro  cajas,  con  10  ejem¬ 
plares  en  cada  caja  ¿De  cuántas  termas  se  pueden  dis¬ 
tribuir  las  revistas  si 

a)  se  numera  cada  caja  de  forma  que  sean  distinguibles? 

b)  tas  cajas  son  idénticas  y*  por  tanto,  indistinguibles*' 

39.  ¿De  cuántas  formas  se  puede  ir  en  d  espacio  v\:  desde  el 
origen  (0#  0,  U)  hasta  d  pumo  |4.  3,  5l  si  los  pasos  son  de 
una  unidad  en  la  dirección  positiva  dd  eje  OX,  de  ura a 
unidad  en  la  dirección  positiva  dd  eje  OY  o  de  una  uni¬ 
dad  en  la  dirección  positiva  del  eje  OZ  (No  es  posible  el 
movimiento  en  las  direcciones  negativas  y.  por  lanío,  no 
se  puede  volver  hacia  atrás). 

4  0 ,  ¿  De  c  u  án  t  as  To  n  n  n  s  se  puede  ir  en  el  e  s  pac  i  u  vy :  u  ’  de  s  de 
d  origen  (0*  0,  0, 0)  hasta  e!  punto  Í4,  3,  5.  4)  dando  pa¬ 
sos  de  una  unidad  en  las  direcciones  positivas  de  los  ejes 
coordenados? 

4t.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  repartir  manos  de  siete 
cartas  a  cinco  jugadores  utilizando  una  baraja  estándar  de 
52  cartas? 

42.  En  d  juego  dd  brulgr.  las  52  carias  de  una  baraja  están¬ 
dar  se  reparten  a  cuatro  jugadores,  t,De  cuántas  formes 
diferentes  se  puede  hacer  esto? 

43.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  cada  jugador  tenga  una 
mano  que  contenga  un  as  cuando  se  reparten  las  52  cautas 
de  una  baraja  estándar  entre  52  jugadores? 

44.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  colocar  una  docena  de  I  - 
bros  en  cuatro  estameñas  distinguibles 

a)  si  libros  son  copias  indistinguibles  del  mismo  titulo? 
h\  si  todos  los  libros  son  distintos  y  se  tiene  en  cuenta  la 
posición  de  los  libros  en  las  estanterías?  (Indicación; 
Divide  d  proceso  en  12  tareas,  colocando  cada  libro 
por  separado.  Comienza  con  la  sucesión  1,2, 3, 4  para 
representar  las  es! antenas.  Denota  los  libros  por  hr  i  ~ 
1 . 2 .  12.  Coloca  b¡  a  la  derecha  de  uno  de  Jos  térmi¬ 

nos  L  2.  3  y  4  y.  sucesivamente,  coloca  bT  bs  bl2b 


*48.  Demuestra  el  Teorema  4  definiendo  una  correspondencia 
bíyecti v¿i  entre  las  permutaciones  de  n  objetos  donde  hay 
ti;  objetos  indistinguibles  de  tipo  i,  i  =  1,2 . C  y  las  dis¬ 

tribuciones  de  n  objetos  en  k  cajas  tales  que  se  colocan  tt 
objetos  en  la  caja  n  i  =  L  2,  k ,  y  aplicando  entonces  el 
Teorema  3. 

*49.  En  este  problema  daremos  una  demostración  del  Teore¬ 
ma  2  definiendo  una  correspondencia  biyectiva  entre  el 
conjunto  de  r-combi naciones  con  repetición  de  S  =  (  U  2, 
3.  ....  y  el  conjunto  de  /-combinaciones  del  conjunto 
T-  1 1,2*3 . n  +  r-  l|. 

al  Ordena  los  elementos  de  una  /'-permutación  con  re¬ 
petición  de  S  formando  una  sucesión  creciente  x(  <  xt 
<  ■■  <i.  Demuestra  que  la  sucesión  formada  al  aña¬ 
dir  k  —  l  al  i-ósimo  término  es  estrictamente  crecien¬ 
te.  Concluye  que  esta  sucesión  está  formada  por  r 
elementos  distintos  de  7. 

b  I  Dem uest ra  q  ue  e  1  proced  i  m  i  e  n  to  de  scrí  l  o  en  ( a)  de  f  i  - 
ne  una  correspondencia  biyectiva  entre  el  conjunto  de 
las  /"Combinaciones  con  repetición  de  5  y  el  conjun¬ 
to  de  las  ^combinaciones  de  T.  (indicación:  De¬ 
muestra  que  se  puede  definir  una  correspondencia 

inversa  asociando  a  la  /  -combinación  |  a  ,  v, .  v  ) 

de  7  ,  tal  que  i  <  aq  <  x,  <  ■■■  <  a  <  n  +■  t ■  -  1.  La  r- 
combi  nación  con  repetición  del  conjunto  S  formada 
al  restar  k  -  1  del  i-ésitno  termino), 

c)  Concluye  que  hay  C(n  +  r  -  l,  T)  r-combi  naciones 
con  repetición  de  un  conjunto  con  /i  elementos. 

50.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  cinco  objetos 
distinguibles  en  tres  cajas  indistinguibles? 

51.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  cinco  objetos  in¬ 
distinguibles  en  tres  cajas  indistinguibles? 

52.  ¿Cuántos  términos  hay  en  el  desarrollo  de  Ía]  f  a,  +  —  + 
\  J*  después  de  sumar  todos  los  términos  con  los  mismos 
e.xponeotes  en  cada  variable? 

*53.  Demuestra  el  Teorema  Multinoinial:  Si  n  es  un  entero 
pos  í  t  i  vo .  e ntonce  s 


45.  ¿De  cuántas  termas  se  pueden  colocar  n  libros  en  k  es¬ 
tán  te  ría  s  di  siingu  i  ble  s 

á)  si  los  libros  son  copias  indistinguibles  del  mismo  título? 
b)  si  todos  los  libros  son  distintos  >  se  tiene  en  cuenta  la 
posición  de  los  libros  en  las  estanterías? 


Ut  +-k2  +  '  ■  +  -S,  )" 

=  TOrit  »i>  n2, n,„  ).«  *-■  C\ 

f|,|l 'I1  ^2  + 

donde  ! , 


46.  En  una  estantería  hay  colocados  1 2  libros.  ¿De  cuántas 
formas  se  pueden  escoger  cinco  libros  de  manera  que 
no  se  seleccionen  dos  libros  consecutivos?  {indicación: 
Representa  los  libros  que  se  seleccionan  con  barras  y 
los  libros  que  no  se  seleccionan  con  asteriscos.  Cuenta  el 
número  de  sucesiones  de  cinco  barras  y  siete  asteriscos 
tales  que  no  haya  dos  barras  adyacentes). 

*47,  Utiliza  la  regla  del  producto  para  demostrar  d  Teore¬ 
ma  4  colocando  primero  objetos  en  la  primera  caja,  des¬ 
pués  en  la  segunda  caja  y  asi  sucesivamente. 


es  un  coeficiente  ¡nultinomiaL 

54.  Escribe  el  desarrollo  de  (a  +>*  +  :)'♦ 

55.  Determina  el  coeficiente  de  \  SV  en  el  desarrollo  de  (a  + 

v  +  :,r. 

56.  ¿Cuántos  términos  hay  en  el  desarrollo  de  u  +  y  +  :)|m? 
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4.6  Generación  de  permutaciones  y  combinaciones 

INTRODUCCIÓN 


En  las  secciones  previas  se  han  descrito  métodos  para  conlar  varios  tipos  de  pen  nutaciones  y  com¬ 
binaciones,  Sin  embargo,  en  ocasiones  se  necesita  generar  las  permutaciones  y  combinaciones,  no 
sólo  contarlas.  Consideremos  los  tres  problemas  siguientes.  01  primero,  supongamos  que  un  via¬ 
jante  debe  visitar  seis  ciudades.  ¿En  que  orden  debe  visitarlas  para  minimizar  el  tiempo  total  del 
viaje?  Una  forma  de  determinar  el  mejor  orden  es  calcular  el  tiempo  para  cada  uno  de  los  6!  -  720 
órdenes  posibles  en  que  las  ciudades  pueden  ser  visitadas  y  escoger  la  ordenación  para  la  que  re 
sulla  el  menor  tiempo.  El  segundo,  supongamos  que  algunos  números,  de  entre  un  conjunto  de 
seis,  suman  100.  Una  forma  de  determinar  los  números  es  generar  los  64  subconjuntos  y  com¬ 
probar  la  suma  de  cada  uno  de  ellos.  Por  último,  supongamos  que  un  laboratorio  tiene  95  empica¬ 
dos,  Para  cierto  proyecto  se  necesita  un  grupo  de  12  de  estos  empleados  con  conocimientos  para 
realizar  un  total  de  25  tareas.  (Cada  empleado  puede  estar  capacitado  para  realizar  una  o  mas  ta¬ 
reas ).  Una  forma  de  encontrar  tal  conjunto  de  empleados  es  generar  todos  los  conjuntos  de  12  em¬ 
pleados  y  comprobar  si  pueden  realizar  todas  las  tareas.  Estos  ejemplos  muestran  que  frecuente¬ 
mente  es  necesario  generar  peno  u  tac  i  unes  y  combinaciones  para  resolver  problemas. 


GENERACIÓN  DE  PERMUTACIONES 


Todo  conjunto  de  n  elementos  se  puede  poner  en  correspondencia  biyectiva  con  el  conjunto  {1,2,  3, 
....  -  Por  tanto,  se  pueden  generar  las  permutaciones  de  cualquier  conjunto  de  n  elementos  generando 

tas  permutaciones  de  los  n  primeros  enteros  positivos  y  sustituyendo  después  dichos  enteros  por  los 
elementos  correspondientes.  Se  han  desarrollado  muchos  algoritmos  diferentes  para  generar  las  ni  per¬ 
mutaciones  de  este  conjunto.  Describiremos  uno  de  ellos  basado  en  el  orden  lexicográfico  definido 

en  el  conjunto  de  permutaciones  de  ( 1, 2.  3 . /*}-  En  este  orden,  una  permutación  ala^-ar  precede 

a  la  permutación  h{h2*-bn  si  para  algún  k  tal  que  1  <  k  <  /?,  -  hya ,  =  =  bk  ,  y  a ,  <  En 

otras  palabras,  una  permutación  del  conjunto  de  ios  n  primeros  enteros  positivos  precede,  en  el  orden 
lexicográfico,  a  una  segunda  permutación  si  el  número  de  la  primera  permutación,  en  la  primera  po¬ 
sición  en  que  las  permutaciones  son  distintas,  es  menor  que  el  número  de  la  segunda  permutación. 

EJEMPLO  I  La  permutación  23415  del  conjunto  [  K  2.  3,  4, 5 1  precede  a  la  permutación  23514,  ya  que  las  dos 
permutaciones  tienen  los  dos  primeros  términos  iguales,  pero  el  tercer  término  de  la  primera 
permutación,  4,  es  menor  que  el  tercer  término  de  la  segunda,  5.  De  manera  similar.  la  permuta¬ 
ción  41532  precede  a  la  52 1 43.  4 


Un  algoritmo  para  generar  todas  las  permutaciones  del  conjunto  {1,2 . se  puede  basaren 

un  procedimiento  que  construya  la  permutación  siguiente,  en  el  orden  lexicográfico,  a  una  permu¬ 
tación  dada  ¿i  a  Veamos  cómo  se  puede  hacer  esto.  En  primer  lugar,  supongamos  que  a  < 

En  ese  caso,  se  intercambian  an  E  y  a ,  para  obtener  una  permutación  mayor.  No  hay  ninguna  otra 
permutación  que  sea  mayor  que  la  permutación  original  y  menor  que  la  construida  al  intercambiar 
a  x  y  í/  p.  Por  ejemplo,  la  permutación  siguiente  a  la  234156  es  234165.  Por  otro  lado,  si  a  ]  >  an*  no 
se  puede  obtener  una  permutación  mayor  intercambiando  los  dos  últimos  términos  de  la  permuta¬ 
ción.  Veamos  entonces  los  tres  últimos  términos  de  la  permutación.  Si  <  o  },  los  tres  últimos 
enteros  de  la  permutación  se  pueden  reordenar  para  obtener  la  permutación  siguiente.  Colocamos  d 
menor  de  los  dos  enteros  a  y  o  que  es  mayor  que  an  ,  en  la  posición  n  -  2;  después,  colocamos  d 
otro  entero  y  an_,  en  las  últimas  dos  posiciones  en  orden  creciente.  Por  ejemplo,  la  permutación  si¬ 
guiente  a  234165  es  2345 1 6.  Por  otra  parte,  si  ut(  .  >  at}  %  (y  a  >  aj.  no  se  puede  generar  una  per¬ 
mutación  mayor  intercambiando  los  tres  últimos  términos  tic  la  permutación. 

Basándonos  en  estas  observ  aciones,  se  puede  describir  un  método  general  para  generar  la  per¬ 
mutación  siguiente,  en  orden  lexicográfico,  a  una  permutación  dada  axa^—  o  .  En  primer  lugar,  se 
buscan  los  enteros  a  y  ü.+r  tales  que  o  <  a^r  y  que  verifiquen 
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es  decir,  el  último  par  de  enteros  adyacentes  en  la  permutación  tal  que  el  primer  entero  del  pares 
menor  que  ei  segundo.  Entonces,  lii  permutación  siguiente  se  obtiene  colocando  en  la  posición  /- 
ésíma  el  menor  entero  de  at  +r  a^r  an  que  es  mayor  que  a  y  colocando  en  orden  creciente  el  res¬ 
to  de  los  enteros  de  a,  a  tV  an  en  las  posiciones  de  j  +  1  a  n.  Es  fácil  ver  que  no  hay  ninguna 
permutación  mayor  que  la  permutación  a^a^an  y  menor  que  la  permutación  generada.  (La  com¬ 
probación  de  este  hecho  se  deja  como  ejercicio  para  el  lector), 

EJEMPLO  2  ¿Cuál  es  la  permutación  que  sigue  en  el  orden  lexicográfico  a  la  362541? 

Solución:  El  ultimo  par  de  enteros  a  y  a  ^  tales  que  a¡  <  a, +¡  es  a^-2  y  ¿7,  -  5.  El  menor  entero  a 
adícbMk^  la  derecha  de  2  que  es  mayor  que  2  en  la  permutación  es  a 5  =  4.  Por  tanto,  4  se  coloca  en  la  tercera 
posición,  A  continuación,  los  enteros  2,  5  y  I  se  colocan  en  orden  creciente  en  las  tres  últimas  po¬ 
siciones,  En  consecuencia,  la  siguiente  permutación  es  364125,  <4 

Para  generar  las  n\  permutaciones  de  los  enteros  L  2,  3. ih  se  comienza  por  la  permutación 
más  pequeña  en  el  orden  lexicográfico,  es  decir,  123  —  y  se  aplica  sucesivamente  el  procedi¬ 
miento  descrito  para  generar  la  siguiente  permutación  un  total  de  n\  -  1  veces.  Esto  produce  todas 
las  permutaciones  de  los  n  primeros  enteros  positivos  ordenadas  lexicográficamente. 

EJEMPLO  3  Genera  las  permutaciones  de  los  enteros  1.  2,  3  en  orden  lexicográfico. 

Solución:  Comenzamos  por  la  permutación  123,  La  siguiente  permutación  se  obtiene  intercam¬ 
biando  el  2  y  el  3  para  obtener  132.  A  continuación,  como  3  >  2  y  I  <  3,  se  permutan  los  tres  en¬ 
teros  en  132,  Colocamos  el  menor  de  3  y  2  en  la  primera  posición  y  después  colocamos  1  y  3  en 
orden  creciente  en  las  dos  últimas  posiciones  para  obtener  213,  A  continuación  viene  231 ,  que  se 
obtiene  intercambiando  el  I  y  el  3,  ya  que  l  <3.  La  siguiente  permutación  tiene  al  3  en  la  prime¬ 
ra  posición  seguido  del  1  y  el  2  en  orden  creciente,  es  decir,  312.  Por  ultimo,  intercambiamos  el  I 
y  el  2  para  obtener  la  permutación  321.  M 

El  Algoritmo  I  muestra  el  procedimiento  para  generar  la  permutación  siguiente,  en  el  orden 
lexicográfico,  a  una  permutación  que  no  es  n  n  1  n  -  2-2  1 ,  que  es  la  permutación  mayor. 


ALGORITMO  i  Generación  de  la  permutación  siguiente  en  el  orden  lexicográfico 


procedure permutación  siguiente{axay — íin:  permutación  de  )  I,  2 . n  \ 

distinta  de  n  n  -  I  2  1) 

J-n-  l 
w  hile  a  >  a  , 

J--J-  1 

1/  es  d  mayor  subíndice  tal  que  a  <  a  ,+J  | 
k  n 

while  a  >iíj 
k  :=  k  -  1 

|  ak  es  el  menor  entero  mayor  que  aj  a  la  derecha  de  a  (  [ 

intercambiar  a  va. 

i  J  k 

r n 
jt  :=  y  +  1 

while  r  >  ,s 
begin 

intercambiar  a  y  a 
r:=r -  I 
s  :=  s  +  1 

end 

{Esto  coloca  el  resto  de  la  permutación  tras  la  posición  y-csima  en  orden  creciente) 
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l^lilLtS 


EJEMPLO  4 


EJEMPLOS 


GENERACIÓN  DE  COMBINACIONES 


¿Cómo  se  pueden  generar  todas  las  combinaciones  de  elementos  de  un  conjunto  finito?  Como  una 
combinación  es  sencillamente  un  subeonjunto,  podemos  utilizar  la  correspondencia  entre  los 
subconjunios  de  \  ar  a aj  y  las  cadenas  de  n  bits. 

Recordemos  que  la  cadena  de  bits  correspondiente  u  un  subconjimto  tiene  un  l  en  la  posición 
k  si  ak  está  en  el  subconjunto  y  tiene  un  0  en  dicha  posición  si  ak  no  está  en  el  subconjunto.  Si  se 
pueden  generar  todas  las  cadenas  de  n  bits,  utilizando  la  correspondencia  mencionada  se  pueden 
generar  todos  los  subconjuntos  de  |ar  ....  ar  ( . 

Recordemos  que  una  cadena  de  n  bils  es  también  la  expresión  binaría  de  un  entero  com¬ 
prendido  entre  0  y  2”  -  I .  Las  2*  cadenas  lIc  hits  se  pueden  ordenar  de  manera  natural  si  se  consi¬ 
deran  como  expresiones  binarías  de  números  enteros.  Para  generar  todas  las  cadenas  de  n  hits,  co¬ 
menzamos  con  la  cadena  000  ...  00T  con  n  ceros.  A  continuación,  de  forma  sucesiva,  se  obtiene  la 
siguiente  cadena  localizando  la  primera  posición  desde  la  izquierda  que  no  es  un  L  cambiándola 
por  un  I,  y  cambiando  todos  tos  unos  a  la  derecha  de  esta  posición  por  ceros. 

Determina  la  cadena  siguiente  a  la  100010  01 1 L 

Solución  F.l  primer  bit,  comenzando  por  la  derecha,  que  no  es  un  1  es  el  enano,  que  es  un  0.  Se 
cambia  este  bit  por  un  I  y  se  cambian  los  siguientes  bits  a  0.  Esto  produce  la  siguiente  cadena.  10 
0010  1000,  ~  "  ◄ 

El  procedimiento  para  producir  la  cadena  siguiente  a  bft_}bn_2  —  bp{)  se  presenta  a  continua¬ 
ción. 


ALGORITMO  2  Generación  de  la  cadena  siguiente  de  bits 


procedure  siguiente  cadena  de  hitslh  ,h  —  h}h0:  cadena  de  bits  distinta  de  I I  I I ) 
i  ;=  0 

white  /;  =  I 
begín 
b.  0 
r:=¿+  1 
end 
b  —  1 

i 


A  continuación  veremos  un  algoritmo  para  generar  las  r-conibinacioncs  del  conjunto 
j  1,  2,  3, ....  u|.  I  na  r-combinación  se  puede  representar  por  una  sucesión  que  contiene  los  ele¬ 
mentos  del  conjunto  en  orden  creciente.  Las  r-combinaciones  se  pueden  enumerar  utilizando  el 
orden  lexicográfico  de  dichas  sucesiones.  La  combinación  siguiente  a  axa^  *at  se  puede  obte¬ 
ner  de  la  siguiente  forma:  en  primer  lugar,  localizamos  el  último  elemento  a  en  la  sucesión  tal 
que  a{  ^  n  -  r  +  /.  A  continuación,  reemplazamos  at  por  a}  +  1  y  a  por  aí  +  j  -  i  +  L  para 

j  =  i  +  L  /  +  2 . r.  Queda  como  ejercicio  para  el  lector  demostrar  que  este  procedimiento 

genera  la  combinación  siguiente  en  el  orden  lexicográfico.  A  continuación  se  muestra  un 
ejemplo. 

Determina  la  4-eombinación  del  conjunto  |  L  2,  3,  4.  5,  ó  j  que  sigue  ají,  2,  5,  ó}. 

Solución:  El  ultimo  término  entre  ios  términos  a .  donde  ay  =  L  a,  =  2,  =  5  y  í/4  =  6.  tal  que 

a 6  -  4  +  i  es  a ,  =  2.  Para  obtener  la  siguiente  4-eombinadón,  incrementamos  a,  una  unidad  para 
obtener  a ,  =  3.  A  continuación,  hacemos  o  =  3  +  1  =  4  y  =  3  +  2  =  5,  Por  tanto,  la  siguiente 
4-combinadón  es  (  L  3, 4,  5 }.  4 

El  Algoritmo  3  muestra  el  pseudocódigo  de  este  procedimiento. 
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ALGORITMO  3  Generación  de  la  r-cmnbinación  siguiente  en  orden  lexicográfico 

procedure  siguiente  r-comhinaciün(a [7  ¿i;7 ar  |:  suheonjunto  propio  de  ( I,  2,  ....  n  \ 
distinto  de  [ n  -  r  +  ! , n )  tal  que  at  <  a2  <  ■  <  a) 

i  :=  r 

wliile  at  —  n  r  +  i 

/:=/-  1 

a  :-a  +  l 

i  i 

for  j  :=  i  +  I  to  r 

f/  :=  +  /  —  í 

í  í  ** 


Problemas 

l.  Determin:i  la  permutación  siguiente  en  orden  lexicográ¬ 
fico  a  cada  una  de  estas  permutaciones, 

ai  1432  b)  54123 

c)  12453  di  45231 

e)  6714235  í)  31528764 

2* *  Determina  la  permutación  siguiente  en  orden  lexicográ¬ 
fico  a  cada  una  de  estas  permutaciones, 
a)  1342  b)  45321 

c)  13245  d)  612345 

e)  1623547  I)  23587416 

3,  Ordena  lexicográficamente  las  siguientes  permutaciones 
del  conjunto  (1,2.  3,  4,  5  ¡ :  4352  \ .  15432, 45321 . 2345  L 
2351 4, I  4532,  2 1 345,  452 1 3,  3 1 452,  3 1 542, 

4,  Ordena  lexicográficamente  las  siguientes  permutaciones 
del  conjunto  1 1,  2,  3.  4,  5,  6):  234561,  231456,  165432, 
156423,  543216,  541236,  23.1465,  314562,  432561, 
654321,654312,  435612. 

5,  Utiliza  el  Algoritmo  I  para  generar  las  24  permutaciones 
de  los  cuatro  primeros  enteros  positivos  en  orden  lexico¬ 
gráfico. 

6,  Utiliza  el  Algoritmo  2  para  enumerar  todos  los  subcon¬ 
juntos  del  conjunto  )  1 , 2, 3, 4 ) . 

7,  Utiliza  el  Algoritmo  3  para  enumerar  todas  las  Veombi 
naciones  del  conjunto  [  L  2.  3, 4.5). 

8,  Demuestra  que  el  Algoritmo  l  produce  la  permutación 
sí  guíenle  a  una  dada  en  el  orden  lexicográfico. 

9*  Demuestra  que  el  Algoritmo  3  produce  la  /--combina¬ 
ción  siguiente  a  una  dada  en  c)  orden  lexicográfico, 

10.  Diseña  un  algoritmo  que  genere  todas  las  r-permutacio- 
nes  de  un  conjunto  de  n  elementos. 


11,  Enumera  Todas  las  3  permutaciones  del  conjunto  { 1,  2,  3, 
4,5). 

Los  siguientes  problemas  de  esta  sección  desarrollan  otros  al¬ 
goritmos  para  generar  las  permutaciones  de  (  L  2,  3 . n\t  E! 

primero  de  ellos  está  basado  en  el  desarrollo  de  Cantor  de  los 
números  enteros.  Todo  número  entero  no  negativo  y  menor 
que  n\  tiene  un  único  desarrollo  de  Cantor 

ay ! !  +  tv,2!  +  -  l  afí  —  l)í, 

donde  a  es  un  entero  no  negativo  menor  o  igual  que  /,  para 

i  =  1,2 . n  L  Los  enteros  ara  > ....  ar  }  se  denominan  di* 

gitos  de  Cantor  de  dicho  entero. 

Dada  una  permutación  de  j  1 , 2,  n  ] .  sea  ak  r  k  -  2S  3 . 

n,  d  número  de  enteros  menores  que  k  que  aparecen  a  la  dere¬ 
cha  de  A  en  la  permutación.  Por  ejemplo,  en  la  permutación 
432 15,  ay  es  el  número  de  enteros  menores  que  2  que  aparecen 
a  la  derecha  del  2,  es  decir,  al  ~  L  l\  manera  similar,  para  este 
ejemplo  se  tiene  que  a,  =  2.  =  3  y  a4  =  0,  Consideremos  la 

función  del  conjunto  de  las  permutaciones  de  1 1 . 2,  3 . n  \  en 

el  conjunto  de  los  enteros  no  negativos  menores  que  ni  que 
hace  corresponder  a  una  permutación  ap2  *■*  _Aatí  el  número 
entero  cuyos  dígitos  de  Cantor  son  u,  a . .  a  t, 

1 2.  Determina  los  enteros  que  corresponden  a  las  siguientes 
permutaciones. 

al  24653 1  bí  12345  c|  654321 

*13.  Demuestra  que  la  correspondencia  des  rita  anteriormen¬ 
te  es  una  Inyección  entre  d  conjunto  de  permutaciones  de 
(  L  2.  3.  , n  \  y  los  enteros  no  negativos  menores  que  n\ 

14,  Determina  las  permutaciones  dd  conjunto  |  L  2, 3, 4, 5) 
que  corresponden  a  los  siguientes  números  enteros  en  l;i 
aplicación  descrita  en  el  preámbulo  del  Problema  12. 

a)  3  bl  89  c)  lli 

15,  Desarrolla  un  algoritmo  para  generar  todas  las  permu¬ 
taciones  de  un  conjunto  de  ir  elementos  basado  en  Eli 
correspondencia  descrita  en  el  preámbulo  dd  Problema  12. 


J24  Matemática  discreta  y  mis  aplicaciones 


16*  El  siguí  ente  método  se  puede  utilizar  para  generar  una 
permutación  aleatoria  de  una  sucesión  de  n  elementos. 
En  primer  lugar  se  intercambian  d  término  u-ésimo  y  el 
término  r{/i)~és¡mo,  donde  r  es  un  entero  elegido  aleato¬ 
riamente  tal  que  I  <  r(n)  <  tí.  A  continuación,  se  inter¬ 
cambia  el  término  (,n  tj-ésimo  de  la  sucesión  resid¬ 
íame  con  el  término  r(n  -  1  )-ésimo,  donde  r(n  -  1)  es  un 
entero  elegido aleatori amenté  tal  que  1  <  r( ti  -  l)<n~  U 
Este  proceso  se  continúa  hasta  que  j  -  n.  donde  en  la 
j-ésima  etapa  se  intercambian  d  término  (/i  /  +  ITési- 


mu  de  la  sucesión  resultante  con  el  tín  j  +  Ij-ésimo, 
donde  rin  -  j  +  l  )  es  un  entero  elegido  aleatoriamente  tal 
que  1  <  rín  -  /+  I  )<  n  -  j  +  1 .  Demuestra  que  cuando  se 
utiliza  este  método,  cada  una  de  las  n\  permutaciones  de 
los  términos  la  sucesión  tiene  la  misma  probabilidad  de 
ser  g  e  n  e  rad  a.  [Indu  m  ion:  Utilizad  pri  lid  pi  o  de  i  n  d  i  te  - 
don  suponiendo  que  la  probabilidad  de  que  cada  una  de 
las  permutaciones  de  n  -  !  términos  generada  por  la  apli¬ 
cación  de  este  procedimiento  a  una  sucesión  de  n  -  1 
términos  es  I l{n-  1 )!]. 


Términos  clave  y  resultados 

TÉRMINOS 

Combinatoria:  estudio  de  colecciones  de  objetos 
enumeración:  recuento  de  colecciones  de  objetos 
diagrama  en  árbol:  diagrama  compuesto  de  una  raíz,  ramas 
que  parten  de  la  raíz  y  otras  ramas  que  parlen  de  algunos  de 
los  extremos  de  otras  ramas 

permutación:  colección  ordenada  de  elementos  de  un  con¬ 
junto 

/--permutación  o  variación  de  r  elementos:  colección  orde¬ 
nada  de  i  elementos  de  un  conjunto 
Pin,  r):  número  de  r- permutaciones  de  un  conjunto  de  n  ele¬ 
mentos 

r-cumbi nación:  colección  no  ordenada  de  r  elementos  de  un 
conjunto 

C(tu  r ):  número  de  r-combi naciones  de  un  conjunto  de  n  de 
m  entos 

(coeficiente  bi  nonti  ah:  también  el  número  de  r -combi¬ 
naciones  de  un  conjunto  de  tt  elementos 
demostración  combinatoria:  demostración  basada  en  argu¬ 
mentos  de  recuento 

triángulo  de  Pascal:  representación  de  los  coeficientes  bino- 
míales  donde  la  riéshna  tila  del  triángulo  contiene  (*)  para 
/=  0, 1,2, 

RESULTADOS 

la  regla  del  producto:  técnica  básica  de  recuento  que  afirma 
que  el  número  de  maneras  de  realizar  una  tarca  que  se 
puede  descomponer  en  dos  subtareas  es  el  producto  del 
número  de  maneras  de  llevar  a  cabo  la  primera  larea  y  el 


número  de  maneras  de  hacer  la  segunda  después  de  haber 
completado  la  primera 

la  regla  de  la  suma:  técnica  básica  de  recuento  que  afirma  que 
si  hay  dos  opciones  incompatibles  entre  sí  para  realizar 
una  tarea,  el  número  de  maneras  de  realizar  la  tarea  es  la 
suma  de  las  formas  de  llevar  a  cabo  cada  una  de  las  dos  op^ 
dones 

el  principio  del  palomar:  cuando  más  de  k  objetos  se  colocan 
en  k  cajas,  debe  haber  alguna  caja  que  contenga  más  de  un 
objeto 

el  pi  iiidpio  dd  palomar  generalizado:  cuando  N  objetos  se 
colocan  en  k  cajas,  dehe  haber  alguna  caja  que  contenga  al 
menos  iNlkl  objeto^ 


CAr)  =  í"U — - — 

\r )  r*(n-r)l 

identidad  de  Pascal:  (*''}  =  )  +  (*) 

el  Teorema  del  Binomio;  ( \  +  y/1  =  2JL(I  QT1  V 


Hay  it  /'-permutaciones  con  repetición  de  un  conjunto  de  n 
elementos. 


Hay  C(n  +  r  -  L  r)  r-combt naciones  con  repetición  de  un  con¬ 
jumo  de  n  elementos. 

Hay  n\lin,\n}  *-  «J)  permutaciones  de  n  objetos  donde  hay 
objetos  indistinguibles  de  tipo  /  para  /  =  I,  2,  3 . L 

El  algoritmo  para  generar  las  permutaciones  del  conjunto  (  I,  2t 


Cuestiones  de  repaso 


1-  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  las  reglas  del  producto  y 
de  la  suma  para  determinar  el  número  de  cadenas  de  bits 
de  longitud  menor  o  igual  que  10. 

2.  Explica  cómo  determinar  el  número  de  cadenas  de  hits  de 
longitud  menor  o  igual  que  10  que  contienen  al  menos  un  0, 


J.  a)  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  regla  del  producto  para 
determinar  el  número  de  aplicaciones  entre  un  con¬ 
junto  de  m  elementos  y  un  conjunto  de  ti  elementos? 
b)  ¿Cuántas  aplicaciones  hay  entre  un  conjunto  de  cinco 
elementos  y  un  conjunto  de  diez  elementos? 
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c)  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  regla  del  producto  para 
determinar  el  número  de  aplicaciones  invectivas  entre 
un  conjunto  de  m  elementos  y  un  conjunto  de  n  ele¬ 
mentos? 

d  l  ¿Cuántas  aplicaciones  invectivas  hay  entre  un  conjunto 
de  cinco  elementos  y  un  conjunto  de  diez  elementos  ? 
e)  ¿Cuántas  aplicaciones  suprayectivas  hay  entre  un  con¬ 
junto  de  cinco  elementos  y  un  conjunto  de  diez  ele¬ 
mentos? 

4,  ¿Cómo  se  puede  determinar  el  número  de  posibles  resul¬ 
tados  de  una  eliminatoria  entre  dos  equipos  en  la  que  el 
primer  equipo  que  gane  cuatro  partidos  se  proclama  ven 
cedor? 

5*  ¿Cómo  se  puede  determinar  el  número  de  cadenas  de  10 
bits  que  bien  comienzan  con  101  o  bien  terminan  eon 
010? 

ó,  a)  hinuneia  d  principio  del  palomar. 

b)  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  principio  dd  palo¬ 
mar  para  demostrar  que  entre  í  I  enteros  cualesquiera, 
al  menos  dos  deben  terminar  con  el  mismo  dígito. 

7.  a)  Enunciad  principio  del  palomar  generalizado. 

bj  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  principio  dd  palo¬ 
mar  generalizado  para  demostrar  que,  entre  91  enteros 
cualesquiera,  hay  al  menos  10  que  terminan  con  el 
mismo  dígito. 

8.  a)  ¿Cuál  es  la  diferencia  entre  una  r- combinación  y  una 

r- permutación  de  un  conjunto  de  n  elementos? 
h>  Deduce  una  ecuación  que  relacione  el  número  de  r- 
combinaciones  v  el  número  de  r- permutaciones  de  un 
conjunto  de  ti  elementos. 

c)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  seis  estu¬ 
diantes  de  una  clase  de  25  para  formar  una  comisión? 

d)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  seleccionar  seis  estu¬ 
diantes  de  una  clase  de  25  para  desempeñar  cada  uno 
de  los  seis  cargos  de  una  comisión? 

9.  a)  ¿Qué  es  d  triángulo  de  Pascal? 

hi  ¿Cómo  se  puede  calcular  una  fila  del  triángulo  de  Pas¬ 
cal  a  partir  de  la  fila  inmediatamente  anterior? 

MI,  ¿Qu  c  es  una  demostración  combinatoria  de  una  identidad? 
¿En  qué  sentido  es  diferente  de  una  demostración  algebraica? 

11.  Explica  cómo  se  puede  demostrar  la  identidad  de  Pascal 
utilizando  un  argumento  combinatorio. 

12,  a)  Enuncia  el  Teorema  dd  Binomio. 

h)  Explica  cómo  se  puede  demostrar  d  Teorema  del  Bi¬ 
nomio  utilizando  un  argumento  combinatorio. 


Problemas  complementarios 

L  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  escoger  ó  objetos  de  entre 

10  objetos  diferentes  si 

al  los  objetos  escogidos  se  ordenan  y  no  se  pueden  re¬ 
petir? 

b  i  tos  objetos  escogidos  se  ordenan  y  si  se  pueden  repe 
tir? 

c)  los  objetos  escogidos  no  se  ordenan  y  no  se  pueden 
repetir? 


el  Determina  el  coeficiente  de  \  ‘  viM!  en  el  desarrollo 
de  (2x  +  5 y)20] . 

13.  al  Explica  cómo  determinar  una  fórmula  para  el  número 

de  formas  de  seleccionar  r  objetos  de  un  conjunto  de  n 
objetos  cuando  se  permite  la  repetición  y  no  se  tiene 
en  cuenta  el  orden. 

bl  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  docena 
de  objetos  de  enlre  cinco  tipos  diferentes  de  objetos  si 
los  objetos  dd  mismo  tipo  son  indistinguibles? 

c)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  docena 
de  objetos  de  entre  estos  cinco  tipos  diferentes  si  debe 
haber  al  menos  tres  objetos  del  primer  tipo? 

d)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  docena 
de  objeios  de  enlre  estos  cinco  tipos  diferentes  si  no 
debe  haber  más  de  cuatro  objetos  del  primer  tipo? 

e)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  seleccionar  una  docena 
de  objetos  de  entre  estos  cinco  tipos  diferentes  si  debe 
haber  al  menos  dos  objetos  del  primer  tipo  y  no  más 
de  tres  objeios  dd  segundo  tipo? 

14.  al  Sean  n  y  r  enteros  positivos.  Explica  por  qué  d  núme¬ 

ro  de  soluciones  de  Ut  ecuación  v  +  x,  4-  —  +  x  -  r* 
donde  x  es  un  entero  no  negativo  para  i  =  1,2,  X  *h 
es  igual  a)  número  de  r-combtnuc  iones  de  un  conjunto 
con  ti  elementos. 

b)  ¿Cuántas  soluciones  enteras  y  no  negaiivas  tiene  la 
ecuación  ,rt  +  xt  +  +  x4  =  17? 

el  ¿Cuántas  soluciones  enteras  posilívas  tiene  ia  ecua¬ 
ción  del  apartado  anterior? 

1 5.  a  í  Ded  u  ce  u  n  a  fórm  u  I  a  pa  ra  c  I  n  ú  i n e ro  de  pe  n n ut  a  c  i  ó- 

nes  de  tt  objetos  de  k  tipos  diferentes  donde  hay  /q 
objetos  indistinguibles  de  tipo  uno.  n ,  objetos  indis¬ 
tinguibles  de  tipo  dos. ...  y  ní  objetos  indistinguibles 
de  tipo  k. 

bl  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  ordenar  las  letras  de  la 
palabra  MATEMÁTICAS'* 

16.  Describe  un  algoritmo  para  generar  todas  las  permutacio¬ 
nes  del  conjunto  de  los  primeros  n  enteros  positivos. 

17.  a)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  repartir  manos  de  cinco 

cartas  a  seis  jugadores  con  una  baraja  estándar  de  52 
cartas? 

h)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  tt  objetos  dis¬ 
tinguibles  en  k  cajas  distinguibles  de  forma  que  haya 
n.  objetos  en  la  caja  /? 

18.  Describe  un  algoritmo  para  generar  todas  las  combina¬ 
ciones  del  conjunto  de  los  primeros  n  enteros  positivos. 


d  l  Jos  objetos  escogidos  no  se  ordenan  y  si  se  pueden  re¬ 
petir? 

2,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  escoger  10  objetos  de  en 
tre  6  objetos  distintos  si 

al  los  objetos  escogidos  se  ordenan  y  no  se  pueden  re¬ 
petir? 

b|  los  objetos  escogidos  se  ordenan  y  sí  se  pueden  repe¬ 
tir? 
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c)  los  objetos  escogidos  no  se  ordenan  y  no  se  pueden 
repetir? 

ti)  los  objetos  escogidos  no  se  ordenan  y  sí  se  pueden  re¬ 
petir? 

3,  Un  examen  de  tipo  test  contiene  100  preguntas  con  res¬ 
puestas  de  verdadero  o  falso.  ¿De  cuántas  formas  distin¬ 
tas  se  puede  responder  al  examen  si  las  preguntas  se  pue¬ 
den  dejar  sin  contestar? 

4,  ¿Cuántas  cadenas  de  10  bits  bien  comienzan  con  000  o 
bien  terminan  con  lili? 

5,  ¿Cuántas  cadenas  de  10  caracteres  dd  alfabeto  ¡¿7,  b,  c| 
contienen  exac  tamente  tres  aes  o  exactamente  cuatro  bes? 

6*  Los  números  de  telefono  internos  en  la  centralita  de  una 
universidad  se  componen  de  cinco  dígitos  con  el  primer 
dígito  distinto  de  cero.  ¿Cuántos  números  de  teléfono 
distintos  se  pueden  asignar  con  este  sistema? 

7  ■  U  na  he  I  a  ti  e  ría  t  i  e  no  2  8  sa  boros  ti  i  le  re  i 1  te  s ,  ocho  t  i  pos  d  o 
croma  y  12  complementos  para  añadir  al  helado. 

a)  ¿De  cuántas  formas  distintas  se  puede  hacer  un  hela¬ 
do  de  tres  bolas  si  cada  sabor  so  puede  utilizar  más  de 
una  vez  y  el  orden  de  los  sabores  es  indiferente? 

b)  ¿Cuántas  elecciones  de  raninas  pequeñas  hay  si  una 
Larri  na  pequeña  consiste  en  una  bola  de  helado,  una 
crema  y  un  complemento? 

el  ¿Cuántas  elecciones  de  larri  ñas  grandes  hay  si  una 
tarrina  grande  se  compone  de  tres  hilas  de  helado,  de 
forma  que  cada  sabor  se  puede  utilizar  más  de  una 
vez  y  el  orden  de  los  sabores  es  indiferente:  dos  tipos 
de  crema,  donde  cada  tipo  de  crema  se  puede  utilizar 
sólo  una  vez  y  el  orden  es  indiferente*  y  tres  comple¬ 
mentos,  donde  cada  complemento  se  puede  utilizar 
sólo  una  vez  y  el  orden  es  indiferente? 

8*  ¿Cuántos  enteros  positivos  hay  menores  que  L000 
u  i  q  ue  tengan  e  \  ac  t  amen  te  tres  dígit Os  dec  i  ma  íe  s? 

b)  que  tengan  un  número  impar  de  dígitos  decimales? 

c)  que  tengan  al  menos  un  9? 

d)  que  no  tengan  dígitos  impares? 

e)  que  tengan  dos  cincos  consecutivos? 

0  que  sean  palíndromos  (es  decir,  que  se  lean  igual  de 
izquierda  a  derecha  que  de  derecha  a  izquierda}? 

9*  Cuando  se  escriben  los  números  del  t  al  HKI  en  notación 
decimal,  ¿cuántas  veces  so  usan  los  siguientes  dígitos? 

a)  0  b>  1  c)  2  ti)  9 
111.  Hay  12  signos  dd  Zodíaco,  ¿Cuánta  gente  se  necesita 
para  garantizar  que  al  menos  seis  personas  tienen  el  mis¬ 
mo  signo? 

Ib  En  un  restaurante  regalan  a  los  clientes  un  sobre  sorpresa 
del  que  hay  213  tipos  diferentes.  ¿Cuántas  veces  puede  ir 
a  comer  un  cliente  sin  que  íc  toque  el  mismo  sobre  sor- 
prosa  cuatro  veces? 

12.  ¿Cuántas  personas  se  necesitan  para  garantizar  que  ai 
monos  dos  nacieron  el  mismo  día  de  la  semana  y  el  mis¬ 
mo  mes  (aunque  quizá  en  diferentes  años)? 

13.  Sea  S  un  conjunto  de  diez  cuteros  menores  o  iguales  que 
50.  Demuestra  que  hay  al  menos  dos  subconjuntos  dis¬ 
tintos  de  cinco  elementos  de  S  que  tienen  la  misma  suma. 

14.  Un  paquete  de  cromos  de  fútbol  contiene  20  eromos. 
¿(  uántos  paquetes  se  deben  comprar  para  asegurar  que 
hay  dos  cromos  repetidos  en  dios  si  la  colección  tiene  un 
total  de  550  cromos  distintos? 


15.  a)  ¿Cuántas  carras  se  deben  extraer  de  una  baraja  de  52 
canas  para  garantizar  que  se  tienen  al  menos  dos  ases? 

b)  ¿Cuántas  cunas  se  deben  extraer  de  una  baraja  de  52 
canas  para  garantizar  que  se  tienen  al  menos  dos  ases 
y  dos  reyes? 

el  ¿Cuántas  carias  se  deben  extraer  de  una  baraja  de  52 
canas  para  garantizar  que  hay  al  menos  dos  canas  del 
mismo  palo? 

d)  ¿Cuántas  cartas  se  deben  extraer  de  una  baraja  de  52 
cartas  para  garantizar  que  hay  al  menos  dos  cartas  de 
distinto  palo? 

*  I  6.  Demuestra  que  en  cualquier  conjunto  de  n  -+-  I  enteros 
positivas  menores  o  ¡guales  que  2 n  debe  haber  dos  que 
sean  primos  relativos. 

*17.  Demuestra  que  en  cualquier  sucesión  de  m  enteros  existe 
uno.  o  una  serie  de  términos  consecutivos,  cuya  suma  es 
divisible  por  m . 

18.  Demuestra  que  si  se  seleccionan  cinco  puntos  en  el  inte¬ 
rior  de  un  cuadrado  de  lado  2,  al  menos  dos  de  ellos  están 
a  distancia  menor  o  igual  que  V  2. 

19,  Demuestra  que  la  expresión  decimal  de  un  número  ra¬ 
cional  debe  ser  periódica. 

29.  ¿Cuántas  diagonales  tiene  un  polígono  regular  de  n  lados 
donde  n  es  un  entero  positivo  tal  que  n  >  3? 

21.  ¿De  cuántas  formas  se  puede  escoger  una  docena  de  tlo- 
mas  de  entre  20  tipos 

a)  si  no  puede  haber  dos  domas  del  mismo  tipo? 

b)  si  todos  deben  ser  del  mismo  upo? 

c)  si  no  hay  restricciones? 

d)  si  debe  haber  domas  de  al  menos  dos  variedades? 

e)  si  debe  haber  al  menos  seis  ¿tomas  de  chocolate? 

f)  si  no  debe  haber  más  de  seis  domas  de  chocolate? 

22.  Determina  n  si 

a)  F{n.  2)=  1 10  hi  Pin,  n)  =  5.040 

c)  F(nm  4)  =  \  2P(n,  2) 

23.  Determina  n  sí 

a)  C(n,  2)  =  45  b)  C(/i,  3)  =  Pin.  2} 

c)  C(u,  5)  =  Cira  2) 

24.  Demuestra  que  si  n  y  r  son  enteros  no  negativos  y  n  ¿  r. 
entonces 

P{n  4-  1.7)  =  Pin.  r)(n  +  I  }/(n  +  I  -  r). 

*25.  Supongamos  que  S  es  un  conjunto  de  n  elementos. 
¿Cuántos  pares  ordenados  (A,  H)  hay  ¡ales  que  A  y  B 
son  su bcon juntos  de  S  y  A  C  B'}  {Indicación:  Demues¬ 
tra  que  cada  elemento  de  S  pertenece  a  A,  B  -  A  o 
S-B\ , 

26.  Da  una  demostración  combinatoria  dd  Corolario  2  de 
la  Sección  4,4  estableciendo  una  correspondencia  biyec- 
tiva  entre  los  subconjuntos  con  un  número  par  de  ele¬ 
mentos  y  los  subconjuntos  con  un  número  impar  Je 
elementos.  (Indicación:  Fuma  un  demento  a  en  d  con¬ 
junto,  Define  la  correspondencia  añadiendo  a  al  subcon- 
jtmto  si  no  pertenece  a  él  y  eliminándolo  cuando  sí  per¬ 
tenece  al  subconjunto). 

27,  Sean  n  y  r  enteros  no  negativos  tales  que  r  <  n.  De¬ 
muestra  que 

C(n7  r-  I )  =  C(n  +  2,  r +-  1) 

-2C{n  +  Ur  +  t)  +  CÍ7I,  r  +  I). 
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28,  Demuestra  utilizando  el  principio  de  inducción  que 
X'U  C(j* **  2)  =  C(n  +1,3),  para  todo  entero  n  >  1. 

29.  Demuestra  que  si  n  es  un  entero,  entonces 


30.  En  este  problema  deduciremos  una  fórmula  para  La  suma 
de  los  cuadrados  de  los  n  primeros  enteros  positivos. 
Contaremos  d  numero  de  temas  (/,  j,  k)  tales  que  i,  j  y  k 
son  enteros  tales  que  0  <  t  <  Jt,  0  <j  <  k  y  1  <  k  <  n  de 
dos  formas. 

a)  Demuestra  que  hay  k2  temas  de  ese  tipo  para  cada  ¿ 
fijo.  Concluye  que  hay  X*  tenias  como  esas. 

b)  Demuestra  que  el  número  de  tales  temas  con  0 <i< 
j  <  k  y  el  número  de  tales  lemas  con  0  <j  <  i  <  k  son 
ambos  C{n  +  1T  3). 

c)  Demuestra  que  el  número  de  esas  temas  con  0  s  / 
j  <  k  es  igual  a  C(n  +  1,2), 

dt  Combinando  d  apartado  (a)  con  los  apartados  (b)  y 
(c),  concluye  que 

H 

=  2C(n  +  1,  3)  +  C(n  + 1,2) 

1=1 

-  n(n  +  1)(2h  +  l)/6. 

*31-  ¿Cuántas  cadenas  de  n  bits,  donde  n  >  4T  contienen  exac¬ 
tamente  dos  veces  la  cadena  01? 

32,  Sea  S  un  conjunto.  Decimos  que  una  familia  de  subcon- 

j  untos  Ar  A . . A  ,  cada  uno  con  á  elementos,  donde 

d  >  2,  es  2 -color  eabk  si  es  posible  asignar  a  cada  de¬ 
mento  de  S  uno  de  dos  colores  distintos  de  forma  que  en 
cada  subconjunto  A  haya  elementos  de  los  dos  colores. 
Sea  muí)  el  mayor  entero  tal  que  toda  colección  con  me 
nos  de  m(d)  subven  juntos,  cada  uno  con  ¿/elementos,  es 
2-cüloreable. 

a)  Demuestra  que  la  colección  de  lodos  los  subconjnn 
tos  de  d  elementos  de  un  conjunto  $  con  2 d  -  1  ele 
mentes  no  es  2-coloreable. 

b )  De  m  uc  si  r a  que  m{  2 )  ~  3 . 

**c)  De  n  mes  ira  que  ¿w(3)  =  7,  (Indicación:  Demuestra  que 
la  colección  1 1 , 3,  5  U  1 ,  2,  6  U 1 ,  4,  7  h  { 2,  3,  4 ) 

)  2.  5t  7 1,  (3|  6,  7 ),  {4, 5,  ó]  no  es  2 ^colore able.  Pos¬ 
teriormente,  demuestra  que  ledas  las  colecciones  de 
seis  conjuntos  con  tres  elementos  son  2-coloreablcs). 

33.  Un  profesor  escribe  20  preguntas  de  respuesta  múltiple 
para  un  examen  de  matemática  discreta,  cada  una  con  las 
posibles  respuestas  ¿i,  />,  r,  d.  Si  el  número  de  preguntas 
cuya  respuesta  es  ó.  c  y  d  es,  respectivamente,  8,  3,  4  y 
5,  ¿cuántas  soluciones  posibles  tiene  el  examen  si  las 
preguntas  se  pueden  colocar  en  cualquier  orden? 


34.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  sentar  ocho  personas  al¬ 
rededor  de  una  mesa  si  dos  formas  se  consideran  la  mis¬ 
ma  cuantío  una  se  puede  obtener  de  la  otra  mediante  una 
rotación? 

35-  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  asignar  24  estudiantes  a 
cinco  tutores? 

3b,  ¿De  cuántas  tormos  se  pueden  elegir  una  docena  de  man¬ 
zanas  de  una  cesta  que  contiene  20  manzanas  golden, 
20  reineta  y  20  granny  smitli  si  las  manzanas  del  mismo 
tipo  son  indistinguibles  entre  si  y  se  deben  elegir  al  me* 
nos  tres  de  cada  dase? 

37-  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación  a,  +  .,v2  +  -  17, 

donde  *r  xt  y  x3  son  enteros  no  negativos  tales  que 
t(>  l.jr3>2y-tt>3? 

b)  x¡  <  6  y  x3  >  5? 

el  xt<4TJt2<3y x3>5? 

38,  a)  ¿Cuántas  cadenas  distintas  se  pueden  formar  con  las 
letras  de  la  palabra  PEPPERCORN  si  se  utilizan  to¬ 
das  las  letras? 

h)  ¿Cuántas  de  estas  cadenas  empiezan  y  terminan  con 
la  letra  P? 

c)  ¿En  cuántas  de  estas  cadenas  son  consecutivas  las 
tres  letras  P? 

39-  ¿Cuántos  subconjuntos  de  un  conjunto  de  diez  elementos 

a)  tienen  menos  de  cinco  elementos? 

b)  tienen  más  de  siete  elementos? 

c )  tienen  un  número  impar  de  ciernen  ios? 

40.  Un  testigo  de  un  accidente  le  dice  a  la  policía  que  la 
matrícula  de  un  coche  que  ha  huido  comienza  con  las 
letras  AS  y  contiene  los  dígitos  I  y  2.  SÍ  una  matrícula 
está  formada  por  tres  letras  seguidas  de  tres  números, 
¿cuántas  matrículas  se  corresponden  con  la  descrip¬ 
ción? 

41.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  poner  n  objetos  idénticos 
en  m  cajas  distintas  de  forma  que  ninguna  caja  quede 
vacía? 

42.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  sentar  seis  chicos  y  ocho 
chicas  en  una  fila  de  butacas  de  forma  que  no  haya  dos 
chicos  juntos? 

43.  Diseña  un  algoritmo  que  genere  todas  las  r-perm lita¬ 
ciones  con  repetición  de  un  conjunto  finito  de  deméri¬ 
tos. 

44.  Diseña  un  algoritmo  que  genere  todas  las  /^combina¬ 
ciones  con  repetición  de  un  conjunto  finito  de  elemen¬ 
tos, 

*45,  Demuestra  que  si  n  y  m  son  enteros  tales  que  m  >  3  y 
n  >  3,  entonces  R(m*  /i)  R(m .  /i  —  I )  +  R(m  ! ,  w), 

*46.  Demuestra  que  R( 3.  4>  >  7  viendo  que  en  un  grupo  de 
seis  personas,  en  el  que  cada  pareja  son  bien  amigos  o 
bien  enemigos,  puede  no  haber  ningún  grupo  de  tres 
amigos  ni  de  tres  enemigos. 
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Ejercicios  de  programación 


I  Sí  KIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


J ,  Dado  un  entero  positivo  n  y  im  entero  no  negativo  r  menor 
o  igual  que  n,  determina  el  numero  de  /  -permutaciones  y 
/-combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos. 

2.  Dados  dos  enteros  positivos  n  y  r,  determina  d  número  de 
/^permutaciones  con  repetición  v  r-combi naciones  con  re- 
petición  de  un  conjunto  de  n  elementos. 

I  Dada  una  sucesión  de  cuteros  positivos,  determina  la  sub- 
sucesión  creciente  de  mayor  longitud  y  la  subsucesión  de¬ 
creciente  de  mayor  longitud  de  Ja  sucesión. 

*4.  Dada  una  ecuación  t¡  +  x2  +  —  +  xn  -  C  donde  C  es  una 

constante,  y  .y„ . y  son  números  enteros  no  negativos, 

da  una  lista  con  todas  las  soluciones. 

5.  Dado  un  entero  positivo  n,  genera  una  lista  de  todas  las 

permutaciones  del  conjunto  (1,  2,  3 . /t|  ordenadas 

lexicográficamente. 


6.  Dado  un  entero  positivo  //  y  un  entero  no  negativo  r  menor 
o  igual  que  //,  genera  una  lista  de  todas  las  r-eombínacio* 
nes  dd  conjunto  (  L  2,  3,  ...T  n\  ordenadas  lexicográfica¬ 
mente. 

7.  Dado  un  entero  positivo  //  y  un  entero  no  negativo  r  menor 

o  igual  que  n.  genera  una  lista  de  todas  las  /-permutaciones 
del  conjunto  ( 1.  2.  3 . // 1  ordenadas  lexicográficamente. 

8.  Dado  un  entero  positivo  //.  genera  una  lista  de  todas  las 

combinaciones  del  conjunto  1  L  2, 3 . n  |. 

9.  Dados  dos  enteros  positivos  /?  y  r,  genera  una  lista  de  to¬ 
das  las  r-permutaciones  con  repetición  del  conjunto  [1,2, 

%  -- n\. 

MI.  Dados  dos  enteros  positivos  n  y  rT  genera  una  lista  de  to¬ 
das  las  /combinaciones  con  repetición  del  conjunto  |  L  2. 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


L  Determina  el  número  de  posibles  resultados  en  diferentes 
eliminatorias  entre  dos  equipos  en  las  que  el  equipo  vence¬ 
dor  es  el  primero  que  gima  5  de  9  partidos,  6  de  1  L  7  de  1 3 
y  8  de  15. 

2.  ¿Qué  coeficientes  binomiales  son  impares?  ¿Puedes  for¬ 
mular  una  conjetura  basada  en  la  experimentación? 

X  No  se  sabe  si  el  coeficiente  binomial  02//.  n)  debe  ser  di¬ 
visible  por  el  cuadrado  de  un  numero  primo  ni  si  el  mayor 
ex  ponente  en  la  factor  i /ación  en  números  primos  de  02//, 
n  \  está  o  no  acotado  cuando  n  crece.  Investiga  estas  cues¬ 
tiones  determinando  el  menor  y  el  mayor  ex  ponente  que 


aparece  en  la  focuwación  de  C(2//.  n)  para  laníos  valores 
de  n  como  sea  posible. 

4.  Genera  todas  la s  permutaciones  de  un  conjunto  de  uüto 
elementos. 

5.  Genera  todas  las  (/  permutaciones  de  un  conjunto  de  nueve 
elementos. 

6,  Genera  todas  las  combinaciones  de  un  conjunto  de  ocho 
elementos. 

7,  Genera  todas  las  ?  combinaciones  con  repetición  de  un 
conjunto  de  siete  elementos. 


Redacción  de  provectos 

REDACTA  i  \  TRABAJO  QUE  RESPONDA  \  ESTAS  CUESTIONES  MANE  JANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECT  VI)  A 


L  Describe  alguno  de  los  primeros  usos  del  principio  del  pa¬ 
lomar  por  Dirichlet  y  otros  matemáticos, 

2,  Plantea  formas  en  que  el  sistema  de  numeración  telefónica 
actual  se  puede  «ampliar  para  dar  cabida  a  la  demanda  de 
nuevos  números  de  telefono.  (Interna  explorar  algunas  de 
las  propuestas  realzadas  desde  compañías  de  telecomuni¬ 
caciones),  Para  cada  nuevo  sistema  de  numeración  plantea¬ 
do,  determina  cuántos  números  de  teléfono  admite. 

X  l.ii  este  libro  se  describen  muchas  identidades  combínalo 
rías.  Busca  olías  fuentes  de  este  tipo  de  identidades  y  des¬ 
cribe  alguna  otra  identidad  combinatoria,  aparte  de  las  ya 
presentadas  en  este  libro.  Presenta  demostraciones  que  in¬ 
cluyan  algunas  de  tipo  combinatorio  de  algunas  de  estas 
identidades. 

4,  Describe  los  diferentes  modelos  que  se  utilizan  para  mode¬ 
lar  la  distribución  ele  partículas  en  mecánica  estadística, 
entre  dios  los  modelos  estadísticos  de  Maxwctt-Boltzmann. 


Bose-Einstein  y  Fermi  Di  rae.  Fn  cada  caso,  describe  los 
métodos  de  recuento  que  se  utilizan  en  el  modelo, 

5,  Define  los  números  ele  Sürling  de  primera  especie  y  desen 
be  algunas  de  las  propiedades  e  identidades  que  satisfacen. 

6,  Define  los  números  de  Stirling  de  segunda  especie  v  des¬ 
cribe  algunas  de  las  propiedades  e  identidades  que  satisfa¬ 
cen. 

7.  Describe  los  últimos  descubrimientos  de  valores  y  cotas 
de  los  números  de  Kumscy. 

8.  Describe  procedimientos  adicionales  para  generar  todas  las 
permutaciones  de  un  conjunto  de  //  elementos,  además  de  la 
presentada  en  la  Sección  4.6.  Compara  la  complejidad  vom- 
puiaeional  de  estos  algoritmos  con  la  de  los  algoritmos  dev¬ 
eri  tos  en  el  texto  y  en  tos  problemas  de  la  Sección  4.6, 

*J.  Describe  al  menos  un  procedí  miento  para  generar  todas  las 
particiones  de  un  entero  positivo  //.  (Véase  el  Problema  4  7 
de  la  Sección  3,4  i. 


Probabilidad  discreta 


La  combinatoria  y  la  teoría  de  la  probabilidad  licnen  orígenes  comunes.  La  teoría  de  la 
probabilidad  comenzó  a  desarrollarse  hace  más  de  trescientos  años,  cuando  Bfaise  Pascal  se 
propuso  analizar  algunos  juegos  de  azar.  Fue  durante  estos  estudios  cuando  Pascal  descu¬ 
brió  varias  propiedades  de  los  coeficientes  binoipiales,  Posteriormente,  el  matemático  francés  La- 
place,  estudiando  también  juegos  de  azar,  definió  la  probabilidad  de  un  suceso,  que  dio  lugar  al 
desarrollo  de  muchos  de  los  fundamentos  de  la  teoría  de  la  probabilidad. 

Aunque  la  teoría  de  la  probabilidad  fue  desarrollada  en  un  principio  para  estudiar  los  juegos 
de  azar,  en  ia  actualidad  desempeña  un  papel  esencial  en  una  gran  variedad  de  disciplinas.  Por 
ejemplo,  la  teoría  de  la  probabilidad  es  fundamental  en  el  estudio  de  la  genética,  donde  se  puede 
utilizar  para  explicar  ía  herencia  de  diferentes  rasgos  físicos.  Por  supuesto,  la  probabilidad  signe 
siendo  una  parte  muy  popular  de  las  matemáticas  por  sus  aplicaciones  a  los  juegos  de  azar,  que  si¬ 
guen  recibiendo  atención  por  parle  de  mucha  gente. 

Hn  informática,  la  teoría  de  la  probabilidad  desempeña  un  papel  importante  en  el  estudio  de 
la  complejidad  de  ios  algoritmos.  En  particular,  ¡deas  y  técnicas  de  la  teoría  de  la  probabilidad  se 
utilizan  para  determinar  la  complejidad  medía  de  los  algoritmos.  Los  algoritmos  probabilíslicos  se 
pueden  utilizar  para  resolver  muchos  problemas  que  no  pueden  tratarse,  de  forma  sencilla  y  efi¬ 
ciente,  ui  i  fizando  algoritmos  deterministas.  Un  algoritmo  probabi  Estico,  en  lugar  de  seguir  siem¬ 
pre  los  mismos  pasos  cuando  los  datos  de  entrada  son  idénticos,  como  hace  un  algoritmo  deter¬ 
minista,  toma  algunas  decisiones  de  forma  aleatoria,  lo  que  puede  llevar  a  resultados  distintos.  En 
combinatoria,  la  teoría  de  la  probabilidad  puede  incluso  utilizarse  para  demostrar  que  existen  ob¬ 
jetos  con  ciertas  propiedades.  El  método  probabilfstico,  una  técnica  de  la  combinatoria  introduci¬ 
da  por  Paul  Erdós  y  Alfrcd  Rcnyi,  demuestra  que  un  objeto  con  ciertas  propiedades  debe  existir 
viendo  que  hay  una  probabilidad  mayor  que  cero  de  que  exista  tal  objeto. 


5.1  Una  introducción  a  la  probabilidad  discreta 


INTRODUCCIÓN 


La  teoría  de  la  probabilidad  tiene  su  origen  en  el  siglo  X v ir.  cuando  el  matemático  francés  Blaise 
Pascal  determinó  las  posibilidades  de  ganar  algunas  apuestas  populares  de  ia  época,  basadas  en  los 
resultados  obtenidos  al  tirar  dos  dados  en  varias  ocasiones.  En  el  siglo  xviil  el  matemático  francés 
Laplace*  que  también  estudiaba  los  juegos  de  azar,  definió  la  probabilidad  de  un  evento  como  el 
número  de  resultados  favorables  dividido  por  el  número  de  resultados  posibles.  Por  ejemplo,  ía 
probabilidad  de  que  e!  resultado  obtenido  al  tirar  un  dado  sea  un  numero  impar  es  el  número  de  re¬ 
sultados  favorables  —es  decir,  el  número  de  resultados  que  son  números  impares —  dividido  en¬ 
tre  e!  número  de  resultados  posibles  — es  decir,  los  números  que  pueden  salir  al  tirar  un  dado- — . 
Hay  un  total  de  seis  resultados  posibles  —a  saber.  L  2,  3,  4*  5  y  6 —  y  exactamente  tres  de  ellos 
son  favorables  -a  saber,  L  3  y  5 — .  Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  el  resultado  al  tirar  un  dado 
sea  impar  es  3/6  =  1/2.  (Obsérvese  que  hemos  supuesto  que  todos  los  posibles  resultados  son 
igualmente  probables,  es  decir,  que  el  dado  no  está  trucado). 

En  esta  sección  nos  ocuparemos  de  experimentos  con  una  cantidad  finita  de  resultados  y  to¬ 
dos  ellos  igualmente  probables.  Esto  nos  permitirá  utilizar  la  definición  de  Laplace  de  la  proba¬ 
bilidad  de  un  suceso.  Continuaremos  nuestro  estudio  de  la  probabilidad  en  la  Sección  5.2,  donde 
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talaremos  con  experimentos  una  cantidad  finita  de  resultados  que  pueden  tener  probabilidades  dis¬ 
tintas.  En  la  Sección  52  también  introduciremos  algunos  conceptos  importantes  de  la  teoría  de  la 
probabilidad»  entre  dios  la  probabilidad  condicional,  la  independencia  de  eventos  y  las  variables 
aleatorias.  En  la  Sección  5*3  introduciremos  ios  conceptos  de  valor  esperado  y  varianza  de  una  va¬ 
riable  aleatoria. 


PROBABILIDAD  FINITA 


Un  experimento  es  un  procedimiento  que  produce  un  resultado  de  entre  un  conjunto  dado  de  re¬ 
sultados  posibles.  El  espacio  muestra!  del  experimento  es  el  conjunto  de  posibles  resultados.  Un 
suceso  es  un  subconjunto  del  espacio  muestra L  A  continuación  presentamos  la  definición  de 
Laplace  de  la  probabilidad  de  un  suceso  para  et  caso  en  que  el  espacio  muestral  es  finito. 


La  probabilidad  de  un  suceso  que  es  m  subconjunto  de  un  espacio  muestral  finito  S  de  re^ 

m 

saltados  igualmente  probables,  es  pi 

PI 


Los  ejemplos  del  1  al  8  muestran  cómo  determinar  la  probabilidad  de  un  suceso. 

Una  urna  contiene  cuatro  bolas  azules  y  cinco  bofas  rojas.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  bola 
escogida  al  azar  de  la  urna  sea  azul  ? 

Solución:  Para  calcular  la  probabilidad,  obsérvese  que  hay  nueve  posibles  resultados,  y  cuan  o  de 
ellos  producen  una  bola  azul  Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  se  escoja  una  bola  azul  es  4/9.  < 

¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  cuando  se  tiran  dos  dados  la  suma  de  los  resultados  sea  7? 

Solución:  Hay  un  total  de  36  resultados,  lodos  igualmente  probables,  cuando  se  tiran  dos  dados» 
(Esto  se  puede  ver  utilizando  la  regla  del  producto:  como  para  cada  dado  hay  seis  posibles  resul¬ 
tados,  d  numero  total  de  resultados  al  tirar  dos  dados  es  6Z  -  36).  Hay  seis  resultados  favorables, 
en  concreto  (í,  6),  (2,  5),  (3,  4},  (4,  3),  (5,  2)  y  (6,  I ),  donde  los  resultados  de¡  primer  y  segundo 
dado  se  representan  por  un  par  ordenado.  Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  al  tirar  dos  dados  la 
suma  sea  siete  es  6/36  =  1/6»  4 

Las  loterías  se  han  hecho  muy  populares  en  los  últimos  tiempos.  Veamos  cómo  se  pueden 
calcular  las  diferentes  probabilidades  de  ser  premiado  en  varios  tipos  de  loterías. 

En  una  lotería*  los  jugadores  ganan  el  primer  premio  cuando  escogen  cuatro  dígitos  que  son  los 
mismos»  y  en  el  mismo  orden,  que  cuatro  dígitos  seleccionados  al  azar  por  un  proceso  mecánico. 
Si  coinciden  sólo  tres  números,  se  obtiene  un  premio  de  consolación.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de 


FIERRE-SIMON  LAPLACE  (1749-1827}  PicrreSimon  Laplace  ilacio  en  el  seno  de  una  lamilla  humilde  en  Nnr- 
inandíp.  Durante  su  infancia  fue  educado  en  una  escuela  dirigida  por  los  benedictinos.  A  ios  dieciseis  años  ingresó  en  b 
Universidad  de  Caen  con  la  intención  de  estudiar  teología.  Sin  embargo,  pronto  descubrió  que  lo  que  realmente  le  intere¬ 
saba  eran  las  matemáticas.  Después  de  terminal  sus  estudios  fue  nombrado  profesor  temporal  en  t*aui,  >  en  1769  pasó  a 
ser  profesor  de  matemáticas  en  la  Escuela  Militar  de  París. 

]  .aplace  es  conocido  sobre  todo  por  sus  contribuciones  a  fu  mecánica  celeste,  que  estudia  los  movimientos  de  los  as¬ 
tros.  Su  Turne  du  MévanUpw  Criaste  se  considera  uno  de  los  mayores  trabajos  científicos  de  los  comienzos  del  siglo  xtx. 
Laplace  fue  uno  de  los  fundadores  de  la  teoría  de  la  probabilidad  y  realizó  muchas  contribuciones  a  la  estadística  mate- 
manea  Su  ira  ha  jo  en  este  área  está  recogido  en  su  libro  Théork  Anal  y  fique  des  Probübiliiées^  en  d  que  definió  la  proba¬ 
bilidad  dí  irn  suceso  como  el  cociente  entre  el  numen:»  de  rebultados  favorables  y  el  número  de  resultados  posibles  de  un  ev 
pe  omento. 

Laplace  fue  también  lamoso  por  s ti  flexibilidad  en  sus  ideas  políticas.  Fue  leal,  sucesivamente,  a  la  República  fran¬ 
cesa.  a  Napoleón  y  al  rey  l  uis  XVIII,  Esto  le  permitió  ser  productivo  antes,  durante  y  después  ác  la  Revolución  francesa- 
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que  un  jugador  obtenga  el  primer  premio?  ¿Cual  es  la  probabilidad  de  que  un  jugador  obtenga  un 
premio  de  consolación? 

Solución:  Existe  una  única  forma  de  escoger  los  cuatro  dígitos  correctamente.  Según  la  regla  del 
producto,  hay  104  -  10.000  formas  de  escoger  cuatro  dígitos.  Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  un 
jugador  obtenga  ei  primer  premio  es  1/1 0.000  =  0,0001. 

Los  jugadores  obtienen  un  premio  de  consolación  cuando  aciertan  exactamente  tres  de  los 
cuatro  dígitos.  Por  tanto,  debe  haber  exactamente  un  dígito  equivocado  y  tres  correctos.  Según  la 
regia  de  la  suma,  el  número  de  formas  de  escoger  exactamente  tres  dígitos  correctos  se  puede  ob¬ 
tener  sumando  el  número  de  formas  de  escoger  cuatro  dígitos  que  coincidan  con  los  del  primer 
premio  en  todas  las  posiciones  excepto  en  la  j-ésinui,  para  /  -  1, 2.  3,  4.  Para  contar  el  número  de 
aciertos  con  el  primer  dígito  incorrecto,  obsérvese  que  hay  nueve  posibles  elecciones  para  el  pri¬ 
mer  dígito  (todos  excepto  el  dígito  correcto)  y  una  sola  elección  para  el  resto  de  los  dígitos,  a  sa¬ 
ber,  los  dígitos  correctos  para  estas  posiciones.  Por  tanto,  hay  nueve  formas  de  escoger  cuatro  dí¬ 
gitos  en  los  que  el  primero  es  incorrecto  y  el  resto  son  correctos.  De  forma  similar,  hay  nueve 
maneras  de  escoger  cuatro  dígitos  en  las  que  el  segundo  dígito  es  incorrecto,  nueve  en  las  que  el 
tercer  dígito  es  incorrecto  y  nueve  en  las  que  el  cuarto  dígito  es  incorrecto.  Por  tanto,  la  probabi¬ 
lidad  de  que  un  jugador  obtenga  un  segundo  premio  es  36/10,000  -  0,0036.  4 

En  la  actualidad  hay  varias  loterías  en  las  que  se  reparten  premios  millonarios  a  las  personas  que 
acierten  un  conjunto  de  seis  números  escogidos  entre  los  n  primeros  enteros  positivos,  donde  n  es 
generalmente  un  número  entre  30  y  60.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  persona  acierte  los  seis 
números  si  n  es  40? 

Solución  Hay  una  única  combinación  ganadora.  El  número  total  de  formas  de  escoger  seis  nú¬ 
meros  de  entre  40  es 

C(  40, 6)  =  — —  =  1838.380 . 

34!  6! 

Por  tanto,  la  probabilidad  de  elegir  la  combinación  ganadora  es  1/3,838.380  ~  0,00000026.  (Aquí, 
el  símbolo  ~  significa  «aproximadamente  igual  a»).  4 

Se  puede  determinar  la  probabilidad  de  diferentes  manos  de  cartas  utilizando  las  técnicas 
desarrolladas  hasta  ahora.  Una  baraja  de  póquer  contiene  52  cartas.  Hay  13  tipos  diferentes  de  car¬ 
tas,  con  cuatro  cartas  de  cada  tipo.  Estos  tipos  son  doses,  treses,  cuatros,  cincos,  seises,  sietes, 
odios,  nueves,  dieces  Jotas,  reinas,  reyes  y  ases.  I  lay  también  cuatro  palos,  picas,  tréboles,  cora¬ 
zones  y  diamantes,  cada  uno  de  ellos  con  1 3  cartas,  una  de  cada  tipo. 

¿Cuántas  manos  diferentes  de  cinco  cartas  se  pueden  repartir  con  una  baraja  de  52? 

Solución:  Hay  C(52_  5)  =  2.598,960  manos  distintas  de  cinco  cartas.  4 

Determina  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  cinco  cartas  de  póquer  contenga  cuatro  cartas  del 
mismo  tipo. 

Solución:  Según  la  regla  del  producto,  el  número  de  manos  de  cinco  cartas  con  cuatro  cartas  de! 
mismo  tipo  es  el  producto  del  número  de  maneras  de  escoger  un  tipo,  por  el  número  de  maneras  de 
escoger  cuatro  de  este  tipo  de  entre  las  cuatro  de  este  tipo  de  la  baraja,  por  el  número  de  maneras 
de  escoger  la  quinta  cana.  Es  decir. 

C(13,  l)C(4,  4)C(48,  1). 

Como  hay  un  tota!  de  C(52,  5)  manos  de  cinco  cartas  distintas,  la  probabilidad  de  que  una  mano 
contenga  cuatro  cartas  del  mismo  tipo  es 

C(13, 1)C(4,4)C(48. 1)  ^  13-1-48  ^  Q  m24  M 

C{52, 5)  2.598.960 
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¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  contenga  un full.  es  decir,  tres  cartas  de  un 
tipo  y  dos  de  otro  tipo? 

Solución:  Según  la  regla  dd  producto,  el  número  de  manos  que  contienen  un  ful!  es  el  producto 
del  número  de  elecciones  ordenadas  de  dos  tipos,  por  el  número  de  maneras  de  escoger  tres  cartas 
de  entre  las  cuatro  del  primer  tipo,  por  el  número  de  maneras  de  escoger  dos  de  entre  las  cuatro  dei 
segundo  tipo.  (Obsérvese  que  el  orden  de  los  dos  tipos  es  relevante,  ya  que,  por  ejemplo,  tres  rei¬ 
nas  y  dos  ases  no  es  lo  mismo  que  tres  ases  >  dos  reinas).  Por  tanto,  el  número  de  manos  que  con¬ 
tienen  un  full  es 


P(13, 2)C(4, 3K’(4. 2)=  13  •  12  -  4  ó  =  3.744. 
Como  hay  2.598.960  manos,  la  probabilidad  d  a  full  es 


3.744 

2.598.960 


=  0,0014. 


¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  se  extraigan  ios  números  i  1,  4,  17.  39.  23.  en  ese  orden,  de  un 
bombo  que  contiene  50  bolas  numeradas  del  1  a!  51)  si  (a.)  la  hola  extraída  no  se  devuelve  al  bom¬ 
bo.  y  ib)  la  bola  extraída  se  devuelve  al  bombo  antes  de  extraer  la  siguiente? 


Solución: 

a)  Según  la  regla  del  producto,  hay  50  •  49  ■  48  ■  47  ■  46  =  254.25 1 .200  maneras  de  extraer  las  bo¬ 
las,  porque  cada  vez  que  se  extrae  una  bola  queda  una  menos  en  el  bombo.  Por  tamo,  la  pro¬ 
babilidad  de  que  se  extraigan  los  números  11.4.  17.  39,  23  es  1/254,251.200.  Esto  es  un 
ejemplo  de  muestren  sin  reemplazamiento. 

h)  Según  la  regla  del  producto,  hay  5(P  =  3 12.500.000  maneras  de  extraer  las  bolas,  porque  hay  50 
posibles  bolas  para  extraer  en  cada  momento.  Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  se  extraigan  los 
números  I  L  4.  17,  39.  23  es  1/312,500.000.  Esto  es  un  ejemplo  de  muestren  con  reempla¬ 
za  miento.  -4 


LA  PROBABILIDAD  DE  COMBINACIONES  DE  SUCESOS 


Podemos  utilizar  técnicas  de  recuento  para  calcular  la  probabilidad  de  sucesos  definidos  en  tér¬ 
minos  de  otros  sucesos. 


Sea  i:  un  suceso  de  un  espacio  muestra!  S.  La  probabilidad  del  suceso  I-.  el  complementario  del 
suceso  /:  ,  viene  dada  por 

/»(£)*  1  -p(E). 


Demostración:  Para  determinar  la  probabilidad  del  suceso  L.  obsérvese  que  |¿j  -  |S|  —  |f|* 
Por  tanto. 


Existe  una  estrategia  alternativa  para  calcular  la  probabilidad  de  un  suceso  cuando  un  enfoque 
directo  no  resulta  sencillo.  En  lugar  de  determinar  la  probabilidad  de  un  suceso,  se  calcula  la  pro¬ 
babilidad  de  su  complementario.  A  veces,  esto  resulta  mas  sencillo,  como  muestra  el  Ejemplo  9. 
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EJEMPLO  9 


TEOREMA  2 


EJEMPLO  MI 


Supongamos  que  se  genera  aleatoriamente  una  secuencia  de  diez  bits.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de 
que  ai  menos  uno  de  los  hits  sea  un  0? 

Solución:  Sea  E  el  suceso  en  el  que  al  menos  uno  de  los  diez  hits  es  0,  Entonces.  £  es  el  suceso  en 
el  que  todos  los  bits  son  unos.  Como  el  espacio  muestra!  S  es  el  conjunto  de  cadenas  de  diez  bits, 
se  tiene  que 


/>(£)  =  !-/>(£)  =  ! 


¿1 


tIU  “  ^ 


1.024 


1.023 

1.024' 


Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  bits  tenga  al  menos  un  0  es  1.023/1.024.  No 
resulta  sencillo  determinar  esta  probabilidad  directamente  sin  aplicar  el  Teorema  1 .  -4 

También  se  puede  calcular  la  probabilidad  de  la  unión  de  dos  sucesos. 


Sean  /:j  y  £,  sucesos  del  espacio  muestra!  S.  Entonces. 
p(EtU  £,)=/>(£,)  +  />(£,)  -/?{£,  Pl  Ej. 


Demostración:  Utilizando  la  fórmula  dada  en  la  Sección  1.7  para  el  número  de  elementos  de  la 
unión  de  dos  conjuntos,  se  tiene  que 

|Et  u  £,|  =  iej  +  |ity  -  |£j  n  e¿. 

Por  tanto, 


/>(£,  U  E2 )  = 


¡g.u'ál  fel+fel  fen*,|  fe  fe 1  fe  n  k,| 
M  W  |s|  M  |.s| 


=  ;>(£,  )+p.(£2)  p{E,  n  £2). 


< 


¿C  uál  es  la  probabilidad  de  que  un  entero  positivo  seleccionado  al  azar  del  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitivos  menores  o  iguales  que  100  sea  divisible  por  2  o  por  5? 

Solución:  Sea  /:.j  el  suceso  de  que  el  entero  seleccionado  sea  divisible  por  2  y  sea  £,  el  suceso  de 
que  el  entero  seleccionado  sea  divisible  por  5.  Entonces,  Et  U  £,  es  el  suceso  de  que  el  entero  sea 
divisible  por  2  o  por  5  y  E¡  O  E ,  es  el  suceso  de  que  el  entero  sea  divisible  por  2  y  por  5  o.  tic  for¬ 
ma  equivalente,  que  sea  divisible  por  10.  Gomo  |£j|  =  50,  |£.|  =  20  y  |£(  n  £.|  -10.  se  sigue  que 

p(£,U£3 )=/>(£, )+/>(£,)- p(E.  n£,)=  — +  — -  — =  ^ 

1  “  100  100  100  5  * 


RAZONAMIENTO  PROBABILÍSIMO 


l  n  problema  que  aparece  can  frecuencia  es  el  tic  determinar  cuál  de  tíos  sucesos  es  más  probable. 
Analizar  sus  probabilidades  puede  resultar  delicado.  El  siguiente  ejemplo  describe  un  problema  de 
este  tipo  y  en  él  se  discute  un  famoso  problema  que  luvo  su  origen  en  un  concurso  de  televisión 
americano  llamado  «Hagamos  un  trato». 
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EJEMPLO  1 1  El  juego  de  ías  tres  puertas  Supongamos  que  participas  en  un  concurso  de  televisión  y  tienes  la 
oportunidad  de  ganar  un  gran  premio.  El  presentador  del  concurso  te  muestra  tres  puertas  y  le  pide 
que  abras  una  de  ellas;  el  premio  está  en  una  de  las  tres  puertas  y  i  as  otras  dos  están  vacías.  Una 
reares  vez  que  seleccionas  la  puerta,  el  presentador,  que  sabe  dónde  está  el  premio,  hace  lo  siguiente.  En 
primer  lugar,  hayas  o  no  seleccionado  la  puerta  dei  premio,  abre  una  de  las  otras  dos  puertas  que 
sabe  que  está  vacía  (eligiendo  ai  azar  si  ambas  lo  están).  A  continuación,  el  presentador  le  pregunta 
sí  quieres  cambiar  tu  elección*  ¿Qué  estrategia  debes  seguir?  ¿Debes  cambiar  la  elección  de  la 
puerta,  mantener  tu  elección  original  o  es  indiferente? 

Solución:  La  probabilidad  de  que  selecciones  la  puerta  con  el  premio  (antes  de  que  el  presentador 
Fasua  abra  una  puerta  y  te  pregunte  si  quieres  cambiar  tu  elección)  es  1/3,  ya  que  las  tres  puertas  tienen 
ydkíonaits  fa  niisma  probabilidad  de  esconder  el  premio.  La  probabilidad  de  que  la  puerta  que  has  escogido 
sea  la  correcta,  no  cambia  por  el  hecho  de  que  el  presentador  abra  una  de  las  otras  dos  puertas*  ya 
que  siempre  abre  una  puerta  en  la  que  no  está  el  premio. 

La  probabilidad  de  que  la  primera  elección  haya  sido  mala  es  la  probabilidad  de  que  selec¬ 
ciones  una  puerta  sin  premio,  es  decir,  2/3.  Si  la  primera  elección  lúe  mala,  cuando  el  presentador 
abre  una  puerta  para  mostrar  que  el  premio  no  está  tras  ella,  necesariamente  el  premio  está  tras  la 
otra  puerta.  Por  tanto,  ganarás  si  tu  primera  elección  fue  mala  y  cambias  de  puerta.  Es  decir,  con 
la  estrategia  de  cambiar  la  elección,  la  probabilidad  de  ganar  es  2/3.  En  otras  palabras,  debes  cam¬ 
biar  de  elección  si  el  presentador  te  da  la  oportunidad.  Esta  estrategia  duplica  la  probabilidad  de 
ganar.  < 


Problemas 


í,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  carta  seleccionada  al 
azar  de  una  baraja  sea  un  as? 

2*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  salga  un  seis  al  tirar  un 
dado? 

3.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  culero  seleccionado  a] 
azar  de  entre  los  100  primeros  enteros  positivos  sea  im¬ 
par? 

4,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  día  del  año  seleccio¬ 
nado  al  azar  (de  entre  los  posibles  366)  sea  de  abril? 

5,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  la  suma  de  tos  puntos  ob¬ 
tenidos  al  tirar  dos  dados  sea  par? 

6.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  carta  seleccionada  al 
azar  de  una  baraja  sea  un  as  o  un  corazón?  * 

7,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  aí  tirar  una  moneda  seis 
veces  al  aire  se  obtenga  cara  las  seis  veces  ? 

8.  ¿Cuál  es  Ja  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  caitas  contenga  el  as  de  corazones? 

{).  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  carias  no  contenga  la  reina  de  corazones? 

MI*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  contenga  el  dos  de  diamantes  y  el  tres  de  pi¬ 
cas? 


II*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  contenga  e!  dos  de  diamantes,  el  tres  de  pi¬ 
cas,  el  seis  de  corazones,  el  diez  de  tréboles  y  el  rey  de 
corazones? 

12.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  conienga  exactamente  un  as? 

13*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  tic  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  contenga  al  menos  un  as? 

14.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  carias  contenga  cartas  de  cinco  tipos  distintos? 

15,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  caitas  contenga  dos  parejas  (es  decir,  dos  cartas  de 
un  tipo,  dos  caitas  de  otro  tipo  y  una  quinta  carta  de  un 
tercer  tipo)? 

I  ó,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de  cin¬ 
co  cartas  tenga  color*  es  decir,  cinco  cartas  del  mismo  palo? 

!  7 .  ¿  C  mil  es  \  a  p  rob  ahi  lid  a  d  de  q  ue  ui la  ma  n  o  de  póq  u  e  r  ó  e 
cinco  cartas  contenga  una  escalera,  es  decir*  cinco  cartas 
de  tipos  consecutivos?  (Téngase  en  cuenta  que  un  as 
puede  ser  considerado  lanío  la  carta  más  baja  de  una  es¬ 
calera  A-2-3-4-5  como  la  carta  más  alta  de  una  escalera 
UW-Q-K-A). 

Itt*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  contenga  una  escalera  de  color,  es  decir, 
cinco  cartas  del  mismo  palo  y  de  tipos  consecutivos? 


. 
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M9.  ¿Cual  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  carias  contenga  carias  de  cinco  tipos  distintos  y 
no  tenga  ni  color  ni  una  escalera? 

20.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
cinco  cartas  contenga  una  escalera  real  de  color,  es  decir, 
el  JO.  la  jota,  la  reina,  ei  rey  y  el  as  de  uno  de  los  cuatro 
palos? 

21.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  al  tirar  un  dado  seis  ve 
ces  no  salga  ningún  número  par? 

22.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  entero  positivo  menor 
o  igual  que  100  elegido  al  azar  sea  divisible  por  3  ? 

23.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  entero  positivo  menor 
o  igual  que  .100  elegido  al.  azar  sea  divisible  por  5  o  por  7'? 

24.  Determina  la  probabilidad  de  conseguir  el  premio  en  una 
lotería  en  la  que  hay  que  acertar  seis  números  enteros,  sin 
que  importe  el  orden,  de  entre  el  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitivos  menores  o  iguales  que 

a)  30  b)  36  c)  42  d)  48 

25.  Determina  la  probabilidad  de  conseguir  el  premio  en  una 
lotería  en  la  que  hay  que  acertar  seis  números  enteros,  sin 
que  importe  el  orden,  de  entre  d  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitivos  menores  o  iguales  que 

a)  50  b)  52  c)  56  d)  60 

26.  Determina  !a  probabilidad  de  no  acertar  ninguno  de  los 
seis  números  de  un  sorteo,  si  d  orden  en  que  se  eligen  los 
números  no  importa,  de  entre  el  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitivos  menores  o  ¡guales  qu e 

a)  40  b)  48  ej  56  d)  64 

27.  Determina  la  probabilidad  de  acertar  exactamente  uno 
de  los  seis  números  de  un  sorteo,  si  el  orden  en  que  se 
eligen  los  números  no  importa,  de.  entre  d  conjunto  de 
enteros  positivos  menores  o  iguales  que 

a)  40  b)  48  c)  56  d)  64 

28.  Para  participar  en  la  superlotería  de  Pemisyivania.  un  ju¬ 
gador  elige  7  números  de  entre  los  primeros  80  enteros 
positivos.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  el  jugador 
gane  el  gran  premio,  esto  es,  de  que  los  7  números  elegi¬ 
dos  por  el  jugador  ésten  entre  los  1 1  obtenidos  como  re 
saltado  del  sorteo? 

29.  En  ima  s  u  pe  r  ¡  ote  ría*  d  j  ug  ad  or  gan  a  u  n  p  re  m  i  o  m  i  1 I  on  a- 
rio  si  elige  los  ocho  números  seleccionados  por  un  orde¬ 
nador  de  entre  los  enteros  positivos  menores  o  iguales 
que  100.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  ganar  en  esta  su¬ 
perlotería? 

30.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  jugador  gane  el  pre¬ 
mio  ofrecido  por  acertar  cinco  (pero  no  seis)  de  los  nú¬ 
meros  resultado  del  sorteo  si  éstos  se  eligen  de  entre  los 
enteros  del  I  al  40,  ambos  inclusive? 


31.  Supongamos  que  100  personas  participan  en  un  concurso 
y  que  se  eligen  aleatoriamente  los  ganadores  dd  primer, 
segundo  y  tercer  premio.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que 
Julián  gane  uno  de  estos  premios  si  es  uno  de  los  con¬ 
cursantes? 

32.  Supongamos  que  100  personas  participan  en  un  concurso 
v  que  se  eligen  aleatoriamente  Jos  ganadores  del  primer, 
segundo  y  tercer  premio,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que 
los  concursantes  Belén,  Manuel  y  Pedro  ganen  un  premio 
eada  uno? 

33.  Calcula  la  probabilidad  de  que  Jesús,  Gregorio  y  Marta 
ganen  el  primer,  segundo  y  tercer  premio,  respectiva¬ 
mente,  en  un  sorteo  sí  participan  200  personas  y 

a)  ningún  concursante  puede  obtener  más  de  un  pre¬ 
mio; 

b!  puede  haber  concursantes  que  obtengan  más  de  un 
premio. 

34.  Calcula  la  probabilidad  de  que  Paula,  fván,  Clara  y  Víc¬ 
tor  ganen  el  primer,  segundo,  tercer  y  cuarto  premio, 
respectivamente,  en  un  sorteo  en  el  que  participan  50 
personas  si 

a)  ningún  concursante  puede  obtener  más  de  tm  pre¬ 
mio; 

b)  puede  haber  concursantes  que  obtengan  mas  de  un 
premio, 

35.  En  el  juego  de  la  ruleta  se  hace  girar  una  rueda  con  38 
números.  De  ellos,  18  son  rojos  y  18  son  negros.  Los 
otros  dos  números,  que  no  son  ni  rojos  ni  negros,  son  el  0 
y  el  00,  La  probabilidad  de  que  la  rueda  se  pare  en  cada 
uno  de  los  38  números  es  i/38. 

a)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  la  rueda  se  pare  en  un 
número  rojo? 

b)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  la  rueda  se  pare  en  un 
número  negro  dos  veces  seguidas? 

c)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  la  rueda  se  pare  en  0 
o  en  00? 

d)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  en  cinco  jugadas  la 
rueda  no  se  pare  ninguna  vez  en  0  tu  en  (JO? 

e)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  la  rueda  se  pare  en  un 
número  entre  el  I  y  el  ó,  ambos  inclusive,  en  una  ju¬ 
gada,  pero  que  no  se  pare  entre  esos  mismos  números 
en  la  siguiente  jugada? 

36.  ¿Qué  es  más  probable,  obtener  un  8  como  suma  cuando 
se  tiran  dos  dados  o  cuando  se  tiran  tres  dados? 

37 .  ¿Q  ué  es  tu  á s  pro b  a  b  1c ,  o  bt  e  ne  r  u  n  9  c  o  m  o  s  u  m  a  cu  a  n  d  o 
se  tiran  dos  dados  o  cuando  se  tiran  tres  dados? 

38.  Se  dice  que  dos  sucesos  ¿j  y  son  independientes  si 
p{El  H  £',)  -  p{E} )p{E,).  Para  cada  uno  de  los  siguientes 
pares  de  sucesos,  que  son  subconj  untos  del  conjunto  de 
posibles  resultados  de  tirar  una  moneda  al  aire  tres  veces, 
determina  si  son  o  no  independientes. 

a)  Lr  la  primera  moneda  sale  cruz;  la  segunda  mo¬ 
neda  sale  cara. 
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b)  E(;  la  primera  moneda  sale  cruz:  salen  dos,  pero 

no  i  res,  caras  seguidas, 

O  E,:  la  segunda  moneda  sale  cruz;  /;  salen  dos,  pero 
no  tres,  caras  seguidas, 

(Ksmriiaremos  la  independencia  de  sucesos  con  mas  de¬ 
talle  en  la  Sección  5.2). 

39.  Explica  pí>r  qué  no  es  correcta  la  afirmación  de  que  en  el 
juego  de  las  tres  puertas  la  probabilidad  de  que  el  prendó 
esté  en  b  puerta  seleccionada  por  el  concursante  y  de  que 
esté  deiris  de  la  puerta  que  no  abre  el  presentador  son 
ambas  1/2,  ya  que  hay  dos  puertas  sin  abrir, 

40,  Supongamos  que,  en  lugar  de  tres  puertas,  hay  cuatro 
puertas  en  d  acertijo  del  Problema  39.  ¿Cuál  es  la  pro¬ 
babilidad  de  qué  el  concursante  gane  si  no  cambia  su 
elección  una  vez  que  el  presentador,  que  sabe  dónde  está 


el  premio,  abre  una  puerta  sin  premio  y  le  da  la  oportu¬ 
nidad  de  cambiar?  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  et 
concursante  gane  si  cambia  su  elección  y  elige  una  de  las 
dos  puertas  que  quedan  una  vez  que  el  presentador  abre 
una  puerta  sin  premio? 

41.  Usté  probl  em  a  fu  e  propue  si  o  p<  >r  e  I  C  a  ha  I  loro  de  VI  c  re  \ 
resuelto  por  Blaísc  Pascal  y  Fierre  de  FermaL 

a)  Determina  la  probabilidad  de  sacar  algún  seis  cuando 
se  tira  un  dado  cuatro  veces. 

b)  Determina  la  probabilidad  tic  sacar  algún  seis  doble 
cuando  se  tiran  dos  dados  24  veces.  Contesta  a  la 
pregunta  que  d  Caballero  de  Mere  le  hizo  a  Pascal 
sobre  si  esta  probabilidad  es  mayor  que  1/2, 

c)  ¿Qué  es  mas  probable,  que  salga  algún  seis  cuando  se 
tira  un  dado  cuatro  veces  o  que  salga  al  menos  un  seis 
doble  cuando  se  tiran  dos  dados  24  veces? 


5.2  Teoría  de  la  probabilidad 


INTRODUCCIÓN 


En  la  Sección  5. 1  se  presentó  la  noción  de  probabilidad  de  un  suceso.  (  Recuérdese  que  un  suceso 
es  un  subconjumo  de  posibles  resultados  de  un  experimento).  Definimos  la  probabilidad  de  un  su¬ 
ceso  t  corno  hizo  Laplace,  es  decir. 


el  número  de  resultados  de  E  dividido  entre  e!  número  total  de  resultados  pasibles.  Esta  definición 
supone  que  todos  los  resultados  son  igualmente  probables.  Sm  embargo,  en  muchos  experimentos 
los  diferentes  resultados  no  son  igualmente  probables.  Por  ejemplo,  una  moneda  puede  estar  tru¬ 
cada  para  que  se  obtenga  cara  d  doble  de  veces  que  cruz.  De  forma  similar,  ¡a  probabilidad  de  que 
el  dato  de  entrada  de  una  búsqueda  lineal  sea  un  cierto  elemento  de  la  lista,  o  que  no  esté  en  la  lis¬ 
ta,  depende  de  cómo  se  genere  el  dato  de  entrada.  ¿Cómo  podemos  definir  la  probabilidad  de  un 
suceso  en  estas  situaciones?  En  esta  sección  mostraremos  cómo  se  pueden  definir  probabilidades 
de  resultados  para  estudiar  probabilidades  de  experimentos  en  los  que  los  diferentes  resultados  no 
son  todos  igualmente  probables. 

Supongamos  que  se  tira  una  moneda  equilibrada  al  aire  cuatro  veces  y  que  la  primera  vez  sale 
cara.  Dada  esta  información,  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  salgan  tres  caras  en  total?  Para  res¬ 
ponder  a  esta  y  a  otras  preguntas  similares,  introduciremos  el  concepto  de  probabilidad  condi¬ 
cionada.  Saber  que  en  la  primera  tirada  ha  salido  cara,  ¿cambia  o  no  la  probabilidad  de  obtener  tres 
caras  en  las  cuatro  tiradas?  Si  la  respuesta  es  negativa,  diremos  que  los  sucesos  son  independien¬ 
tes,  un  concepto  que  estudiaremos  posteriormente  en  esta  sección. 

Muchas  preguntas  tratan  sobre  un  valor  numérico  asociado  at  resultado  de  un  experimento. 
Por  ejemplo,  cuando  se  tira  una  moneda  al  aire  100  veces,  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  obtener 
exactamente  40  caras?  ¿Cuántas  caras  deberíamos  esperar  obtener?  En  esta  sección  introduciremos 
el  concepto  de  variables  aleatorias,  que  son  funciones  que  asignan  valores  numéricos  a  los  re¬ 
sultados  de  un  experimento. 


NOTA  HISTÓRICA  ti  Caballero  de  Mere  fue  . . oble  francés,  conocido  jugador  y  sibarita.  Tuvo  éxito  haciendo 

apuestas  con  probabilidades  de  ganar  I  ¡gómenle  supriores  a  1/2  (como  sacar  at  menos  mi  seis  ¡d  tirar  un  dado  cuatro  ve¬ 
ces).  Su  correspondencia  con  Pascal  preguntándole  sobre  la  probabilidad  J e  obtener  al  menos  im  seis  doble  cuando  se  ti 
ran  dos  dados  24  veces  dio  tugar  al  desarrollo  de  la  teoría  de  la  probabilidad.  Según  se  cuenta.  Pascal  escribió  a  Formal  so¬ 
bre  el  Caballero  diciendo  algo  así  como  «Es  urt  buen  tipo,  pero  desgraciadamente  no  es  matemático-. 


& 


Enlaces 
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ejemplo  i 


ASIGNACIÓN  DK  PROBABILIDADES 


Sea  S  el  espacio  muestra!  de  un  experimento  con  un  número  finito  o  numerable  de  posibles  re¬ 
sultados.  Asignamos  una  probabilidad  p(s)  a  cada  resultado  5,  de  forma  que  se  verifiquen  las  dos 
condiciones  siguientes: 

(0  0  S  p(s)  <  I  para  cada  ,v  e  5 

y 

(»>  5>í)=i. 

La  condición  (i)  dice  que  la  probabilidad  de  cada  resultado  es  un  número  real  no  negativo  y  menor 
o  igual  que  i.  La  condición  (1/)  dice  que  la  suma  de  las  probabilidades  de  torios  los  posibles  re¬ 
sultados  debe  ser  1:  es  decir,  cuando  realizamos  un  experimento,  estamos  seguros  de  que  obten¬ 
dremos  alguno  de  estos  resultados.  Esto  es  una  generalización  de  la  definición  de  Laplace  en  la  que 
cada  uno  de  los  n  posibles  resultados  tiene  una  probabilidad  de  1/n.  De  hecho,  las  condiciones  (/} 
y  ( ii )  se  verifican  cuando  se  utiliza  la  definición  de  Laplace  de  probabilidad  para  un  conjunto  de  re¬ 
sultados  igualmente  probables  y  S  es  finito.  (Véase  el  Problema  4). 

Obsérvese  que  cuando  hay  n  posibles  resultados,  a,,  a2 . a  las  dos  condiciones  se  pueden 

escribir 

(0  0  <  p(. y  )  <  1  para  /  —  1.2 . n 

y 

(¡i)  Spí,v,)=1. 

L.a  (unción  p.  que  está  definida  en  el  conjunto  de  todos  los  sucesos  del  espacio  muestra!  S.  se 

llama  distribución  de  probabilidad. 

Para  modelar  un  experimento,  la  probabilidad  p(s)  asignada  a  un  resultado  s  debe  ser 
igual  al  límite  del  número  de  veces  que  se  obtiene  s  como  resultado  del  experimento  dividido  en¬ 
tre  el  número  total  de  experimentos  realizados  cuando  el  número  de  experimentos  realizados 
tiende  a  infinito.  (Supondremos  que  todos  los  experimentos  que  vamos  a  estudiar  tienen  resul¬ 
tados  que  son  predecibles  en  promedio  y  que,  por  tanto,  este  límite  existe.  También  supondremos 
que  ios  resultados  de  las  sucesivas  repeticiones  ele I  experimento  no  dependen  de  los  resultados 
anteriores). 


Observación:  No  estudiaremos  las  probabilidades  de  sucesos  cuando  el  conjunto  de  posibles  re¬ 
sultados  no  es  discreto,  por  ejemplo,  cuando  el  conjunto  de  posibles  resultados  puede  ser  cualquier 
número  real.  El  cálculo  integral  es  una  herramienta  necesaria  para  estudiar  la  probabilidad  de  este 
tipo  de  sucesos. 


Podemos  modelar  experimentos  en  los  que  los  resultados  son  igualmente  probables  o  no  es¬ 
cogiéndola  función  p(s)  de  manera  adecuada,  como  se  ilustra  en  el  Ejemplo  I . 


¿Que  probabilidades  se  deben  asignar  a  los  resallados  C  (caras)  y  X  (cruces)  cuando  se  tira  al  aire 
una  moneda  equilibrada?  ¿Qué  probabilidades  se  deben  asignar  a  estos  sucesos  si  la  moneda  está 
trucada  de  forma  que  se  obtiene  el  doble  de  caras  que  de  cruces? 

Solución:  Para  una  moneda  equilibrada*  la  probabilidad  de  obtener  cara  cuando  se  tira  la  moneda 
es  la  misma  que  la  de  obtener  cruz  y,  por  tanto,  los  dos  resultados  son  igualmente  probables.  Por 
tanto,  asignamos  la  probabilidad  1/2  a  cada  uno  de  estos  dos  posibles  resultados,  es  decir 
p{C)=p(X)  =  m. 

Para  la  moneda  trucada  tenemos  que 

p(C)  =  2p(X). 
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DEFINICIÓN  I 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  2 


Como 

p(C)  +  p{X)  =  l  * 
se  sigue  que 

2p(X)+im  =  3p(X)  =  L 

Por  tanto,  concluimos  que  piC)  -  1/3  y  piX)  =  2/3.  ^ 


Sea  S  un  con  junio  de  /?  elementos  La  t/ú'irifrirfóA  w/íj/b/Tw  asigna  la  probabilidad  1  hi  a 
cada  elemento  de  S. 


Obsérvese  que  la  distribución  uniforme  asigna  a  cada  suceso  la  misma  probabilidad  que  la  defi¬ 
nición  original  de  Laplace.  El  experimenta  de  seleccionar  un  elemento  de  un  espado  muestra!  con 
una  distribución  uniforme  se  denomina  seleccionar  un  elemento  de  S  al  a/ar. 

A  continuación  definimos  la  probabilidad  de  un  suceso  como  la  suma  de  las  probabilidades 
de  íos  resultados  tic  ese  suceso. 


La  probabilidad  de  un  suceso  E  es  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  resultadas  de  L.  Es 

1  V 

decir, 


/*(£)  =  V/)(.V). 


Obsérvese  que  cuando  el  suceso  E está  formado  por  n  resultados,  es  decir,  si  E  =  \ar  ar  .. ..  un  \  .en¬ 
tonces  p(E)= X'L,  pí^)- 


Supongamos  que  un  dado  está  cargado  de  forma  que  el  3  sale  en  el  dohle  de  ocasiones  que  el  res 
lo  de  los  números,  que  son  todos  igualmente  probables.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  salga  un 
número  impar  cuando  se  tira  este  dado? 

Solución:  Queremos  encontrar  la  probabilidad  del  suceso  E=  { I,  3.  5  (.  Según  el  Problema  2  dei 
final  de  esta  sección,  tenemos 

p(l)  =  p{ 2)  -  [>( 4)  -  p(5)  =  p( 6)  =  1/7:  p(3)  =  2/7. 

De  aquí  se  sigue  que 

p(E)  =  p{  l )  +  p{3)  +  p{  5)  =1/7  +  2/741/7=  4/7.  M 

Cuando  Uis  posibles  resultados  de  un  experimento  son  un  número  finito  y  todos  son  igual¬ 
mente  probables,  la  definición  de  probabilidad  de  un  suceso  dada  en  esta  sección  (Definición  2  ) 
coincide  con  la  definición  de  Laplace  (Definición  f  de  la  Sección  5  A  ),  Para  ver  esto,  supongamos 
que  bav  n  posibles  resultados  igualmente  probables;  cada  posible  resultado  tiene  probabilidad  !//?, 
ya  que  la  suma  de  todas  las  probabilidades  debe  ser  1 .  Supongamos  que  un  suceso  E  está  formado 
por  m  resultados.  De  acuerdo  con  la  Definición  2, 
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Como  |¿|  -  m  y  |5(  =  n,  se  tiene  que 


Ésta  es  la  definición  de  Laplaee  de  la  probabilidad  del  suceso  E. 


OPERACIONES  CON  SUCESOS 


Las  fórmulas  para  las  probabilidades  de  las  operaciones  con  sucesos  de  la  Sección  5.1  siguen  sien¬ 
do  válidas  cuando  se  utiliza  la  Definición  2  para  definir  Ja  probabilidad  de  un  suceso.  Por  ejemplo* 
el  Teorema  1  de  la  Sección  5.1  afirma  que 


p(£)  =  !-/*£), 


donde  E  es  el  suceso  complementario  de  E.  Esta  igualdad  también  se  verifica  cuando  se  utiliza  la 
Definición  2.  Para  ver  esto,  obsérvese  que  como  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  n  posibles  re¬ 
sultados  es  1  y  como  cada  posible  resultado  está  bien  en  E  o  bien  en  Ey  pero  no  en  los  dos,  tene¬ 
mos  que 


/.?(*)  =  1  .  =  p(£)  +  p(E). 


Por  tanto,  p{E)  -  1  -  p(E). 

Con  la  definición  de  Laplaee,  según  el  Teorema  2  de  la  Sección  5J ,  se  tiene  que 
p(E[  U  EJ  ~  p{EY)  +  p(£2) -piEl  H  E2) 

para  cualesquiera  dos  sucesos  E}  y  fc\  del  espacio  muestra!  S<  Esto  también  se  verifica  cuando  se 
define  la  probabilidad  de  un  suceso  como  lo  hemos  hecho  en  esta  sección.  Para  comprobarlo,  ob¬ 
sérvese  que  p(El  U  En)  es  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  resultados  que  hay  en  E]  U 
Cuando  un  resultado  r  está  en  uno  de  ellos,  pero  no  en  el  otro,  p(x)  aparece  exactamente  una  vez 
en  las  sumas  de  p{£^)  y  píEj.  Cuando  un  resultado  x  está  en  los  dos,  p(x)  aparece  en  la  suma  de 
p(El)í  en  la  suma  de p(E¿)  y  en  la  suma  de  p{E.}  O  ZfJ,  de  forma  que  se  tiene  1+1  I  -  t  cu  la 
parte  derecha  de  la  identidad.  Por  tanto,  los  dos  términos  de  la  identidad  son  iguales* 

La  probabilidad  de  la  unión  de  una  familia  de  sucesos  disjuntos  dos  a  dos  se  puede  calcular 
utilizando  el  Teorema  I . 


TEOREMA  l  Sí  Er  Er  ...  es  una  familia  de  sucesos  dísjuntos  dos  a  dos  de  un  espacio  muestra!  S,  entonces 


(Obsérvese  que  este  teorema  es  válido  cuando  ía  familia  Er  Ev  *.**  está  formada  por  una 
cantidad  finita  o  numerable  de  sucesos  dis junios  dos  a  dos). 


Dejarnos  la  demostración  de  este  resultado  como  ejercicio  para  el  lector  (véanse  los  Proble¬ 
mas  36  y  37). 


PROBABILIDAD  CONDICIONADA 


Supongamos  que  tiramos  una  moneda  al  aire  tres  veces  y  que  los  ocho  posibles  resultados  son 
igualmente  probables.  Supongamos,  además,  que  sabemos  que  ocurre  el  suceso  f\  que  la  primera 
tirada  sale  cruz.  Dada  esta  información,  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  ocurra  el  suceso  E.  que  el 
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DEFINICION  3 

EJEMPLO  3 

E  juilipíos 
adirtaitnle* 


EJEMPLO  4 


número  de  cruces  sea  impar?  Como  el  primer  resultado  ha  sido  cruz,  quedan  sólo  cuatro  posibles 
resultados:  XXX.  XXC.  XCX  y  XCC.  donde  C  y  X  representan  cara  y  cruz,  respectivamente.  Un  nú¬ 
mero  impar  de  cruces  se  da  sólo  en  los  resultados  XXX  y  XCC.  Como  los  ocho  resultados  son 
igualmente  probables,  los  cuatro  resultados  posibles  una  vez  que  sabemos  que  ha  ocurrido  !•  deben 
tener  la  misma  probabilidad,  es  decir.  1/4.  Esto  sugiere  que  deberíamos  asignar  la  probabilidad 
2/4  =  1/2  id  suceso  E  una  vez  que  ha  ocurrido  F.  Esta  probabilidad  se  denomina  la  probabilidad 
condicionada  de  E  dado  F. 

En  general,  para  determinar  la  probabilidad  condicionada  de  E  dado  F.  utilizamos  F  como  el 
nuevo  espacio  muestra!.  Para  que  se  dé  un  resultado  de  £,  este  resultado  debe  estar  en  E  O  F.  Ba¬ 
sándonos  en  estas  observaciones,  damos  la  siguiente  definición. 


Sean  K  y  F  dos  sucesos  tales  que  p(F)  >  0.  La  probabilidad  condicionada  de  E  dado  £,  deno¬ 
tada  por/)(£|  F),  se  define  como 


p(E\F)=- 


p(Ef)F) 


p(n 


Lina  cadena  de  cuatro  bits  es  generada  al  azar  de  forma  que  cada  una  de  las  16  posibles  cadenas  de 
cuatro  bits  tiene  la  misma  probabilidad  de  ser  generada.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  contenga 
dos  ceros  consecutivos  si  sabemos  que  el  primer  bit  es  un  0?  (Se  supone  que  los  bits  0  y  1  son  tam¬ 
bién  equiprobablcs). 


Solución:  Sea  £  el  suceso  de  que  una  cadena  de  cuatro  bits  contenga  al  menos  dos  ceros  conse¬ 
cutivos  y  sea  F  el  suceso  de  que  el  primer  bit  es  un  0.  La  probabilidad  de  que  una  cadena  de  cua¬ 
tro  bits  tenga  al  menos  dos  ceros  consecutivos,  si  el  primer  bit  es  un  0.  es 


p(E\F)  - 


píe  n  F) 

P(F > 


Como  £  fl  /  =  [OOOU,  0001,  0010.  001 1,  01001.  se  tiene  que p(E  n  F)  -  5/16,  Como  hay  ocho 
cadenas  de  cuatro  bits  que  comienzan  con  0,  p{F)  -  8/16  =  1/2.  Por  tanto. 


piE\F)  = 


5/16 

1/2 


5 

8' 


< 


¿Cuál  es  la  probabilidad  condicionada  de  que  una  familia  con  dos  hijos  tenga  dos  varones  si  se 
sabe  que  tienen  al  menos  un  varón?  Se  supone  que  cada  una  de  las  cuatro  combinaciones  1  t  .  VM. 
MV  y  MM  son  igualmente  probables,  donde  V  representa  a  un  niño  y  M  a  una  niña. 


Solución:  Sea  E  el  suceso  de  que  una  familia  con  dos  hijos  tenga  dos  varones  y  sea  F  el  suceso  de 
que  una  familia  con  dos  hijos  tenga  al  menos  un  varón.  Se  tiene  que  E  --  |  W\,  F  =  { V  V,  VM.  MV \ 
y.  por  tanto,  E  f\  F  —  [VVj.  Como  las  cuatro  combinaciones  son  equiprobablcs.  venios  que 
p{F)  =  5/4  y  p{E  C!  F)  =  1/4.  Por  tanto,  concluimos  que 


p(E\F)  = 


píEnn 

p(F) 


J/4 

3/4 


3' 


< 


INDEPENDENCIA 


Supongamos  que  se  tira  una  moneda  al  aire  tres  veces,  como  en  la  introducción  sobre  la  probabi¬ 
lidad  condicionada.  Saber  que  el  resultado  de  la  primera  tirada  es  cruz  (suceso  £j,  ¿altera  la  pro* 
habilidad  de  que  haya  un  número  impar  de  cruces  en  total  (suceso  £)?  En  otras  palabras,  ¿es  cier- 
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lo  que  p(E |  F)  -  p{F)l  Esta  igualdad  es  válida  para  los  sucesos  E  y  /\  ya  que  p{E }  F)  -  1/2  v 
¡>{E)  =  1/2.  Como  esta  igualdad  se  verifica,  decimos  que  E  y  F  son  sucesos  independientes  ' 
Comop(E\E)  =  p(E  n  EME),  el  hecho  de  quc/»(£|  F)  =p{E)  es  equivalente  al  hecho  de 
que¿>u-  H  F)  =  /><  E  )p{  F).  Esto  nos  conduce  a  la  Dell  ilición  4. 


DEFINI  C  ION  4  Los  sucesos  £  y  £  son  independientes  si,  y  sólo  si,  p{E  O  F)  =  p(E)p(F). 


EJEMPLO  í  Supongamos  que  £  es  el  suceso  de  que  una  cadena  de  cuatro  hits  generada  aleatoriamente  co* 
mienee  con  un  I  y  F  es  el  suceso  de  que  dicha  cadena  tenga  un  número  par  de  unos.  ¿Son  £  y  E 
sucesos  independientes  si  las  16  cadenas  de  cuatro  bits  son  todas  igualmente  probables? 

Solución:  Hay  ocho  cadenas  de  cuatro  bits  que  comienzan  con  un  uno:  1000.  100).  1010,  101 1. 
1 100.  1101, 1 1 10  y  lili.  Hay  también  ocho  cadenas  de  cuatro  bits  que  contienen  un  número  par 
de  unos:  (KX)0. 001 1, 010 1, 01 10, 1001,  1010,  II 00  y  I II I.  Como  hay  16  cadenas  de  cuatro  bits, 
se  tiene  que 

p(E)  =  p(F)  =  8/16  =  1/2. 

Como  £  f"l  F  —  ( 1 1 1 1,  1 1()0.  1010,  1001 J,  vemos  que 
p(E  n  £)  =  4/16  =  1/4. 

Como 

p{E  n  F)  =  1/4  =  ( 1/2X 1/2)  =p(E)p(F). 

concluimos  que  £  y  F  son  independientes.  ^ 

La  probabilidad  tiene  muchas  aplicaciones  en  genética,  como  muestran  los  Ejemplos  6  v  7. 

EJEMPLO  6  Supongamos,  igual  que  en  el  Ejemplo  4.  que  cada  una  de  las  cuatro  combinaciones  en  que  una  fa¬ 
milia  puede  tener  dos  hi  jos  es  igualmente  probable.  Los  sucesos  £.  que  en  una  familia  con  dos  hi 
jos  sean  los  dos  varones,  y  /■ .  que  una  familia  con  dos  hi  jos  tenga  ai  menos  un  varón,  ¿son  inde¬ 
pendientes? 

Solución:  Corno  E  =  |Vl  |,  se  tiene  que  p(E)  =  1/4.  En  el  Ejemplo  4  demostramos  que  p{F)  =  1/4 
y  que  PiE  n  F)  =  I  /4.  Como  />(£  n  F)  =  1/4  *  3/16  =  11/4)0/4)  -  p(E)p(F),  los  sucesos  E  v  F  no 
son  independ  ¡entes.  '  ^ 

EJEMPLO  7  Los  sucesos  £.  que  en  una  familia  con  tres  hi  jos  haya  hijos  de  los  dos  sexos,  y  F.  que  una  familia 
con  tres  hijos  tenga  a  lo  más  un  varón,  ¿son  independientes?  Supóngase  que  las  ocho  formas  en 
que  una  (amiba  puede  tener  tres  hijos  son  todas  equ  i  probables. 

Solución.  Por  hipótesis,  cada  una  de  las  ocho  lumias  en  que  una  familia  puede  tener  tres  hijos. 

V  V  V,  1 1  M,  1  MI ,  I  MM,  MV  V.  MI  Ai,  MMV  y  MMM,  tienen  probabilidad  1/8.  Como  £  =  (13  1/. 
VMV,  VMM,  MVV.  MVM,  MMV),  F  =  { VMM.  MVM,  MMV.  MMM  \  y  F  D  F  =  {  VMM,  MVM. 
A/Ml'l,  se  tiene  que  p(E)  =  6/8  -  3/4.  p(F)  -  4/8  =  1/2  y  p(F.  D  F)  =  3/8.  Como 

p{E  n  £)  =  ^  =  ~  -  i  =  /;( E)p(F ). 

o  4  2 


concluimos  que  ¿  y  F  son  independientes.  (Esta  conclusión  puede  resultar  sorprendente.  IX'  (techo, 
^  cambiamos  el  número  de  hijos,  la  conclusión  puede  dejar  de  ser  cierta.  Véase  e!  Problema  27  al 
final  de  esta  sección).  4 
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TEOREMA  2 


hn  luces 


PRUEBAS  DE  BERNOULLI  Y  LA  DISTRIBUCION  BINOMIAL 


Supongamos  que  un  experimento  tiene  sólo  dos  posibles  resultados.  Por  ejemplo,  cuando  se  gene¬ 
ra  un  bit  de  forma  aleatoria,  los  posibles  resultados  son  0  y  1 .  Cuando  se  tira  una  moneda  al  aire, 
los  posibles  resultados  son  cara  y  cruz.  Este  tipo  de  experimentos  se  denominan  pruebas  de  Ber- 
noüllj  en  honor  de  James  Bemoulli,  que  hizo  importantes  contribuciones  a  la  teoría  de  la  probabi¬ 
lidad.  En  general,  los  dos  posibles  resultados  de  un  experimento  de  Bemoulli  se  denominan  éxito 
y  fracaso.  Si  p  es  ta  probabilidad  de  un  éxito  y  </  es  la  probabilidad  de  un  fracaso,  se  tiene  que 
P  +  q  =  1  * 

Muchos  problemas  se  pueden  resolver  determinando  la  probabilidad  de  tener  k  éxitos  en  un 
experimento  que  consiste  en  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes.  Consideremos  el  siguiente 
ejemplo. 


Una  moneda  está  trucada  de  forma  que  Ea  probabilidad  de  obtener  cara  es  2/3.  ¿Cuál  es  la  proba¬ 
bilidad  de  obtener  exactamente  cuatro  caras  cuando  se  tira  la  moneda  siete  veces,  suponiendo  que 
las  t  iradas  son  independientes? 


Solución:  Hay  2  -128  posibles  resultados  cuando  una  moneda  se  lanza  siete  veces,  E!  número  de 
maneras  en  que  cuatro  de  los  siete  resultados  pueden  ser  cara  es  0,7.  4).  Corno  las  siete  tiradas  son 
independientes,  la  probabilidad  de  cada  uno  de  estos  resultados  es  (2/3)4(l/3)\  Por  tanto,  la  pro¬ 
babilidad  de  que  salgan  exactamente  cuatro  caras  es 


C(7, 4X2¿3)4(l/3)5  = 


.W) 

2.187 


Siguiendo  el  mismo  razonamiento  que  hemos  utilizado  en  el  Ejemplo  8,  podemos  determinar  la 
probabilidad  de  k  éxitos  en  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes. 


La  probabilidad  de  que  haya  exactamente  k  éxitos  en  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes, 
con  probabilidad  de  éxito  p  y  probabilidad  de  fracaso  q  =  1  -  es 

C(MW‘- 


Demostración:  Cuando  se  llevan  a  cabo  n  pruebas  de  Bemoulli,  el  resultado  es  una  /i-tupla  (ir 
tr  /  l  donde  / .  =  E  (éxito)  o  /  -  F (fracaso)  para  i  =  1,2, . n.  Como  las  n  pruebas  son  inde¬ 
pendientes,  la  probabilidad  de  que  en  n  pruebas  se  obtengan  k  éxitos  y  n  k  fracasos  (en  cualquier 
orden)  es  p'íf¡  \  Como  hay  CUi.  k )  /utuplas  de  F  y  /  que  contienen  k  sucesos  F,  la  probabilidad  de 
obtener  k  éxitos  es 

C(n<  k)pi:qn  K 

Denotamos  por  b(k:  n,  p)  la  probabilidad  de  tener  k  éxitos  en  n  pruebas  de  Bemoulli  indepen¬ 
dientes  con  probabilidad  de  éxito  p  y  probabilidad  de  fracasa*?  -  1  -  p.  Considerada  como  lun- 


JAMRS  BKRNOL  LLI  i  1654-1705)  Imites  Bemoulli  (también  conocido  como  iacoho  f)  pació  en  Rasilea.  Suiza.  Hs  iiim 
de  tos  ocho  grandes  matemáticos  de  la  familia  bemoulli  (en  la  Sección  <J.I  se  puede  u:rel  árbol  genealógico  de  los  Ber- 
Mwlli  matemáticos).  Siguiendo  los  deset>s  de  sil  padre.  James  estudió  teología  y  ejerció  el  sacerdocio.  Pero  con  trun  a  me  lile 
a  tos  deseos  de  sus  padres,  también  estudió  matemáticas  y  astronomía.  Viajó  por  toda  Europa  desde  lf>7ó  hasta  IdSJ 
aprendiendo  sobre  los  últimos  descubrimiento*  en  iraiemáticas  y  en  ciencias.  Después  de  volver  a  Basiiea  en  1 6W2,  tundo 
una  facultad  de  matemáticas  y  ciencias.  Fue  nombrado  profesor  de  matemáticas  en  la  Universidad  de  lías  i  lea  en  lbK7  y 
permanec  ió  en  ese  puesto  durante  el  resto  de  su  vida. 

James  Bemoulli  es  conocido  principalmente  por  su  trabajo  Ars  Conjet  nmii*  publicado  ocho  años  después  de  su 
muerte,  En  este  trabajo  describe  los  resultados  conocidos  en  teoría  de  la  probabilidad  y  en  enumeración,  dando  a  menudo 
demostraciones  alternativas  de  resultados  conocidos.  Este  trabajo  también  incluye  la  aplicación  de  la  teoría  de  la  proba¬ 
bilidad  a  los  juegos  de  a/ar  y  su  introducción  al  teorema  conocido  hoy  día  como  la  lev  de  los  grandes  números.  Esta  le; 
dice  que  si  se  repite  un  experimento  n  veces,  para  f  >  0  y  n  suficientemente  grande.  Ea  probabilidad  de  que  la  frecuencia  re¬ 
lativa  del  suceso  t  diste  de  p{E)  menos  que  ¡-  es  tan  cercana  a  I  como  se  quiera. 
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Ejrmpfi* 

ádickmtikc 


DEFINICION  5 


EJEMPLO  Mi 


DEFINICIÓN  A 


EJEMPLO  II 


ción  de  k,  llamaremos  a  esta  función  la  distribución  binomial.  El  Teorema  2  nos  dice  que 
b{ k:  n,  p)-  C(  n,  k)pkqn  ~  *. 

¿Cuál  es  la  probabilidad  de  obtener  exactamente  ocho  ceros  cuando  se  generan  10  bits  de  forma 
que  la  probabilidad  de  generar  un  bit  0  es  0.9  y  la  probabilidad  de  generar  un  I  es  0. 1  si  los  bits  se 
generan  de  forma  independiente? 

Solución:  Según  el  Teorema  2.  la  probabilidad  de  que  se  generen  exactamente  ocho  ceros  es 
b(8;  10.  0.9)  -  C(  10,  8)(0.9)s(0,l  )2  =  0,1937102445.  ^ 

Obsérvese  que  la  suma  de  las  probabilidades  de  que  haya  k  éxitos  cuando  se  llevan  a  cabo  n  prue¬ 
bas  de  Bcmoulli  independíenles  ,  para  k  =  0,  1,  2, ....  ti,  es 

¿cq.qpy  *=(/;  + «7)^1. 

0 

como  era  de  esperar.  La  primera  igualdad  en  esta  cadena  de  igualdades  es  una  consecuencia  del 
teorema  del  binomio.  La  segunda  igualdad  se  sigue  del  hecho  de  que  q  =  1  -  p. 


VA  K I  V  BLES  ALE  ATO  R I  AS 


Muchos  problemas  se  ocupan  de  un  valor  numérico  asociado  al  resultado  de  un  experimento.  Por 
ejemplo,  podernos  estudiar  la  probabilidad  de  que  haya  nueve  unos  en  una  cadena  de  diez  bits  ge¬ 
nerada  aleatoriamente  o  podemos  estudiar  la  probabilidad  de  que  al  tirar  una  moneda  al  aire  20  ve¬ 
ces  obtengamos  1 1  cruces.  Para  estudiar  problemas  de  este  tipo,  introducimos  el  concepto  de  va¬ 
riable  aleatoria. 


Una  variable  aleatoria  es  una  función  del  espacio  muestra!  de  un  experimento  en  el  conjunto 
de  los  números  reales.  Es  decir;  una  variable  aleatoria  asigna  un  n limero  real  a  cada  posible  re¬ 
sultado  de  un  experimento. 


Observación:  Una  variable  aleatoria  es  una  función.  ¡No  es  una  variable  y  no  es  aleatoria! 

Supongamos  que  tiramos  una  moneda  al  aire  tres  veces.  Sea  X(t)  la  variable  aleatoria  igual 
al  número  de  caras  que  aparecen  en  el  resultado  t.  Entonces.  .Vfí)  toma  uno  de  los  siguientes 
valores: 

X(rcc)  =  3. 

.Yuca)  =  ,Y(  ('_«■)  —  Afra)  =  2. 

Af(.m')  =  X{xcx)  =  X(íxv)  =  1, 

*<x«)  =  0.  M 


La  distribución  de  una  variable  aleatoria  X  sobre  un  espacio  muestra!  ,5  es  el  conjunto  de  pares 
(r.  p(X  =  r))  para  todo  r  e  ATS).  dónde  p[X  =  r)  es  la  probabilidad  de  que  X  tome  el  valor  r.  Ge¬ 
neralmente,  una  distribución  se  describe  especificando  p(X  -  r)  para  cada  r  e  ATST 


Como  cada  uno  de  los  ocho  posibles  resultados  de  tirar  ocho  monedas  al  aire  tiene  probabilidad 
1/8.  la  distribución  de  la  variable  aleatoria  X{t)  del  Ejemplo  !()  viene  dada  por  P(X  =  2)  =  1/8. 
P(X  =  2)  =  3/8.  P(X  =  1 )  =  3/8.  P<A  =  0)  =  I /8.  A 
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EJEMPLO  13 

Enlaeís 


Sea  X  la  suma  de  los  puntos  obtenidos  al  tirar  dos  dados,  ¿Cuales  son  tos  valores  de  esta  variable 
para  los  36  posibles  resultados  (ij)  de  tirar  dos  dados,  donde  i  y  j  son  los  números  que  aparecen  en 
el  primer  y  segundo  dado,  respectivamente? 


Solución: 

La 

variable  aleatoria  X  toma  los  siguientes  valores: 

X«L 

3)) 

=  2, 

X{(E 

2)) 

-  X((2, 

D) 

=  3, 

x«c 

3)) 

=  X((2, 

2)) 

-  X((3. 

0) 

=  4, 

X((E 

4)) 

-X{(2, 

3)) 

=  X«3. 

2}) 

-  X((4, 

D) 

=  5, 

X((K 

5)) 

-  X((2, 

4)) 

-  X«3. 

3» 

-  X((4, 

2)) 

=  X({5. 

1  )>  =  6, 

X(ÍC 

6» 

-  X((2, 

5)) 

=  *«3, 

4)) 

-  X((4. 

3)) 

2))  -X((6,  1)) 

X((2, 

6)) 

=  X((3, 

5)) 

=  X((4, 

4)) 

=  X{(5, 

3)) 

=  X((6, 

2))  -  8, 

X<(3, 

6)) 

=  *((4. 

5)) 

-  X((5, 

4)) 

=  X((6. 

3)) 

=  9, 

X((4. 

6)) 

-  X((5, 

5)) 

=  X((6, 

4)) 

=  10, 

m 

6» 

-  X((6. 

5» 

=  11, 

X((6. 

6» 

-  12. 

Continuaremos  nuestro  estudio  de  las  variables  aleatorias  en  la  Sección  5.3,  donde  mostra¬ 
remos  cómo  pueden  utilizarse  en  una  gran  variedad  de  aplicaciones. 


EL  PROBLEMA  DEL  CUMPLEAÑOS 


Un  conocido  juego  pregunta  cuál  es  menor  número  de  personas  que  debe  haber  en  una  habitación 
para  que  el  hecho  de  que  haya  al  menos  dos  personas  que  cumplan  años  el  mismo  día  sea  más  pro¬ 
bable  que  lo  contrario.  A  la  mayoría  de  la  gente  la  respuesta,  que  determinaremos  en  el  Proble¬ 
ma  13,  le  parece  sorprendentemente  pequeña.  Después  de  resolver  este  famoso  problema,  mos¬ 
traremos  cómo  se  pueden  adaptar  razonamientos  similares  para  resolver  una  pregunta  sobre 
funciones  de  dispersión  (también  denominadas  funciones  de  hash). 

El  problema  del  cultipicaños  ¿Cuál  es  el  menor  numero  de  personas  que  es  necesario  que  haya 
en  una  habitación  para  que  la  probabilidad  de  que  al  menos  dos  de  ellas  cumplan  años  el  mismo 
día  sea  mayor  que  1/2? 

Solución:  Primero,  establezcamos  algunas  hipótesis.  Suponemos  que  los  cumpleaños  de  las  per¬ 
sonas  de  la  habitación  son  independientes.  Además,  suponemos  que  cada  fecha  de  cumpleaños  ñe¬ 
ñe  la  misma  probabilidad  que  el  resto  y  que  hay  366  días  en  un  año.  (En  realidad,  hay  algunos  días 
del  año  en  los  que  nace  más  gente  que  en  oíros,  tales  como  nueve  meses  después  de  algunas  fies¬ 
tas  señaladas,  como  Nochevieja,  y  sólo  los  años  bisiestos  tienen  366  días). 

Para  calcular  la  probabilidad  de  que  al  menos  dos  de  las  n  personas  de  la  habitación  cumplan 
años  el  mismo  día,  calculamos  en  primer  lugar  la  probabilidad  pn  de  que  todas  las  personas  tengan 
cumpleaños  en  días  distintos.  Conocido  esto,  la  probabilidad  de  que  al  menos  dos  personas  cum¬ 
plan  años  el  mismo  día  es  i  - pir  Para  calcular/;  ,  consideremos  las  fechas  de  nacimiento  de  las  n 
personas  en  un  orden  determinado.  Imaginemos  que  entran  en  la  habitación  de  una  en  una;  cal¬ 
cularemos  la  probabilidad  de  que  cada  persona  que  entre  en  la  habitación  tenga  un  cumpleaños  dis¬ 
tinto  de  los  de  las  personas  que  han  entrado  antes. 

El  cumpleaños  de  la  primera  persona  no  coincide  con  el  de  nadie  que  ya  esté  en  la  habitación. 
La  probabilidad  de  que  el  cumpleaños  de  la  segunda  persona  sea  diferente  que  el  de  la  primera  es 
365/366  porque  la  segunda  persona  tiene  distinto  cumpleaños  si  nació  en  uno  de  los  365  días  del 
año  distintos  al  del  cumpleaños  de  la  primera  persona,  (La  suposición  de  que  todas  las  fechas  de 
nacimiento  son  igualmente  probables  se  utiliza  aquí  y  en  lo  sucesivo).  La  probabilidad  de  que  el 
cumpleaños  de  la  tercera  persona  no  coincida  con  los  de  la  primera  y  segunda,  sabiendo  que  las 
dos  primeras  personas  tienen  distintos  cumpleaños,  es  364/366.  Ln  general,  la  probabilidad  de  que 
el  cumpleaños  de  la  persona  j-ésirna,  con  2  <  j  <  366,  no  coincida  con  ninguno  de  los  cumpleaños 
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g 


de  las  j  -  1  personas  que  ya  están  en  la  habitación,  sabiendo  que  estas  j  -  1  personas  tienen  cum¬ 
pleaños  distintos,  es 

366-0'-])  _  367-j 
366  366 

Como  hemos  supuesto  que  los  cumpleaños  son  independientes,  podemos  concluir  que  la  pro¬ 
babilidad  de  que  las  n  personas  tengan  cumpleaños  en  días  distintos  es 

365  364  363  367  -  n 

Pn  ~  366  366  366  366 

Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  en  un  grupo  de  n  personas  haya  al  menos  dos  con  el  cumpleaños 
en  el  mismo  día  es 

,  j  365  364  363  367  n 

Pn~  366  366  366  366 

Para  determinar  el  mínimo  número  de  personas  necesario  para  que  la  probabilidad  de  que  al 
menos  tíos  de  ellas  cumplan  años  el  mismo  día  sea  mayor  que  1/2.  utilizamos  ía  fórmula  que  he¬ 
mos  obtenido  para  1  - pn  y  la  evaluamos  para  valores  crecientes  de  th  hasta  que  se  haga  mayor  que 
1/2.  (Hay  enfoques  más  sofisticados  que  utilizan  el  cálculo  infinitesimal  para  evitar  estas  opera¬ 
ciones,  pero  no  los  utilizaremos  aquí).  Después  de  realizar  bastantes  cálculos,  vemos  que  para 
n  =  22,  1  -  p  «  0,475,  en  tanto  que  para  n  =  23,  1  -pn~  0,506.  Por  tanto,  el  menor  número  de  per¬ 
sonas  necesario  para  que  la  probabilidad  de  que  haya  al  menos  dos  que  cumplan  años  el  mismo  día 
sea  mayor  que  1/2  es  23.  ^ 

La  solución  del  problema  del  cumpleaños  conduce  a  la  solución  de  la  pregunta  del  Ejem¬ 
plo  14  sobre  funciones  de  dispersión* 

Probabilidad  de  una  colisión  en  funciones  de  dispersión  En  la  Sección  2.4  vimos  que  una  fun¬ 
ción  de  dispersión  h(k )  es  una  asignación  de  las  claves  (de  los  registros  que  se  almacenan  en  una 
base  de  dalos)  a  direcciones  de  memoria.  Las  funciones  de  dispersión  asignan  un  conjunto  grande 
de  claves  (como  los  aproximadamente  300  millones  de  números  de  la  Seguridad  Social  en  Estados 
Unidos)  a  un  conjunto  mucho  menor  de  direcciones  de  memoria.  Una  buena  función  de  dispersión 
debe  dar  lugar  a  pocas  colisiones,  que  son  asignaciones  de  dos  claves  diferentes  a  la  misma  di¬ 
rección  de  memoria,  cuando  se  consideran  relativamente  pocas  claves.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de 
que  no  haya  dos  claves  asignadas  a  la  misma  posición  de  memoria  por  una  función  de  dispersión 
o,  cu  otras  palabras,  de  que  no  haya  colisiones? 

Solución  Para  calcular  esta  probabilidad,  suponemos  que  la  probabilidad  de  que  una  clave  se¬ 
leccionada  al  azar  se  asigne  a  una  dirección  dada  es  1  fm.  donde  m  es  e!  número  de  direcciones  de 
memoria,  es  decir,  que  la  función  de  dispersión  distribuye  las  claves  uniformemente,  (En  la  prác¬ 
tica  ,  las  funciones  de  dispersión  pueden  no  satisfacer  esta  hipótesis.  Sin  embargo,  una  buena  fun¬ 
ción  de  dispersión  debería  estar  cerca  de  satisfacer  esta  hipótesis).  Además*  suponemos  que  las  cla¬ 
ves  de  los  registros  seleccionados  se  escogen  de  forma  independiente  y  con  igual  probabilidad  de 
entre  tocias  las  claves  posibles. 

Supongamos  que  las  claves  son  kr  A, . k  .  Cuando  añadimos  un  segundo  registro,  la  pro¬ 

babilidad  de  que  sea  asignado  a  una  dirección  distinta  de  la  del  primer  registro,  es  decir,  que 
h(k})  ¿  h(kj  es  (m  -  1  )hn,  ya  que  hay  m  -  I  direcciones  libres  una  vez  que  el  primer  registro  ha 
sido  asignado.  La  probabilidad  de  que  se  asigne  un  tercer  registro  a  una  dirección  libre  después  de 
que  los  dos  primeros  registros  se  asignen  sin  colisión  es  (m  -  2)¡m.  En  general,  la  probabilidad  de 
que  el  j-és imo  registro  se  asigne  a  una  dirección  líbre  después  de  que  los  j  -  1  primeros  registros 
hayan  sido  asignados  a  las  direcciones  MAJ*  ....  h(k  ()  sin  colisión  es  (??/  (j  -  I ) )//?/.  ya 
que  /  1  de  las  m  direcciones  han  sido  ya  asignadas. 

Como  las  claves  son  independientes,  la  probabilidad  de  que  las  //  claves  se  asignen  a  dife¬ 
rentes  direcciones  es 
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m-\  m  -  2  m  -  n  +  l 

p*=— — - — — - — * 

m  m  m 

Por  tanto,  se  tiene  que  la  probabilidad  de  que  haya  al  menos  una  colisión,  es  decir,  de  que  al  me¬ 
nos  dos  claves  se  asignen  a  la  misma  dirección,  es 

,  f  m  - 1  m  —  2  m-n  + 1 

i -p*=i — — - — — —  * 

m  m  m 

Podemos  utilizar  técnicas  deJ  cálculo  infinitesimal  para  determinar*  dado  un  valor  de  nu  el  menor 
valor  de  n  para  el  que  la  probabilidad  de  colisión  sobrepasa  un  umbral  determinado.  Se  puede  de¬ 
mostrar  que  el  menor  entero  n  tal  que  la  probabilidad  de  que  haya  alguna  colisión  es  mayor  que 
t/2  es  aproximadamente  n  -  L!77vwl  Por  ejemplo,  cuando  m  -  I.OftO.íKtO,  el  menor  entero  n  tal 
que  la  probabilidad  de  colisión  es  mayor  que  1/2  es  1 .  i  78.  ^ 


ALGORITMOS  DE  MONTEO  ARLO 


Los  algoritmos  presentados  hasta  ahora  en  este  libro  son  todos  deterministas.  Es  decir  cada  al¬ 
goritmo  procede  de  la  misma  manera  siempre  que  la  entrada  de  datos  sea  idéntica.  Sin  embargo, 
hay  muchas  situaciones  donde  sería  preferible  que  un  algoritmo  hiciera  alguna  elección  aleatoria 
en  una  o  varias  etapas.  Tales  situaciones  aparecen  cuando  los  algoritmos  deterministas  se  ven  obli¬ 
gados  a  considerar  una  cantidad  muy  grande,  o  incluso  desconocida,  de  casos  posibles.  Los  algo¬ 
ritmos  que  hacen  elecciones  aleatorias  en  una  o  varias  etapas  se  denominan  algoritmos  proba- 
b dísticos*  En  esta  sección  estudiaremos  una  clase  particular  de  algoritmos  probabilísimos,  los 
algoritmos  de  Monteen  rio,  para  problemas  de  decisión.  Los  algoritmos  de  Montecarlo  siempre 
producen  respuestas  a  los  problemas,  perú  existe  una  pequeña  probabilidad  de  que  las  respuestas 
no  sean  correctas.  Sin  embargo,  la  probabilidad  de  que  la  respuesta  sea  incorrecta  disminuye 
rápidamente  cuando  el  algoritmo  realiza  un  número  suficiente  de  operaciones.  Los  problemas  de 
decisión  son  aquellos  cuyas  respuestas  posibles  son  «cierto»  o  «falso». 

Un  algoritmo  de  Montecarlo  para  un  problema  de  decisión  lleva  a  cabo  una  secuencia  de 
pruebas.  La  probabilidad  de  que  el  algoritmo  responda  al  problema  de  decisión  de  forma  correcta 
aumenta  con  el  número  de  pruebas  realizadas.  En  cada  etapa  del  algoritmo,  las  posibles  respues¬ 
tas  son  «cierto»,  lo  que  significa  que  la  respuesta  es  «cierto»  y  que  no  se  necesitan  más  iteraciones, 
o  «desconocido»,  lo  que  significa  que  la  respuesta  podría  ser  «cierto»  o  «falso».  Después  de  que  se 
ejecuten  todas  las  iteraciones  del  algoritmo,  la  respuesta  final  es  «cierto»  si  en  alguna  iteración  la 
respuesta  obtenida  ha  sido  «cierto»  y  «falso»  si  la  respuesta  obtenida  en  todas  las  iteraciones  es 
«desconocido».  Si  la  respuesta  correcta  es  «falso»,  d  algoritmo  siempre  responde  «falso»,  ya  que 
todas  las  iteraciones  dan  como  resultado  «desconocido».  Sin  embargo,  si  la  respuesta  correcta  es 
«cierto»,  el  algoritmo  puede  responder  tanto  «cierto»  como  «falso»,  ya  que  podría  suceder  que  en 
cada  iteración  se  produjera  la  respuesta  *  desconocido»,  aun  cuando  la  respuesta  correcta  fuera 
«cierto».  Veamos  que  la  probabilidad  de  que  esto  suceda  se  hace  extremadamente  pequeña  a  me¬ 
tida  que  el  número  de  pruebas  crece. 

j  Supongamos  que  p  es  la  probabilidad  de  que  la  respuesta  en  una  etapa  sea  «cieno»  en  el  caso 
ejn  que  la  respuesta  verdadera  es  «cierto».  Entonces,  I  -p  es  la  probabilidad  de  que  la  respuesta  en 
una  etapa  sea  «desconocido»  suponiendo  que  la  respuesta  verdadera  es  «cierto».  Como  el  algo¬ 
ritmo  responde  «falso»  cuando  en  las  //  iteraciones  la  respuesta  ha  sido  «desconocido»  y  las  dife¬ 
rentes  etapas  son  independientes,  la  probabilidad  de  error  es  (1  -  p)\  Cuando  p  ¿  0,  esta  probabi¬ 
lidad  tiende  a  cero  rápidamente  cuando  el  número  de  etapas  aumenta.  Por  tanto,  la  probabilidad  de 
que  el  algoritmo  responda  «cierto»  cuando  la  respuesta  es  «cierto»  tiende  a  uno. 

Control  de  calidad  í  Este  ejemplo  está  adaptado  de  [AhUI95])  Supongamos  que  un  fabricante  de 
ordenadores  encarga  componentes  de  procesadores  en  lotes  de  tamaño  n ,  donde  n  es  un  entero  po¬ 
sitivo.  El  fabricante  de  componentes  ha  comprobado  sólo  algunos  tic  estos  lotes  para  asegurarse  de 
que  todos  los  componentes  en  el  lote  funcionan  correctamente.  En  lotes  previos  sin  revisar  se  ha 
observado  que  la  probabilidad  de  que  un  componente  no  funcione  correctamente  es  de  0. 1 .  El  fa- 
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brieante  de  ordenadores  quiere  decidir  si  Lodos  los  componentes  del  lote  funcionan  correctamen¬ 
te,  Para  ello,  puede  probar  cada  componente  de!  lote  y  ver  si  funciona  correctamente.  Sin  embar¬ 
go,  esto  requiere  n  pruebas.  Suponiendo  que  cada  prueba  se  puede  realizar  en  un  tiempo  constan¬ 
te,  las  pruebas  requerirán  Oiri)  segundos.  ¿Puede  el  fabricante  de  ordenadores  comprobar  en 
menos  tiempo  si  el  lote  de  componentes  ha  sido  revisado  en  fábrica? 

Solución:  Podemos  utilizar  un  algoritmo  de  Monlecarío  para  determinar  si  un  lote  de  componentes 
ha  sido  comprobado  en  la  fábrica  siempre  que  estemos  dispuestos  a  aceptar  una  pequeña  proba¬ 
bilidad  de  error.  El  algoritmo  responde  en  cada  etapa  a  la  siguiente  pregunta:  «¿Este  lote  de 
componentes  ha  salido  de  fábrica  sin  probar?».  El  algoritmo  procede  seleccionando  componentes 
del  lote  de  forma  aleatoria  y  probándolos  uno  por  uno.  Cuando  encuentra  un  componente  defec¬ 
tuoso,  el  algoritmo  responde  «cierto»  y  se  detiene.  Si  un  componente  probado  funciona  conecta- 
mente,  el  algoritmo  responde  «desconocido»  y  elige  otro  componente  para  probar.  Después  de  que 
el  algoritmo  ha  probado  un  numero  especificado  de  componentes,  digamos  k ,  sin  obtener  en 
ninguna  ocasión  la  respuesta  «cierto»,  el  algoritmo  termina  con  la  respuesta  «falso»;  es  decir,  el  al 
goritmo  deduce  que  el  lote  es  bueno  o,  lo  que  es  lo  mismo,  que  el  fabricante  de  componentes  ha  re¬ 
visado  los  componentes  del  lote. 

La  única  forma  en  que  este  algoritmo  puede  responder  de  manera  incorrecta  es  concluyendo 
que  un  loie  de  componentes  sin  revisar  sí  ha  sido  revisado  en  la  fábrica.  La  probabilidad  de  que  un 
componente  de  un  lote  sin  revisar  funcione  correctamente  es  1  -0.1  =  0,9.  Como  los  sucesos  de 
probar  ios  diferentes  componentes  de  un  lote  son  independientes,  la  probabilidad  de  que  en  las  k 
etapas  el  algoritmo  produzca  la  respuesta  «desconocido»  si  el  lote  de  componentes  no  había  sido 
revisado  es  0,9a. 

Haciendo  k  suficientemente  grande,  podemos  hacer  esta  probabilidad  tan  pequeña  como 
queramos.  Por  ejemplo,  revisando  f>6  componentes,  la  probabilidad  de  que  el  algoritmo  decida 
que  un  lote  defectuoso  sí  ha  sido  revisado  por  el  fabricante  de  componentes  es  0,9^.  que  es  me 
nos  de  0,001  E*  decir,  hay  una  probabilidad  menor  que  1  entre  1.000  de  que  el  algoritmo  res 
ponda  de  forma  equivocada.  Obsérvese  que  esta  probabilidad  es  independiente  de  n ,  el  número  de 
componentes  en  el  lote.  Por  tanto,  el  algoritmo  de  Mon tetarlo  realiza  un  número  constante  de 
pruebas  que  requieren  Oi  I )  segundos,  con  independencia  del  número  de  componentes  que  haya 
en  el  lote.  Si  el  fabricante  de  ordenadores  puede  aceptar  una  probabilidad  de  error  menor  que 
í  entre  1 .000,  el  algoritmo  de  Montecarlo  le  ahorrará  mucho  tiempo  de  pruebas.  Más  aún.  si  se 
requiere  una  probabilidad  de  emir  aún  menor,  sólo  es  necesario  revisar  mas  componentes  del 
lote:  el  lector  puede  verificar  que  si  se  revisan  132  componentes,  la  probabilidad  de  error  es  me¬ 
nor  que  1  en  1 ,000.000.  ^ 

EJEMPLO  Ib  Test  de  primal  i  dad  probab  Místico  En  el  Capítulo  2  observamos  que  un  entero  compuesto,  es 
decir,  un  entero  que  no  es  primo,  puede  pasar  el  test  de  Miller  (vease  el  Problema  30  de  la  Sec¬ 
ción  2.6)  para  menos  de  /i/4  bases  fe  con  1  <  fe  <  n.  Esto  observación  da  lugar  a  un  algoritmo  de 
Montecarlo  que  determina  si  un  entero  positivo  es  primo.  Como  los  primos  grandes  son  funda¬ 
mentales  en  la  criptografía  de  clave  pública  (véase  la  Sección  2,6),  la  capacidad  de  generar  primos 
grandes  de  forma  rápida  se  ha  convertido  en  un  problema  muy  importante. 

El  objetivo  dei  algoritmo  es  decidir  sobre  la  cuestión  «¿Es  n  compuesto?».  Dado  un  entero  n. 
seleccionamos  de  forma  aleatoria  un  entero  fe  tal  que  1  <  fe  <  n  y  estudiamos  sí  n  pasa  el  test  de 
Miller  para  la  base  fe.  Si  n  no  pasa  el  test,  la  respuesta  es  «cierto»,  ya  que  n  debe  ser  un  número 
compuesto,  y  el  algoritmo  se  detiene.  En  otro  caso,  d  lest  se  repite  k  veces,  donde  k  es  un  entero. 
En  cada  etapa  seleccionamos  un  entero  fe  de  forma  aleatoria  y  estudiamos  si  n  pasa  el  test  de  Miller 
para  la  base  fe.  Si  la  respuesta  es  «desconocido»  en  todos  los  casos,  el  algoritmo  responde  «falso», 
es  decir,  dice  que  n  no  es  compuesto  y  que  es,  por  lauto,  primo.  La  única  posibilidad  de  que  el  al¬ 
goritmo  dé  una  respuesta  incorrecta  es  que  n  sea  compuesto  y  el  resultado  sea  «desconocido»  en 
cada  una  de  las  k  iteraciones.  La  probabilidad  de  que  un  número  compuesto  n  pase  el  test  de  Miller 
para  una  base  fe  elegida  al  azar  es  menor  que  1/4.  Como  el  entero  fe  tal  que  1  <  h  <  n  es  elegido  al 
azar  en  cada  iteración  y  las  distintas  iteraciones  son  independientes,  la  probabilidad  de  que  //  sea 
&  compuesto,  pero  el  algoritmo  responda  que  es  primo,  es  menor  que  ( l/4)\  l  omando  k  suficiente¬ 
mente  grande,  podemos  hacer  esta  probabilidad  ext  remadamente  pequeña.  Por  ejemplo,  con  sólo 
10  iteraciones,  la  probabilidad  de  que  el  algoritmo  decída  que  ti  es  primo  cuando  en  realidad  es 
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compuesto  es  menor  que  !  entre  l  ,000.000.  Con  30  iteraciones,  esta  probabilidad  disminuye  has¬ 
ta  menos  de  1  entre  IOl8T  un  suceso  que  resulta  extremadamente  improbable. 

Para  generar  primos  grandes,  digamos  de  200  dígitos,  se  elige  aleatoriamente  un  entero  n  de 
200  dígitos  y  se  ejecuta  este  algoritmo  con  30  iteraciones.  Si  el  algoritmo  decide  que  n  es  primo, 
podemos  utilizarlo  como  uno  de  los  dos  números  primos  necesarios  para  una  clave  de  cifrado  del 
eriplosistema  RSA.  Si  n  resulta  ser  compuesto  y  se  utiliza  como  parte  de  la  clave,  los  procedí 
miemos  utilizados  para  descifrar  mensajes  no  producirán  el  mensaje  original  encri piado.  En  ese 
caso,  la  clave  se  descarta  y  se  utilizan  dos  nuevos  primos  para  generar  otra.  4 


EL  MÉTODO  PRORABIÜSTICO 


Discutimos  las  demostraciones  de  existencia  en  el  Capítulo  1,  donde  ilustramos  la  diferencia 
entre  demostraciones  de  existencia  constructivas  y  no  constructivas*  El  método  probabais  tico,  in¬ 
troducido  por  Paul  Erdos  y  Alfréd  Rényi,  es  una  poderosa  técnica  que  puede  utilizarse  para  dar 
demostraciones  de  existencia  no  constructivas.  Para  utilizar  el  método  prohabilístico  a  fui  de 
demostrar  resultados  sobre  un  conjunto  *V*  como  la  existencia  de  un  elemento  de  S  con  una  pro¬ 
piedad  determinada,  asignamos  probabilidades  a  los  elementos  de  S.  En  particular,  podemos  de¬ 
mostrar  que  existe  un  demento  con  una  cieña  propiedad  demostrando  que  la  probabilidad  de  que 
un  elemento  de  S  lenga  tal  propiedad  es  positiva.  El  método  prohabilístico  está  basado  en  un  enun¬ 
ciado  equivalente  a  éste,  que  presentamos  corno  Teorema  3. 


EL  METODO  PROBABILÍSTICO  Si  la  probabilidad  de  que  un  demento  de  un  conjunto 
S  no  tenga  cierta  propiedad  es  menor  que  h  entonces  existe  algún  elemento  de  £  con  esa  pro¬ 
piedad. 


Una  demostración  de  existencia  basada  en  el  método  probabilísimo  es  no  constructiva,  ya  que  no 
proporciona  ningún  elemento  con  la  propiedad  deseada. 

Ilustramos  la  potencia  del  método  prohabilístico  con  el  siguiente  resultado*  que  da  una  cota 
inferior  dd  número  de  Ramsey  R{L  k).  En  la  Sección  4.2  vimos  que  RÍE  k)  es  el  menor  número  de 
invitados  a  una  fiesta  que  debe  haber  para  asegurar  que  hay  al  menos  k  que  son  amigos  entre  si  n 
al  menos  k  que  son  enemigos  entre  sí  (suponiendo  que  cada  una  de  las  posibles  parejas  es  bien  de 
amigos  o  bien  de  enemigos). 


Si  k  es  un  entero  tal  que  k  >  2.  entonces  R(E  k)  >  2kil. 

Demostrado i:  Obsérvese  que  el  teorema  es  cierto  para  k  =  2  y  A*  =  3,  ya  que  R{ 2,  2)  =  1  y 
R( 3,  3)  =  6,  sfgún  se  vio  en  la  Sección  4.2.  Supongamos  entonces  que  k  >  4.  Utilizaremos  d  rilé- 
lodo  probabilístíco  para  demostrar  que  si  hay  menos  de  2k!2  invitados  en  una  fiesta,  es  posible  que 
no  exista  ningún  grupo  Je  k  personas  que  sean  amigos  entre  sí  ni  ningún  grupo  de  k  personas  que 
sean  enemigos  entre  sí.  Esto  demuestra  que  R(k,  k)  es  al  menos  2 * 

Para  utilizar  el  método  prohabilístico.  suponemos  que  es  igualmente  probable  que  dos  per¬ 
sonas  escogidas  al  azar  sean  amigos  o  enemigos.  {Obsérvese  que  esta  suposición  no  tiene  por  qué 

ser  realista).  Supongamos  que  hay  n  personas  en  la  f  iesta.  Entonces,  hay  ( ¿ }  diferentes  grupos  de 

k  personas,  que  denotamos  por  SrSy  ....  Sí" .  Sea  E  el  suceso  de  que  las  personas  de  S.  sean  to¬ 
das  amigas  entre  sí  o  todas  enemigas  entre  sL  La  probabilidad  de  que  haya  un  grupo  de  k  personas 

de  entre  las  n  que  sean  todos  amigos  o  i  ocios  enemigos  entre  sí  es  p(  |J ; '  ¡  E{ ). 
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De  acuerdo  con  nuestra  suposición  de  que  es  igualmente  probable  que  dos  invitados  escogidos 
al  azar  sean  amigos  o  enemigos,  ambas  probabilidades  valen  1/2.  Además,  hay  (í¡)  -  k(k  l  )/2 

pares  de  personas  en  S.,  ya  que  en  cada  S,  hay  k  personas.  Por  tanto.  la  probabilidad  de  que  las  k 
personas  de  S  sean  amigos  entre  sí  y  la  probabilidad  de  que  sean  enemigos  entre  sí  son  ambas 
(l/2)t«-iw  por  tanto,  P{E)  -  2( 

l..a  probabilidad  de  que  haya  k  anngtts  entre  si  o  k  enemigos  entre  sí  en  el  ampo  de  n  personas 
es  igual  a  /?(|J  E. ).  Utilizando  la  desigualdad  de  Boole  (Problema  15  ),  se  tiene  que 
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Según  el  Problema  1 7  de  la  Sección  4,4,  se  tiene  que  (¿ )  <  nL/2k  !.  Por  tanto. 
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Ahora,  si  n  <  2m,  tenemos  que 
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donde  en  la  última  desigualdad  se  ha  utilizado  que  k  >4. 

Por  tanto,  podemos  concluir  que  p((J  E, )  <  1  cuando  k>4.  De  aquí  se  deduce  que  la  pro¬ 
babilidad  del  suceso  complementario,  es  decir,  que  no  haya  ningún  grupo  de  k  personas  que  sean 
amigos  entre  sí  ni  que  sean  enemigos  entre  sí,  es  mayor  que  0,  Por  tanto,  si  n  <  2ta,  existe  algún  con¬ 
junto  de  n  personas  que  no  tiene  ningún  subconjunto  de  tamaño  k  de  amigos  m  de  enemigos.  | 


Problemas 

L  ¿Qué  probabilidad  se  debe  asignar  al  resultado  de  sa¬ 
lir  cara  cuando  se  tira  una  moneda  trucada  si  la  pro¬ 
babilidad  de  que  salga  cara  es  tres  veces  superior  a 
que  salga  cruz?  ¿Que  probabilidad  se  debe  asignar 

!1  suceso  de  salir  cruz? 

)e  l  c  rm  i  n  a  1  a  proba  bi  1 1  d  acl  d  e  c  ad  a  re  su]  fado  c  u  an  J  u 
e  tira  un  dado  trucado  si  el  3  tiene  el  doble  de  proba¬ 
bilidades  de  salir  que  el  resto  de  los  números. 

3.  Determina  la  probabilidad  de  cada  resultado  cuando 
se  tira  un  dado  tincado  si  sacar  un  2  o  un  4  es  tres  ve¬ 
ces  más  probable  que  sacar  otro  de  los  cuatro  resulta¬ 
dos  posibles  y  si  sacar  un  2  es  igual  de  probable  que 
sacar  un  4. 

4 .  De  m  uest  ra  q  ue  las  c  ond  i  c  i  o  ne  s  (i )  y  ( ii)  de  la  pá  g  i 
na  337  se  verifican  con  la  definición  de  Lapiace  de 
probabilidad  cuando  los  resultados  son  todos  igual¬ 
mente  probables. 


5.  Supongamos  que  tenemos  dos  dados  trucados.  La 
probabilidad  de  que  salga  un  4  en  el  primer  dado  es 
2/7  y  la  probabilidad  de  que  salga  un  3  en  el  segundo 
dado  es  2/7.  Los  otros  resultados  tienen  todos  proba¬ 
bilidad  1/7.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  al  lirur  los 
dados  la  suma  sea  7? 

* 

6.  ¿Cuál  es  Ja  probabilidad  de  los  siguientes  sucesos 
cuando  se  elige  ai  azar  una  permutación  del  conjunto 
0,2,  3  ¡7 

a)  El  1  precede  al  3. 
h)  El  3  precede  al  1 . 
e)  El  3  precede  a!  1  y  el  3  precede  al  2. 

7.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  los  siguientes  sucesos 
cuando  se  elige  al  azar  una  permutación  dol  conjunto 
11,2,3,4)? 

a)  Id  I  procedo  al  4. 

b)  El  4  procedo  a!  I . 
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c)  El  4  precede  al  I  y  el  4  precede  al  2. 

c|j  El  4  precede  al  L  el  4  precede  al  2  y  el  4  precede 

al  3, 

el  Rl  4  precede  al  3  y  el  2  precede  al  1 , 

H.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  los  siguientes  sucesos 
anuido  se  elige  al  azar  una  permutación  del  conjunto 
|  L  2,  ...ai  |.  donde  >  47 
u)  Rl  I  precede  al  2, 

Irí  El  2  precede  :ú  1 

c)  El  I  aparece  inmediatamente  antes  del  2. 
i\)  El  n  precede  id  1  y  el  n  \  precede  ai  2, 
id  El  n  precede  al  I  y  el  ñ  precede  al  2. 

<£  /Cuál  es  la  probabilidad  de  los  siguientes  sucesos 
cuando  se  dige  al  azar  una  permutación  de  las  26  le¬ 
tras  minúsculas  del  alfabeto  inglés? 

;u  1  a  permutación  está  en  orden  alfabético  inverso, 
bl  La  primera  letra  de  la  permutación  es  la  a 

c)  La  i  precede  a  la  a  en  la  permutación. 

d)  La  a  aparece  inmediatamente  antes  que  la  r  en  la 
permutación, 

el  La  a  aparece  inmediatamente  antes  que  la  m*  que 
es  seguid  a  a  cu  n  t  i  ti  le  ac  ion  por  !  a  : , 

H  La  m,  la  n  y  la  o  están  en  sus  lugares  originales. 

10.  /Cuál  es  la  probabilidad  de  los  siguientes  sucesos 
cuando  se  elige  al  a/ar  una  permutación  de  las  26  le¬ 
tras  minúsculas  del  alfabeto  ingles? 

a)  Las  13  primeras  letras  de  la  permutación  están  en 
orden  alfabético. 

Irí  La  u  es  la  primera  letra  de  la  permutación  y  la  :  es 
la  ultima. 

c)  La  a  y  la  :  aparecen  de  forma  consecutiva  en  la 
permutación, 

ih  La  ¿;  y  la  :  no  aparecen  de  forma  consecutiva  en  la 
permutación, 

e)  La  a  y  la  :  están  separadas  por  ai  menos  23  letras 
en  Id  permutación, 

0  La  :  aparece  antes  que  la  a  y  que  la  h  en  la  per¬ 
mutación. 

1 1 .  Supongamos  que  E  y  F  son  sucesos  tales  que  p(E ) 

0  J  y  p{F)  ^  0.5,  Demuestra  que  p(E  U  F)  >  0  J  y  que 
p(Eñ  F)  >  0,2. 

1 2.  Supongamos  que  E  y  F  son  sucesos  tales  que p{E)  = 
O.S  \  piF)  =  0.6,  Demuestra  que  piE  .  F)  >  0,  (  y  que 

p{E  n  F)>0A 

13.  Demuestra  que  si  E  y  /*’  son  sucesos,  e monees 
p\F  fl  F)  >/>(£)  +  p(F)  L  Esta  fórmula  se  conoce 
como  desigualdad  de  BonferronL 

14.  U titila  el  principio  de  inducción  para  demostrar  la  si¬ 
guiente  generalización  de  la  desigualdad  de  Ron  fe  trotó: 

p{Et  n  f2  n  n  Ej 

>  p{E)  +  p( £,)  +  . . .  +  /?(.£,)  -  í«  I ), 
donde  £,.  £ . £  son  n  sucesos. 

I  V  W 


rr-  15,  Demuestra  que  si  Ey  £„  ....  Er  son  sucesos  de  un 
espacio  muestra  i  finito*  entonces 

p{E}  U  £,  U  ...  U  Ej  <p(El)^píE.i)  +  ...  +  p(Ej. 

Esta  fórmula  se  conoce  como  desigualdad  de  Boole. 

16.  Demuestra  que  si  E  y  F  son  sucesos  independientes, 
entonces  F  y  F  son  también  sucesos  independientes. 

r-~  17.  Si  E  y  F  son  sucesos  independientes,  demuestra  o  re 
futa  que  E  y  F  son  necesariamente  sucesos  indepen¬ 
dientes* 

IX.  a)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  dos  personas  ha¬ 
yan  nacido  el  mismo  día  de  la  semana? 

b)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  en  un  grupo  de  n 
personas  haya  al  menos  dos  nacidos  el  mismo  día 
de  la  semana? 

c)  ¿Cuántas  personas  se  necesitan  para  que  la  proba¬ 
bilidad  de  que  haya  al  menos  dos  nacidos  el  mis¬ 
mo  día  de  la  semana  sea  mayor  que  1/2? 

19.  al  Cuál  es  la  probabilidad  de  que  dos  personas  hay íui 

nacido  el  mismo  mes  (quizá  en  diferentes  anos )? 

b)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  en  un  grupo  de  n 
personas  haya  al  menos  dos  que  han  nacido  el 
mismo  mes  (quizá  en  diferentes  anos)? 

c)  ¿Cuántas  personas  se  necesitan  para  que  la  proba¬ 
bilidad  de  que  haya  al  menos  dos  que  han  nacido 
el  mismo  mes  (quizá  en  diferentes  arios)  sea  ma¬ 
yor  que  1/2? 

20.  Determina  el  menor  número  de  personas  que  es  nece¬ 
sario  que  haya  en  una  habitación  para  que  la  probabi¬ 
lidad  de  que  alguna  de  ellas  cumpla  arlos  hoy  sea  ma¬ 
yor  que  t/2.  (Supóngase  que  ludas  las  fechas  de 
cumpleaños  tienen  igual  probabilidad  y  que  el  año 
tiene  366  días), 

21.  Determina  el  menor  numero  de  personas  que  es  nece¬ 
sario  que  haya  en  una  habitación  para  que  la  probabi¬ 
lidad  de  que  dos  de  ellas  hayan  nacido  ambas  el  I  de 
abril  sea  mayor  que  1/2.  (Supóngase  que  todas  las 
fechas  de  cumpleaños  tienen  igual  probabilidad  y  que 
el  año  tiene  366  días). 

*22,  El  29  de  febrero  sólo  existe  en  los  años  bisiestos.  Los 
anos  divisibles  por  4,  pero  no  por  \ 00,  son  siempre 
años  bisiestos.  Los  años  divisibles  por  10G,  pero  no 
por  4(Mb  no  son  años  bisiestos,  pero  los  años  divisi¬ 
bles  por  400  son  años  bisiestos. 

a)  ¿Qué  distribución  de  probabilidad  para  los  cum¬ 
pleaños  debería  utilizarse  para  tener  en  cuenta  la 
existencia  del  29  de  febrero? 
lo  Utilizando  la  distribución  de  probabilidad  del 
apartado  (ah  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  en  un 
grupo  de  n  personas  al  menos  dos  tengan  d  mis- 
6  mo  cumpleaños? 

23,  ¿Cuál  es  Ul  probabilidad  condicionada  de  que  a Pa" 
rezean  exactamente  cuatro  caras  cuando  se  lira  una 
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moneda  al  aire  cinco  veces  si  se  sabe  que  la  primer» 
tirada  ha  salido  cara? 

24,  ¿Cuál  es  la  probabilidad  condicionada  de  que  apa 
re  ¿van  exactamente  cuatro  caras  cuando  se  tira  una 
moneda  al  aire  cinco  veces  si  se  sabe  que  la  primera 
tirada  ha  salido  cruz? 

25.  ¿Cual  es  la  probabilidad  condicionada  de  que  una  ca¬ 
dena  de  cuatro  bíis  generada  aleatoriamente  contenga 
al  monos  dos  ceros  consecutivos  si  se  sabe  que  el  pri¬ 
mer  bit  es  un  uno?  (Supóngase  que  ios  bits  0  y  1  tie¬ 
nen  la  misma  probabilidad». 

2b,  Sea  E  el  suceso  de  que  una  cadena  de  tres  bit*  aleato¬ 
riamente  generada  contenga  un  numero  impar  de  unces 
y  sea  F  el  suceso  de  que  dicha  cadena  comience  con 
I  .  ¿Son  independientes  E  y  F“! 

27.  Sean  E  y  F  los  sucesos  de  que  una  familia  con  ti  hijos 
tenga  hijos  de  los  dos  sexos  y  de  que  tenga  como 
mucho  un  varón,  respectivamente.  ¿Son  E  y  /■’  inde¬ 
pendientes  si 

a)  n  =  27  b)  n  =  4?  e)  n-51 

2K.  Supongamos  que  la  probabilidad  de  que  un  bebe  sea 
niño  es  0,5 1  y  que  los  sexos  de  los  hijos  nacidos  en 
una  familia  son  independientes.  ¿Cuál  es  la  probabi¬ 
lidad  de  que  una  familia  con  cinco  hijos  tenga 
a)  exactamente  tres  niños? 
h}  al  menos  un  niño? 
c)  al  menos  una  niña? 
di  todos  los  hijos  del  mismo  sexo? 


termine  con  un  00  bajo  las  mismas  condiciones  que 
en  los  apartados  ía),  (b)  y  fe)  del  Problema  30  .si  los 
bits  se  generan  de  forma  independiente. 

33.  Para  una  familia  con  cinco  hijos,  determina  la  proba¬ 
bilidad  de  que  el  hi  jo  mayor  sea  un  niño  o  que  los  dos 
menores  sean  niñas  bajo  tus  mismas  condiciones  que 
en  los  apanados  (a),  ib)  y  le)  del  Problema  31. 

34.  Determina  cada  una  de  las  siguientes  probabilidades 
cuando  se  llevan  a  cabo  n  pruebas  de  Bemoulíi  inde¬ 
pendientes  con  probabilidad  de  éxito  p , 

a»  La  probabilidad  de  que  no  haya  ningún  éxito, 
b»  La  probabilidad  de  que  haya  al  menos  un  éxito, 
c)  La  probabilidad  de  que  haya  como  mucho  dos 
éxitos. 

<li  La  probabilidad  de  que  haya  al  menos  dos  éxitos. 

35.  Determina  cada  una  de  tas  siguientes  probabilidades 
cuando  se  llevan  a  cabo  n  pruebas  de  Bemoulíi  inde¬ 
pendientes  con  probabilidad  de  éxito  ¡k 

*0  La  probabilidad  de  que  no  haya  ningún  fracaso. 

1»)  La  probabilidad  de  que  haya  al  menos  un  fracaso, 
c)  La  probabilidad  de  que  haya  como  mucho  un  fra¬ 
caso. 

di  La  probabilidad  de  que  haya  al  menos  dos  fraca¬ 
sos. 

36.  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  demostrar  que  si 
E|»  Er  ....  E  es  un  conjunto  de  n  sucesos  di s juntos 
dos  a  dos  de  un  espacio  muestral  S.  donde  n  es  un  en¬ 
tero  positivo, entonces  />( [J  Et  i  =  V"  p( /  > 


29.  Un  grupo  de  seis  personas  juega  a  «la  persona  sola 
pierde»  para  determinar  quién  comprará  los  refres¬ 
cos.  Cada  persona  tira  una  moneda  al  aire.  Si  hay  una 
persona  cuyo  resultado  no  coincide  con  d  de  ninguna 
otra  del  grupo  debe  comprar  los  refrescos.  ¿Cual  es  la 
probabilidad  de  que  pierda  una  persona  la  primera 
vez  que  se  tiran  las  monedas? 


30.  Determina  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  1(1 
bits  aleatoriamente  generada  tío  contenga  ningún  M 
si  los  bits  son  independientes  y  si 

a»  los  bits  U  y  1  tienen  igual  probabilidad, 
bí  la  pr<  habilidad  de  que  un  bit  sea  1  es  0,6. 
c»  la  probabilidad  de  que  el  hit  /-ésimo  sea  1  es  1/2' 
para  f  =  1,2, 3, 10. 


31,  Determina  la  probabilidad  de  que  una  familia  con 
cinco  hijos  no  tenga  ningún  varón  si  los  sexos  de  los 
hijos  son  independientes  y  sr 

a)  la  probabilidad  de  los  dos  sexos  es  la  misma. 

b)  la  probabilidad  de  que  nazca  un  varón  es  0,5 1 . 

e»  la  probabilidad  de  que  el  hijo  /-ésimo  sea  un  varón 
es  (1,51  -(i/IOD). 

& 

32.  Determina  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  10 
hits  aleatoriamente  generada  comience  con  un  I  o 


*37.  (Requiere  Cálculo]  Demuestra  que  si  Er  ...  es  un 
conjunto  infinito  de  sucesos  disjuntos  dos  a  dos  de  un 
espacio  muestra!  S*  entonces  p{\ J  (  E  )  ¿ 

Unificación;  Utilizad  Problema  36 y  toma  límites]. 

3H.  Ln  un  lugar  remoto  se  tiran  un  par  de  dados  v  un  ob¬ 
servador  honesto  nos  informa  de  que  en  al  menos 
uno  de  los  dados  ha  salido  un  seis. 

¿U  ¿Cuál  es  lo  probabilidad  de  que  la  suma  de  los 
dos  dados  sea  siete,  teniendo  en  cuenta  la  infor¬ 
mación  dada  por  el  observador? 
h)  Supóngannos  que  el  observador  nos  dice  que  en  ai 
menos  un  dado  ha  salido  un  cinco,  :Cuál  es  la 

É  *' 

probabilidad  de  que  la  suma  de  los  dados  sea  siete, 
teniendo  en  cuenta  la  información  dada  por  el  ob¬ 
servador? 


**39.  R.ste  problema  utiliza  vi  método  prohabilísiieo  para 
demostrar  un  resultado  sobre  torneos  de  todos  contra 
todos.  En  un  torneó  de  lodos  contra  todos  con  m  ju¬ 
gadores,  todos  los  jugadores  juegan  entre  sí  y  en  cada 
enfrentamiento  uno  gana  \  otro  pierde. 

Queremos  determinar  condiciones  para  los  enteros 
positivos  m  y  k  con  k  <  m  de  forma  que  sea  posible  que 
el  resultado  del  torneo  lenga  la  propiedad  de  que,  para 
cualquier  subconjumo  S  de  k  jugadores,  hay  ucee  su- 
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riamentc  algún  jugador  que  ha  vencido  a  iodos  los  ju¬ 
gadores  de  S.  Para  que  podamos  utilizar  el  razón a  - 
miento  probabi  lis  tico  para  obtener  conclusiones  sobre 
los  torneos  de  rodos  contra  todos,  suponemos  que 
cuando  do^  jugadores  se  enfrentan,  la  probabilidad  de 
ganar  es  igual  para  tos  dos  y  que  los  resultados  de  tos 
diferentes  enfrentamientos  son  independiente  entre 
si  Sea  k  un  entero  positivo  menor  que  ni  y  sea  E  el  su¬ 
ceso  de  que  para  iodo  subcon  jumo  $  de  k  jugadores 
hay  un  jugador  que  ha  vencido  al  resto  de  los  jugado 
res  de  S . 

al  Demuestra  que  p(E)<  ^  p(F)T  donde  f  es 

el  suceso  de  que  no  hay  ningún  jugador  que  haya 
vencido  a  los  k  jugadores  en  el  conjunto  j-csimo 

de  la  lista  de  los  )  subcon ¡un los  de  k  jugadores. 

b)  Demuestra  que  ta  probabilidad  de  /\  es  i  1  - 

c)  Deduce  de  los  apartados  (a)  y  {b)  que  p(É)< 

)(l  -  2_> )  >\  por  tanto,  que  debe  haber  algún 

con  la  propiedad  descrita  si  j|  i  2~ft  f  *  <  l. 


d)  Utiliza  el  apartado  (c)  para  encontrar  valores  de  m 
para  los  que  existe  algún  torneo  con  m  jugadores 
tal  que  para  todo  conjunto  S  de  dos  jugadores  hay 
algún  jugador  que  los  ha  vencido  a  los  dos.  Repite 
este  apartado  para  los  conjuntos  de  tres  jugadores, 

40.  Diseña  un  algoritmo  de  Montee  arlo  que  determine  m 
tina  permutación  de  los  enteros  del  l  al  n  está  ordena 
díi  (en  orden  creciente)  o  si.  por  el  contrario,  es  una 
permutación  aleatoria.  Una  etapa  del  algoritmo  debe 
responder  «cierto*  si  determina  que  la  lista  no  está 
ordenada  y  «desconocido*  en  caso  contrario.  Después 
de  k  etapas,  el  algoritmo  decide  que  los  enteros  están 
ordenados  si  la  respuesta  ha  sido  «desconocido»  en  to¬ 
das  las  etapas,  Demuestra  que.  cuando  el  número  de 
etapas  aumenta,  la  probabilidad  de  que  el  algoritmo  de 
una  respuesta  incorrecta  es  extremadamente  pequeña, 
(Indicación:  En  cada  etapa,  compruébese  si  algunos 
elementos  están  en  d  orden  conecto  Asegúrate  de 
que  estos  tests  son  independientes  l 

4  L  Utili za  ps e iidoc ód i go  para  escribirel  test  de  prima li 
dad  probahi líslico  descrito  en  el  Ejemplo  i  6. 


5.3  Valor  esperado  y  varianza 


INTRODUCCIÓN 


h!  viilnr  esperado  de  una  variable  aleatoria  es  ht  suma  para  todos  los  elementos  de!  espacio  mues¬ 
tra!  del  producto  de  la  probabilidad  del  elemento  por  el  valor  que  la  variable  aleuiom  toma  en  él. 
Por  tanto,  el  valor  esperado  es  una  media  ponderada  de  los  valores  de  la  variable  aleatoria.  El  va¬ 
lor  esperado  de  una  variable  aleatoria  proporciona  información  importante  sobre  la  distribución  de 
sus  valores.  Muchos  problemas  se  pueden  resolver  utilizando  el  concepto  de  valor  esperado  de  una 
variable  aleatoria.  Por  ejemplo,  determinar  quién  tiene  ventaja  en  un  determinado  juego  de  apues¬ 
tas  o  calcular  la  complejidad  promedio  de  algoritmos.  Otra  medida  útil  de  una  variable  aleatoria  es 
nu  varianza,  que  nos  dice  cómo  de  dispersos  son  sus  valores.  La  varianza  de  una  variable  aleato¬ 
ria  se  puede  utilizar  para  ayudamos  a  estimar  la  probabilidad  de  que  la  variable  aleatoria  tome  va¬ 
lores  alejados  de  su  valor  esperado. 


VALOR  ESPERADO 


Muchas  preguntas  pueden  formularse  en  términos  del  valor  que  esperamos  que  tome  una  variable 
aleatoria  o.  de  forma  más  precisa,  del  vnjor  medio  de  una  variable  aleatoria  cuando  un  experimen¬ 
to  se  lleva  a  cabo  muchas  veces.  Algunas  de  estas  preguntas  son:  ¿Cuántas  caras  se  espera  obtener 
cuando  se  tira  una  moneda  al  aire  100  veces?  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  compara 
c iones  necesarias  para  encontrar  un  elemento  en  una  lista  sí  se  ul iliza  ta  búsqueda  lineal?  Para  es¬ 
tudiar  este  tipo  de  cuestiones,  introducimos  d  concepto  de  valor  esperado  de  una  variable  aleatoria 


DEFINICIÓN  I 


El  valar  esperado  (o  esperanza)  de  la  variable  aleatoria  X(s)  sobre  el  espacio  muestra!  S  es 


/:(*)  -  X/’(.v)X(s). 

s*S 
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EJEMPLO  l 

Obsérvese  que  cuando  el  espacio  muestra!  .S  liene  n  elementos,  S  =  \x  .  j, . v  |.  E(X\  = 

2k,pU, )*<*,)• 

Observación:  Nos  ocuparemos  sólo  de  variables  aleatorias  con  valor  esperado  finito. 

Valor  esperado  del  resultado  obtenido  al  lírar  un  dado  Sea  X  el  resultado  obtenido  al  tirar  un 
dado.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  X  ! 

Solución:  La  variable  aleatoria  X  toma  los  valores  L  2,  3, 4, 5  y  6,  cada  uno  con  probabilidad  1/6. 
Por  tanto, 

11^1,1,1,1,  21  7 

X )  —  — *  *  1 + ~  *3  +  ”  *  3  4 —  -4  -f — *54 —  6  —  - — ■  —  — .  ^ 

66666662 

EJEMPLO  2 

Se  lira  una  moneda  al  aire  iros  veces.  Sea  S  el  espacio  muestra!  de  los  ocho  posibles  resultados  y 
sea  X  la  variable  aleatoria  que  asigna  a  cada  resultado  el  numero  de  caras  que  aparecen  en  él,  ¿Cuál 
es  el  valor  esperado  de  XI 

Ejemplos 

adicionales 

Solución;  Fji  el  Ejemplo  10  de  la  Sección  5.2  enumeramos  los  valores  de  X  para  los  ocho  posi¬ 
bles  resultados  cuando  se  tira  al  aire  una  moneda  tres  veces.  Como  la  moneda  no  está  trucada  y 
los  resultados  de  las  diferentes  tiradas  son  independientes,  la  probabilidad  de  cada  resultado  es 
1/8,  Por  tanto, 

E(X )  ~  7pf(ox)  +  X(ccx)  4  XU xc)  +  X(xcc)  +  X(xxc)  +  X(xcx) 

+  X  (ai)  +  X  ( xxx ) ) 

=  -(3  +  2  +  2+2+l +  1  +  1+0)  =  —  - 
8  8  2 

Es  decir,  el  número  medio  de  caras  que  se  obtienen  cuando  se  tira  una  moneda  al  aire  tres  veces 
es  3/2-  M 

Cuando  el  experimento  tiene  relativamente  pocos  resultados,  podemos  calcular  el  valor  es¬ 
perado  de  la  variable  aleatoria  aplicando  directamente  la  definición,  como  liemos  hecho  en  e) 
Ejemplo  2.  Sin  embargo,  cuando  un  experimento  tiene  un  gran  número  de  posibles  resultados, 
puede  resultar  poco  conveniente  calcular  el  valor  esperado  de  la  variable  aleatoria  directamente 
con  su  definición.  En  lugar  de  ello,  podemos  calcularlo  agrupando  lodos  los  resultados  del  ex¬ 
perimento  a  los  que  les  corresponde  el  mismo  valor  de  la  variable  aleatoria,  como  muestra  el 
Teorema  L 

TEOREMA  i 

Si  X  es  una  variable  aleatoria  y  p(X  =  r)  es  la  probabilidad  de  que  X  =  t\  es  decir,  p(X  -  r)  - 
entonces 

'£(*)  =  Jjpa  =  r)r. 

Demostración:  Supongamos  que  X  es  una  variable  aleatoria  cuya  imagen  es  XiS)  y  sea  ;>(X  =  r)  la 

probabilidad  de  que  la  variable  aleatoria  X  tome  el  valor  r,  Entonces, p{X  =  r)  es  la  suma  de  las 

probabilidades  de  los  resultados  s  tales  que  X(.v)  ~  r.  Por  tanto, 

o 

E[X)  =  YpíX^nr. 

n=X{S) 
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EJEMPLO  3 


TEOREMA  1 


El  Ejemplo  3  y  la  demostración  del  Teorema  2  muestran  cómo  se  aplica  esta  fórmula.  En  el  Ejem¬ 
plo  3  calcularemos  el  valor  esperado  de  la  suma  obtenida  al  tirar  dos  dados.  En  el  Teorema  2  cal¬ 
cularemos  el  valor  esperado  del  número  de  éxitos  cuando  se  realizan  n  pruebas  de  Bernoulli  in¬ 
dependientes. 


¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  la  suma  de  los  números  obtenidos  al  tirar  dos  dados? 


So  i  ación:  Sea  X  la  variable  aleatoria  igual  a  la  suma  de  los  números  obtenidos  al  tirar  dos  dados. 
En  el  Ejemplo  12  de  la  Sección  5.2  enumeramos  ios  valores  de  X  para  los  36  posibles  resultados 
del  experimento.  La  imagen  de  X  es  1 2,  3,4.  5.  6,  7,  8,  9,  10,  1 L  12}.  Según  el  Ejemplo  12  de  la 
Sección  5.2,  se  tiene  que 

p{X  =  2)=p(X^  12)  =  1/36, 
p(X  =  3)  =  p(X  =  11)  =  2/36  =  1/18, 
p(X  -  4)  =  p(X  =  10)  =  3/36  =  1/12, 
p(X  -  5)  -  p(X  -  9)  -  4/36  =  1/9, 
p(X  -  6)  -  píX  =  8)  =  5/36, 
p(X  =  7)  =  6/36  =1/6, 

Sustituyendo  estos  valores  en  la  fórmula,  obtenemos 


|  l  i  l  5  1  5  ,  i  l 

¿XX)- 2  -—  +  3  —  +  4—  +  5  — +  6 - +  7— +  8 - 1-9 — 1-10  — 

36  18  12  9  36  6  36  9  12 

+  11  -2-  +  i2.3-  =  7. 

18  36 


El  número  de  éxitos  esperado  cuando  se  realizan  n  pruebas  de  Bernoulli  independientes  es  np, 
donde  p  es  la  probabilidad  de  éxito  en  cada  prueba. 


D  e  m  o  stra  ci  ó  n :  Sea  X  I  a  v  a  fiable  aleatoria  igual  al  n  ú  m  e  ro  d  e  é  x  i  to  s  en  n  p  rué  bas  ,  Según  el  Te  o- 
rema  2  de  la  Sección  5.2,  se  tiene  que  p{X  =  k)  —  Cin.  k)pkqn  k.  Por  tanto. 


EiX)=fkp(X  =  k) 

i=i 

k  =  \ 
n 

-  ^nC{n-lk-\)pt-qn-k 

JM 

-  np^C(n  -  1,  k-  1  )pk~yqn^k 

k  =  l 


según  el  Teorema  I 


según  el  Teorema  2  de  la  Sección  5.2 

setún  el  Problema  21  de  la  Sección  4.4 
" 

su  cando  un  factor  común  np  de  cada  término 


=  np^¿C(n-l  j)p'qn  1  J 

j= o 

=  np(p  +  q)"~' 

—  np. 


desplazando  d  índice  de  suma  de  la  forma  y  =  k  -  1 

según  el  Teorema  del  Binomio 
porque  p  +  q  =  1 


Esto  completa  la  demostración  porque  muestra  que  el  número  de  éxitos  esperado  en  n  pruebas  de 
Bernoulli  independientes  es  np. 


_ 
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UNEALIDAD  DEL  VALOR  ESPERADO 


El  Teorema  3  nos  dice  que  et  valor  esperado  es  lineal.  Por  ejemplo,  el  valor  esperado  de  la  suma 
de  variables  aleatorias  es  la  suma  de  sus  valores  esperados.  Veremos  que  esta  propiedad  es 
muy  útil. 


TEOREM  A  3 


Si  X.,i=  1,2 . n.  donde  n  es  un  entero  positivo,  son  variables  aleatorias  sobre  el  espacio 

muestral  S  y  si  a  y  b  son  números  reales,  entonces 

(0  E(X\  +x2+  ...  +  XJ  =  E[X{)  +  E(X2)  +  ...  +E(Xn) 

(¿i)  E(aX  +  b)  =  aE(X)  +  b. 


Demostración:  Para  a  =  2,  el  primer  resultado  se  deduce  directamente  de  la  definición  de  valor 
esperado,  ya  que 

£(A',  +A'2)=XpO)(XiO)+.V2(.v)) 

=  X  s )  <  j) + 2  M s ) %2  o  i 

=  E{Xi)  +  E(X1). 

El  caso  de  n  variables  se  demuestra  fácilmente  utilizando  el  principio  de  inducción  a  partir  del 
caso  de  dos  variables.  Finalmente,  observemos  que  E(aX  +  b)  =  V  ^(¿XíiXís)  +  b \  = 
n’LtfSp{s)X(s)  +  hJl¡eSp( jf)  -  aE(X)  +  b.  ya  que  X  sp(s)  -  1. 

Los  Ejemplos  4  y  ó  muestran  cómo  se  utiliza  el  Teorema  3. 


EJEMPLO  4  Utiliza  el  Teorema  3  para  calcular  el  valor  esperado  de  la  suma  obtenida  al  tirar  dos  dados.  ( Hi¬ 
cimos  esto  mismo  en  el  Ejemplo  3  sin  utilizar  este  teorema). 

Solución:  Sean  X,  y  X.  las  variables  aleatorias  definidas  por  AjCO.y’))  =  i  y  Y, (ti.  j ))  =  j,  es  decir. 
A,  es  el  número  que  sale  en  el  primer  dado  y  X,  es  el  número  que  sale  en  el  segundo  dado.  Es  la 
cil  ver  que  E(l Vt)  =  E(X2)  =  7/2,  ya  que  ambos  son  iguales  a  ( I  +  2  +  3  +  4  + 5  +  (V)/6  =  21/6  =  7/2. 
La  suma  de  los  dos  números  que  aparecen  al  tirar  los  dados  es  .Y,  +  A\.  Según  el  Teorema  3.  el  va¬ 
lor  esperado  de  la  suma  es  E(Aj  +  A’,)  =  EíX.)  +  E(Xj  =  7/2  +  7/2  =  7. 

EJEMPLO  ?  En  la  demostración  del  1  corcma  2  calculamos  de  manera  directa  el  valor  esperado  del  número  de 
éxilos  cuando  se  realizan  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes,  siendo  ¡>  la  probabilidad  de  éxi¬ 
to  en  cada  prueba.  Muestra  cómo  se  puede  realizar  este  cálculo  utilizando  el  Teorema  3, 


Solución :  Sea  Aj  la  variable  aleatoria  definida  por  X.((f,,  t . .  tj)  =  I  si  t  es  un  éxito  y  X  {(/ , 

E . >„))  =  o  si  /.  es  ur  fracaso.  El  valor  esperado  de  X  es  É(X¡  )=  1  -  p  +  0  - 1 1  -p)-p  para  i  -  I , 

2 . n.  Sea  X  =  X,  +  X2  +  ...  +  Atj.  es  decir,  X  es  el  número  de  éxitos  en  las  n  pruebas  de  Ber- 

noulli.  F.1  Teorema  3  aplicado  a  la  suma  de  n  variables  aleatorias  nos  dice  que  £(X)  =  £(X.)  + 
£(X:)  +  . ..  +  £(Xn)  =  np.  .4 


Podemos  aprovechar  la  linealidad  del  valor  esperado  para  determinar  la  solución  de  proble¬ 
mas  aparentemente  complicados.  El  paso  clave  es  expresar  la  variable  aleatoria  cuyo  valor  espe¬ 
rado  se  quiere  calcular  en  términos  de  una  suma  de  variables  aleatorias  cuyos  valores  esperados 
son  lucilos  de  determinar.  Los  Ejemplos  6  y  7  ilustran  esta  técnica. 

EJEMPLO  6  V  alor  esperado  en  el  problema  del  guardarropa  Un  nuevo  empleado  recoge  los  sombreros  de 
n  clientes  en  un  restallante,  olvidando  identificar  los  sombreros  con  el  número  del  resguardo  de 
cada  cliente.  Cuando  los  clientes  vuelven  a  recoger  sus  sombreros,  el  empleado  se  los  devuelve  es- 
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cogiendo  cada  sombrero  ai  azar  de  entre  los  que  quedan.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  los  som¬ 
breros  que  devuelve  correctamente? 

Solución:  Sea  X  la  variable  aleatoria  igual  al  número  de  personas  a  las  que  les  devuelven  el  som¬ 
brero  correcto.  Sea  X.  la  variable  aleatoria  definida  por  X.  -  1  sí  la  persona  /-ésima  recibe  el 
sombrero  correcto  y  X  =  0  en  otro  caso.  Se  tiene  que 

X  =  X,+X7  +  ...+X,. 

1  2  f? 

Corno  es  igualmente  probable  que  el  empleado  devuelva  uno  cualquiera  fie  los  sombreros  a  la  per¬ 
sona  /-ésima,  se  tiene  que  la  probabilidad  Je  que  esta  persona  reciba  el  sombrero  correcto  es  1  ¡n. 
Por  tanto,  según  el  Teorema  1.  para  todo  i  se  tiene  que 

E(X)  =  I  ■  P(X.  =  l)  +  0  ■  P(Xi  =  0)  =  1  -  1  in  +  0  =  l/n. 

Por  la  linealidad  del  valor  esperado  (Teorema  3),  concluimos  que 

E(X)  =  £(X, )  +  E(X2)  +  - .  -  +  E(Xn)  =  n  •  1/ií  =  1 . 

Por  tanto,  e!  número  medio  de  personas  que  reciben  el  sombrero  correcto  es  exactamente  1.  Ob¬ 
sérvese  que  esta  respuesta  es  independiente  del  número  de  personas  que  dejaron  su  sombrero  en  el 
guardarropa.  (Daremos  una  fórmula  explícita  para  la  probabilidad  de  que  ninguno  reciba  su  som¬ 
brero  en  la  Sección  6.5).  4 


EJEMPLO  7  Valor  esperado  de  transposiciones  en  una  permutación  El  par  ordenado  (ij)  se  llama  una 
transposición  en  una  permutación  de  los  n  primeros  enteros  positivos  sí  /  <  j,  pero  /  precede  a  i  cu 
la  permutación*  Por  ejemplo,  hay  seis  transposiciones  en  la  permutación  3,5,  1, 4,  2:  estas  trans¬ 
posiciones  son 

(1, 3),  (L  5),  (2,  3),  (2,  4),  (2,  5),  (4,  5). 

Para  determinar  el  número  esperado  de  transposiciones  en  una  permutación  aleatoria  de  los  n  pri¬ 
meros  culeros  positivos,  consideramos  la  variable  aleatoria  /,  ,  definida  sobre  el  conjunto  de  per¬ 
mutaciones  de  los  n  primeros  enteros  positivos  de  la  siguiente  forma:  /.  .  -  1  si  (/,./')  es  una  trans¬ 
posición  en  la  permutación  y,  en  caso  contrario,  /  -  (J.  Si  X  es  la  variable  aleatoria  definida  como 
el  número  de  transposiciones  en  la  permutación,  se  tiene  que 

X=  I  I,.¡- 

\<¡<;<n 


Obsérvese  que,  en  una  permutación  aleatoria,  es  igualmente  probable  que  /  preceda  a  j  y  que  j  pre¬ 
ceda  a  ó  (Para  ver  esto,  es  suficiente  darse  cuenta  de  que  hay  igual  número  de  permutaciones  en 
los  dos  casos).  Por  tanto,  para  cualesquiera  i  y  j  tenemos  que 


£(/  f)=l-  />(/  =  1 )  +  0  •  p{l¡  ¡  ~  0)  -  1  •  1/2  +  0 -  1/2. 

Como  hay  {")  pares  (í,  j)  tales  que  I  <  i  <  j  <  ti,  y  como  el  valor  esperado  es  lineal  (Teore¬ 
ma  3),  concluimos  que 


m>=  I  kj  = 


\<i<  j<rt 


n\  1  —  1) 


2  2 


Por  tanto,  en  media  hay  n(n  I  )/4  transposiciones  en  una  permutación  aleatoria  de  los  primeros  n 
enteros  positivos.  4 


COMPLEJIDAD  COMPUTACIONAL  PROMEDIO 


Calcular  ía  complejidad  compu racional  promedio  de  un  algoritmo  se  puede  interpretar  como  cal¬ 
cular  el  valor  esperado  de  una  variable  aleatoria.  Supongamos  que  ei  espacio  muestra]  de  un  ex- 
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EJEMPLO  9 


pcrímeniu  es  el  conjunto  de  posibles  entradas  de  datos  a  J  =1/2,  n (  y  sea  X  la  variable  alea¬ 
toria  que  asigna  a  cada  a  el  número  de  operaciones  realizadas  por  el  algoritmo  cuando  tiene  a  a 
como  dato  de  entrada.  Basados  en  nuestro  conocimiento  del  dato  de  entrada*  asignamos  una  pro¬ 
babilidad  p(a  )  a  cada  posible  a  r  Entonces,  la  compejidad  en  media  de  i  algoritmo  es 

E(X)  =  ¿  piajXia-). 

M 

Éste  es  el  valor  esperado  de  la  variable  A\ 

Determinar  la  complejidad  compumcional  promedio  de  un  algoritmo  es  generalmente  mucho 
más  difícil  que  calcular  su  complejidad  en  el  peor  de  los  casos  y  frecuentemente  se  necesitan  mé¬ 
talos  sofisticados.  Sin  embargo,  hay  algunos  algoritmos  para  los  que  el  análisis  necesario  para  cal¬ 
cular  su  complejidad  promedio  no  es  difícil  En  el  Ejemplo  8  se  determina  la  complejidad  com¬ 
putad  onal  promedio  del  algoritmo  de  búsqueda  lineal  bajo  ciertas  hipótesis  relativas  a  la 
probabilidad  de  que  el  elemento  que  se  busca  sea  un  elemento  de  la  lista. 


Complejidad  promedio  del  algoritmo  de  búsqueda  lineal  Supongamos  que  tenemos  un  ele¬ 
mente  )  x  y  una  lista  de  n  números  reales  distintos.  El  algoritmo  de  búsqueda  lineal  descrito  en  la 
Sección  2.L  busca  x  comparándolo  sucesivamente  con  cada  elemento  de  la  lista,  terminando 
cuando  se  encuentra  el  elemento  v  o  cuando  se  han  examinado  todos  los  elementos  de  ía  lista  y 
se  concluye  que  ,v  no  está  en  la  lista.  ¿Cuál  es  ía  complejidad  computaciona!  promedio  del  al¬ 
goritmo  de  búsqueda  lineal  si  la  probabilidad  de  que  testé  en  la  lista  es  p  y  es  igualmente  pro¬ 
bable  que  x  sea  uno  cualquiera  de  los  elementos  de  la  lista?  (Hay  //  +  I  posibles  datos  de  entra¬ 
da:  tos  /i  números  de  la  lista  y  un  número  que  no  esté  en  la  lista,  que  se  trata  como  un  dato 
individual). 

Solución:  En  ti  Ejemplo  4  de  la  Sección  2,3  demostramos  que  se  realizan  2/  +  I  comparaciones  si 
v  es  el  elemento  /-éstmo  de  la  lista,  y  en  el  Ejemplo  2  de  la  Sección  2.3.  que  se  realizan  2/i  +  2 
comparaciones  sí  v  no  está  en  la  lista.  La  probabilidad  de  que  v  sea  igual  a  n  ,  el  í-ésimo  elemen¬ 
to  de  la  lista,  es  pin  y  la  probabilidad  de  que  v  no  esté  en  la  lisia  es  i¡  =  I  -  p.  Por  tatito,  la  com¬ 
plejidad  promedio  del  algoritmo  de  búsqueda  lineal  es 

I  =  3  pin  +  5  pfn  +  .,,  +  (2n  +  \)pi  n  +  (2/i  +  2)y 

-  —  (3  +  5  + . . .  +  (2n  +  D)  +  (2;?  +  2  }i¡ 
n 

-  —  Un  Mr  -  +  -h  2 ></ 
n 

-  pin  +  2)  +  (2u  +  2)í/. 


(La  tercera  igualdad  se  sigue  del  Ejemplo  21  de  la  Sección  3.2).  Por  ejemplo,  cuando  se  puede 
garantizar  que  v  está  en  la  lista,  se  tiene  que  p  ~  l  (por  tanto,  la  probabilidad  de  que  i  =  a  es  1  fn 
para  cada  / )  y  (/  =  0.  Por  lanío,  E '  =  n  +  2,  como  se  demostró  en  el  Ejemplo  4  de  la  Sección  2,3. 

Cuando  p ,  la  probabilidad  dt¡  l¡ ue  a  esté  en  la  lista,  es  1/2,  se  tiene  que  q  =  I  —  p  =  1/2  y.  por 
tanto,  E  -  (n  +  2)/2  -f  n  +  I  -  ( 3/í  íf  4)/2.  De  manera  similar,  si  la  probabilidad  de  que  v  este  en  la 
lista  es  3/4.  tenemos  que  p  =  3/4  y  q  =  1/4,  de  donde  E  =  3{zi  4-  2)/4  +  (n  +  I  )/2  =  (5//  +  8  )/4. 

Finalmente,  cuando  se  sabe  que  ,v  no  está  en  la  lista,  tenemos  que  p  -  0  y  ¿7=1  Por  tanto, 
E  =  2n  +  2,  como  era  de  esperar,  ya  que  tenemos  que  recorrer  toda  la  lista.  ◄ 


El  Ejemplo  9  muestra  cómo  la  lineal  idad  de  los  valores  esperados  puede  resultar  útil  para  cal¬ 
cular  la  complejidad  promedio  de  un  algoritmo  de  ordenación,  la  ordenación  por  inserción. 

('i mi plej idad  promedio  de  la  ordenación  por  inserción  ¿Cuál  es  el  número  promedio  de 
comparaciones  que  realizad  algoritmo  de  ordenación  por  inserción  para  ordenar  n  elementos  dis¬ 
tintos? 
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EJEMPLO  tO 


Eoilactü 


Solución:  En  primer  lugar,  supongamos  que  X  es  la  variable  aleatoria  igual  al  número  de  com¬ 
paraciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  inserción  (descrito  en  la  Sección  2.1)  para  ordenar  una 
lista  a  ar  . . .,  a  de  n  elementos  distintos.  Entonces,  E{ X)  es  el  número  medio  de  comparaciones. 
(Recuérdese  que  en  la  etapa  /'-ésima,  para  i  -  2,  ....  ru  el  algoritmo  de  ordenación  por  inserción  co¬ 
loca  el  j-és itrio  elemento  de  la  lista  original  en  la  posición  corréela  de  Ja  lista  ordenada  formada  por 
los  primeros  i  -  !  elementos  de  la  lista  original). 

Sea  X.  la  variable  aleatoria  igual  al  numero  de  comparaciones  realizadas  para  insertar  a¡  en  la 
posición  correcta  después  de  que  los  primeros  i  -  1  elementos  üv  av  ....  a  hayan  sido  ordena¬ 
dos.  Como 

X  ”  X,  +  X  +  ...+*  , 

podemos  utilizar  la  ünealidad  de  los  valores  esperados  para  concluir  que 
E(X)  -  E{X2  +  X3  +  . . .  +  X")  =  FAX,)  +■  EíX  j  +  .. .  +  £(X„). 

Para  calcular  E(X )  para  /  -  2,  3,  < ...  n\  sea pÁk)  la  probabilidad  de  que  el  mayor  de  los  pri¬ 
meros /elementos  de  la  lista  esté  en  la  posición  &-ésimu,  es  decir,  que  max(tf1T  a:)  ~  a,«  don¬ 

de  1  <  k  <  /.  Como  los  elementos  de  la  lisia  están  aleatoriamente  distribuidos,  es  igualmente  pro¬ 
bable  que  el  mayor  de  los  primeros  /  elementos  de  ía  lista  esté  en  cualquier  posición  y,  por  tanto, 
p  (A)  =  I//.  Si  X.(k)  es  igual  al  numero  de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  si  el  elemen¬ 
to  a.  se  inserta  en  la  posición  A-csima  después  de  haber  ordenado  ar  ar  at  p  se  tiene  que 
Xik)  -  A.  Como  es  posible  que  a.  se  inserte  en  cualquiera  de  las  i  primeras  posiciones,  se  tiene  que 


ÍW-  !«»)•*,«)- irt-r  tí-MSP 

■'  '  C-I  1  2 


k-\ 


k- } ' 


i  + 1 
2 


Por  tanto. 


m «  ¿«4y 4  **-4{1 + 2>  = 

Í  .1  2  2,,,  2  2  2  4 


Para  obtener  la  tercera  de  fas  igualdades  hemos  desplazado  el  índice  del  su m atorio,  haciendo 
j  —  i  +  I .  En  la  cuarta  igualdad  hemos  utilizado  la  fórmula  (A  =  m(m  +  I  )/2  (Tabla  1  de  la  Sec¬ 
ción  3.2)  con  m  =  //  +  I .  restando  los  lerna  nos  correspondientes  a  j  =  1  y  y  =  2  que  no  aparecen. 
Por  tanto,  concluimos  que  el  numero  medio  de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  in¬ 
serción  para  ordenar  n  elementos  es  (n2  +  3/7  -  4)/4,  que  es  0(h2).  ^ 


LA  DISTRIBUCIÓN  GEOMÉTRICA 


Consideremos  el  problema  del  Ejemplo  10. 


Supongamos  que  la  probabilidad  de  que  salga  cruz  al  tirar  una  moneda  al  aire  es p.  La  moneda  se 
tira  al  aire  sucesivamente  hasta  que  sale  cara.  ¿Cuál  es  el  númercj  esperado  de  veces  que  hay  que 
tirar  la  moneda  al  aire  para  que  salga  cruz  una  vez? 


Solución:  Observemos  en  primer  lugar  que  el  espacio  muestra!  está  formado  por  todas  las  se¬ 
cuencias  que  empiezan  con  cualquier  número  de  caras,  denotadas  por  c,  seguidas  de  una  cruz,  de¬ 
notada  pora.  Por  tanto,  el  espacio  maestral  es  el  conjunto  {.v,  c.v,  rr.v,  cccx\  cccc.w  . ..  ¡  y  se  trata  de 
un  espacio  mués t ral  infinito.  Podemos  determinar  la  probabilidad  de  un  elemento  del  espacio 
muestra I  observando  que  las  tiradas  son  independientes  y  que  la  probabilidad  de  que  salga  cruz  es 
1  -  p.  Por  tanto,  p(c)  -  p,  p(c.x)  =  ( 1  -  /;)/>,  p(ccx)  -  ( i  -p)2p  y,  en  general  la  probabilidad  de  que 
tiremos  la  moneda  al  aire  //  veces  antes  de  que  salga  una  cruz,  es  decir,  de  que  aparezcan  n  1  ca¬ 
ras  seguidas  de  una  cruz,  es  ( ¡  -  pf  1  p.  (En  el  Problema  14  se  pide  comprobar  que  la  sqma  de  es¬ 
tas  probabilidades  para  todos  los  elementas  de!  espacio  muestra!  es  i). 

Sea  X  la  variable  aleatoria  igual  al  número  de  lanzamientos  de  la  moneda  en  el  espació 
muestra!.  Es  decir,  X(x)  =  [,  X(í\v)  -  2*  X  i  era;)  =  3  y  así  sucesivamente.  Obsérvese  que 
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DEFINICIÓN  2 


TEOREM  A  4 


DEFINICION  3 


p(X  =/)  =  (!  -py  %  El  valor  esperado  del  número  de  tiradas  necesarias  para  obtener  cruz  por 
primera  vez  es  E{X). 

Utilizando  e]  Teorema  L  venios  que 


FiX)  =  ¿y  p(X  =  y)=¿./(i-p)J  =  -pY~'  =  p-3r=~- 

M  H  /= i  P  P 

(La  tercera  igualdad  se  sigue  de  la  Tabla  2  de  la  Sección  3.2,  que  nos  dice  que  S  y(l  —  /;)'  '  = 
1/(1  —  ( I  —  p)):  ~  l !p:).  Por  tanto,  el  valor  esperado  del  número  de  veces  que  se  lira  la  moneda  al  aire 
hasta  que  sale  cruz  por  primera  vez  es  l/p.  Obsérvese  que  cuando  la  moneda  está  equilibrada  tene¬ 
mos  que  p  =  1/2  y,  por  tanto,  el  valor  esperado  del  número  de  liradas  es  i/(  1/2)  =  2.  <4 

La  variable  aleatoria  X  igual  al  numero  de  liradas  realizadas  hasta  obtener  cruz  por  primera 
vez  es  un  ejemplo  de  una  variable  aleatoria  con  distribución  geométrica. 


Una  variable  aleatoria  X  sigue  una  distribución  geométrica  con  parámetro  p  si  p(X  -  k)  - 
( !  -  p)k  [p  para  k=  1, 2,  3. ... 


Las  distribuciones  geométricas  aparecen  en  muchas  aplicaciones,  pues  se  utilizan  para  estudiar  el 
tiempo  necesario  hasta  que  ocurre  un  determinado  suceso,  como  el  tiempo  que  debe  transcurrir 
antes  de  que  encontremos  un  objeto  con  cierta  propiedad,  el  numero  de  intentos  necesarios  has¬ 
ta  que  un  experimento  tenga  éxito,  d  número  de  veces  que  se  puede  utilizar  un  producto  baste 
que  falle,  etc. 

Cuando  en  el  Ejemplo  10  calculamos  el  valor  esperado  del  número  de  tiradas  necesarias  para 
que  salga  cara  por  primera  vez,  demostramos  d  siguiente  teorema. 


Si  la  variable  aleatoria  X  sigue  ana  distribución  geométrica  con  parámetro  p.  entonces 
E{X)=  l/p. 


VARIABLES  ALEATORIAS  INDEPENDIENTES 


Ya  hemos  estudiado  la  independencia  de  sucesos.  A  continuación  definimos  qué  significa  que  dos 
variables  aleatorias  sean  independientes. 


Las  variables  aleatorias  X  e  Y  definidas  s  >bre  el  espacio  muestra!  S  son  independientes  si 

p(X(s)  =  rY  e  Y{s)  =  r2)  -  pL\(s)  =  r  }  *  p(  Y(s)  -  r,)t 

es  decir,  si  la  probabilidad  de  que  X(¿)  =  r,  e  >rLv)  =  r,  es  igual  al  producto  de  tas  probabilida¬ 
des  de  que  X(s)  -  r  y  de  que  >T.v>  -  rn  para  cualesquiera  números  reales  /■  y  rv 


¿Son  independientes  las  variables  X  y  X.  del  Ejemplo  4? 

Solución:  Sea  S  =  { 1 T  2,  3, 4.  5,  6|  y  sean  /'  e  S  y  j  e  S.  Como  al  tirar  dos  dados  al  aire  hay  36  po¬ 
sibles  resultados  y  todos  son  igualmente  probables,  tenemos  i\ué 

p(X{  -  i  y  X?  — /)  -  1/36. 


EJEMPLO  U 
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EJEMPLO  12 


TEOREMA  5 


EJEMPLO  13 


Además,  pi X,  =  i )  =  1/6  y  piX2  -  j)  =  1/6,  ya  que  la  probabilidad  de  que  salga  i  en  el  primer  dado 
y  la  probabilidad  de  que  salga  j  en  el  segundo  son  ambas  1/6.  Por  lanío, 

p(X]  =  i  y  X2  =  j)  =  1/36  =  < l/6)(  1/6)  =  p(X{  =  i)p{X2 

de  donde  se  sigue  que  X1  y  X ,  son  independientes. 

Demuestra  que  las  variables  aleatorias  X%  \  X  =  X¡  +  Xr  donde  X,  y  X,  son  las  variables  aleatorias 
definidas  en  el  Ejemplo  4.  no  son  independientes. 

Solución:  Obsérvese  que  p(X]  =  1  y  X,  -  12)  -  0*  ya  que  X}  -  1  significa  que  en  el  primer  dado  ha 
salido  1  y,  por  tanto,  la  suma  de  los  dos  no  puede  ser  12.  Por  oirá  parte,  />(A,  =  1)  =  1/6  y 
p(X  =  12)  =  1/36,  Como  p(X{  =  I  y  X  =  12)  *  p(X{  =  1 )  p(X  =  12).  hemos  encontrado  un  contra- 
ejemplo  que  demuestra  que  las  variables  X]  y  X  no  son  independientes*  < 

El  valor  esperado  del  producto  de  dos  variables  aleatorias  independientes  es  el  producto  de 
sus  valores  esperados,  como  demuestra  el  Teorema  5. 


Si  X  e  Y  son  variables  aleatorias  independientes  sobre  un  espacio  muestra!  5,  entonces  E(XY )  - 
E(X)E(Y\ 


Demostración;  Según  la  definición  de  valor  esperado*  y  como  X  e  Y  son  variables  aleatorias  in¬ 
dependientes*  se  tiene  que 

¿w)= 

s€$ 

=  X  rfi  -p(X{s)  =  rx  y  K( y)  =  r2 ) 

rtf  ,¥£$)*  I? 


X  rir2-/j(X(.0  =  r,)-/^K(  .v)  =  r,) 

f,  *X{$).r2€Y{S) 


/  > 

f  ) 

X  i)p(X(s)  =  ri) 

■  X  r2/>(y(s)  =  r2) 

[qertS)  j 

=  E(X)E[Y). 


Esto  completa  la  demostración. 

Obsérvese  c] uc  cuando  X  e  )'  son  variables  aleatorias  que  no  son  independientes,  no  se  puede 
asegurar  que  /(A  Y )  =  EiX)E(Y).  como  se  muestra  en  el  Ejemplo  13. 

Sean  X  e  Y  variables  aleatorias  que  cuentan  el  número  de  caras  y  el  número  de  cruces  que  apare¬ 
cen  cuando  se  lira  una  moneda  al  aire  dos  veces.  Como  p(X  -  2)  =  E4,  p(X  -  1}  =  1/2  y 
p(X  -  0)  -  1/4,  según  el  Teorema  1 .  tenemos 

h  ( A )  —  2  —  +  l  ■  — r  0  ■ —  =  I . 

4  2  4 

Lln  cálculo  similar  demuestra  que  ti  V)  =  1.  ( )bsérvese  que  A’)’  =  0  cuando  el  resultado  es  bien  dos 
caras  y  ninguna  cruz,  o  bien  dos  cruces  y  ninguna  cara,  y  es  XY  -  !  cuando  el  resultado  es  una  cara 
y  una  cruz..  Por  tanto, 

III  * 

E(XK)=  I  ■-  +  ()  —  = 

1  0  1 
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Enlates 


DEFINICIÓN  4 


TEOREMA  ft 


EJEMPLO  14 


EJEMPLO  15 


Es  decir. 

E(XY)*E(X)E(Yl 

Esto  no  contradice  ei  Teorema  5.  ya  que  X  cY  no  son  independientes,  como  el  lector  debería  com¬ 
probar  (véase  el  Problema  16).  4 


VARIANZA 


El  valor  esperado  de  una  variable  aleatoria  nos  dice  su  valor  medio,  pero  no  dice  nada  sobre  en  qué 
medida  sus  valores  están  o  no  dispersos.  Por  ejemplo,  si  X  e  Y  son  variables  aleatorias  definidas  so¬ 
bre  íos  conjuntos  $  -  f  L  2,  %  4,  5t  6},  con  X(s)  =  0  para  todo  íe  S,  Y($)  =  1  si  s  e  1 1 ,  2,  3 }  e 
K(.v)  =  1  sí  s  e  1 4, 5, 6  J.  entonces  el  valor  esperado  de  X  e  Y  es  cero  en  ambos  casos.  Sin  embargo, 
ki  variable  aleatoria  X  toma  siempre  el  valor  cero,  en  tanto  que  los  valores  de  la  variable  aleatoria 
Y  siempre  difieren  de  0  en  ±  1 .  La  varianza  de  una  variable  aleatoria  nos  ayuda  a  caracterizar  la  dis¬ 
persión  de  los  valores  que  toma  la  variable. 


Sea  X  una  variable  aleatoria  sobre  un  espacio  muestra!  5.  La  varianza  de  JÉ,  denotada  por 
km  es 

veS 

La  desviación  típica  de  A\  denotada  por  oiX)T  se  define  como  y  V\AT). 


El  Teorema  6  proporciona  una  expresión  útil  para  calcular  la  varianza  de  una  variable 
aleatoria. 


Si  A"  es  una  variable  aleatoria  sobre  un  espacio  muestra!  S,  entonces  V(X)  =  E(XT)  -  E(X)2. 

■’  r*>  V  v  .  '  « 

Demostración:  Obsérvese  que 
W  =  £(X<5)-£(X))2p(j) 

xeS 

=  I  Xis)2p(s)  -  2E( x )I  X(.v)/>(  .V )  +  E( xy  y  n(s) 

szS  jé5  ,teS 

=  E(X2)-2E(X)E(X)+E(X)2  I 

=  £<X2)-£(X)2. 

Hemos  utilizado  el  hecho  de  que  2-,  p(s)  -  I  en  la  penúltima  igualdad.  ◄ 

¿Cuál  es  la  varianza  de  la  variable  aleatoria  X  con  X(t)  -  1  si  una  prueba  de  Bemoulli  es  un  éxito 
y  X(t)  =  0  si  es  un  fracaso,  donde  p  es  la  probabilidad  de  éxito? 

Solución:  Como  X  toma  sólo  los  valores  0  y  L  se  sigue  que  X:U)  =  X(t ).  Por  tanto, 

V(X )  =  EiX2)  -  E(X)2  =  /)- p 2  =  p( \  - p)  =  pq.  + 

& 

Varianza  del  resultado  obtenido  al  tirar  un  dado1  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  variable  aleatoria 
X,  donde  X  es  el  resultado  obtenido  ai  tirar  un  dado? 
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EJEMPLO  16 


TEOREMA  7 


EJEMPLO  17 


Solución:  Sabemos  que  V(X )  -  E{ X2)  -  E(X)2.  Según  el  Ejemplo  1,  E[X)  =  7/2.  Para  determinar 
E{X2),  obsérvese  que  jf’  toma  los  valores  r. ;  =  1,  2 . 6,  cada  uno  con  probabilidad  1/6.  Por  tanto. 

EíX2)=-(¡:  +  2-+32  4-42+52  +62)  =  — 

6  6 

De  donde  se  sigue  que 


¿Cuál  es  la  varían./, a  de  la  variable  aleatoria  X(w, ./))  ~  2 i.  donde  i  es  el  número  que  aparece  en  el 
primer  dado  y  j  es  el  número  que  aparece  en  el  segundo,  cuando  se  tiran  dos  dados? 

Solución:  Utilizaremos  el  Teorema  6  para  determinar  la  varianza  de  X.  Para  ello,  necesitamos  de¬ 
terminar  los  valores  esperados  de  X  y  de  X2.  Obsérvese  que  como  p(X  ~  k)  =  1/6  para  k  -  2,  4,  6,  8, 
10,  12  y  cero  en  cualquier  otro  caso, 

E(X)  =  (2  +  4  4  6  +  8  4  10  +  12>/6  -  7 

y 

E{X2)  =  (22  4  42  +  62  +  82  4  í O2  4  122)/6  -  1 82/3. 

Por  tanto,  según  el  Teorema  6,  se  tiene  que 

V(X)  =  E(X2)  -  E{Xf  =  1 82/3  -49  =  35/3.  ^ 

Otro  resultado  útil  sobre  la  varianza  es  que  la  varianza  de  la  suma  de  dos  variables  aleatorias 
independientes  es  la  suma  de  sus  varianzas.  Este  resultado  se  utiliza,  por  ejemplo,  para  calcular  la 
varianza  del  número  de  éxitos  en  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes. 


Si  X  e  Y  son  dos  variables  aleatorias  independientes  sobre  un  espacio  muestra!  S.  entonces 
V(X  4  Y)  =  V(X)  4  V(Y).  Además,  sí.  Xr  i  -  E  2,  n.  donde  n  es  un  entero  positivo,  son  va¬ 
riables  aleatorias  sobre  S  independientes  dos  a  dos,  entonces  V(Xl  +  X2  4  ... .  4  X  )  =  ViX, )  4 
V(X2)  4  ...  4  Vfxj. 


Demostración:  Según  el  Teorema  6.  tenemos  que 
V(X  4  Y)  =  E((X  4  Y)2}  -  E(X  4  Y)2. 

Por  tanto, 


V(X  4  Y)  =  E(X2  4  2 XY  4  Y1)  (E{X )  4  EiY))2 

=  E(X2)  4  2 E(XY)  4  E(  Y-)  -  E(X )2  -  2 E(X)E(Y )  -  EiY  f. 

Corno  X  e  Y  son  independientes,  el  Teorema  5  asegura  que  E{XY)  -  E(X)E(Y ).  de  donde 

V(X  4  Y )  =  (E(X2)  -  E(X )2)  4  (EiY2)  -  E(If)  =  V'(X)  4  V(Y). 


El  caso  con  n  variables  aleatorias  independientes  dos  a  dos  se  puede  demostrar  utilizando  el 
principio  de  inducción;  la  demostración  queda  para  el  lector. 


Determina  in  varianza  y  la  desviación  típica  de  la  variable  aleatoria  X  cuyo  valor  cuando  se  tiran 
dos  dados  es  X((/j  »  -  /  4  jf  siendo  i  el  número  que  sale  en  el  primer  dado  y  j  el  número  que  sale 
en  el  segundo  dado. 

Solución:  Sean  Xí  y  X,  las  variables  aleatorias  definidas  por  X  ((iyj))  -  i  y  XJ(t\j})  =  /.  donde 
(E  j )  es  el  resultado  obtenido  al  tirar  dos  dados.  Entonces,  X  -  X{  4  X7  y,  además,  X{  y  X  r  son  in- 
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dependientes,  como  se  mostró  en  el  Ejemplo  I  i .  Según  el  Teorema  7,  se  tiene  que  VQC)  -  V(X  )  + 
\  (X2y  Un  sencillo  cálculo  similar  al  dd  Ejemplo  \(\  junto  con  el  Problema  27  de  los  Problemas 
complementarios  al  final  del  capítulo,  nos  dice  que  V(X ,)  -  V(Xj  -  35/12.  Por  tanto* 
V[X)  =  35/12  +  35/12  =  35/6  y  cr{X)  =  V35/6.  . M 

A  continuación  determinaremos  la  varianza  de  la  variable  aleatoria  que  cuenta  el  número  de 
éxitos  en  ti  pruebas  de  Bemoulli  independientes. 

EJEMPLO  18  ¿Cuál  es  la  varianza  dd  número  de  éxitos  cuando  se  realizan  n  pruebas  de  Bemoulli  indepen¬ 
dientes  si  p  es  la  probabilidad  de  éxito  en  cada  prueba? 

Solución:  Sea  X  la  variable  aleatoria  con  X((/r  t T,  ....  IJ)  -  1  si  t.  es  un  éxito  y  X(í/(.  tv 
tj)  =  0  sí  i  es  un  fracaso.  Si  consideramos  X  =  X1  +  X ,  +  ...  +  X( .  entonces X  cuenta  el  número  de 
éxitos  en  n  pruebas.  Según  el  Teorema  7,  se  tiene  que  l  (X )  =  V{Xx)  +  V(X2)  +  ...  +  V(Xj,  Según 
el  Ejemplo  14.  sabemos  que  V  (X  )  =  pq  para  i  -  1,2 . n  y,  por  tanto,  V(X)  -  npq.  4 


DESIGUALDAD  DE  CHEBYSHEV 


¿Qué  probabilidad  hay  de  que  una  variable  aleatoria  tome  valores  alejados  de  su  valor  esperado? 
El  siguiente  teorema,  conocido  como  desigualdad  de  Chebyshev.  nos  ayuda  a  responder  a  esta 
cuestión  dando  una  cota  superior  de  la  probabilidad  de  que  una  variable  aleatoria  difiera  de  su  va¬ 
lor  esperado  más  de  una  cierta  cantidad. 


TEOREMA  S 


DESIGUALDAD  DE  CHEBYSHEV  Sea X  una  variable  aleatoria  sobre  un  espacio  mues¬ 
tra!  S  con  una  función  de  probabilidad p.  Si  res  un  número  real  positivo,  entonces 

pí\X(s)-E(X)\>r)<V{X)fr2. 


Demostración:  Sea  A  el  suceso 
4  =  |se  S j  |X(í)-¿'(X)|>  r). 

Lo  que  queremos  demostrar  es  que  p(A)  <  l(A  )/r.  Obsérvese  que 

m)=X(AXv)-£m)Vbv> 

$£$ 

=  V(,Y (s)-EíX))2písH  K-Y(.v)  £{X)fp(s). 


Enlaces 


PAFNUTY  1A  OV1CH  CHEBYSHEV  (1X21-1X94)  Chebyshev  nació  mi  una  familia  de  la  aristocracia  de  Okatovo,  Ru¬ 
sia.  Su  padre  era  un  oficial  retirado  del  ejército  que  luchó  contra  Napoleón  En  1832.  la  familia,  que  tenía  nueve  hijos,  se 
trasladó  a  Moscú,  donde  Pafnuiv  completó  su  educación  secundaria  en  propio  domicilio.  Posieriürmeníe.  ingresó  en  el 
I  Apartamento  de  Física  y  Matemáticas  de  la  Universidad  de  Moscú,  Como  estudiante,  desarrolló  un  nuevo  método  para 
aproximar  tas  rafees  de  ecuaciones.  Se  graduó  en  matemáticas  en  la  Universidad  de  Moscú  en  el  año  1841  y  continuó  sus 
estudios,  aprobando  su  examen  de  grado  en  1 843  y  completando  su  tesis  de  grado  en  1846. 


Chebyshev  fue  nombrado  en  1847  profesor  ayudante  en  Ja  Universidad  de  San  Peiers  hurgo  Escribió  y  defendió  su 
tesis  doctoral  en  1847,  Se  convirtió  en  profesor  en  San  Pclersburgo  en  !860T  puesto  en  el  que  continuó  hasta  1882,  Su  li¬ 
bro  sobre  ia  teoría  de  congruencias,  escrito  en  184  Ó,  fue  muy  influyente  en  el  desarrollo  de  la  teoría  de  números.  Su  trabajo 
sobre  Ja  distribución  de  los  números  primos  fue  pionero.  Demostró  la  conjetura  de  Berfrand  de  que  para  lodo  entero  ti  >  3 
existe  im  número  pruno  entre  n  y  2n  2.  Chebyshev  colaboró  en  el  desarrollo  de  ideas  que  fueron  útiles  posteriormente 
para  demostrar  el  Teorema  de  los  Números  Primos.  El  trabajo  de  Chebyshev  sobre  aproximación  de  funciones  un ! izando 
polinomios  es  ampliamente  utilizado  cuando  se  calculan  valores  aproximadas  de  funciones  en  un  ordenador,  (  hcbyshev 
también  se  interesó  por  la  mecánica.  Estudié  la  conversión  del  movimiento  circular  en  rectilíneo  mediante  mecanismos,  f.l 
mecanismo  de  movimiento  paralelo  de  Chehyshcv  está  I orinado  por  un  sistema  de  tres  barras  engranadas  que  convierten 
el  movimiento  rectilíneo  de  uno  de  sus  extremos  en  un  movimiento  aproximadamente  circular  del  otro 
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La  segunda  suma  de  esta  expresión  es  no  negativa*  ya  que  cada  uno  de  sus  sumandos  es  no  ne¬ 
gativo.  Además*  como  para  cada  demento  s  de  A  se  verifica  que  (ATv)  -  ¿(A))2  >  r 2.  la  primera 
suma  de  esta  expresión  es  al  menos  T^/Zp{s).  Por  tanto*  V(x)  >  ^fzAr2p(s)  =  r2p(A).  Esto  es  lo  que 


q  i  ic  rí am  os  de  mostrar. 


EJEMPLO  19  Desviación  respecto  a  la  media  al  contar  cruces  Supongamos  que  X  es  la  variable  aleatoria 


que  cuenta  el  numero  de  cruces  obtenidas  cuando  se  tira  una  moneda  n  veces*  Obsérvese  que  X  es 
el  número  de  éxitos  cuando  se  realizan  n  pruebas  de  Bemuulli  independientes,  cada  una  con  pro¬ 
babilidad  de  éxito  p  -  1/2*  Por  tanto,  EiX  j  =  nj 2  (según  el  Teorema  2)  y  V(X )  -  nf 4  (según  el 
Ejemplo  18).  Aplicando  la  desigualdad  de  Chebyshev  con  r  =  Vm  se  sigue  que 

p(  | X(s)  -  ni 2 1  >  xn)  <  (*/4)/(Vñ)7  -  1/4. 

Por  tanto,  la  probabilidad  de  que  el  número  de  cruces  obtenidas  al  tirar  una  moneda  n  veces  se  des¬ 
víe  de  Ja  media  más  que  ^¡ñ  es  menor  o  igual  que  1/4. 

Aunque  la  desigualdad  de  Chebyshev  es  aplicable  a  cualquier  variable  aleatoria,  a  veces  no 
proporciona  una  estimación  útil  de  la  probabilidad  de  que  el  valor  de  la  variable  difiera  notable¬ 
mente  de  su  valor  esperado.  El  siguiente  ejemplo  muestra  uno  de  estos  casos. 


EJEMPLO  20  Sea  X  la  variable  aleatoria  cuyo  valor  es  el  número  obtenido  ai  tirar  un  dado  equilibrado*  Se  tiene 


que  E(X)  =  7/2  (véase  el  Ejemplo  1)  y  V(X)  =  35/12  (véase  el  Ejemplo  15).  Como  los  únicos  re¬ 
sultados  posibles  son  L  2,  3,  4,  5  y  ó,  X  no  puede  tomar  un  valor  que  difiera  en  más  de  5/2  de  su 
valor  esperado,  EiX)  -  7/2.  Por  tanto,  p( |  A  -  7/2  [  >  r )  =  0  si  r  >  5/2*  Según  la  desigualdad  de 
Chebyshev,  sabernos  que  p{  \X  -  7/2 1  >  r)  <  {35/12 j/r2.  Por  ejemplo,  cuando  r  -  3,  la  desigualdad 
de  Chebyshev  nos  dice  que  p(  |X  -  7/2 1  >  3)  <  (35/12)/9  =  35/108,  lo  que  resulta  una  estimación 
pobre,  pues  p(  \  X  -  7/2 1  >  3)  -  0.  < 


Problemas 


3.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  numero  de  veces  que  sale 
un  seis  cuando  se  tira  un  dado  diez  veces? 


2.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  caras  obtenidas 
cuando  se  tanza  una  moneda  al  aire  diez  veces? 


L  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  tic  caras  obtenidas 
cuando  se  lanza  una  moneda  al  aire  cinco  veces? 


7.  El  examen  final  de  un  curso  de  matemática  discreta  con¬ 
tiene  50  preguntas  con  respuesta  verdadero/ falso,  cada 
una  de  las  cuales  vale  dos  puntos,  y  25  preguntas  con  res¬ 
puestas  múltiples,  cada  una  de  las  cuales  vale  4  puntos* 
La  probabilidad  de  que  Paula  conteste  una  pregunta  ver¬ 
dadero/falso  correctamente  es  0.9  y  la  probabilidad  de 
que  conteste  una  pregunta  con  respuesta  múltiple  correc¬ 
tamente  es  0,8*  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  su  califica¬ 
ción  final? 


4.  I  na  moneda  está  trucada,  de  forma  que  3a  probabilidad 
de  que  salga  cara  al  lanzarla  es  0,6.  ¿Cuál  es  el  valor  es¬ 
perado  del  número  de  caras  cuando  se  lanza  ía  moneda  al 
aire  diez  veces? 


5.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  para  la  suma  obtenida  a!  tirar 
dos  dados  si  ius  dos  están  trucados,  de  forma  que  el  3 
sale  en  ambos  con  una  probabilidad  del  doble  que  la  de 
ios  otros  resultados? 


**.  Supongamos  que  la  probabilidad  de  que  r  esté  en  una  lis¬ 
ta  de  n  enteros  distintos  es  2/3  y  que  es  igualmente  pro¬ 
bable  que  á  sea  un  elemento  cualquiera  de  la  lista.  De¬ 
termina  el  número  medio  de  comparaciones  que  realiza  el 
algoritmo  de  búsqueda  lineal  para  buscar  a  y  decidir  si 
está  o  no  en  la  lisia* 


6.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  la  ganancia  cuando  se  com¬ 
pra  un  billete  de  lotería  de  I  euro  si  el  premio  es  de  10 
millones  de  euros  cuando  el  billete  contiene  los  seis  nú¬ 
meros  ganadores  escogidos  al  azar  del  conjunto  (  I  *  2,  3. 

...  50 ¡  y  nada  en  caso  contrario? 


1(1.  Supongamos  que  se  tira  una  moneda  al  aire  basta  que 
bien  sale  cruz  dos  veces  seguidas  o  bien  hemos  Ucgactoa 
la  sexta  lirada.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de 
veces  que  tiramos  la  moneda  al  aire? 
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1 1*  Supongamos  que  tiramos  un  dado  hasta  que  bien  sale 
un  6  o  bien  lo  hemos  Orado  diez  veces.  ¿Cual  es  el  valor 
esperado  de!  número  de  veces  que  i  iranios  d  dado? 

12,  Supongamos  que  tiramos  un  dado  hasta  que  sale  un  6. 

íit  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  tiremos  el  dado  n 
veces? 

bí  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  veces  que 
tiramos  el  dado? 

13.  Supongamos  que  tiramos  dos  dados  hasta  que  la  suma 
vale  siete.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  ve¬ 
ces  que  tiramos  los  dados? 

14*  Demuestra  que  la  suma  de  las  probabilidades  de  una  va¬ 
riable  aleatoria  con  distribución  geométrica  de  parámetro 
pt  donde  U  <  p  <  1 .  es  igual  a  1 . 

15*  Demuestra  que  si  una  variable  aleatoria  .Y  sigue  una  dis¬ 
tribución  geométrica  de  parámetro  />  y  j  es  un  entero  po 
s  i  t  i  v  o ,  e  n  ton  ces  p(X  >  j )  =  ( 1  -p  y  1 , 

16,  Sean  A  e  Y  las  variables  aleatorias  que  cuentan  id  núme¬ 
ro  de  caras  y  el  número  de  cruces  obtenidas  cuando  se  ti¬ 
ran  dos  monedas  al  aire  Demuestra  que  X  e  )  no  son  in¬ 
dependientes, 

17.  Estima  el  valor  esperado  del  numero  de  enteros  con 
LODO  dígitos  que  es  preciso  seleccionar  aleatoriamente 
para  encontrar  un  número  primo  si  la  probabilidad  de 
que  un  número  con  1.000  dígitos  sea  primo  es  aproxi¬ 
madamente  1/2,302. 

ifí.  Supongamos  que  Y  e  Y  son  variables  aleatorias  que  tornan 
valores  no  negativos  para  todos  los  elementos  del  espacio 
muestral  5.  Sea  Z  Ja  variable  aleatoria  definida  por  7\s) 
inaxs  A'(.v).  \(sY)  pitra  todos  los  elementos  x  e  S>  Demuestra 
que  F(Z)<EiX)+Ein 

19.  Supongamos  que  tiramos  dos  dados  y  definimos  la  va¬ 
riable  aleatoria  A'  como  el  número  que  aparece  en  el  pn 
me r  dado  y  la  variable  Y  como  Ea  suma  de  los  números 
obtenidos  en  los  dos  dados.  Demuestra  que 
EiXY)*E(X)EiY). 

-d.  Sea  A  un  suceso,  l  a  Junción  IA,  que  loma  el  valor  \  si 
sucede  A  y  el  valor  0  en  caso  contrario,  se  llama  varia¬ 
ble  aleatoria  indiattriz  de  A,  Demuestra  que  el  valor 
esperado  de  la  variable  aleatoria  indicalriz  de  .  I  es  igual 
a  Ea  probabilidad  de  A.  es  decir,  F( / 1 )  =  p[A). 

21,  Una  radia  es  una  secuencia  maximal  de  éxitos  conseeu- 
üvos  en  una  sucesión  de  experimentos  de  Bemoulií.  Po: 
ejemplo,  si  los  resultados  de  las  pruebas  son  ti.  F,  f:\  f*\ 

E-  E,  f\  F,  F.  donde  ¡i  representa  éxito  y  F  fracaso,  has 
tres  rachas,  formadas,  respectiva  mente,  por  tres  éxitos, 
dos  éxitos  y  un  éxito.  Se  considera  la  variable  aleatoria  R 
que  cuenta  el  número  de  rachas  en  una  secuencia  de  n 
pruebas  de  Bemoulli  independientes.  Determina  F.(R). 
\Indkadtm:  Demuestra  que  R  =  Z1;  ( / .  donde  /  -  1  si 


hay  una  secuencia  de  éxitos  que  comienza  en  la  prueba 
de  Bemoulli  pésima  e  /  -  0  en  caso  contrario.  Calcula 
£(/, )  y  después  calcula  £(/  l  para  I  <j <  n], 

A(x )  una  variable  aleatoria  que  loma  valores  enteros 
no  negativos  para  todo  x  e  $  y  sea  At  el  suceso  X(s)  >  k. 
Demuestra  que  E(X)  =  , p{Ak)> 

IX  ¿C  úál  es  la  vanan za  del  número  de  caras  obtenidas  cuan¬ 
do  se  tira  una  moneda  al  aire  10  veces? 

24.  ¿Cuál  es  la  varianza  del  número  de  veces  que  se  obtiene 
un  6  cuando  se  lira  un  dado  10  veces? 

25.  Sea  A  la  variable  aleatoria  que  cuenta  la  diferencia  entre 
el  miniero  de  caras  y  el  número  de  cruces  cuando  se  tiran 
al  aire  n  monedas. 

a  i  ¿C  *u  ales  el  v  a  I  or  espe  ra  d  o  t  le  XI 
h  I  ¿Cuál  es  la  varianza  de  X  ? 

26.  Busca  un  ejemplo  que  demuestre  que  si  dos  variables 
aleatorias  no  son  independíenles,  entonces  la  varianza 
de  su  suma  no  es  necesariamente  igual  a  la  suma  de  sus 
varianzas, 

27*  l 1  ti  tiza  la  desigualdad  de  Chebyshev  para  determinar  una 
cota  superior  de  la  probabilidad  de  que  el  número  de  cruces 
obtenidas  ai  tirar  una  moneda  ül  aire  n  veces  difiera  de]  va¬ 
lor  esperado  en  más  de  óVü, 

2K.  Se  considera  una  moneda  (rucada,  de  forma  que  la  pro¬ 
babilidad  de  que  salga  cara  es  0.6.  Utiliza  la  desigualdad 
de  Chebyshev  para  determinar  una  cota  superior  de  la 
probabilidad  de  que  el  número  de  cruces  obtenidas  al  ti 
rar  esa  moneda  difiera  del  valor  esperado  en  más  de  \n. 

29.  Sea  X  una  variable  aleatoria  sobre  el  espacio  muestra!  5  tal 
que  X{$)  >  0  para  todo  ,?  e  S.  Demuestra  que  piXls)  >  a)  < 
F.i\  \iii  para  todo  número  real  positivo  a.  Esta  desigualdad 
se  conoce  como  desigualdad  de  Markov. 

30.  Supongamos  que  el  numero  de  botellas  de  gaseosa  que  se 
llenan  en  un  día  en  una  planta  embotelladora  es  una  va¬ 
riable  aleatoria  con  valor  esperado  10.000  \  varianza 
í  .000, 

a )  Utiliza  la  desiguald ad  Jle  M ; i r k ov  ( Proh Jeni a  29)  pa ra 
obtener  una  cota  sn[>erjnr  de  la  probabilidad  de  que  la 
pituita  llene  mas  de  I  l  .|oo  botellas  un  día  determinado. 

b)  Utiliza  la  desigualdad  de  Chebyshev  para  obtener 
una  cota  inferior  de  la  probabilidad  de  que  la  planta 
rellene  un  número  de  botellas  entre  9.000  y  1 1,000 
un  día  determinado. 

31.  Supongamos  que  el  número  de  latas  de  refresco  recicla¬ 
das  en  un  día  en  una  planta  procesador^  es  una  variable 
aleatoria  con  valor  esperado  50*000  y  varianza  2.50Q. 

al  I  diliza  la  desigualdad  de  Markov  i  Problema  29>  para 
obtener  una  cota  superior  de  la  probabilidad  de  que  la 
planta  recicle  más  de  55, 000  latas  un  día  determinado. 
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b)  Utiliza  i  a  desigualdad  de  Chebvshev  para  obtener 
una  cota  inferior  de  la  probabilidad  de  que  la  planta 
recicle  un  numero  de  latas  entre  40*000  y  60*000  un 
día  determinado* 

*32.  Supongamos  que  la  probabilidad  de  que  v  sea  el  ele¬ 
mento  f-ésimo  en  una  lista  de  n  enteros  distintos  es 
i/[n(n  +  l.)J.  Calcula  el  número  de  comparaciones  reali¬ 
zadas  en  promedio  por  el  algoritmo  de  búsqueda  lineal 
para  determinar  si  a  está  o  no  en  la  lista* 

*33.  En  este  problema  deduciremos  una  estimación  ele  la  com¬ 
plejidad  promedio  de  una  variante  del  algoritmo  de  la 
burbuja  que  termina  una  vez  se  ha  realizado  una  pasa¬ 
da  sin  realizar  transposiciones*  Sea  X  la  variable  aleato¬ 
ria  definida  en  el  conjunto  de  pen nutaciones  de  un  con¬ 
junto  de  n  enteros  distintos  {tí  ,  av  ...,  aj  tales  que 
tí  <  a2  <  ..*  <  on.  Sea  X(P)  el  número  de  comparaciones 
realizadas  por  el  algoritmo  de  la  burbu  ja  para  poner  los 
enteros  de  P  en  orden  creciente. 

a)  Demuestra  que,  suponiendo  que  todas  las  permuta¬ 
ciones  P  son  igualmente  probables*  el  número  medio 
de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  la 
burbuja  es  E(X ). 

b  I  l J  ti  ¡  i  za  e  I  Ej  e m pl  o  5  de  1  a  S  ecc  i  ón  2*  3  para  de  m  ost  raí 
que  E(X)  <  n(n  -  1)/2. 

c)  Demuestra  que  el  algoritmo  hace  al  menos  una  com¬ 
paración  cada  vez  que  realiza  una  transposición. 

di  Sea  HP)  la  variable  aleatoria  igual  al  número  de 
transposiciones  de  la  permutación  P.  Demuestra  que 
FAX I  >  F{!). 

el  Sea  I  la  variable  aleatoria  definida  por  /  (P)  =  I  si  a 
precede  a  a  en  Pe!. .  =  0  en  caso  contrario.  Demuestra 
que/í^)  = 

f)  Demuestra  que  lí(Í)  =  J. 

g)  Demuestra  que  E{¡  .)  -  1/2.  ¡Indicación:  Demuestra 
que  F{i  . )  es  igual  a  la  probabilidad  de  que  a¿:  prece¬ 
da  a  ¿j.  en  una  permutación  P.  Después,  demuestra 
que  es  igualmente  probable  que  a.  preceda  a  tí.  que  lo 
contrario  en  una  permutación  escogida  al  azar], 

hi  Utiliza  los  apartados  (f)  y  (g)  para  demostrar  que 
EiJ)  =  n{n-  1  )/4. 

i)  Utiliza  los  apartados  (a)T  (b)  y  (h)  para  concluir  que 
el  número  medio  de  comparaciones  que  realiza  el 
algoritmo  de  la  burbuja  para  ordenar  n  enteros  es 
0(n2). 

*34.  En  este  problema  determinaremos  la  complejidad  pro 
medio  dd  algoritmo  de  ordenación  rápida  {qiiick  son), 
descrito  en  el  preámbulo  del  Problema  38  de  la  Sec¬ 
ción  3.5,  suponiendo  que  todas  las  permutaciones  de  los 
datos  de  entrada  son  igualmente  probables. 

al  Sea  X  el  número  de  comparaciones  realizadas  por  el 
algoritmo  de  ordenación  rápida  para  ordenar  una 
lista  de  n  enteros  distintos.  Demuestra  que  el  valor 


medio  del  número  de  comparaciones  realizadas  por 
d  algoritmo  de  búsqueda  rápida  es  FAX)  (donde  el 
espacio  muestra!  es  el  conjunto  de  las  ni  permuta¬ 
ciones  de  n  enteros). 

b)  Sea  /  la  variable  aleatoria  que  vale  1  si  el  /-es  i  ni  o 
menor  elemento  y  el  A-esimo  menor  elemento  de  la 
lista  inicial  son  comparados  en  algún  momento  por  el 
algoritmo  y  0  en  caso  contrario.  Demuestra  que  X  - 

y,  V-fj 

/.A' 

c )  Demuestra  que  E(X)  =  V1  ,  jjj?"  p  (el  y-ésimo  menor 
elemento  y  el  A-ésimo  menor  demento  son  compa¬ 
rados). 

d)  Demuestra  que  p  (el  /-¿simo  menor  elemento  y  ej 
A -é simo  menor  elemento  son  comparados)  es  igual  a 
2/(A  -  j  +  1)  cuando  k>j. 

e)  Utiliza  los  apartados  (c)  y  (d)  para  demostrar  que 
E(X)  =  2(n+l)&l2\H)--2(n-\X 

0  Deduce  del  apartado  (e)  y  del  hecho  de  que 
Z’’_E  Uj  ~  in  n  +  7.  donde  7  =  0.57721 ,. ,  es  la  cons¬ 
tante  de  Eli  Ico  q  ue  d  número  medio  de  compara¬ 
ciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  búsqueda  rápi¬ 
da  es  0()í  log  n). 

35.  ¿Cuál  es  la  varianza  dd  número  de  elementos  fijos,  es 
decir,  elementos  que  aparecen  en  su  misma  posición,  en 
una  permutación  de  n  elementos  seleccionada  aleatoria¬ 
mente?  {Indi i  i  a  ti  ón :  S  e  a  A“  e  1  n  ú  me  r  o  d  c  e  le  m  e  11 1  os  fij  os 
de  una  permutación  aleatoria.  Considérese  X  —  Aj  + 
X .,,  +  X  ,  donde  X  =  f  si  la  permutación  deja  lijo  el 
demento  i-ésimo  y  X  —  0  en  otro  caso)* 

La  eovarianza  de  dos  variables  aleatorias  X  e  }  definidas  sobre 
un  espacio  muestra!  5,  denotada  por  Cu  vi  A'.  A),  se  define  como 
el  valor  esperado  de  la  variable  aleatoria  (A  -  E(X)}( Y  -  EíY )), 
es  decir.  Cov(X*  Y)  =  E((X  -  E(X )}( Y  —  E(Y)\ 

36.  Demuestra  que  Cov(X,  Y)  =  E(XY)  -  E(X)E(Y)  y  utiliza 
este  resultado  para  concluir  que  si  X  e  Y  son  variables 
aleatorias  independientes,  entonces  CovfY.  Y)  =  0. 

37.  Demuestra  que  V(X  +  Y)  =  V(X)  +  V(Y)  +  2Cov(X.  U 

38.  Determina  Cov(X*  Y)  si  X  e  Y  son  las  variables  aleatorias 
definidas  por  X{(ij))  ~  2 i  e  K((ó ,/.))  =  /  +  y,  donde  i  y  / 
son  los  números  que  aparecen  en  el  primer  y  segundo 
d  ad  o ,  re  s  pee  tí  v  a  n  tente*  al  ti  ra  r  d  os  d  ad  os . 

39.  Cuando  se  distribuyen  w  bolas  en  n  urnas  al  azar,  ¿etiál 
es  la  probabilidad  de  que  la  primera  urna  se  quede  vacía? 

40*  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  bolas  que  hay 
en  la  primera  urna  cuando  m  bolas  se  distribuyen  al  azar 
en  n  urnas? 

41.  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  urnas  que  se 
quedan  vacías  cuando m  bolas  se  distribuyen  al  azaren  n 
urnas? 


. . . . 
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Términos  clave  y  resultados 

términos 

probabilidad  de  un  suceso:  el  número  de  resultados  favora¬ 
bles  a  este  suceso  dividido  entre  el  número  de  resultados 
posibles 

p(E  |  F)  {probabilidad  condicionada  de  /;  dado  E):  el  en¬ 
ciente  p{E  Pl  F)/p(F) 

sucesos  independientes:  sucesos  F  y  F  tales  que  p(F  O  F)  - 
p(E)p(F) 

variable  aleatoria:  función  que  asigna  un  número  real  a  cada 
pos  i  bl  e  re  sul  t  a  do  ele  un  ex  pe  r  t  me  n  t  o 

distribución  de  una  variable  aleatoria  X:  conjunto  de  pares 
(r,  p(X  =  r\).  para  r  e  X(S) 

distribución  uniforme:  la  que  asigna  la  misma  probabilidad  a 
cada  elemento  de  un  conjunto  finito 

valor  esperado  de  una  variable  aleatoria:  la  suma  ponderada 
de  la  variable  aleatoria,  con  los  valores  de  la  variable  pon¬ 
derados  por  sus  probabilidades  respectivas,  es  decir,  E(X)  - 
l^sPÍs)X(s) 

distribución  geométrica:  distribución  de  una  variable  aleato¬ 
ria  X  tal  que  p(X  =  k)  =  { 1  -  p)k ~ [ p  para  k  -  1,2,  ...  y  al¬ 
gún  p 

variables  aleatorias  independientes:  variables  X  c  Y  tales 

que  p(X{s)  =  rv  Yis)  =  /',)=  p(X{s)  =  r])p{Y(s)  =  rj  para 
todo  par  de  números  reales  r  y  r  , 

varían /m  de  una  variable  aleatoria:  media  ponderada  del 
cuadrado  de  la  diferencia  entre  el  valor  de  la  variable  y  su 
valor  esperado,  con  los  pesos  dados  por  las  probabilidades 
de  los  resultados,  es  decir.  V(X)  -  XVfri-C¥(j)  —  FíX))2 3 pi.s) 


prueba  de  Bernoulli:  experimento  con  dos  posibles  resulta¬ 
dos 

algoritmo  probabilísimo:  algoritmo  en  el  que  se  realizan  elec¬ 
ciones  aleatorias  en  una  o  más  etapas 
método  probahi  lis  tico:  técnica  para  demostrar  resultados  so¬ 
bre  objetos  de  un  conjunto  con  ciertas  propiedades.  El  mé¬ 
todo  asigna  probabilidades  a  los  objetos  y,  a  partir  de  esto, 
demuestra  que  la  probabilidad  de  que  haya  un  objeto  con 
las  propiedades  deseadas  es  positiva 

RESULTADOS 

La  probabilidad  de  obtener  k  éxitos  cuando  se  realizan  n  prue¬ 
bas  de  Beimoulli  independientes  es  igual  a  C(/iT  k )pkcf  ~  Y  don¬ 
de  p  es  la  probabilidad  de  éxito  y  q  -  \  - p  es  la  probabilidad 
de  fracaso, 

E(X)  =  IreJWJ/7 >VÍ  =  Ó- 

lineal  i  dad  del  valor  esperado:  si  X,.  X,,  . ...  X  son  variables 
aleatorias,  F(X^  +  XT  +  ...  +  Xrt)  —  ¿(Xj)  +  /t(X.j  +■  + 

E(X¿. 

Si  X  e  Y  son  variables  aleatorias  independientes,  entonces 
\\X]  +  X2  +  ...  +  X)  =  V(XE)  +  V(X2)  +  ...  +  V(XtíY 

De sig  u  al  dad  d  e  C  h  e  h  y  s  h  e  v :  p  ( |  X  ( s )  -  F ( X  } )  >  r )  <  I  f  X  )h  , 
donde  X  es  una  variable  aleatoria  con  distribución  de  pro¬ 
babilidad  p  y  res  un  número  real  positivo. 


Cuestiones  de  repaso 

1.  a)  Define  la  probabilidad  de  un  suceso  cuando  todos  los 

resultados  son  igualmente  probables, 
bl  ¿C  uál  es  la  probabilidad  de  escoger  los  seis  números 
ganadores  en  una  lotería  si  los  números  son  seleccio¬ 
nados  de  entre  los  50  primeros  enteros  positivos? 

2 .  al  ¿Qué  cond  íc  i  one  s  d  e  be  cu  m  pl  í  r  una  asi  g  nac  i  ó  n  de  pro¬ 

babilidades  a  los  resultados  de  un  espacio  mucstral  íí- 
niio? 

b)  ¿Qué  probabilidades  se  deben  asignar  a  los  resulta¬ 
dos  de  cara  y  de  cruz  sí  las  caras  salen  con  una  Iré 
emenda  tres  veces  mayor  que  las  cruces? 

3.  a)  Define  la  probabilidad  condicionada  de  un  suceso  /: 

dado  eJ  suceso  F . 

b)  Supongamos  que  F  es  el  suceso  de  que  al  tirar  un 
dado,  el  resultado  sea  par,  y  /  es  el  suceso  de  que  ai  ú 
rar  d  dado,  el  resultado  sea  í,  2  o  3.  ¿Cuál  es  la  pro¬ 
babilidad  condicionada  de  F  dado  El 
T  a)  ¿Cuándo  son  dos  sucesos  F  y  F  independientes? 
b)  Supongamos  que  /:  es  el  suceso  de  que  al  tirar  uti 
dado,  el  resultado  sea  par,  y  F  es  el  suceso  de  que  al  li- 
rar  el  dado,  el  resultado  sea  5  o  ó.  ¿Son  F  y  F  inde¬ 
pendientes? 


5. 


ó. 


7,  al 


bl 


8, 


al 

h) 

c) 


¿Qué  es  una  variable  aleatoria? 

¿C  u  á  I  e  s  son  1  o  s  v  a  lores  que  toi  na  la  v  a  n  a  b  I  e  alea to  r  i  a 
X  que  asigna  al  resultado  de  tirar  dos  dados  el  número 
mayor  de1  los  dos  obtenidos? 

Definir  el  valor  esperado  de  una  variable  aleatoria  X. 
¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  la  variable  aleatoria  X 
que  asigna  a  cada  lirada  de  dos  dados  el  número  ma¬ 
yor  de  los  dos  obtenidos?  ¡> 

Explica  por  qué  la  complejidad  computación  al  pro¬ 
medio  de  un  algoritmo  con  un  ij limero  finito  de  posi¬ 
bles  entradas  de  datos  se  puede!  interpretar  como  un 
valor  esperado. 

¿Cuál  es  la  complejidad  compu  lacrimal  promedio 
del  algoritmo  de  búsqueda  lineal  si  la  probabilidad 
de  que  un  elemento  que  buscamos  esté  en  la  lista  es 
1/3  y  es  igualmente  probable  que  este  elemento  sea 
uno  cualquiera  de  los  n  elementos  de  la  lista? 

¿ Q ué  es  una  pru e  ha  d e  B e: rn o u II i ? 

¿Cuál  es  la  probabilidad  de  tener  k  éxitos  en  n  pruebas 
d c  fí e rn ou  1 1  i  i nd e pe nd lentes '? 

¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  humero  de  éxitos  en  n 
pruebas  de  Bemoulli  independientes? 
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9.  a)  ¿Que  quiere  decir  que  el  valor  esperado  de  las  varia¬ 
bles  aleatorias  es  lineal? 

b)  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  linealidad  del  valor  espe¬ 
rado  para  determinar  el  número  esperado  de  personas 
que  reciben  el  sombrero  correcto  cuando  el  empleado 
dd  ropero  los  de  vuelve  al  azar? 
ltí.  al  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  probabilidad  para  resolver 
un  problema  de  decisión  si  se  acepta  una  pequeña  pro¬ 
babilidad  de  error? 

b)  ¿Cómo  se  puede  determinar  rápidamente  si  un  entero 
positivo  es  primo  sí  estamos  dispuestos  a  aceptar  una 
pequeña  probabilidad  de  error? 

11.  al  ¿Que  quiere  decir  que  una  variable  aleatoria  tiene  una 
distribución  geométrica  con  probabilidad  p? 


b)  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  una  distribución  geomé¬ 
trica  con  probabilidad /;? 

12.  a)  ¿Qué  es  I a  v ar i anz a  d e  u n a  v ari a b Je  al e a t ori a '? 

b)  ¿Cuál  es  la  varianza  de  una  prueba  de  Bemoulli  con 
p  re  i  bab  \  I  i  d  ad  de  ex  i  t  o  p  ? 

13.  al  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  suma  de  n  variables  aleato¬ 

rias  independientes? 

b  I  ¿  C 1 1  ál  es  la  v  ari  an  z  a  de  3  nú  m  e  ro  de  é  x  i  Los  c  u  a  nd  o  se 
llevan  a  cabo  n  pruebas  de  Bemoulli  independientes 
con  probabilidad  de  éxito pl 

14.  ¿Qué  nos  dice  la  desigualdad  de  Chebyshev  sobre  la  pro¬ 
babilidad  de  que  una  variable  aleatoria  difiera  de  su  valor 
e s pe r ado  m á s  de  u n a  c i e rl  a  c ani i d a d  7 


Problemas  complementarios 

1 .  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  en  el  resultado  de  una  lote¬ 
ría  que  consiste  en  elegir  seis  números  al  azar  entre  1  y  40 
( am  bos  ínclnsi  ve )  ap  are  zcan  seí  s  n  ú  m  eros  c  onsc  cutí  vos '? 

2.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  13  carias  no 
contenga  ninguna  pareja? 

3.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  mano  de  hridge  de 
13  cartas  contenga 

a )  I  os  t  re  ce  c  o  ra  zo  n  es  ? 

b)  1 3  cartas  del  mismo  palo? 

c )  si  et  e  p  i  cas  y  se  i  s  t  robo  [  c  s  ? 

ti)  siete  cartas  de  un  palo  y  seis  cartas  de  un  segundo 
palo? 

e)  cuatro  diamantes,  seis  corazones,  dos  picas  y  un  tré¬ 
bol? 

fj  cuatro  cartas  de  un  palo,  seis  cartas  de  un  segundo 
palo,  dos  cartas  de  un  tercer  palo  y  una  carta  de  un 
cuarta  palo? 

4.  ¿Cuál  es  Ja  probabilidad  de  que  una  mano  de  póquer  de 
siete  cartas  contenga 

a)  cuatro  cartas  del  mismo  tipo  y  tres  cartas  de  un  se¬ 
gundo  numero? 

h)  tres  cartas  de  un  tipo  y  una  pareja  de  otros  dos  tipos? 
e )  pa  rej  a  s  de  tres  i  i  po  s  efistin  tos  y  u  na  c  a  rl  a  d  e  ot  ro  t  i  po  ? 
di  parejas  de  dos  tipos  distintos  y  tres  cartas  de  otros 
tres  tipos  distintos? 

e)  cartas  de  siete  tipos  distintos? 

f)  siete  cartas  del  mismo  palo? 

g)  siete  cartas  en  escalera? 

h)  siete  cartas  en  escalera  de  color? 

5.  Considérese  un  dado  en  forma  de  octaedro,  con  ocho  ca¬ 
ras  numeradas  del  1  al  8. 

a)  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  numero  que  se  obtiene 
al  tirar  el  dado? 

b)  ¿Cuál  es  la  varianza  de  i  número  que  se  obtiene  al  tirar 
el  dado? 

6.  Considérese  un  dado  en  forma  de  dodecaedro,  con  doce 
caras  numeradas  del  I  al  12. 

a )  ¿  C  u  á  I  es  el  valores  pe  rad  o  de  I  nú  mero  i }  u  c  se  o  bu  e  ne 
al  tirar  el  dado? 


b)  ¿Cuál  es  la  varianza  del  número  que  se  obtiene  al  tirar 
el  dado? 

7.  Supongamos  que  se  tiran  dos  dados  en  forma  de  octaedro, 
ñ)  ¿Cuál  es  d  valor  esperado  de  la  suma  obtenida  al  tirar 

los  dos  dados? 

h)  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  suma  obtenida  al  tirar  los 
dos  dados? 

8 .  S  u  pon  g  a  n  ios  que  se  ti  raí  i  dos  d  ad  os  ei  \  i o  rm  a  de  í  lude  - 
caedlo. 

a )  ¿C  u  á  1  es  e  I  va  I  or  e  spe rado  de  J  a  s  u  m  a  o  bt  e  n  i  d  a  a  I  M  ra  r 
los  dos  dados? 

b|  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  suma  obtenida  ai  tirar  los 
dos  dados? 

9.  Supongamos  que  tiramos  juntos  un  dado  normal  (con 
seis  caras)  y  un  dado  en  forma  de  octaedro. 

a )  ¿  Cu  álese!  valor  e  spe  rad  o  de  I  a  s  u  in  a  <  >bl  e  n  ida  al  ti  ra  r 
los  dos  dados? 

b)  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  suma  obtenida  al  tirar  los 
dos  dados? 

H),  Supongamos  que  tiramos  juntos  un  dado  en  forma  de 
octaedro  y  un  dado  en  forma  de  dodecaedro. 

a)  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  la  suma  obtenida  al  tirar 
los  dos  dados? 

b)  ¿Cuál  es  la  varianza  de  la  suma  obtenida  al  tirar  los 
dos  dados? 

II.  Supongamos  que  n  personas,  con  n  >  3,  juegan  a  «la 
persona  sola  pierde»  para  decidir  quién  pagará  la  si¬ 
guiente  ronda.  Las  n  personas  tiran  una  moneda  a  la  vez. 
Si  en  todas  las  monedas  excepto  en  una  sale  el  mismo  re¬ 
sultado,  la  persona  en  cuya  moneda  salió  el  resultado 
distinto  paga  la  ronda.  En  otro  caso,  las  personas  tiran  las 
monedas  de  nuevo,  repitiendo  el  proceso  hasta  que  hay 
una  única  moneda  con  un  resultado  distinto  del  resto, 
a)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  el  juego  se  decida 
en  la  primera  lirada? 

bj  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  el  juego  se  decida 
en  la  tirada  Césima? 

c )  ¿  Cu  á  I  es  e  1  v  al  or  e  s  pe  rado  de  I  n  ú  mero  de  t  i  rad ;  i.s  n e ce¬ 
sarías  para  decidir  d  juego  en  un  grupo  con  n  personas  . 
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12.  Su  pon  gamos  que  p  y  q  son  números  primos  y  que  n  = 
pq.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  número  entero 
menor  que  n  escogido  al  azar  no  sea  divisible  ni  por p 
ni  por  ¿7? 

*13.  Supongamos  que  m  y  n  son  números  enteros  positivos. 
¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  un  número  entero  menor 
que  mn  escogido  aí  azar  no  sea  divisible  ni  por  m  ni 
por  rá 

14.  Supongamos  que  E  Er  E  son  sucesos  tales  que 
p{E.)  >  0  para  i  -  1.2,  . n.  Demuestra  que 

píe,  n  e2  n  ...  £n) 

=  p{El)píf:2\  Ex)p(E,\  /',  n  £,) 

... /)(£j £,  n  £,  n  ...  £  ). 

15.  Hay  tres  cartas  en  una  caja.  Una  cana  tiene  los  dos  lados 
negros,  una  carta  lierie  ios  dos  lados  rojos  y  una  tercera 
carta  tiene  un  lado  negro  y  otro  rojo.  Escogemos  una 
carta  a]  azar  y  miramos  uno  de  sus  lados. 

a)  Si  el  Jado  es  negro,  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  el 
Ciro  lado  sea  también  negro? 

b)  ¿Cuál  es  i  a  probabilidad  de  que  e!  lado  opuesto  sea 
del  mismo  color  que  el  lado  que  hemos  visto? 

16.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  cuando  se  tira  una  mo¬ 
neda  al  aire  n  veces  aparezcan  igual  número  de  caras 
que  de  cruces? 

17*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  10  bits  se¬ 
leccionada  al  azar  sea  un  palíndromo  (se  lee  igual  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  que  de  derecha  a  izquierda)? 

18*  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  1 1  bits  se¬ 
leccionada  al  azar  sea  un  palíndromo  i  se  lee  igual  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  que  de  derecha  a  izquierda)? 

19.  Considérese  el  siguiente  juego.  Una  persona  Lira  una  mo¬ 
neda  sucesivas  veces  hasta  que  obtiene  una  cara.  Esta 
persona  recibe  un  premio  de  2‘  euros  si  obtuvo  la  prime¬ 
ra  cara  en  la  Lirada  u -es  i  tria. 

a)  Sea  X  la  variable  aleatoria  igual  a  la  cantidad  de  ci- 
1 1  ero  q  u  c  ob  t  iene  e  1  j  u  ga  dor .  De  m  ue  st  ra  q  u  e  el  valor 
esperado  de  X  no  existe  (es  decir,  es  infinito).  De 
muestra  que  el  jugador  debería  estar  dispuesto  a 
apostar  cualquier  cantidad  de  dinero  para  jugar  a 
este  juego.  (Esta  es  la  conocida  Paradoja  tle  San 
Petersburgo.  ¿Por  qué  crees  que  es  una  paradoja?), 
h)  Supongamos  que  el  jugador  recibe  2!1  euros  si  la  pri¬ 
mera  cara  aparece  antes  de  la  octava  tirada  y  2a  -  256 
euros  si  la  primera  cara  aparece  en  la  octava  lirada  o 
en  una  posterior,  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  de  la 
cantidad  de  dinero  que  gana  el  jugador?  ¿Cuánto  di¬ 
nero  debería  estar  dispuesto  a  apostar  para  jugar  a 
este  juego? 

20.  Supongamos  que  se  tiran  n  bolas  en  h  urnas  de  forma  que 
es  igualmente  probable  que  una  bola  caiga  en  una  cual 
quiera  de  las  untas  y  que  las  tiradas  son  independientes 
entre  sí. 

a)  Determina  la  probabilidad  de  que  una  bola  en  parti¬ 
cular  caiga  en  una  caja  previamente  especificada. 

b)  ¿Cuál  es  el  numero  esperado  de  bolas  que  caen  en  una 
c  a j  a  d  etc  rm  i  n  ada? 

c)  ¿Cuál  es  el  número  esperado  de  bolas  que  se  tiran 
hasta  que  cae  la  primera  en  una  caja  determinada/ 


*  d)  ¿Cuál  es  el  número  esperado  de  bolas  hasta  que  todas 
las  cajas  contienen  alguna  bola?  {Indicación:  SeaX  el 
número  de  tiradas  necesarias  para  que,  una  vez  que 
hay  bolas  en  t  -  I  cajas,  una  bola  caiga  en  una  caja 
vacía.  Determina  E{X.)  y  utiliza  la  ¡idealidad  de!  valor 
esperado], 

21.  Supongamos  que  A  y  B  son  sucesos  con  probabilidades 
p(A)  =  3/4  y  p(B)  ^  1/3. 

a)  ¿Cuánto  puede  valer  p(A  D  B)  como  máximo? 
¿Cuánto  debe  valer  corno  mínimo?  Da  ejemplos  que 
demuestren  que  ambos  valores  extremos  de  p(A  O  B) 
son  posibles. 

b)  ¿Cuánto  puede  valer  p(A  U  B)  corno  máximo? 
¿Cuánto  debe  valer  como  mínimo?  Da  ejemplos  que 
demuestren  que  ambos  valores  extremos  de  p(A  U  B) 
son  posibles. 

22.  Supongamos  que  /\  y  B  son  sucesos  con  probabilidades 
p(A)  =  2f3yp(B)=  1/2. 

a)  ¿Cuánto  puede  valer  p(A  O  B)  como  máximo? 
¿Cuánto  debe  valer  como  mínimo?  Da  ejemplos  que 
demuestren  que  ambos  valores  extremos  de  p{A  O  B) 
son  posibles* 

bi  ¿Cuánto  puede  valer  p(A  LJ  B)  como  máximo? 
¿Cuánto  debe  valer  como  mínimo?  Da  ejemplos  que 
demuestren  que  ambos  valores  extremos  de  p{A  U  B) 
son  posibles, 

23.  Se  dice  que  los  sucesos  £j,  ....  E  son  mutuamente 

independientes  si /?(£  D  E  n  ...  E  )  =  p[E  ) p(E  )  ... 
p{E  ),  siendo  ¿,  j  =  1,2,  , rn  enteros  tales  que  [  <  q  < 
£<.„</  <  n  v  m  >  2. 

2  m  J 

a)  Escribe  las  condiciones  que  se  requieren  para  que 
tres  sucesos  £.,  E ,  Ex  sean  mu  mámente  independien¬ 
tes. 


h)  Se  tira  una  moneda  al  aire  fres  veces  y  se  denotan 
por  Ev  E1  y  E,  los  sucesos,  la  primera  lirada  sale 
cara,  la  segunda  tirada  sale  cruz,  y  la  tercera  tirada 
sale  cruz,  respectivamente.  ¿Son  mutuamente  inde¬ 
pendientes  £j,  E,  y  £?? 

c)  Se  tira  una  moneda  al  aire  tres  veces  y  se  denotan 
por  Ev  En  y  ¿j  los  sucesos,  la  primera  tirada  sale 
cara,  la  tercera  tirada  sale  cara  y  en  total  salen  un  nú¬ 
mero  par  de  caras,  respectivamente.  ¿Son  mutuamen¬ 
te  independientes  Er  E.,  y  E.7 

d)  ¿Cuántas  condiciones  se  deben  comprobar  para  de¬ 
mostrar  que  n  sucesos  son  mutuamente  independien¬ 


tes?  ¡ 

24.  Supongamos  que  E  y  F  son  sucesos  y  que  p{F)  #  0.  De¬ 
muestra  que  la  probabilidad  de  E  es  la  media  ponderada 
de  la  probabilidad  de  E  dado  F  y  la  probabilidad  de  E 
dado  el  complementario  de  F,  F\  donde  los  pesos  de  la 
ponderación  soti  las  probabilidades  de  F  y  /  ,  respectiva¬ 
mente.  Es  decir, 


p(E)  ~  p(E  |  F)p(F)  +  p{E\  F)p{F). 

\ Indicación :  Utiliza  el  hecho  de  que  E  =  (F.  f)  F)  U 
{E  fl  F)l 

*25.  Supongamos  que  E  os  un  suceso  de  un  espacio  muestra I 
S  y  que  F  ....  f  son  sucesos  incompatibles  dos  a 
dos  tales  que  U/-  iF  =  5,  Supongamos  qfte  p(E)  *  0  y 
p(F  )  ^  ü  para  i-  1,2.  ....  n.  Demuestra  que 
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P(F,  |  £)  = 


p(L\F1)p{hi) 

Z>£ |/j  >*/$)' 


[indicación;  Utilícese  el  hecho  de  que  E  ~  Um(E  H 
F  )].  Este  resultado  se  conoce  como  fórmula  de  Rayes,  va 
que  fue  descubierta  por  el  filósofo  inglés  Tilomas  Baves, 
*26*  Una  sonda  espacial  próxima  a  Ncptuno  se  comunica 
con  la  Tierra  utilizando  cadenas  de  bits.  Supongamos 
que  en  las  transmisiones  envía  unos  la  tercera  parte  dd 
tiempo  y  ceros  las  dos  terceras  partes  dd  tiempo.  Cuan¬ 
do  envía  un  Üt  la  probabilidad  de  que  sea  recibido 
correctamente  es  0,9  y  la  probabilidad  de  que  sea  reci¬ 
bido  con  error  (como  un  i )  es  0  J .  Cuando  envía  un  Lia 
probabilidad  de  que  sea  recibido  correctamente  es  0,8  y 
la  probabilidad  de  que  sea  recibido  con  error  (como 
un  0)  es  0*2* 

ai  Utiliza  el  Problema  24  para  de  temí  mar  la  probabili¬ 
dad  de  que  se  reciba  un  0, 

b)  Utiliza  la  fórmula  de  Bayos,  deducida  en  el  Proble¬ 
ma  25,  para  determinar  la  probabilidad  de  que  se  haya 
transmitido  un  0  si  se  sabe  que  se  ha  recibido  un  íi 
27*  Sea  X  una  variable  aleatoria  sobre  un  espacio  muestra!  S . 
Demuestra  que  V(aX  +  h)  =  ¿r  V[X)  para  cualesquiera  nú¬ 
meros  reales  a  y  h . 

2 H*  t  rt  iliza  la  desigualdad  de  Chebyshev  para  demostrar  que 
la  probabilidad  de  que  más  de  10  personas  reciban  el 
sombrero  correcto  cuando  ti  empleado  dd  ropero  los 
devuelve  de  forma  aleatoria  es  menor  que  1/100,  inde¬ 
pendientemente  dd  número  de  personas  que  dejan  el 
sombrero  en  el  ropero,  {  indicación:  Utiliza  d  Ejemplo  6 
y  el  Problema  35  de  la  Sección  5*3  í, 

29*  Supongamos  que  de  los  sucesos  E ,  j  =  I*  2,  ...*  m,  se 
puede  garantizar  que  ocurre  al  menos  uno  de  dios  y  que 
no  pueden  ocurrir  más  de  dos.  Demuestra  que  si  p{E  \  -  q 

para  j  =  1,2 . m  y  p(Ef  O  Et)  =  r  para  l  <  j  <  k  S 

entonces  ¿/  £  l/m  y  r  <  2/m. 

30*  Demuestra  que  si  m  es  un  entero  positivo,  entonces  la 
probabilidad  de  que  el  m-ésimo  éxito  ocurra  en  la  prueba 
Un  +  ^  Pésima  cuando  se  realizan  pruebas  de  Bemoulh  in¬ 
dependientes  con  probabilidad  de  éxito p  ex  r  1 ;;  pf"< 
3L  Hay  n  tarjetas  coleccionables  distintas  que  se  regalan  al 
comprar  cierto  producto.  Supongamos  que  cada  vez  que 
se  compra  el  producto  ex  igualmente  probable  el  recibir 
una  cualquiera  de  las  tarjetas.  Sea  X  la  variable  aleatoria 
igual  al  número  de  objetos  que  hay  que  comprar  para 
tener  al  menos  una  tarjeta  de  cada  tipo  y  sea  A  la  variable 
aleatoria  igual  al  número  de  objetos  que  hay  que  comprar 
cuando  ya  se  tienen  /  tarjetas  para  conseguir  una  tarjeta 
nueva,  para  j  =  0T  I . « —  K 


a )  De  i  r tues t  ra  q  u  e  X  —  X "  X , . 

b)  Demuestra  que  cuando  ya  se  tienen  /  tipos  de  tarjeta 
disi  intas.  la  tarjeta  obtenida  con  la  siguiente  compra 
será  diferente  con  una  probabilidad  de  l tt  -  j)(n. 

c)  Demuestra  que  Aj  sigue  una  distribución  geométrica 
con  parámetro  (n  -j}/n. 

di  Utiliza  los  apartados  (a>  v  (c)  para  demostrar  que 

E{X)  =  nZ]^  Ifl. 

t)  Utiliza  la  aproximación  £rl  ,  V;  -  ln  n  +  y,  donde 
y  =  0,57721 ,  .*  es  la  constante  de  Eider,  para  determi¬ 
nar  el  número  esperado  de  objetos  que  hay  que  com¬ 
prar  pura  conseguir  una  tarjeta  de  cada  tipo  sí  hay  50 
tipos  distintos  de  tarjetas. 

32*  El  problema  de  máxima  sntisfacibilulad  pide  determi¬ 
nar  una  asignación  de  valores  de  verdad  a  las  variables 
en  una  fórmula  en  forma  normal  conjunti  va  (que  expresa 
una  fórmula  como  la  conjunción  de  cláusulas  donde  cada 
cláusula  ex  la  disyunción  de  dos  o  más  variables  o  de  sus 
negaciones)  que  hacen  verdaderas  tantas  cláusulas  como 
sea  posible  Por  ejemplo,  en 

( P  v  </)  a  (p  v  -¿/)  a  {“./?  v  r)  a  (^p  v  -yr) 

se  pueden  hacer  ciertas  tres,  pero  no  cuatro,  de  las  cláu¬ 
sulas  asignando  valores  de  verdad  a  las  variables  ¡\  q  y  r. 
Veamos  que  los  métodos  probabilísimos  pueden  propor¬ 
cionar  una  cota  inferior  para  el  número  de  cláusulas  que 
se  pueden  hacer  verdaderas  mediante  una  asignación  de 
valores  de  verdad  a  las  variables, 
at  Supongamos  que  hay  n  variables  en  una  proposición 
compuesta  en  forma  norma!  conjuntiva.  Si  elegimos 
luí  valor  de  verdad  para  cada  variable  al  azar  tirando 
una  moneda  al  aire  y  asignándole  el  valor  cierto  si 
sale  cara  y  el  valor  falso  si  sale  cruz*  ¿cuál  es  la  pro¬ 
babilidad  de  cada  posible  asignación  de  valores  de 
verdad  a  las  n  variables? 

Iri  Suponiendo  que  cada  cláusula  es  la  disyunción  de 
exactamente  dos  variables  distintas  o  de  sus  negacio¬ 
nes,  ¿cuál  es  la  probabilidad  deque  una  determinada 
cláusula  sea  cierta  con  la  asignación  de  verdad  defi¬ 
nida  en  el  apartado  (a)? 

c)  Supongamos  que  hay  D  cláusulas  en  la  proposición 
compuesta*  ¿Cuál  es  d  valor  esperado  dd  número  Je 
cláusulas  que  sou  ciertas  con  la  asignación  de  ver¬ 
dad  definida  en  d  apartado  (a)? 
ti)  Utiliza  el  apartado  te)  para  demostrar  que  para  tenia 
proposición  compuesta  en  forma  normal  conjuntiv  a 
existe  una  asignación  de  valores  do  verdad  a  las 
variables  que  hace  ciertas  al  menos  3/4  de  las  cláu¬ 
sulas* 


■ 


•i 
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Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  V  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


L  Dado  un  número  reai  />  tal  que  0  <p  <  L  genera  números 
aleatorios  lomados  de  una  distribución  de  Bemoulli  cor. 
probabilidad  p. 

2.  Dado  un  entero  positivo  tu  genera  una  permutación  alea¬ 
toria  del  conjunto  f  1 ,  2,  3^ _ _  #i  1  -  (Veáse  el  Problema  16 

de  la  Sección  4.6). 

3.  Dados  enteros  positivos  m  y  n.  genera  m  permutaciones 
aleatorias  de  los  primeros  n  enteros  positivos.  Calcula  el 
número  de  transposiciones  en  cada  permutación  y  deter¬ 
mina  el  número  medio  de  dichas  inversiones. 

4.  Dado  un  entero  positivo  n ,  simula  n  tiradas  de  una  mone¬ 
da  trucada  con  probabilidad  p  de  que  salga  cara  y  deter¬ 
mina  el  número  de  caras  obtenidas.  Muestra  los  resultados 
acumulados. 

5 .  D  ad  os  do  %  en  tere  >s  pn  s  i  I  i  v  o  s  m  y  n ,  gen  e  ra  m  pe  rn  i  u  I  ac  i  o- 
nes  aleatorias  de  los  primeros  n  enteros  positivos.  Ordena 
cada  permutación  utilizando  ordenación  por  inserción, 
contando  el  número  de  comparaciones  realizadas.  Deter¬ 
mina  el  numero  medio  de  eom puniciones  realizadas  en 
¡as  m  permutaciones. 

6.  Dados  dos  enteros  positivos  m  y  w,  genera  m  permutacio¬ 


nes  aleatorias  de  los  primeros  n  enteros  positivos.  Ordena 
cada  permutación  utilizando  la  versión  del  algoritmo  de  la 
burbuja  que  finaliza  cuando  se  hace  una  pasada  sin  reali 
zar  intercambios,  contando  el  número  de  comparaciones 
realizadas.  Determina  el  numero  medio  de  comparaciones 
realizadas  en  las  m  permutaciones. 

7P  Dado  un  entero  positivo  m,  simula  la  colección  de  tarjetas 
que  vienen  de  regalo  al  comprar  un  objeto  para  determinar 
el  número  de  objetos  que  se  deben  comprar  para  obtener  al 
menos  una  tarjeta  de  cada  uno  de  los  m  tipos.  (Véase  el 
Problema  complementario  31 ). 

S.  Dados  dos  enteros  positivos  m  y  n .  simula  la  colocación  de 
n  claves,  de  forma  que  un  registro  con  clave  k  se  coloca  en 
la  dirección  h(k)  =  k  mod  rn  y  detenuina  si  hay  al  menos 
una  colisión. 

Ó.  13 ado  un  entero  positivo  n,  determina  la  probabilidad  de 
elegir  los  seis  números  del  conjunto  !  L  2,  selec- 

c loriados  aleatoriamente  en  una  lotería, 
lü.  Realiza  m  muí  aciones  del  juego  de  las  tres  puertas  (Ejem¬ 
plo  1 3  de  3a  Sección  5.1 )  para  calcular  la  probabilidad  de 
ganar  con  cada  estrategia. 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  Ql  E  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


L  Determina  las  probabilidades  de  cada  tipo  de  mano  en  el 
póquer  de  cinco  cartas  y  ordena  los  tipos  de  manos  de 
acuerdo  con  su  probabilidad. 

2.  Determina  alguna  condición  para  que.  al  comprar  un  bi¬ 
llete  de  t€  en  una  lotería,  la  ganancia  esperada  sea  mayor 
que  1  €,  Para  ganar  hay  que  acertar  los  seis  números  obte¬ 
nidos  por  sorteo  del  conjunto  1 1 . 2,  .  ..  48  ¡ .  Los  ganado¬ 
res  deben  repartirse  el  premio  a  partes  iguales.  Se  debe 
considerar  el  bote  que  puede  haberse  acumulado  de  sor¬ 
teos  anteriores  sin  acertantes  y  el  número  de  personas  que 
participan  en  el  sorteo. 

3.  Estima  la  probabilidad  de  que  dos  enteros  seleccionados  al 
azar  sean  primos  entre  si  realizando  la  prueba  con  un  gran 
número  de  pares  de  números  seleccionados  aleatoriamen¬ 
te.  Compara  los  resultados  obtenidos  con  los  del  teorema 
que  proporciona  dicha  probabilidad. 

4.  Determina  d  número  de  personas  necesarias  para  asegu¬ 
rar  que  la  probabilidad  de  que  al  menos  dos  de  ellas  cum¬ 
plan  años  el  mismo  día  sea  al  menos  del  70  por  I00t  al 


menos  dd  80  por  100,  al  menos  del  90  por  100,  al  menos 
dd  95  por  1 00,  al  menos  del  9S  por  1 00,  y  al  menos  del 
99  por  100. 

5,  Genera  una  lista  de  100  permutaciones  aleatorias  del  con¬ 
junto  de  los  primeros  100  enteros  positivos,  (Véase  el 
Problema  16  de  la  Sección  4.6). 

6,  Simula  el  juego  de  da  persona  sola  pierde»  (descrito  en  el 
Problema  I  I  de  los  Problemas  complementarios)  para  n 
personan  donde  3  <  n<  10.  Haz  muchas  pruebas  para 
cada  valor  de  n  y  utiliza  los  resultados  para  estimar  el  nú¬ 
mero  esperado  de  jugadas  necesarias  para  terminar  el  jue¬ 
go.  ¿Coinciden  los  resultados  con  los  encontrados  en  Sel 
Problema  29  de  la  Sección  5.2?  Cambia  el  problema  Át- 
poniendo  que  hay  una  persona  que  tiene  una  moneda  een 
probabilidad  p  ±  0.5  de  que  salga  cara. 

7,  Dado  un  entero  positivo  n,  simula  el  problema  dd  emplea¬ 
do  del  ropero  que  devuelve  los  sombreros  al  azar.  Deter¬ 
mina  el  número  de  personas  a  las  que  se  les  devuelve  su 
sombrero. 


372  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  UN  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  C1  KSTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍ  A  ADECUAD  \ 


1.  Describe  los  orígenes  de  la  teoría  de  la  probabilidad  y  sus 
primeros  usos, 

2 .  Describe  Jas  diferentes  apuestas  que  se  pueden  hacer  en  el 
juego  de  la  ruleta.  Determina  la  probabilidad  de  cada  una 
de  estas  apuestas  en  la  versión  en  que  la  ruleta  contiene  los 
números  U  y  00,  ¿Cuál  es  la  mejor  apuesta  y  cuál  la  peor 
para  el  jugador? 

X  Estudia  la  probabilidad  de  ganar  cuando  se  juega  ai 
juego  del  blackjack  contra  el  casino,  ¿Hay  una  estrate¬ 
gia  ganadora  para  la  persona  que  juega  contra  la  ban¬ 
ca? 

4,  Investiga  el  juego  de  crups  y  estudia  la  probabilidad  de 


que  el  lanzador  gane  y  cómo  de  cerca  está  de  ser  un  juego 
equilibrado. 

5.  Estudia  la  historia  y  solución  de  lo  que  se  conoce  como  el 
problema  de  Newton-Pepys.  que  pregunta  que  es  más  pro¬ 
bable  si  sacar  al  menos  un  seis  cuando  se  tiran  seis  dados, 
sacar  al  menos  dos  seises  cuando  se  tiran  1 2  dados  o  sacar 
al  menos  tres  seises  cuando  se  tiran  1 K  dados. 

6.  Explica  cómo  utilizaron  por  primera  vez  J  rdos  y  Rényí  el 
método  probabilísimo  y  describe  otras  aplicaciones  i  le 
este  método. 

7.  Estudia  los  diferentes  tipos  de  algoritmos  probabilísticos  y 
describe  algunos  ejemplos  de  cada  tipo. 


Técnicas  avanzadas 
de  recuento 
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Muchos  problemas  de  recuento  no  se  pueden  resolver  de  manera  sencilla  utilizando  sólo 
los  métodos  expuestos  en  el  Capítulo  4.  Por  ejemplo,  considérese  el  problema  de  deter¬ 
minar  cuántas  cadenas  de  n  hits  no  contienen  dos  ceros  consecutivos.  Este  problema  se 
puede  resolver  de  la  siguiente  forma:  sea  ait  el  número  de  tales  cadenas.  No  es  difícil  demostrar  que 
se  verifica  la  ecuación  a t+]  -  atj  +  n .  r  Este  tipo  de  ecuación  es  una  relación  de  recurrencia  y,  jun¬ 
to  con  las  condiciones  iniciales  a{  -  2  y  a?  -  3,  determina  la  sucesión  [a  Además,  a  partir  de  di¬ 
cha  relación  de  recurrencia,  podremos  obtener  una  fórmula  explícita  para  a  .  Corno  veremos,  téc¬ 
nicas  similares  sirven  para  resolver  muchos  problemas  de  recuento. 

También  veremos  que  muchos  problemas  de  recuento  se  pueden  resolver  utilizando  series  de 
potencias  formales,  llamadas  fundones  generatrices,  en  las  que  los  coeficientes  de  las  potencias  de 
la  variable  jr  representan  los  términos  de  la  sucesión  que  se  quiere  determinar.  Además  de  resolver 
problemas  de  recuento,  veremos  que  las  funciones  generatrices  también  sirven  para  resolver  re¬ 
laciones  de  recurrencia  y  para  demostrar  identidades  combinatorias. 

Existen  muchos  oíros  tipos  de  problemas  de  recuento  que  no  se  pueden  resolver  utilizando  las 
técnicas  del  Capítulo  4,  entre  ellos  los  siguientes:  ¿cuántas  termas  existen  de  asignar  siete  tareas  a 
tres  empleados,  de  forma  que  a  cada  empleado  se  le  asigne  al  menos  una  tarea?,  ¿cuántos  números 
primos  existen  que  sean  menores  que  1.000?  Ambos  problemas  se  pueden  resolver  contando  el  nú¬ 
mero  de  elementos  en  la  unión  de  conjuntos.  Estudiaremos  en  detalle  una  técnica  ya  introducida  en 
el  Capítulo  4.  el  principio  de  inclusión-exclusión,  que  nos  permitirá  contar  los  elementos  de  la 
unión  de  dos  conjuntos,  y  veremos  cómo  se  puede  aplicar  este  principio  para  resolver  problemas 
de  recuento. 

Las  técnicas  que  estudiaremos  en  este  capítulo,  junto  con  las  estudiadas  en  el  Capítulo  4,  se 
pueden  utilizar  para  resolver  muchos  problemas  de  recuento. 


6, 1  Relaciones  de  recurrencia 


INTRODUCCION 


Supongamos  que  el  número  de  bacterias  en  una  colonia  se  duplica  cada  hora.  Si  la  colonia  tiene 
cinco  bacterias  en  d  instante  inicial,  ¿cuántas  tendrá  al  cabo  de  n  horas?  Para  resolver  este  pro¬ 
blema,  sea  a  el  número  de  bacterias  de  la  colonia  una  vez  transcurridas  n  horas.  Como  el  mí 
mero  de  bacterias  se  duplica  cada  hora,  la  ecuación  an  -  2an_í  se  verifica  para  todo  entero  posi¬ 
tivo  n.  Esta  relación,  junto  con  la  condición  inicial  a0  -  5,  determina  u  y  nos  permitirá  su  cálculo 
explícito. 

Muchos  de  los  problemas  de  recuento  que  no  se  pueden  resolver  utilizando  fas  técnicas 
desarrolladas  en  el  Capítulo  4  pueden  resolverse  si  se  encuentran  relaciones,  llamadas  relaciones 
de  recurrencia,  entre  los  términos  de  una  sucesión,  igual  que  se  ha  hecho  con  ei  problema  de  las 
bacterias.  Estudiaremos  varios  tipos  tic  problemas  de  recuento  que  se  pueden  abordar  utilizando  re¬ 
laciones  de  recurrencia,  y  tanto  en  esta  sección  como  en  la  siguiente,  desarrollaremos  métodos  que 
nos  permitirán  encontrar  fórmulas  explícitas  para  los  términos  de  las  sucesiones  que  satisfacen 
cierto  i  i  po  de  relaciones  de  recurrencia. 
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DEFINICIÓN  I 


EJEMPLO  í 


EJEMPLO  2 


RELACIONES  DE  RECURRENCIA 


En  el  Capítulo  3  estudiamos  cómo  se  pueden  definir  lu^  sucesiones  de  manera  recursiva.  Recor¬ 
demos  que  una  definición  recursiva  de  una  sucesión  especifica  uno  o  varios  términos  iniciales  y 
una  regla  para  calcular  el  resto  en  función  de  términos  anteriores.  Esta  forma  de  definir  una  su¬ 
cesión  resulta  útil  para  resolver  problemas  de  recuento.  La  regla  que  define  unos  términos  en  fun¬ 
ción  de  los  que  le  preceden  se  llama  relación  de  recurrencia. 


■ 

f 


4 

é. 


8 


Una  relación  de  recurrencia  para  la  sucesión  \aj  es  una  ecuación  que  determina  el  término 
a  en  función  de  los  términos  anteriores,  es  decir,  ¿ir  a^v  para  todos  los  enteros  tales 
que  n  >  donde  nf)  es  un  entero  positivo.  Una  sucesión  es  una  solución  de  una  relación  de 
recurrencia  si  sus  términos  satisfacen  la  relación  para  todo  entero  positivo  n. 

Existe  una  relación  importante  entre  las  relaciones  de  recurrencia  y  la  recursión  que  será  explotada 
más  adelante  en  este  capítulo.  Los  algoritmos  recursivos  proporcionan  la  solución  a  un  problema 
de  tamaño  n  en  términos  de  la  solución  de  uno  o  más  casos  del  mismo  problema,  pero  de  tamaño 
menor.  Por  tanto,  cuando  se  analiza  la  complejidad  de  un  algoritmo  recursivo*  se  obtiene  una 
relación  de  recurrencia  que  expresa  el  número  tic  operaciones  necesarias  para  resolver  un  proble¬ 
ma  de  tamaño  n  en  términos  dd  número  de  operaciones  necesarias  para  resolver  d  mismo  pro¬ 
blema  sobre  uno  o  más  conjuntos  de  datos  de  tamaño  menor. 


Sea  \a  \  una  sucesión  que  satisface  la  relación  de  recurrencia  a  -  ar¡  ,  a  ,  para  n  -  2,  3. 4,  ....  y 

supongamos  que  aQ  =  3  y  que  a}  =  5.  ¿Cuál  es  d  valor  de  a.,  y  de  a}  ! 

Solución:  La  relación  da  recurrencia  nos  dice  que  a,  ~  a}  -  =  5  -  3  =  2  y  que  -a2~a}  -  1  - 

5  -  -3.  Los  términos  sucesivos  se  pueden  calcular  de  manera  similar.  ^ 


Determina  si  la  sucesión  |  aj  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia  a  =  2a  ,  -un  ,  para  n  =  2, 
3. 4, ...,  donde  ar  -  ?vi  para  lodo  entero  no  negativo  //.  Responde  a  la  misma  pregunta  para  las  su¬ 
cesiones  a  =  2fl  v  a  =5. 

tf  *  n 

Solución:  Si  un  -  3 n  para  lodo  entero  no  negativo  n.  entonces  para  n  >  2  se  tiene  que  2a  n  ,  -  a*  7  = 
2| 3(/í  -  l)|  3 (n  2)  -  3 n  -  an.  Por  lanío,  la  sucesión  (aj  es  solución  de  la  relación  de  re¬ 

currencia. 

Si  aé  -  2"  para  todo  entero  no  negativo  se  tiene  que  a{}  -  L  af  -  2  y  a2  =  4.  Por  tanto,  2a ]  - 
u  -  2  *  2  -  I  -  3  *  y  concluimos  que  |  a n  l  no  c$  solución  de  la  relación  de  recurrencia. 

Finalmente,  si  ~  5  para  todo  entera  no  negativo  n,  entonces  para  n>  2  se  tiene  que  an  -  2a  ^ ,  - 
a  .  -2  *  5  -  5  =  5.  Por  tanto,  la  sucesión  (<«  l  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia.  ^ 

Las  condiciones  iniciales  para  una  sucesión  proporcionan  los  términos  anteriores  al  primer 
término  de  la  sucesión  para  el  que  la  relación  está  definida.  Así,  en  d  Ejemplo  1.  las  condiciones 
iniciales  son  ü{í  =  3  y  a}  =5.  La  relación  de  recurrencia  y  las  condiciones  iniciales  determinan  de 
manera  única  la  sucesión.  Esto  sucede  porque  la  relación  de  recurrencia,  junto  con  las  condiciones 
inicíales,  proporcionan  una  definición  recursiva  de  la  sucesión.  Cualquier  término  de  la  sucesión 
se  puede  calcular  a  partir  de  las  condiciones  iniciales  utilizando  la  relación  de  recurrencia  en  un 
número  suficiente  de  ocasiones.  Sin  embargo,  existen  formas  mejores  de  calcular  los  términos  de 
ciertos  tipos  de  sucesiones  definidas  mediante  relaciones  de  recurrencia  y  condiciones  iniciales. 
Estudiaremos  estos  métodos  en  esta  sección  y  en  la  Sección  6.2. 


MODELOS  CON  RELACIONES  DE  RECURRENCIA 


Las  relaciones  de  recurrencia  se  pueden  utilizar  para  modelar  una  gran  variedad  de  problemas, 
como  calcular  el  interés  compuesto,  el  numero  de  conejos  que  hay  en  una  isla,  el  número  de  ino 
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EJEMPLO  3 

vimientos  en  el  juego  de  la  Torre  de  Hanoi  o  el  numero  de  cadenas  de  hits  que  verifican  ciertas 
propiedades. 

Interés  compuesto  Supongamos  que  una  persona  deposita  1 11.000  €  en  una  cuenta  bancaria  que 
le  proporciona  un  interés  anual  del  11%.  Sí  los  intereses  se  abonan  en  la  misma  cuenta,  ¿cuánto  di¬ 
nero  habrá  en  la  cuenta  al  cabo  de  treinta  años? 

Ejemplos 

adkinii&les 

Solución:  Para  resolver  este  problema,  sea  P .  ei  saldo  de  la  cuenta  una  vez  transcurridos  n  años. 
Como  el  saldo  de  la  cuenta  después  de  n  años  es  igual  al  saldo  de  la  cuenta  transcurridos  n  -  1 
años  más  el  interés  del  año  u-ésimo.  la  sucesión  {/jm  1  satisface  la  relación  de  recurrencia 

P  =  P  .  +  0,11/*  .  =(Í,U)P 

La  condición  inicial  es  Pfj  -  i  0.000. 

Se  puede  utilizar  eJ  siguiente  procedimiento  iterativo  para  determinar  tina  fórmula  para  P  : 

Pt  =  (1,11)  P0 

P2=(LiI)P, -(1,11)2P0 

Pj  =  (1,1 1)P2  -  (U  1)3P0 

EJEMPLO  4 

p„=íüi)pn_,=(ui)x 

Cuando  se  impone  la  condición  inicial  P(>  =  10.000  en  la  fórmula  para  P  ,  se  obtiene  que  P  - 
(1,11  Y'  1 0.000,  Se  puede  demostrar  que  esta  fórmula  es,  en  efecto,  válida  utilizando  el  principio  de 
inducción.  La  validez  de  la  fórmula  para  n  -  0  está  asegurada  por  la  condición  inicial.  Si  supone¬ 
mos  ahora  que  Pn  =  (1.1 1  TI 0.000,  utilizando  la  relación  de  recurrencia  y  la  hipótesis  de  inducción 
se  tiene  que 

P  .  =  { !  J  1  )P  =  ( 1 J  1 ){  L1 1  r  1 0.000  =  ( L 1 1  r [  I  0.000. 

Esto  demuestra  que  la  fórmula  explícita  obtenida  para  P  es  válida. 

Sustituyendo  n  -  30  en  la  fórmula  P  -  (Ll  1  TI 0.000,  obtenemos  que  tras  treinta  años  el  sal¬ 
do  es 

4  =  ( 1,1 1 J30 10.000  =  228.92297  €.  4 

El  siguiente  ejemplo  muestra  cómo  se  puede  modelar  la  población  de  conejos  en  una  isla  uri- 
1  i  /  a  n  d  o  u  n  a  re  1  ac  i  ó  n  de  re  cu  r r  en  cío. 

Conejos  y  números  de  Eibonacci  Consideremos  el  siguiente  problema,  propuesto  originalmente 
por  Leonardo  de  Pisa,  más  conocido  como  Fibonaeei,  en  el  siglo  xiii  en  su  libro  Líber  abad.  Una 
pareja  de  conejos  recién  nacidos  (uno  de  cada  sexo)  se  sueltan  en  una  isla.  Los  conejos  no  pueden 

Enlacé 

tener  descendencia  hasta  que  cumplen  dos  meses.  Una  vez  que  cumplen  dos  meses,  cada  pareja  de 
conejos  tiene  como  descendencia  otra  pareja  de  conejos  cada  mes,  como  se  muestra  en  la  Figura  1. 
Encuentra  una  relación  de  recurrencia  para  el  numero  de  parejas  de  conejos  que  habrá  en  la  isla 
una  vez  transcurridos  n  meses,  suponiendo  que  ningún  conejo  muere. 

Solución:  Sea  /j  el  número  de  parejas  de  conejos  que  viven  en  la  isla  al  cabo  de  //  meses.  Veremos 
que  la  sucesión  (jf  j,  fl~  U  2T  3,  ....  es  la  sucesión  de  Fibonaeei. 

La  población  de  conejos  se  puede  modelar  utilizando  una  relación  de  recurrencia,  AI  final  del 
primer  mes,  eí  número  de  parejas  de  conejos  en  la  isla  es /  -  1,  Como  la  pareja  no  se  reproduce 
durante  el  segundo  mes,  se  tiene  también  que/,  =  1.  Para  calcular  el  número  de  parejas  una  vez 
transcurridos  ti  meses,  debemos  sumar  el  número  de  parejas  ele  conejos  que  había  el  mes  anterior, 
fr  p  y  el  número  de  parejas  que  nacen  durante  ese  mes,  que  es  /j  ,,  ya  que  sólo  los  cone  jos  con  dos 
meses  o  más  pueden  reproducirse. 

Por  tanto,  la  sucesión  [fj  verifica  la  relación  de  recurrencia 
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Parej  as  reproductoras  Pare  j  as  jó  ve  ne  s 

(de  aí  menos  dos  meses)  (de  menos  de  dos  meses) 

Figura  L  Conejos  en  una  isla. 


para  n  >  3.  junto  con  las  condiciones  iniciales  /,  -  1  y  /,  =  1.  Como  esta  relación  de  recurrencia  y  las 
condiciones  iniciales  determinan  de  manera  unívoca  la  sucesión,  el  número  de  parejas  de  conejos  en 
la  isla  al  cabo  de  n  meses  viene  dado  por  el  término  n-é simo  de  la  sucesión  de  Fiboiiacci.  < 

o-mo  E!  siguiente  ejemplo  es  un  famoso  juego. 

EJEMPLOS  La  Torre  de  Hanoi  Un  juego  popular  del  siglo  xix,  inventado  por  el  matemático  francés 
Édouard  Lucas  y  conocido  como  la  Torre  de  Hanoi,  se  compone  de  tres  barras  montadas  sobre 
uníales  una  base  junto  con  discos  de  diferentes  tamaños.  Al  comenzar  el  juego,  los  discos  se  colocan  en 
la  primera  barra  ordenados  de  mayor  a  menor  como  muestra  la  Figura  2.  Las  reglas  de  i  juego 
permiten  mover  los  discos  de  uno  en  uno  para  cambiarlos  de  barra,  con  la  restricción  de  que  un 
disco  nunca  se  puede  colocar  encima  de  otro  más  pequeño.  El  objetivo  del  juego  es  volver  a  co¬ 
locar  los  discos  en  la  segunda  barra,  de  nuevo  ordenados  con  d  mayor  en  la  base. 

Sea  H  el  número  de  movimientos  necesarios  para  resolver  el  problema  de  la  Torre  de  Hanoi 
con  n  discos.  Encuentra  una  relación  de  recurrencia  para  la  sucesión  |  H 


Barra  I 


Barra  2 


Barra  3 


Figura  2 .  Posición  inicial  de  la  Torre  de  Hanoi. 
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Figura  X  Una  posición  intermedia  en  el  juego  de  las  Torres  de  Hanoi, 


Suíunón:  Comenzamos  con  n  discos  en  la  primera  barra.  Los  n  I  discos  superiores  se  pueden 
llevar  a  la  tercera  barra,  siguiendo  las  reglas  del  juego,  realizando  //.  (  movimientos  (en  la  Figura  3 
se  muestra  la  posición  de  los  discos  en  ese  momento).  Durante  el  proceso  anterior,  el  disco  más 
grande  no  se  ha  movido.  A  continuación,  realizamos  un  movimiento  para  llevarlo  a  la  posición 
más  baja  de  la  segunda  barra.  Una  vez.  hecho  esto,  con  otros  1^  ¡  movimientos  podemos  trasladar 
los  n  -  I  discos  de  la  tercera  barra  a  la  segunda,  colocándolos  encima  del  mayor  y  terminando  así 
el  juego.  Se  puede  demostrar  que  el  proceso  no  se  puede  completar  realizando  menos  movi¬ 
mientos  que  los  descritos.  Esto  demuestra  que 

H=2H.  +  l. 

tl”[ 

La  condición  inicial  es  H  t  =  1.  ya  que  un  único  disco  se  puede  trasladar  de  la  primera  barra  a  la  se¬ 
gunda  con  un  único  movimiento. 

Un  procedimiento  iterativo  nos  proporciona  una  fórmula  explícita  para  II .  Obsérvese  que 
i+l 

=  2(2Hii2  +  1)+I  =  2://„_2  +2+1 

-  2:< 2 +  í )  +  2  + 1  -  2 X  j  +  22  +  2  + 1 

—  +2*-2  +  2"'3  +*--+2  +  1 

=  2"^  +2n~z +---  +  2  +  1 

=  2*  -I 

La  relación  de  recurrencia  se  ha  utilizado  para  expresar  una  y  otra  vez  Hn  en  términos  de  los  ele¬ 
mentos  anteriores  de  la  sucesión.  En  la  penúltima  igualdad  se  ha  utilizado  la  condición  inicial  H 
=  1.  La  última  igualdad  se  obtiene  empleando  la  fórmula  para  la  suma  de  los  términos  de  una  pro¬ 
gresión  geométrica,  que  se  puede  encontrar  en  e!  Teorema  1  de  la  Sección  3.2. 

El  método  iterativo  nos  ha  proporcionado  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia  II  -  2H  (  +  \ 
con  la  condición  inicial  H{  =  I.  La  demostración  de  que  esta  fórmula  es  correcta  se  puede  hacer 
utilizando  el  principio  de  inducción  y  se  propone  como  ejercicio  al  final  de  la  sección. 

Una  leyenda  creada  a  propósito  del  juego  cuenta  que  en  una  tone  de  1  lanoi  un  grupo  de  mon¬ 
jes  se  dedican  a  trasladar  64  discos  de  oro  de  una  barra  a  otra  siguiendo  las  reglas  dei  juego.  Dice 
la  leyenda  que  el  mundo  terminará  cuando  los  monjes  terminen  el  juego.  Si  los  monjes  mueven  un 
disco  cada  segundo,  ¿cuánto  tiempo  le  queda  al  mundo  desde  el  momento  en  que  los  monjes  co¬ 
mienzan  el  juego? 

De  acuerdo  con  la  fórmula  obtenida,  los  monjes  necesitan 
2M-  1  =  I S. 446. 744.073.709.55 1.615 
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movimientos  para  terminar  el  juego.  Si  hacen  un  movimiento  cada  segundo,  tardaran  más  de  qui 
nientos  mil  millones  de  años  en  terminar,  y  por  tanto*  al  mundo  le  quedaría  aún  mucho  más  ítem- 
po  que  el  transcurrido  desde  su  origen,  *4 

Observación:  Se  han  estudiado  muchas  variantes  del  juego  original  de  la  Torre  de  Hanoi  pre¬ 
sentado  en  el  ejemplo  anterior.  Algunas  variantes  utilizan  más  barras,  otras  permiten  que  los  dis¬ 
cos  sean  del  mismo  tamaño  y  otras  restringen  el  tipo  de  movimientos  permitido.  Una  de  las  va¬ 
riantes  más  antiguas  e  interesantes  es  el  acertijo  del  mandarín*  propuesto  en  1907  por  Henry 
Dudeney  en  su  libro  Los  acertijos  de  Cunterhiuy.  En  el  acertijo  del  mandarín,  unos  peregrinos  son 
desafiados  por  el  mandarín  a  mover  una  pila  de  quesos  de  varios  tamaños  desde  un  primer  taburete 
hasta  otro,  de  forma  que  disponen  de  cuatro  taburetes  y  nunca  pueden  poner  un  queso  encima  de 
otro  de  menor  radio.  El  acertijo  del  mandarín,  expresado  en  términos  de  barras  y  discos,  sigue  las 
mismas  reglas  que  la  Torre  de  Hanoi,  con  ía  única  variación  de  que  $c  dispone  de  una  barra  su¬ 
plementaria.  Resulta  sorprendente  que  nadie  haya  podido  establecer  cuál  es  el  numero  mínimo  de 
movimientos  necesario  para  resolver  este  acertijo  para  n  discos.  Sin  embargo,  existe  la  conjetura, 
de  hace  más  de  cincuenta  años,  de  que  el  numero  mínimo  necesario  es  igual  al  nú  mero  utilizado 
por  un  algoritmo  inventado  por  Frame  y  Stewart  en  1939.  íPara  más  información,  véanse  los  pro¬ 
blemas  del  54  al  61  al  final  de  esta  sección  y  [St94|). 

El  Ejemplo  6  muestra  cómo  se  pueden  utilizar  las  relaciones  de  recurrencia  para  contar  las  ca¬ 
denas  de  bits  de  longitud  n  que  satisfacen  una  cierta  condición. 

Encuentra  una  relación  de  recurrencia  y  da  condiciones  iniciales  para  el  número  de  cadenas  de  n 
bits  que  no  contienen  dos  ceros  consecutivos.  ¿Cuántas  cadenas  de  longitud  cinco  hay  con  esa  con¬ 
dición? 


Solución  Sea  tir  el  número  de  cadenas  de  n  bits  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos.  Para  obte¬ 
ner  una  relación  de  recurrencia  para  la  sucesión  (a  ),  obsérvese  que,  según  la  regla  de  la  suma,  el 
número  de  tales  cadenas  es  igual  al  número  de  cadenas  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  y  ter 
minan  en  0  más  el  número  de  cadenas  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  y  terminan  en  i.  Su¬ 
pondremos  que  n  >  3.  de  forma  que  la  cadena  tiene  al  menos  tres  hits. 

Las  cadenas  de  ti  bits  que  terminan  en  y  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  son,  exactamen¬ 
te,  las  cadenas  de  n  -  l  bits  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos,  a  las  que  se  les  añade  un  1  al  íl 
nal.  Por  tanto,  el  número  de  dichas  cadenas  es  a  r 

Las  cadenas  de  n  bits  que  terminan  en  0  y  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  deben  tener  un  I 
en  la  penúltima  posición,  ya  que  de  lo  contrario  terminarían  en  dos  ceros.  Por  tanto,  las  cadenas  de 
n  bits  que  terminan  en  0  y  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  son  exactamente  las  cadenas  de  n  -  2 
bits  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos  junto  con  la  cadena  10  añadida  al  final.  Por  tanto,  el  nú 
mero  de  tales  cadenas  es  a 

Por  tanto,  la  relación  de  recurrencia  es,  tal  y  como  se  ilustra  en  la  Figura  4, 
a  -a  .  +  a  , 

H  w-l  n-2 

para  n  >  3. 


Número  de  cadenas 
de  n  hits  que  no  tienen 
dos  ceros  consecutivos 

Terminan  con  1 

cualquier  cadena  de  longitud 
n  1  que  no  tiene  dos  ceros 
consecutivos 

1 

Terminan  con  0 

cualquier  cadena  de  longitud 
n  -  Í  que  no  llene  dos  ceros 
consecutivos 

a,t 

i  igura  4.  Número  de  cadenas  de  n  bits  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos. 
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Las  condiciones  iniciales  son  a]  -2,  ya  que  las  dos  cadenas  de  longitud  uno.  0  y  ! .  no  tienen 
dos  ceros  consecutivos,  y  a2  -  3,  ya  que  la  única  cadena  de  dos  hits  que  tiene  dos  ceros  consecu¬ 
tivos  es  la  00*  Para  obtener  a5  utilizamos  la  relación  de  recurrencia  tres  veces,  y  se  tiene  que 

=  a2  +  a\  -  3  -+-  2  =  5, 

aA =  ^3  +  ü2  —  5  +  3  —  8, 

a5  =  a4  +  a3  -  g  +  5  =  1 3.  ^ 

Observación:  Obsérvese  que  { j  satisface  la  misma  relación  de  recurrencia  que  los  números  de 
Fibonacci.  Como  a{  -f2  y  a2  =/4,  se  sigue  que  a ~fn+r 

El  siguiente  ejemplo  muestra  cómo  utilizar  una  relación  de  recurrencia  para  determinar  el  nú¬ 
mero  de  palabras  que  se  puede  utilizar  en  un  código  si  se  imponen  ciertas  restricciones. 

EJEMPLO  7  Enumeración  de  palabras  de  un  código  Un  sistema  de  identificación  considera  válida  una  ca¬ 
dena  de  dígitos  si  contiene  un  número  par  de  ceros.  Por  ejemplo,  í  230407869  es  válida,  mientras 
que  120987045608  no  lo  es.  Sea  el  número  de  cadenas  válidas  de  longitud  n.  Encuentra  una  re¬ 
lación  de  recurrencia  para  a  . 

Solución:  Obsérvese  que  a[  =  9,  ya  que  hay  diez  cadenas  de  longitud  uno.  pero  una  de  ellas  no  es 
válida.  Para  obtener  una  relación  de  recurrencia,  veamos  cómo  se  puede  formar  una  cadena  váli¬ 
da  de  longitud  n  a  partir  de  cadenas  de  longitud  n  -  1.  Existen  dos  modos  de  obtener  una  cadena 
válida  de  n  dígitos  a  partir  de  una  cadena  con  un  dígito  menos. 

En  la  primera  de  ellas  se  añade  un  dígito  distinto  de  cero  a  una  cadena  válida  de  longitud  n  -  1 . 
Esto  se  puede  hacer  de  nueve  formas;  por  tanto,  con  esta  estrategia  se  obtienen  9 a  cadenas  vá¬ 
lidas. 

La  otra  posibilidad  consiste  en  añadir  un  cero  a  una  cadena  no  válida  de  longitud  n  1 .  (Con 
esto  se  consigue  una  cadena  con  un  número  par  de  ceros,  pues  la  cadena  de  longitud  n  -  1  no  era 
válida  y,  por  tanto,  tenía  un  número  impar  de  ceros).  Esto  se  puede  hacer  de  una  única  forma  para 
cada  cadena  de  longitud  n  -  3  que  no  sea  válida.  Como  el  total  de  cadenas  de  longitud  n-  I  es 
l(U  l,  y  ar  !  de  ellas  son  válidas,  el  numero  de  cadenas  de  longitud  n  que  se  puede  obtener  de  esta 
forma  es  10rt_l-  a 

«-i 

Como  todas  las  cadenas  válidas  de  n  dígitos  se  pueden  construir  de  una  de  estas  dos  formas, 
hay 


*5,  =  ^  +Í10-1 

=  8a„_T  +10"-1 

cadenas  válidas  de  longitud  n. 

En  el  Ejemplo  8  se  presenta  una  relación  de  recurrencia  que  aparece  en  varios  contextos. 

EJEMPLO  8  Encuentra  una  relación  de  recurrencia  para  C  r  el  número  de  formas  de  poner  paréntesis  al  pro¬ 
ducto  de  n  +  I  números,  x *  x3  *  x2  *  *■*  q.  para  especificar  el  orden  de  multiplicación.  Por  ejem¬ 
plo,  C?  -  5,  va  que  hay  cinco  formas  de  poner  paréntesis  a  la  expresión  _vrt  a,  ■  az  a?  para  deter¬ 
minar  el  orden  de  multiplicación: 

( ( ,v0  Xj )  ■  x2 )  ■  x:i  ( x0  ■  ( Xy  ■  x2  ) )  ■  x3  (x0  ■  xt )  ( x2  -  x3 ) 

-Lj  ■  ((-L  -UKu1  JT0  -  ( JC| 


Solución:  Para  determinar  una  relación  de  recurrencia  para  CH,  observemos  que  cuando  ponemos 

paréntesis  en  el  producto  xr  ■  x  -  . y  .  un  operador  «  •  »  queda  fuera  de  todos  los  paréntesis: 

e!  correspondiente  al  último  producto  que  debe  ser  efectuado.  [Por  ejemplo,  en  (_v0  ■  ix]  ■  a  ,))  ■  xv 
es  el  último  «• »,  en  tanto  que  en  (x0  ■  ,v )  ■  (a,  ■  x,)  es  el  segundo].  Este  último  operador  aparece  en- 
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tre  dos  de  los  números,  x4  y  .tA+r  Si  el  ultimo  producto  que  se  efectúa  es  el  que  aparece  entre  los 
factores  xt  y  ,tA+|í  hay  Ct  ■  C i_i ,_É  formas  de  poner  paréntesis  para  determinar  el  urden  de  multipli¬ 
cación  de  los  n  +  I  factores;  en  efecto,  hay  Ck  formas  de  poner  paréntesis  al  producto  xQ  -  . x, 

para  determinar  el  orden  en  que  se  efectúa  el  producto  de  estos  k  +  I  números,  y  hay  C^_(  formas 
de  poner  paréntesis  al  producto  xí+1  -  ■  xf¡  para  determinar  el  orden  en  que  se  multiplican  es¬ 

tos  n  -  k  números.  Como  este  ultimo  producto  puede  aparecer  entre  cualquer  pareja  de  números,  se 
sigue  que 

c„=c0c„„t  +Cícn2+-+c„_1c¡  +c„_1c0 
=  ZQcnHM. 

Uí> 


Ohsér\ese  que  las  condiciones  iniciales  son  C0  -  1  y  C{  -  L  Esta  relación  de  recurrencia  se  pue¬ 
de  resolver  utilizando  el  método  de  las  funciones  generatrices,  que  se  presentará  en  la  Sec¬ 
ción  6,4.  Se  puede  demostrar  que  Cn  =  C(2n<  n)Í(n  +  1).  (Véase  el  Problema  41  al  final  de  esa 
sección),  *4 

La  sucesión  (C.  ]  es  la  sucesión  de  los  números  de  ('ahílan.  Esta  sucesión  aparece  como  so¬ 
lución  de  muchos  otros  problemas  de  recuento  ademas  del  considerado  aquí  (para  más  detalles, 
véase  el  capitulo  dedicado  a  los  números  de  Catalan  en  [MiRo9l]  o  [RoX4a]). 


Problemas 


I.  Determina  los  cinco  primeros  términos  de  ia  sucesión 
definida  por  cada  una  de  las  siguientes  relaciones  de  re¬ 
currencia  y  condiciones  iniciales. 

aí  a  =  ha  !Tffft  =  2 

b)  a  -  tr  ..  a.  =  2 

c)  a  =  a  .  +  3  a  ,,  at,  =  t ,  at  -  2 

<*n=M^  +  rtTa*-ra0=  l>a<=  1 
el  a,  =  a^  +  a^,a0=  1,  a,  =  l,a2  =  0 


5,  ¿Es  la  sucesión  [an |  solución  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  a  =  8¿í  .  -  I  6a  ,  si 

j»  A-l  n  2 

a)  ai¡  =  0?  b)  an  =  1? 

el  un  =  T1.  di  a]  =  4”? 

el  (iii  =  n4"? 

1*1  at  =  2  ■  4"  +  3íj4"? 
tí  /  = 

h)  Cirt  =  77 "4a? 


2,  Determina  los  seis  primeros  términos  de  la  sucesión 
definida  porcada  una  de  las  siguientes  relaciones  de  re¬ 
currencia  y  condiciones  iniciales, 

b>  ‘,,  =  o^-«^.«o  =  2,a1=-l 

c>  a,  =  3aL,  ao=  1 

di  a  =  «o, ,  +  a; ,,  a{)  =  -  1,  (/,  =  01 

el  +  a^v  an  -  !.«,  =  1, 0»  =  2 

3,  Sea  üfí  =  2rt  +  5  ■  3* para  rc  -  0.  1.2, 
a)  Determina  a0,  ar  ar  a ,  y 

b  i  Comprueba  que  a%  ~  -  6 a(¡s  a\  =  5í/.r  -  6a  {  y  = 

5ay  -  6a,. 

el  Demuestra  que  tr  —  5a  (  6ííff  ,  para  todas  los  en- 
leros  n  tales  que  w  >  2, 

4,  Demuestra  que  la  sucesión  l<¿  t  es  una  solución  de  la 
relación  de  recurrencia  a  -  -  3a  4o  sj 

n  *r- 1  iW 

a)  a  * 0 
bí  a  a  1 
c) 

el»  rtf|-2H)U3 


6*  Para  cada  una  de  estas  sucesiones,  determina  una  rela¬ 
ción  de  recurrencia  que  sea  satisfecha  por  la  sucesión, 
(La  respuesta  no  es  única,  pues  existen  infinitas  rela¬ 
ciones  de  recurrencia  que  son  satisfechas  por  una  suce¬ 
sión  dada). 

a)  =  3  b)  -  2/7 

c)  ü  -  2n  4  3  d  i  u  s=  5" 

n  ti 

e)  an  -  nl  f |  an  =  /r  +  n 

g)  an  =  n  +  H)ff  h|  an-n\ 

7.  Demuestra  que  la  sucesión  |aj  es  una  solución  de  la 
relación  de  recurrencia  a  -a  +  2a  4-  2n  -  ó  si 

n  n  1  n  2 

a)  at f  =  —  n  +  2 

bl  atr  =  5(—  1 P-  íi  +  2 

el  —  3(- 1 Y  +  2^  -  n  +  2 

d  I  a  -  7  -  2"  -  /?  +  2 
í 

8,  Determina  la  solución  de  cada  una  de  estas  relaciones 
de  recurrencia  con  las  condiciones  iniciales  dadas.  Uti¬ 
liza  un  razonamiento  iterativo  como  el  del  Ejemplo  5. 

a  )  a  -  ~  a  5 

b)  ¿i  ^  —  tí  +  3,  afl  —  1 

n  ff-í  U 


¡' 
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«)  °*  =  =  4 
*»  í,n  =  2V|  -3’"n  =  “1 
r)  «,  =  («+  l)«fl_,,a0  =  2 
fl  i)b  =  2na*_r  a0  =  3 

s>  «,  =  -«)  +  n-1'"(,  =  7 

9,  Determina  la  solución  de  cada  una  de  estas  relaciones 
de  recurrencia  con  las  condiciones  iniciales  dadas.  Uti¬ 
liza  un  razonamiento  iterativo  corno  el  dei  Ejemplo  5. 

ni  a  =  3ri  ,,  a  =  2 

h  tf-r  u 

ht  í,n  =  í',.l+  2'í,o  =  3 
c)  i  +  "*"o=  ! 

d>  fl„  =  a*-l+  2n+3<ao  =  4 

e)  =  2«„_,  -!.«„=  1 
f>  í,„  =  3^,-  1.^,*  > 

8>  ^  =  ^,-^=5 
h>  ^  =  2™^,«(t=  1 

10.  Una  persona  deposita  1.000  €  en  una  cuenta  que  está  re¬ 
munerada  con  un  tipo  de  interés  compuesto  del  9%  anual, 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  que  propor¬ 
cione  el  saldo  de  la  cuenta  una  vez  transcurridos  n 
años. 

I»)  Determina  una  fórmula  explícita  que  proporcione 
el  saldo  de  la  cuenta  una  vez  transcurridos  n  años, 
c)  ¿Cuánto  dinero  habrá  en  la  cuenta  ai  cabo  de  cien 
años? 

I L  Supongamos  que  el  número  de  bacterias  en  una  colonia 
se  triplica  cada  hora, 

a  l  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  d  nú¬ 
mero  de  bacterias  después  de  transcurridas  ti  horas, 
bl  Sí  se  utilizan  100  bacterias  para  empezar  una  nueva 
colonia,  ¿cuántas  bacterias  habrá  en  la  colonia  des¬ 
pués  de  diez  horas? 

12.  Supongamos  que  la  población  mundial  en  d  año  2002 
es  de  6.200  millones  de  personas  y  que  crece  a  un  ritmo 
dd  1 .3%  anual. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  la  po¬ 
blación  mundial  pasados  n  años, 

b)  Determina  tina  fórmula  explícita  para  la  población 
mundial  al  cabo  de  n  años* 

c)  ¿Cuál  sería  la  población  mundial  en  el  año  2022? 

13-  Una  fábrica  produce  coches  deportivos  por  encargo  a 
ritmo  creciente.  En  el  primer  mes  sólo  se  fabrica  un 
coche,  en  el  segundo  mes  se  fabrican  dos  coches  y.  er 
general*  cu  el  /v-ésmio  mes  se  fabrican  n  coches. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  coches  producidos  en  la  fábrica  durante 
los  primeros  n  meses. 

h)  ¿Cuántos  coches  se  fabrican  durante  d  primer  año? 
c)  Encuentra  una  fórmula  explícita  para  el  número  de 
coches  producidos  en  la  fábrica  durante  los  primeros 
n  meses. 

14*  Un  trabajador  fue  contratado  por  una  compañía  en  ] 999 
con  un  salario  de  501100  €.  Cada  año,  el  empicado  re¬ 
cibe  un  aumento  de  3 .000  €  rnás  el  5%  del  salario  del 
ano  anterior. 


ai  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  d  sala¬ 
rio  del  trabajador  una  vez  transcurridos  n  años, 
bl  ¿Cuál  será  d  salario  del  trabajador  en  d  año  2007? 
c  t  Determina  una  lomuda  explícita  para  el  salario  dd 
trabajador  tina  vez  transcurridos  n  años. 

15*  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  B(k)f  el  ca* 
pital  que  un  prestatario  le  adeuda  al  banco  después  de  k 
meses,  si  d  préstamo  fue  de  5.000  €  a  un  interés  del 
f  y  ha  pagado  100 €  cada  mes*  [Indicación:  Expresa 
l){k)  en  términos  de  Bík  —  1);  el  interés  mensual  es 
(0,07/1 2)Bik  -  1 }]. 

16*  Sea  B(k)  el  capital  que  un  prestatario  le  adeuda  ai  banco 
después  de  k  meses  si  el  tipo  de  interés  es  r  y  el  pago 
mensual  realizado  P . 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  Ettki 
[indicación:  Expresa  B(k)  en  términos  de  R(k  -  l )  y 
observa  que  el  interés  mensual  es  r/I2j. 

b)  Determina  cuáí  debe  ser  el  pago  mensual  P  para 
que  el  préstamo  quede  amortizado  a  los  T  meses. 

17*  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  verificar  la  fór¬ 
mula,  deducida  en  el  Ejemplo  5.  del  número  de  movi¬ 
mientos  n  cesar  i  os  para  completar  el  juego  de  la  Torre 
de  Hanoi* 

IK*  -n)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  tic  permutaciones  de  un  conjunto  de  n  de¬ 
méritos, 

b)  Utiliza  esta  relación  paFa  determinar  el  número  de 
permutaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos  utili¬ 
zando  un  razonamiento  iterativo. 

19.  Una  máquina  expendedora  de  sellos  acepta  sólo  mo¬ 
nedas  y  billetes  de  I  y  5  €. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  d  nú¬ 
mero  de  formas  de  depositar  ti  euros  en  la  máquina 
expendedora  si  se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se 
depositan  las  monedas  y  billetes* 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 

el  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  depositar  10  €  para 
comprar  un  grupo  de  sellos? 

20*  Un  país  utiliza  monedas  de  1  peso,  2  pesos,  5  pesos  y 
10  pesos  y  billetes  de  5  pesos*  10  pesos*  20  pesos*  50 
pesos  y  100  pesos*  Determina  una  relación  de  recurren¬ 
cia  para  d  número  de  formas  en  que  se  puede  pagar  una 
factura  de  n  pesos  si  se  tiene  en  cuerna  el  orden  en  que 
se  dan  las  monedas  y  billetes* 

2 1 ,  ¿Cuántas  formas  hay  de  pagar  una  factura  de  1 7  pesos 
utilizando  las  monedas  y  billetes  dd  Problema  20  si  se 
tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  dan  las  monedas  y  bi¬ 
lletes? 

*22,  aí  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  sucesiones  de  números  enteros  estricta¬ 
mente  crecientes  que  tienen  como  primer  término  el 
I  y  como  último  el  nT  donde  n  es  un  entero  positivo. 
Es  decir .  sucesiones  a  av  ...,  donde  a  I.  ¿ti  - 
n  y  üi  <tf,+1  para  j=  L  2 . k  -  I. 
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í > )  ¿( "ua te s  son  las  c onc I ic i one s  iniciales? 
c)  ¿Cuántas  sucesiones  del  tipo  descrito  en  el  apartado 
(a)  existen  si  n  es  un  entero  positivo  tal  que  n  >  2? 

23.  ai  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 

mero  de  cadenas  de  ti  bits  que  contienen  dos  ceros 
consecutivos. 

h )  ¿C  uá  les  son  las  cond  i  c  iones  i  n  ic  i  ales? 
c)  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  hits  contienen  dos  ceros 
consecutivos? 

24.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 

mero  de  cadenas  de  n  bits  que  contienen  tres  ceros 
consecutivos. 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 

c)  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  bits  contienen  tres  ceros 
consecutivos? 

25.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 

mero  de  cadenas  de  n  bits  que  no  contienen  tres  ce¬ 
ros  consccul  i  vos. 

b)  ¿Cuáles  son  kts  condiciones  iniciales? 

c)  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  hits  no  contienen  tres  ce¬ 
ros  consecutivos? 

*26.  a  l  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  numero 
de  cadenas  de  n  bits  que  con  nene  n  la  cadena  QL 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 

c  í  ¿C '  u  á utas  caí  le  nas  de  s  tete  bi  Es  contienen  1  a  cadena  01? 

27.  ai  Determina  tina  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 

mero  de  formas  de  subir  n  escalones  si  en  cada  paso 
se  pueden  subir  uno  o  dos  escalones, 
b  \  ¿C u  á le  s  s on  1  as  c  i  md  ic  i  ones  mi  cíales? 

c)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  subir  un  tramo  de 
ocho  escalones'? 

28.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 

mero  de  formas  de  subir  n  escalones  si  en  cada  paso 
se  pueden  subir  uno,  dos  o  tres  escalones. 

I>)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 
c)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  subir  un  tramo  de 
ocho  escalones? 

Una  cadena  que  contiene  sólo  ceros,  unos  y  doses  se  llama  una 

cadena  ternaria. 

29.  al  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 

mero  de  cadenas  ternarias  que  no  contienen  dos  ce¬ 
ros  consecutivos. 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  inicíales? 

c)  ¿Cuántas  cadenas  ternarias  de  longitud  6  no  contie¬ 
nen  dos  ceros  consecutivos? 

30.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  id  nú 

mero  de  cadenas  temarías  que  contienen  dos  ceros 
consecutivos. 

b )  ¿Cu  áles  s  ou  1  as  cond  i  c  lo  nes  inicia  les? 
c  t  ¿C u  ¿i nt  a  s  e ade  nas  tern  arias  de  I  on  gitud  ó  conti  ene  n 
dos  ceros  consecutivos? 

*31.  a)  Dctennina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 
mero  de  cadenas  ternarias  que  no  contienen  dos  ce¬ 
ros  consecutivos  nt  dos  unos  consecutivos, 
b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 


c)  ¿Cuántas  cadenas  ternarias  de  longitud  6  no  con¬ 
tienen  dos  ceros  consecutivos  ni  dos  unos  conse¬ 
cutivos? 

*32.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  cadenas  ternarias  que  contienen  bien  dos 
ceros  consecutivos  o  bien  dos  unos  consecutivas. 

b )  ¿í  r  u  á  Ic  s  son  I  as  cond  ic  i  onc  s  inicial  es? 

C)  ¿Cuántas  cadenas  tentarías  de  longitud  6  contienen 
bien  dos  ceros  consecutivos  o  bien  dos  unos  conse¬ 
cutivos? 

*33.  al  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  cadenas  ternarias  que  no  contienen  dos 
números  consecutivos  iguales, 
h)  ¿Cuales  son  las  condiciones  iniciales? 

c)  ¿Cuántas  cadenas  ternarias  de  longitud  6  no  contie¬ 
nen  dos  números  consecutivos  iguales? 

**34.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  cadenas  ternarias  que  contienen  dos  núme¬ 
ros  consecutivos  iguales. 

1 1 1  ¿C  u  ál  es  son  l  as  c  í  >nd  i  e  i  ones  i  n  ic  i  ate  s? 
c)  ¿Cuántas  cadenas  ternarias  de  longitud  6  contienen 
dos  números  consecutivos  iguales? 

35.  Los  mensajes  se  transmiten  por  cierto  canal  de  comuni¬ 
cación  utilizando  dos  señales.  La  transmisión  de  la  pri 
mera  señal  dura  un  mierosegundo  v  la  Transmisión  de  la 
segunda  señal  dura  dos  núcrosegundos 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  mensajes  diferentes  formados  por  secuen¬ 
cias  de  estas  dos  señales  que  se  pueden  transmitir  en 
n  tnicrosegundos  si  una  señal  es  seguida  inmediata¬ 
mente  por  otra. 

ht  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 
el  ¿Cuántos  mensajes  diferentes  se  pueden  transmitir 
en  10  m icrosegm idos  utilizando  estas  dos  señales? 

36.  Un  conductor  de  autobús  paga  todos  los  peajes  utili¬ 
zando  sólo  monedas  de  5  y  10  cénti  mos,  depositando 
las  monedas  de  una  en  una  en  un  recolector  automático. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  numeras  en  que  el  conductor  puede  pagar 
un  peaje  de  n  céntimos  (si  se  tiene  en  cuenta  d  or¬ 
den  en  que  se  utilizan  las  monedas), 

bj  ¿De  cuántas  formas  puede  pagar  un  peaje  de  45 
*  céntimos? 

37.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  Rt.  el 

número  de  regiones  en  que  n  metas  dividen  al  plano* 
si  no  hay  dos  rectas  paralelas  y  no  hay  ires  rectas 
que  se  corlen  en  un  punto. 

b)  Da  una  formula  explícita  para  R  utilizando  un  ra¬ 
zonamiento  iterativo. 

*38.  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el 
número  de  regiones  cu  que  la  superficie  de  una  es¬ 
fera  queda  dividida  por  n  circunferencias  máximas 
(que  son  intersecciones  de  la  esfera  con  planos  que 
pasan  por  su  centro),  si  tío  hay  tres  circunferencias 
máximas  que  se  corten  en  un  pumo. 
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b)  Da  una  fórmula  explícita  para  R r  utilizando  un  ra¬ 
zonamiento  iterativo, 

*39,  a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  S  T  el 
número  de  regiones  en  que  n  planos  dividen  ai  es¬ 
pacio,  si  cada  tres  planos  se  cortan  exactamente  en 
tin  punto  y  no  hay  cuatro  p tonos  que  pasen  por  el 
mismo  punto. 

b)  Da  una  fórmula  explícita  para  S  utilizando  un  ra¬ 
zonamiento  iterativo, 

4fl.  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  d  número 
de  cadenas  de  n  hits  con  un  número  par  de  ceros. 

41.  ¿Cuántas  cadenas  de  siete  bits  contienen  un  número 
par  de  ceros? 

42.  at  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  d  nú 

mero  de  maneras  de  cubrir  completamente  una  ma- 
I  la  de  2  x  n  cuadrados  utilizando  piezas  de  I  x  2. 
(indicación:  Considera  por  separado  los  recubri¬ 
mientos  en  los  que  el  cuadrado  de  la  esquina  supe¬ 
rior  derecha  está  cubierto  por  un  rectángulo  hori¬ 
zontal  y  en  los  que  está  cubierto  por  un  rectángulo 
vertical), 

bl  ¿Cuáles  son  tas  condiciones  iniciales  para  la  rela¬ 
ción  de  recurrencia  del  apartado  (a)? 
ct  ¿De  cuántas  formas  ve  puede  recubrir  completa¬ 
mente  una  malla  de  2  x  1 7  cuadrados  con  piezas  de 

1  x  2? 

43.  a  I  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nu¬ 

mero  de  1  orinas  de  diseñar  un  camino  con  ti  zule  jos 
de  color  rojo,  verde  y  gris  si  no  puede  haber  dos 
azulejos  adyacentes  del  mismo  color  y  si  los  a/tt le¬ 
jos  del  mismo  color  se  consideran  indistinguibles, 
h)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales  para  la  rela¬ 
ción  de  recurrencia  del  apartado  (a)? 

c)  ¿De  cuántas  formas  se  puede  diseñar  un  camino  de 
siete  azulejos  en  las  condiciones  descritas  en  el 
apartado  l  a)? 

44.  Demuestra  que  los  números  de  Fibonacci  satisfacen  la  ab¬ 
lación  de  recurrencia  fn  =  5/  i  +  3y^  para  n  ~  5, 6,  7,  ..., 
junto  con  las  condiciones  iniciales  /|S  -  0J\  -  K /,  -  \J\ 
-  2  y  j x  -  3,  Utiliza  esta  relación  de  recurrencia  para  de¬ 
mostrar  que;  es  divisible  por  5,  para  n  -  1 , 2,  3, 

*4x  Sea  S(m.  tt)  el  número  de  aplicaciones  suprayeclivas 
de  ii n  conjunto  de  m  demeritas  en  un  conjunto  de  n 
elementos.  Demuestra  que  5(m.  n)  satisface  la  relación 
de  recurrencia 

«-i 

Sim.  tí)  =  nm  -  J\C{ru  k)S{m.  k) 

M 

siempre  que  m  >  n  y  n  >  I,  con  la  condición  inicial 
S(m,  l>=  1. 

46.  ai  Escribe  todas  las  formas  de  poner  paréntesis  at  pn> 
duelo  vn '  v  x  .v;  ■  xA  para  determinar  el  orden  de 
multiplicación. 

b)  l  ti  liza  la  relación  de  recurrencia  presentada  cu  el 
Ejemplo  8  para  calcular  Cr  el  número  de  formas  de 


poner  paréntesis  en  un  producto  de  cinco  términos 
para  deten n m ar  el  orden  de  muhipl ¡catión .  V en fi e a r 
que  coincide  con  la  lista  del  apañado  (a), 
c)  Verifica  el  resultado  del  apartado  (bí  calculando  C 
con  la  fórmula  explícita  mencionada  en  la  solución 
del  E  jemplo  K. 

47.  a)  Utiliza  la  relación  de  recurrencia  presentada  en  d 
Ejemplo  8  para  determinar  Cy  el  número  de  for¬ 
mas  de  poner  paréntesis  en  un  producto  de  seis  ter 
mirtos  para  determinar  el  orden  de  multiplicación, 
b)  Verifica  el  resultado  calculando  Ci  con  to  fórmula 
explícita  mencionada  en  la  solución  dd  Ejemplo  8, 

1 48.  En  d  juego  de  la  Forre  de  Hanoi,  supongamos  que  el 
objeti  vo  es  trasladar  lodos  los  discos  de  ía  primera  a  la 
tercera  barra,  pero  que  un  disco  no  se  puede  mover  di¬ 
rectamente  de  la  primera  a  la  tercera  burra.  Cada  movi¬ 
miento  de  un  disco  debe  pasar  por  la  segunda  barra. 
Igual  que  en  el  juego  original  no  se  puede  poner  un  dis¬ 
co  encima  de  otro  de  menor  radio. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  movimientos  necesarios  para  resolver  el 
acertijo  con  n  discos  y  esta  restricción  adicional, 

b)  Resuelve  esta  relación  de  recurrencia  para  encontrar 
una  fórmula  explícita  del  número  de  jugadas  nece¬ 
sarias  para  resolver  este  acertijo  con  n  discos, 

c)  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  colocar  los  n  discos 
en  las  tres  barras  de  forma  que  ningún  disco  esté  en¬ 
cima  tic  otro  disco  de  menor  radio? 

d }  Dei  n  uest  ra  q  uc  todas  I  a  s  con  fi  g  ti  rae  i  ones  de  I  a  pa  n  a  - 
do  (c)  se  dan  en  la  solución  de  esta  variante  dei  acer¬ 
tijo. 

Los  problemas  dd  49  al  53  tratan  una  variante  del  proble¬ 
ma  de  Josefo  descrito  por  Graham,  Kmith  y  Pata  símil  en 
[GrKnPu94],  Este  problema  se  basa  en  un  relato  del  historiador 
Fia  vio  Josefo.  que  formó  parle  de  un  grujm  de  4 1  rebeldes  ju¬ 
díos  atrapados  en  una  cueva  por  ios  romanos  durante  la  guerra 
entre  judíos  y  romanos  en  d  siglo  i.  Los  rebeldes  prefirieron 
suicidarse  antes  que  ser  capturados;  decidieron  formar  un  cít 
culo  y  contar  de  tres  en  tres  una  y  otra  vez  alrededor  del  circu 
lo.  matando  ert  cada  ronda  al  último  rebelde  de  los  tres  que  se 
habían  Conrado,  Sin  embargo,  Josefo  y  otro  rebelde  no  querían 
morir  de  esta  forma  y  delemi marón  las  posiciones  en  que  de¬ 
bían  colocarse  para  ser  los  dos  últimos  rebeldes  que  quedaran 
con  vida.  La  variación  que  aquí  consideramos  es  un  juego  que 
comienza  con  //  personas,  numeradas  de  1  a  /i,  y  formando  un 
círculo.  En  cada  etapa,  se  cuenta  de  dos  en  dos  v  se  elimina  a 
la  segunda  persona  hasta  que  sólo  queda  una  persona.  Denota 
mus  por  70;)  el  ganador  del  juego, 

49.  Determina  el  valor  de  /(/;)  paja  cada  entero  n  tal  que  I 

<  n  <  16, 

50.  Utiliza  los  resultados  del  Problema  4l)  para  conjeturar 
una  fórmula  para , fin),  (indicanim:  Escribe  //  =  2"  -H  A, 
donde  m  es  un  entero  tío  negativo  y  A  es  un  entero  no 
negativo  y  menor  que  2m). 

5 1 .  Demuestra  que  J(n)  satisface  la  relación  de  recurrencia 

7(2/;)  27(/;)  -  1  y  7(2//  4  1)  =  2/(3/)  +  I,  para  it  >  I  y 

7(1)  *  L 
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52.  Utiliza  el  principia  de  inducción  para  demostrar  la 
fórmula  conjeturada  en  el  Problema  50  haciendo  uso  de 
la  relación  de  recurrencia  de)  Problema  5 1 . 

55.  Determina  ./(IDO),  ,7(1000)  y  7(10000}  utilizando  la 
fon  mil  a  propue  st  a  p  u  ra ./( n ) . 

Los  problemas  del  54  al  ól  tratan  sobre  el  acertijo  del  manda¬ 
rín,  la  variante  de  la  Torre  de  Hanoi  con  cuatro  barras  y  n  dis¬ 
cos.  Aoies  de  presentar  los  problemas,  describiremos  el  algo¬ 
ritmo  de  Frame- S te wart  para  mover  los  discos  desde  la 
primera  a  la  cuarta  barra,  de  forma  que  ningún  disco  esté  en 
ningún  momento  encima  de  otro  de  menor  tamaño.  Este  algo¬ 
ritmo,  dado  il  el  número  de  discos,  depende  de  la  elección  de 
un  entero  k  tal  que  1  <  k  <  n.  Cuando  hay  tin  único  disco,  se 
mueve  desde  la  primera  barra  hasta  la  cuarta  y  el  juego  ha  ter¬ 
minado.  Para  n  >  I,  d  algoritmo  procede  de  forma  recursiva, 
realizando  las  tres  siguientes  etapas.  De  forma  recursiva,  se 
mueve  la  pila  de  los  n-k  discos  mas  pequeños  desde  la  pri¬ 
mera  a  la  segunda  barra  utilizando  las  cuatro  barras,  A  conti¬ 
nuación,  se  mueve  la  pila  de  los  k  discos  mas  grandes  desde  la 
primera  a  la  cuarta  barra  utilizando  la  solución  del  juego  orí 
ginal  de  la  Torre  de  Hanoi  y  sin  usar  la  barra  que  tiene  a  los 
n  -  L  discos  más  pequeños.  Finalmente,  y  de  nuevo  de  forma 
recursiva,  se  mueven  los  n  k  discos  mas  pequeños  a  la  cuar- 
ía  barra  utilizando  las  cuatro  barras,  Frame  y  S  te  wart  demos¬ 
traron  que  para  realizar  el  menor  número  de  movimientos  po¬ 
sibles  utilizando  su  algoritmo,  k  debe  sei  escogido  de  forma 
que  sea  el  menor  entero  tal  que  n  sea  menor  o  igual  que  tk 
kik  +  1  )/2,  el  lUésimo  numero  triangular,  es  decir,  que  r  <  n<ir 
La  conjetura,  aún  sin  demostrar,  conocida  como  la  conjetura 
de  l*ramet  es  que  este  algoritmo  realiza  d  menor  numero  de 
operaciones  necesario  para  resolver  el  acertijo,  es  decir,  que 
cualquier  otra  estrategia  que  resuelva  el  juego  requiere  mayor 
número  de  movimientos. 

54.  Demuestra  que  el  acertijo  del  mandarín  con  tres  discos  se 
puede  resolver  con  cinco  movimientos*  pero  no  con  menos. 

55.  Demuestra  que  d  acertijo  del  mandarín  con  Cuatro  dis¬ 
cos  se  puede  resolver  con  nueve  movimientos,  pero  no 
con  menos. 

5 b.  Describe  los  movimientos  realizados  por  el  algoritmo 
de  I  ramo- Sle wart,  para  el  valor  de  k  para  el  que  se  ne¬ 
cesita  un  menor  número  de  movimientos,  en  los  si¬ 
guientes  casos: 

i\)  5  discos,  h)  6  discos,  c)  7  discos,  d)  8  discos. 


*57.  Demuestra  que  si  R{n)  es  el  número  de  movimientos 
realizados  por  d  algoritmo  de  Frume-Siewart  para  re- 
solver  d  acertijo  del  mandarín,  con  el  valor  de  k  para  el 
que  se  necesita  un  menor  número  de  movimientos,  en¬ 
tonces  R(n)  satisface  la  relación  de  recurrencia  R(n)  = 
2 R(n  -  Aj  +  2*  -  L  con  R(Q)  =  0  y  R{  1 )  =  1 . 

*58.  Demuestra  que  si  k  se  escoge  como  en  el  Problema  57, 
entonces  R{n)  -  R(n  -  l)  =  2*"1. 

*59.  Demuestra  que  si  k  se  escoge  como  en  el  Problema  57. 

entonces  /?(n)=  Zf=li2' -(/á  ~trí2l_!. 

*60.  Utiliza  el  Problema  59  para  dar  tina  cota  superior  del 
número  de  mov  imientos  necesarios  para  resolver  el  acer¬ 
tijo  del  mandarín  para  los  enteros  n  tales  que  I  <n  <  25. 

*61 .  Demuestra  que  R(n  \  es  Oi^tt  2v"'r ). 

Sea  \aj  una  sucesión  de  números  reales.  Las  diferencias  re- 
^resh  as  de  dicha  sucesión  se  definen  recursivamente  como  se 
muestra  a  continuación.  diferencia  de  primer  orden  Va  es 
Va  =a  -a  .. 

ft  n  n—1 

La  diferencia  de  orden  k  +  1,  denotada  Vuia  ,  se  obtiene  a 
partir  de  Vka  u  tí  fizando  la  formula 

=V*a  ~Vka  r 

n  t\  n-  li 

62,  Determina  Va  para  la  sucesión  |  a  } ,  donde 

'A  \  ¿I*  —  4 . 

I>)  a  =  2n. 
c)  =  /r, 
d>  a  -2\ 

C>3.  I  )c termina  V-í/n  para  las  sucesiones  dd  Problema  62. 

64.  Demuestra  que  a  .-a  -  Va  . 

1  n-l  tt  fi 

65.  Demuestra  que  a  -a  -  2V<;  +  V2a 

*Mi.  Demuestra  que  a  ,  se  puede  expresar  en  términos  de  o  , 

Vi/ .  V;ü  , ....  Vka  . 

n  n7  n 

67.  Expresa  ki  relación  de  recurrencia  a  =  a  +  a  ,  en  icr- 

1  M  tt- 1  ff-h- 

iii  i  nos  de  a  ,  y  V2a  . 

ir  ft  ¡15 

68*  Demuestra  que  cualquier  relación  de  recurrencia  para 
la  sucesión  \aj  se  puede  escribir  en  términos  de  a  A  u  , 
V  ti ,  La  ecuación  resultante  que  relaciona  la  sucesión 
y  su>  incrementos  se  denomina  ecuacióii  en  diferencias. 


6,2  Resolución  de  relaciones  de  recurrencia 


INTRODUCCIÓN 


En  modelado  aparece  una  gran  variedad  de  relaciones  de  recurrencia.  Algunas  de  ellas  se  pueden 
resolver  utilizando  argumentos  iterativos  u  oirás  técnicas  ad  hoc\  Sin  embargo,  hay  un  tipo  espe¬ 
cial  de  relaciones  de  recurrencia  que  se  pueden  resolver  explícitamente  de  una  forma  sistemática. 

Son  las  relaciones  de  recurrencia  que  expresan  los  términos  de  la  sucesión  como  una  combinación 
lineal  de  los  términos  anteriores, 

m 

jB 
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DEFINICIÓN  i 


EJEMPLO  I 


EJEMPLO  2 


Una  relación  de  recurrencia  lineal ,  homogénea  de  orden  k  y  con  coeficientes  constantes  es 
una  relación  de  recurrencia  de  la  forma 

L 


ti  -  C.Q  .  +  CM  ,  + 
ti  l  n- 1  2  «-2 


+  CkÚH-P 


donde  cv  ....  ck  son  números  reales  y  ck  ^  0. 


La  relación  de  recurrencia  de  la  definición  es  lineal  porque  el  termino  de  la  derecha  es  una  suma 
de  múltiplos  de  términos  anteriores  de  la  sucesión  y  es  homogénea  porque  no  aparecen  términos 
que  no  sean  múltiplos  de  los  a  Los  coeficientes  que  multiplican  a  los  términos  de  la  sucesión  son 
constantes  y  no  funciones  que  dependan  de  n.  El  orden  es  k  porque  a  está  expresado  en  términos 
de  los  k  elementos  previos  de  la  sucesión. 

Una  consecuencia  del  segundo  principio  de  inducción  es  que  una  sucesión  que  satisface  la 
relación  de  recurrencia  de  la  definición  está  determinada  de  manera  única  por  la  relación  de 
recurrencia  y  las  A  condiciones  iniciales 


La  relación  de  recurrencia  P  -  (1,1 1}P  .es  una  relación  de  recurrencia  lineal  v  homogénea  de  or- 
den  uno.  La  relación  de  recurrencia  f  +  f  es  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  homogé¬ 

nea  de  orden  dos.  La  relación  de  recurrencia  a  -  a  es  una  relación  de  recurrencia  lineal  v  ho¬ 
ra  ff  j 

mogénea  de  orden  cinco.  -4 

El  Ejemplo  2  muestra  algunos  ejemplos  de  relaciones  de  recurrencia  que  no  son  relaciones  de 
recurrencia  lineales,  homogéneas  y  de  coeficientes  constantes. 

La  relación  de  recurrencia  a  =  a  ,  +tr  ,  no  es  lineal  La  relación  de  recurrencia  //  -  2H  .  +  1  no 

íi  ra-1  n  2  n  1 1  I 

es  homogénea.  La  relación  de  recurrencia  #  r  =  nBt  no  es  de  coeficientes  constantes,  <4 

Las  relaciones  de  recurrencia  lineales  y  homogéneas  se  estudian  por  dos  motivos.  En  primer 
lugar,  aparecen  con  frecuencia  en  problemas  de  modelado.  En  segundo  lugar,  pueden  resolverse  de 
forma  sistemática. 


RESOLUCIÓN  DE  RELACIONES  DE  RECURRENCIA  LINEALES 
Y  HOMOGÉNEAS  CON  COEFICIENTES  CONSTANTES 


El  enfoque  básico  para  resolver  relaciones  de  recurrencia  lineales,  homogéneas  y  de  coeficien¬ 
tes  constantes  es  buscar  soluciones  de  la  forma  =  r ”,  donde  r  es  una  constante.  Obsérvese  que 
a  -  rñ  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia  a  -  t\a  .  +  c,a  ,  -f  ■■■  c  u  m,  y  sólo  si, 

r11  =  +  c2rn~2  +  ctr^ki 

Cuando  se  dividen  ambos  lados  de  esta  igualdad  entre  rn~k  y  la  parte  derecha  se  resta  a  la  izquier¬ 
da,  se  obtiene  la  ecuación 

p  —  r  r*_l  —  rr^2  —  ...  —  r  r  —  r  =  () 

Por  tanto,  la  sucesión  {r/J  tal  que  at  -  rn  es  una  solución  si,  y  sólo  si,  r  es  solución  de  esta  última 
ecuación,  que  se  denomina  ecuación  característica  de  la  relación  de  recurrencia.  Las  soluciones 
de  esta  ecuación  son  las  raíces  características  de  la  relación  de  recurrencia.  Como  veremos,  es¬ 
tas  raíces  características  se  pueden  utilizar  para  dar  una  fórmula  explícita  para  las  soluciones  de 
este  tipo  de  relaciones  de  recurrencia. 

En  primer  lugar,  veamos  algunos  resultados  que  se  ocupan  de  las  relaciones  de  recurrencia 
homogéneas  de  coeficientes  constantes  y  orden  dos.  Paste  normen  te,  enunciaremos  los  resultados 
generales  correspondientes  al  caso  en  el  qtie  el  orden  es  mayor  que  dos.  Como  las  demostraciones 
de  los  resultados  para  el  caso  general  son  complicadas,  no  se  han  incluido  en  el  texto. 
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TEOREMA t 


Veamos  entonces  el  caso  de  las  relaciones  de  recurrencia  lineales  y  homogéneas  de  orden 
dos.  En  primer  lugar,  consideremos  el  caso  en  el  que  hay  dos  raíces  características  distintas. 


. 


Demostración :  Debemos  hacer  dos  cosas  para  probar  el  teorema.  En  primer  lugar,  leñemos  que 
demostrar  que  sí  y  y  r ,  son  raíces  de  la  ecuación  característica,  y  y  a2  son  constantes,  entonces 
la  sucesión  {a  \  dada  por  a  -  a ,r]  +  ex/ 1  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia.  En  segundo 
lugar,  tenemos  que  demostrar  cualquier  solución  de  la  relación  de  recurrencia  es  de  esta  forma,  es 
decir,  si  |  an  \  es  solución,  entonces  an  =  c/'j  +  a/\  para  ciertas  constantes  a,  y  a,. 

A  continuación  veremos  que  si  an  -  oy'J  +  a/%  entonces  la  sucesión  {aj  es  solución  de  la 
relación  de  recurrencia.  Como  rx  y  r,  son  raíces  de  r1  -  c/  -  c2  -  0,  se  sigue  que  r2t  =  c/]  +  cv  r;  = 
ry2  4-  cy 

De  estas  ecuaciones  se  deduce  que 


+c2a^_2  =  c!(a1^/,-,  +  tx2rr1H^(a17in'iayri> 


n-2r 


n- 2  , 


=  a1r,fl"-(cv  I  +c2)  +  a2r2  {qr2  +c2) 
-  +  a,KI_  V 


=  a,/]  +a2?2 
=  ÍV 

Esto  demuestra  que  la  sucesión  j  aj  dada  por  an  =  a/'"  +  a/\  es  solución  de  la  relación  de  recu¬ 
rrencia. 

Para  demostrar  que  toda  solución  \  a  ]  de  la  relación  de  recurrencia  an  =  es 

la  forma  aa  -  a.i *  +  a/l  para  //  =  0,1, 2, ....  para  ciertas  constantes  y  a2,  supongamos  que  [aj 
es  una  solución  de  la  relación  de  recurrencia  que  satisface  las  condiciones  iniciales  í/r  =  C{]  y  - 
Cr  Veamos  que  existen  constantes  a,  y  cq  tales  que  la  sucesión  \  an  \  dada  por  an  =  a/]  +  o t,r]  sa¬ 
tisface  estas  mismas  condiciones  iniciales.  Para  ello,  se  debe  verificar 

Qq  —  Cq  —  OÍ|  ’l"  CC-7 , 

Ü\  “  Cj  —  Oí  j  q  +  (X  yf-y  . 


+2*2' 


De  eslas  ecuaciones  podemos  obtener  los  valores  de  a,  y  ar  De  la  primera  ecuación  se  sigue  que 
a ,  -  Cn  -  oq.  Sustituyendo  esto  en  la  segunda  ecuación  se  obtiene 

Ct  +  (C0-  ar  )rr 

Por  tanto. 

Esto  demuestra  que 
(C\  CqA  ) 


# 


m 


■ 


r,  -  f  \ 


y  que 


OC7  —  (  n  (Xi  —  í  ¡X 


í  ó- 1  f  0*2  ^ 


r,  -  r, 


r,  -  r* 


Obsérvese  que  las  expresiones  para  a,  y  re,  tienen  sentido,  pues  ^  r7.  (Qumdo  rt  -  /y  este  teorema  no 
es  cierto).  Por  tanto,  con  estos  valores  para  a,  y  a.,,  la  sucesión  {aj  dada  por  oqr'j  +  CL,r'\  satisface  las 
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dos  condiciones  iniciales.  Corno  fa  relación  de  recurrencia,  junto  con  las  condiciones  iniciales  delet 
mina  de  manera  única  la  sucesión,  hemos  demostrado  que  a  =  «(/  '¡  +  a,r!\. 

Las  raíces  características  de  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  homogénea  con  coeficientes 
constantes  pueden  ser  números  complejos.  El  Teorema  1  (y  el  resto  de  los" teoremas  de  esta  sec¬ 
ción)  también  son  válidos  en  este  caso.  Las  relaciones  de  recurrencia  cuyas  raíces  características 
son  números  complejos  no  serán  tratadas  en  este  libro.  Los  lectores  familiarizados  con  los  mime 
ros  complejos  pueden  tratar  de  resolver  los  Problemas  38  y  39  al  final  de  esta  sección 

Los  Ejemplos  3  y  4  muestran  cómo  utilizar  el  Teorema  1  para  resolver  relaciones  de  re¬ 
currencia. 

EJEMPLO  3  ¿Cuál  es  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 

con  «0  =  2  y  al  =  7? 


Ejemplos 

adkiottafcs 


Solución:  Para  resolver  este  problema  puede  utilizarse  el  Teorema  1.  La  ecuación  característica  de 
la  relación  de  recurrencia  es  r -r- 2  =  0.  Sus  raíces  son  rs  2  y  r  =  -1.  Por  tanto,  la  sucesión  1  a  I 
es  solución  de  la  relación  de  recurrencia  si,  y  sólo  si, 

o,  =  +  cU-I)", 

para  algunas  constantes  a]  y  a..  De  las  condiciones  iniciales  se  deduce  que 

íi0  =  2  =  «j  +  o¿, 

“ ,  =  7  =  a(  ■  2  +  a,  ■  (-[). 

Resolviendo  este  sistema  de  dos  ecuaciones,  se  obtiene  que  «,  =  3  v  rx,  =  I .  Por  tanto,  la  solución 
de  la  relación  de  recurrencia  con  las  condiciones  iniciales  dadas  es  la  sucesión  |n  }  dada  por 

á=3  2"~(-iy. 


EJEMPU )  4  Determina  una  fórmula  explícita  para  los  números  de  Fibonaeci. 


Solución:  Recordemos  que  la  sucesión  de  los  números  de  Fibonaeci  satisface  la  relación  de  re¬ 
currencia^  =/n  ,  +fr¡  2  y  las  condiciones  iniciales /0  =  0  y  f  =  1.  Las  raíces  de  la  ecuación  carac¬ 
terística  r  -  r-  1  =  0  sen  r,  -  (1  +  V5)/2  y  r2  =  ( 1  -  V5}/2.  Por  tanto,  según  el  Teorema  1 ,  la  su 
cesión  de  números  de  Fibonaeci  viene  dada  por 


L  =  «! 


I  4-  si  5  ' 

+  £tJ  — — 

2  J 

■[  2  J 

paiu  ciertas  constantes  orT  y  a„  que  se  pueden  determinar  a  partir  de  las  condiciones  iniciales  í  =  t) 
y }\=  1.  Se  tiene  'ü 

/„  =  «,+«,=  0. 


f\  =  «i 


fl  +  V'5'1  í  1  o 


^  ) 


+  a 


=  1. 


La  solución  de  este  sistema  de  ecuaciones  para  a,  y  a,  es 
otf  =  I  /  v  5^  «2  = 

Por  tanto,  los  números  de  Fibonaeci  vienen  dados  por  la  expresión 
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El  Teorema  1  no  se  puede  utilizar  cuando  la  raíz  de  la  ecuación  característica  tiene  multipli¬ 
cidad  dos.  Si  esto  ocurre,  y  denotamos  por  rn  la  raíz,  entonces  ar.  -  nr"n  es  también  solución  de  la 
relación  de  recurrencia.  El  Teorema  2  muestra  cómo  se  puede  tratar  este  caso. 

TEOREMA  2 

Sean  cy  y  c2 números  reales  tales  que  c,  *  0.  Supongamos  que  r  -  c,r  -  c,  =  0  tiene  una  úni¬ 
ca  raíz  r(l.  Úna  sucesión  \aj  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia  si,  y 

sólo  si,  a  -  a/'  +  CLnrnn,  para  n  =  0.  1 .  % . donde  a,  y  a,  son  constantes. 

"  1  U  ¿  1 

t  r  ,  *  f  "-¿ré  ¿T  t-  ,  f  .‘j.'J-tL  - C.  -  *•.' 

La  demostración  del  Teorema  2  se  deja  como  ejercicio  para  el  final  de  la  sección.  El  Ejemplo  5 
muestra  cómo  se  utiliza  este  teorema. 

EJEMPLO  5 

¿Cuál  es  ta  solución  de  la  relación  de  recurrencia 

a  -  6  a  s  -  9  a  . 

n  íi-1  n  2 

con  las  condiciones  iniciales  an  =  1  y  a,  =  67 

Solución:  La  única  raíz  de  r  -  6 r  +  9  =  0  es  r  =  3.  Por  tanto,  la  solución  de  esta  relación  de  re¬ 
currencia  es 

a  =  a.  3"  +  a, «3" 

H  1  2 

para  algunas  constantes  a.  y  a,.  Utilizando  las  condiciones  iniciales,  se  tiene  que 

a,  =  6  *  a,  •  3  +  ot,  •  3. 

La  solución  de  este  sistema  de  ecuaciones  es  a,  =  1  y  a,  =  1 .  Por  tanto,  la  solución  de  esta  relación 
de  recurrencia  con  las  condiciones  iniciales  dadas  es 

a  —  3fl  +  íi3\  ^ 

H 

A  continuación  enunciamos  el  resultado  que  trata  las  relaciones  de  recurrencia  lineales  y  ho¬ 
mogéneas  con  coeficientes  constantes  de  orden  k.  en  el  caso  en  que  las  raíces  de  la  ecuación  caras 
turística  son  todas  distintas.  La  demostración  de  este  resultado  queda  como  ejercicio  para  el  lector. 

TEOREMA  3 

Sean  c%,  c, . c\  números  reales.  Supongamos  que  la  ecuación  característica 

' — tV=0 

tiene  k  raíces  distintas  rp  i\ . r..  Entonces,  una  sucesión  \aj  es  solución  de  la  relación  de 

recurrencia 

1 

a  -  c.ü  .  4-  i\a  ,  +  —  +  c.a  , 

n  1  n-J  2  n-2  k  ri  í 

m 

si,  y  sóío  si, 

an  =  air]  +  ai ;  r  +  +  a/l 

para  n  =  0,  1,  2, ....  donde  ar  ar  ....  o;,  son  constantes. 

EJEMPLO  6 

Veamos  cómo  se  utiliza  este  teorema  en  el  siguiente  ejemplo. 

Determina  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 

a  =6  a  .  -  1 1  a  ,  +  6¿j  , 

ti  n-\  n  -3 

con  las  condiciones  iniciales  aG  =  2,  a]  =5  y  a,  -  15. 
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TEOREM  A  4 


EJEMPLO  7 


Solución  Ll  polinomio  característico  de  esta  relación  de  recurrencia  es 
r1  -  6r  +  1 1  r  -  6. 

Las  raíces  características  son  t  =  1,  r  =  2  y  r  =  3,  ya  que  r1  -  6r  +  ¡  I r  -  6  -  (r  _  [}(r  _  2\(,  _  V|  Por 
tanto,  las  soluciones  de  esta  relación  de  recurrencia  son  de  la  forma 

a,  =  a,  *  1"  +  «j  ■  2"  +  a,  •  3*. 

Para  determinar  las  constantes  a|(  a,  y  a,  utilizamos  las  condiciones  iniciales.  Se  tiene  que 

o0  =2  =  0:,+  a2  +«,, 

«i  =5  =  or,  +«■,  -2  + a,  -3. 

(¡2  -  1 5  =  a,  +  or:  ■  4  +  a-,  ■  9. 

Cuando  se  resuelve  este  sistema  lineal  de  ecuaciones  para  las  variables  a  ,  a  y  a  .  el  resultado  es 

U^-r  1  y  aí  =  2'  f0!" tant0’ la  llnica  solución  de  esta  relación  de  recurrencia  ciue  verifica 
Us  condiciones  unciales  dadas  es  la  sucesión  (¿r  |  dada  por 

a  =1-2" +2-3  A 

"  < 

A  continuación  enunciamos  el  resultado  más  general  sobre  relaciones  de  recurrencia  lineales 
y  homogéneas  con  coeficientes  constantes,  que  cubre  también  el  caso  en  que  la  ecuación  caracte¬ 
rística  tenga  raíces  múltiples.  La  idea  clave  es  que.  para  cada  raíz  r  de  la  ecuación  característica 
con  multiplicidad  m,  la  solución  genera]  contiene  un  sumando  de  la  forma  P(n)r".  donde  Pin)  es 

un  polinomio  de  grado  m-  1 .  Dejamos  la  demostración  de  este  resultado  como  un  ejercicio  de 
cierta  dificultad  para  el  lector  interesado. 


Sean  e,.  c\.,  c,  números  reales.  Supongamos  que  fa  ecuación  característica 

. <<  =  0 

tiene  t  raíces  distintas/,.  r,,  ....  j-,  con  multiplicidades  mv  m2 . w,  respectivamente,  y  tales 

que  m  5-  1  para  i  =  L  2, ....  r  y  w,  +  m,  +  -  +  m.  =  k.  Entonces,  una  sucesión  {,?  )  es  solución 


de  la  relación  de  recurrencia 
si.  y  sólo  si, 


"lrKo+Hi1i«  +  -  +  0'i,,,¡  [n,n'  V," 


+  í  a2ü  +  a2 ,  n  +  •  -  •  +  a,-m,  )r¡ 

+-+(alJ}  +  atJn+-~ 

para  n  =  0,  i .  2 . donde  a  son  constantes  para  t  <  /  <  t  y  0<  j<  m  1 . 

El  Ejemplo  7  ilustra  cómo  utilizar  el  Teorema  4  para  determinar  la  forma  general  de  la  so¬ 
lución  de  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  homogénea  con  coeficientes  constantes  cuando  la 
ecuación  característica  tiene  raíces  múltiples. 

Supongamos  que  las  raíces  de  la  ecuación  característica  de  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  ho¬ 
mogénea  con  coeficientes  constantes  son  2,  2, 2. 5, 5  y  9  les  decir,  hay  tres  raíces  distintas,  la  raíz 
-  con  Multiplicidad  tres,  la  raíz  5  con  multiplicidad  dos  y  la  raíz  9  con  multiplicidad  uno),  ;  Quc 
forma  tiene  la  solución  general? 

Solución:  Según  el  Teorema  4,  la  forma  general  de  la  solución  es 
(a[M+aLln  +  al2ir)2n  +(a2.0  +  a2tn)5n  +  <%09'\ 
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Veamos  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  4  para  resolver  una  relación  de  recurrencia  line¬ 
al  y  homogénea  con  coeficientes  constantes  cuando  la  ecuación  característica  tiene  una  raí?  con 
multiplicidad  tres. 

EJEMPLO  S  Calcula  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 

-  3 a  -  3 ii  , -a  . 

n  o—l  n-2 

con  las  condiciones  iniciales  au  =  l,  =  -2  y  íi2  =  L 

iSüiuc'ídrt:  La  ecuación  característica  de  esta  relación  de  recurrencia  es 
r*  +  3  r2  +  3r  +  l  =  O, 

Como  r*  +  3rí  +  3r  +  I  =  (r  +  1  )\  la  ecuación  característica  tiene  como  tínica  raíz  r  =  -  I  con  mul¬ 
tiplicidad  tres.  Por  tanto,  según  el  Teorema  4,  las  soluciones  de  la  recurrencia  son  de  la  forma 

un  =al.o(-iy  +«U/I{-1)"  +«,  VH)". 

Para  determinar  las  constantes  a,0. «, ,  y  ct(  ,  utilizamos  las  condiciones  iniciales.  Se  tiene 

«n  =  !  =  i*?  o- 

tí,  =-2  =  -Oi-0-ou-a,i2., 

a:  =  -l  =  -al0  +  2o?|  |  +4a,  2- 

La  solución  de  este  sistema  lineal  de  tres  ecuaciones  es  0  =  L  ntM  =  3  y  a,  2  =  -2.  Por  tanto,  la 
única  solución  de  esta  relación  de  recurrencia  con  las  condiciones  iniciales  dadas  es  la  sucesión 
|  an  i  dada  por 

^  =  (1  +3fl-2n2)(-l)-.  < 


RELACIONES  DE  RECURRENCIA  LINEALES  Y  NO  HOMOGÉNEAS 
CON  COEFICIENTES  CONSTANTES 


Hemos  visto  cómo  resolver  relaciones  de  recurrencia  lineales  y  homogéneas  con  coeficientes  cons¬ 
tantes.  ¿Hay  alguna  técnica  sencilla  para  resolver  una  relación  de  recurrencia  lineal,  pero  no  ho¬ 
mogénea,  con  coeficientes  constantes,  como  an  =  3 ait  ,  +  2ríJ  Veremos  que  la  respuesta  es  afir¬ 
mativa  para  ciertas  familias  de  tales  relaciones  de  recurrencia* 

La  relación  de  recurrencia  an  -  3 ar  .  +  2 n  es  un  ejemplo  de  relación  de  recurrencia  lineal  v 
no  homogénea  con  coeficientes  constantes,  es  decir,  una  relación  de  recurrencia  de  la  forma 


a  -  t\a  .  +  c.a  ,  + 

n  1  a— I  2  /t-2 


'  +  í'A-í  +  F[n^ 


donde  cr  c ....  ck  son  números  reales  y  Fin)  es  una  función  no  idénticamente  nula  que  depende 
sólo  de  n.  La  relación  de  recurrencia 


a  .  +  c,yü  , +  ■ 

a  [  ti  ■  i  /  n-2 


+  -L 


se  denomina  relación  de  recurrencia  homogénea  asociada  y  desempeña  un  papel  importante  en 
la  resolución  de  la  relación  de  recurrencia  no  homogénea. 


EJEMPLO  9  Cada  una  de  las  relaciones  de  recurrencia  a  -a  .  +  2\  a  =  a  .  +  a  T  +  tr  +  4-  L  a  =  3  a  + 

u  n  I  n  n~ I  r?~2  n  n  I 

h3"  y  a  -  on  +  an  ,  +  a  1  +  /?!  es  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  no  homogénea  con  coeli- 
ciemes  constantes.  Las  relaciones  lineales  homogéneas  asociadas  son  a  -  a  a  =a  .  +  o 
an  =  3a^.  y  an  -  a  4-  a*  +  an  r  respectivamente.  A 

La  oBservación  fundamental  sobre  las  relaciones  de  recurrencia  lineales  no  homogéneas 
con  coeficientes  constantes  es  que  todas  sus  soluciones  son  suma  de  una  solución  particular  y  una 
solución  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  asociada,  como  demuestra  el  Teorema  5. 


técnicas  avanzadas  de  recuento  ,W1 


TEOREMA  i 


EJEMPLO  111 


Si  (««I  es  una  solución  particular  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  con 
coeficientes  constantes 

entonces  toda  solución  es  de  la  formal^  +  af> },  donde  {o«>}  es  una  solución  de  la  relación 
de  recurrencia  lineal  homogénea  asociada 


u,  =  e|«_i  +  (72^_;  + 


+  l\an-f 


Demostración:  Como  |fl«|  es  una  solución  particular  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  ho¬ 
mogénea,  sabemos  que 


,<p> 


“  ‘VCÍ  +í'2£Ji-2  +  "'  +  íVí1 


,(ÍJ> 


+  F{n). 


Si  |  bj  es  otra  solución  de  la  relación  de  recurrencia  linea!  no  homogénea,  sabemos  que 

K  =  ci  bn-\  +  c2bH-i +■"  +  (' A-k  +  F(  n ). 

Restando  la  primera  de  estas  igualdades  de  la  segunda,  obtenemos  que 

h*  a,¡  =  cl  *  bn-  I  —  Ün  -1 )  +  czA- 2  ~  (,H ->  H - +  C¡.  (b„-í  -  aj'\  ). 

Por  tanto,  |  ó  af  i  es  una  solución  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  asociada  que 
denotamos  por  \af }.  Por  tanto,  ó  =  +  a'f'  para  todo  n. 


Según  el  teorema  ó,  la  clave  para  resolver  relaciones  de  recurrencia  lineales  no  homogé¬ 
neas  con  coeficientes  constantes  es  encontrar  una  solución  particular.  Entonces,  toda  solución  es 
la  suma  de  esta  solución  particular  y  una  solución  de  la  relación  de  recurrencia  homogénea  aso¬ 
ciada.  Aunque  no  hay  un  método  general  para  encontrar  una  solución  particular  que  sirva  para  toda 
I unción  FUD.  hay  técnicas  que  funcionan  para  ciertos  tipos  de  funciones  Fin),  como  polinomios  y 
potencias  de  constantes.  Veamos  dos  ejemplos  de  ello. 


Determina  todas  las  soluciones  tic  la  relación  de  recurrencia  a  =  3ü  ,  i-  2n.  ¿Cuál  es  la  solución 
que  verifica  la  condición  inicial  a]  =  3? 


Saint  ión.  Para  resolver  esta  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  con  coeficientes  cons¬ 
tantes  tenemos  que  resolver  su  relación  linea!  homogénea  asociada  y  encontrar  una  solución  par¬ 
ticular  de  la  relación  no  homogénea.  La  relación  lineal  homogénea  asociada  es  a  —  3 a  Sus  so¬ 
luciones  son  «'*'  =  a 3" .  donde  a  es  una  constante. 

Ahora  buscamos  una  solución  particular.  Como  F(n)  =  2n  es  un  polinomio  en  n  de  grado  uno,  es 
razonable  buscar  soluciones  que  sean  también  polinomios  de  grado  uno,  del  tipo  p  --  r/i  +  cl,  donde  c 
\  d  Son  constantes.  Para  determinar  si  hay  soluciones  de  esta  forma,  supongamos  que p  -  en  +  ti  es  una 
solución.  I  . monees,  la  ecuación  an  -  2nn  (  +  2 n  se  convierte  en  en  + 1!  -  Mein  -  I )  +"d)  +  2 n.  Simpli¬ 
ficando  y  agrupando  los  términos  del  mismo  grado,  obtenemos  (2  +  2r)/í  +  (2 ti  3c)  -  0.  Por  tamo, 
P„  ~ (n  +  b  cs  una  solución  si,  y  sólo  si,  2  +  2c  -  0  y  2 ti  -  3c  —  0.  Esto  demuestra  que  p  -  en  +  des  una 
solución  si,  y  sólo  si,  c  =  - 1  y  d--2>/2.  Por  tanto,  ^^  —  —  n  —  3/2  es  una  solución  particular. 

Según  el  Teorema  ó.  todas  las  soluciones  son  de  la  forma 


donde  ix  es  una  constante. 

Para  determinar  la  solución  que  verifica  tq  =  3,  hacemos  n  =  I  en  la  fórmula  obtenida  para  la 
solución  general  y  encontramos  que  3  =  - 1  -  3/2  +  3a,  de  donde  se  obtiene  que  a  -  1 1/6.  La  so¬ 
lución  que  buscábamos  es  an  =-n  -  3/2  +  { I  1/6)3".  *  j 
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EJEMPLO  1 1 


Ijefliplos 

adicionales 


TEOREMA  6 


i 


I 

EJEMPLO  12 


Determina  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  recurrencia 
a  -5a  -6a  „  +  7". 

tt  ff-1  n-2 

Solución;  Se  trata  de  una  relación  lineal  no  homogénea.  Las  soluciones  de  su  relación  homogénea 
asociada 

a  =5 a  .  - 6 a  , 

fí  ñ  l  H—£ 

son  có,!)  -  u,  ■  3’;  +  a,  •  2".  donde  a,  y  a,  son  constantes.  Como  Fin)  -  7 ",  es  razonable  buscar  so¬ 
luciones  de  la  forma  d  =  C  ■  7",  donde  C  es  una  constante.  Sustituyendo  esta  sucesión  en  la  re¬ 
lación  de  recurrencia,  se  obtiene  que  C  ■  i"  —  5c  ■  7'1  1  —  6C  ■  1"~'  +  7".  Sacando  factor  común  y  di¬ 
vidiendo  entre  7^C  la  ecuación  se  convierte  en  49C  =  35C  -  6 C  +  49,  lo  que  implica  que  C  = 
49/20.  Por  tanto.  <P":  -  (49/20 )7rí  es  una  solución  particular.  Según  el  Teorema  5.  todas  las  solu¬ 
ciones  son  de  la  fonna 

a  =  a.  -  3”  +  ol,  •  2"  +  (49/20)7". 

En  los  Ejemplos  10  y  1 1  hicimos  una  conjetura  basada  en  la  experiencia  sobre  el  lipo  de  so¬ 
luciones  particulares  que  se  podían  buscar.  En  ambos  casos  conseguimos  encontrar  soluciones  par¬ 
ticulares.  Esto  no  fue  casualidad.  Siempre  que  Fin)  es  el  producto  de  un  polinomio  en  n  y  la  n-ési- 
ma  potencia  de  una  constante,  sabemos  qué  forma  tienen  exactamente  las  soluciones  particulares, 
tal  y  como  afirma  el  Teorema  6.  Dejamos  la  demostración  del  Teorema  6  como  un  ejercicio  muy 
exigente  para  el  lector. 


Supongamos  que  {aj  es  solución  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea 
a  -  r.(/  ,  +  c.á  ,  +  •■■  +  c.a  ,  +  F(n), 

H  ¡ni  l  H-¿.  k  fí-K 

donde  c,.  ....  c,  son  números  reales  y 

F(n)  =  (b¡  rí  +  bl_ln‘~v  +  ■*■  +  bpi  +  b(t)s\ 

donde  6  bt . b,  y  x  son  números  reales.  Si  s  no  es  una  raíz  de  la  ecuación  característica  de 

la  relación  lineal  homogénea  asociada,  entonces  existe  una  solución  particular  de  la  fonna 

<p,/r  +  P:  '  +  •••  +  >?ln+pjs\ 

Cuando  s  es  raíz  de  dicha  ecuación  Característica  y  tiene  multiplicidad  m,  existe  una  solución 
particular  de  la  forma 

yfipn1  +  pf_  ,/í1"3  +  +  pj>í  +  p()x\ 

Obsérvese  que  en  el  caso  en  que  s  es  una  raíz  con  multiplicidad  m  de  la  ecuación  caracterís¬ 
tica  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  asociada,  el  factor  nm  asegura  que  la  solución 
particular  propuesta  no  está  entre  las  soluciones  encontradas  de  la  relación  de  recurrencia  homo¬ 
génea  asociada,  A  continuación  damos  un  ejemplo  que  muestra  la  forma  de  una  solución  particu¬ 
lar  aplicando  el  Teorema  ó+ 

¿Qué  forma  tiene  una  solución  particular  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  a  = 
6a  -  9 a  y  +  Fin)  cuando  F(n)  =  3'\  F(n)  -  F{ n)  =  n2V  y  f  (n)  -  (ir  +  1  )3n? 

H-- 1  tl-2 

Solución:  La  relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  asociada  es  an  -  6 an  t  9 a¡:  r  Su  ecuación 
característica,  r  -  6 r  +  9  -  (r  -  3)2  -  0,  tiene  una  única  raíz,  3.  con  multiplicidad  dos.  Para  aplicar 
el  Teorema  6,  con  F(/i)  de  la  forma  P(njs".  donde  Pin)  es  un  polinomio  y  s  es  una  constante,  ne¬ 
cesitamos  comprobar  si  s  es  o  no  raíz  de  la  ecuación  característica. 

Como  s  =  3  (=s  raíz  con  multiplicidad  m  =  2,  pero  s  =  2  no  es  raíz,  c!  Teorema  6  asegura  que 
hay  una  solución  particular  de  la  fono  a  /r/r’3"  si  F(n)  -  3".  de  la  forma  irippi  +  p0)  3"  si  bin)  - 
n  3",  de  la  forma  i  por  +  pp  +  p{])  2"  si  Fin)  =  ir  2"  y  de  la  forma  iríppi2  +  ptn  +  pr)3"  si  /  (") - 
(n2+  1)3". 
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Cuando  se  resuelven  relaciones  de  recurrencia  de!  tipo  tratado  en  el  Teorema  6,  se  debe  po¬ 
ner  especial  cuidado  en  el  caso  5=1.  En  particular,  al  aplicar  este  teorema  con  F(n)  =  bn  4 
+  -  +  b\n  +  K  cl  Parámetro  s  toma  el  valor  5  -  1  (aunque  el  termino  C  no  aparezca  ex¬ 
plícitamente).  Según  el  teorema,  la  forma  de  la  solución  depende  entonces  de  si  1  es  o  no  solución 
de  la  ecuación  característica  de  la  relación  de  recurrencia  homogénea  asociada.  El  Ejemplo  13  ilus¬ 
tra  este  caso  y  muestra  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  ó  para  encontrar  una  fórmula  para  la 
suma  de  los  n  primeros  enteros  positivos. 


EJEMPLO  13  Sea  a  la  suma  de  los  n  primeros  enteros  positivos,  es  decir, 

*  =  ¿*. 

jM 


Obsérvese  que  an  satisface  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea 
a  “  a  .  +  n . 

n  tf-l 

(Para  obtener  an,  la  suma  de  los  primeros  n  enteros  positivos,  a  partir  de  ¡7  ¡  la  suma  de  los  pri¬ 
meros  n  1  enteros  positivos,  simplemente  sumamos  n).  La  condición  inicial  es  a  -  ! 

La  relación  de  recurrencia  homogénea  asociada  para  an  es 

a  -  a  , . 

Las  soluciones  de  esta  relación  de  recurrencia  homogénea  son  a<h}  -  c(  1 )n  =  c,  donde  c  es  una  cons¬ 
tante.  Para  determinar  todas  las  soluciones  de  an  =  an  f  4  n  necesitamos  encontrar  una  sola  solución 
particular.  Según  el  Teorema  6,  como  Fin)  =  n  =  n(l)"  y  5  =  I  es  raíz  con  multiplicidad  uno  de  la 
ecuación  característica  de  Ja  relación  homogénea  asociada,  hay  una  solución  particular  de  la  for¬ 
ma  nip»  4  f\)  =  /.yr  +  /Jyfl. 

Sustituyendo  esto  en  la  relación  de  rccurrenciam  obtenemos  p  n2  +  p  n  =p(n  -  I  )2  +  p  (n  —  1)  + 
n.  Simplificando,  nos  queda  n(2p]  -  I )  +  <p(¡  -  Pi)  =  0,  de  donde  se  sigue  que  2p[  -  1=0  y  p'-p  -  (). 
Por  tanto,  />,  =  />,  =  1/2  y  la  sucesión 

Jp)  _  n2  ,  «  _  »(»+!) 

”  ~Y  i~  2 — 

es  una  solución  particular.  Sabemos  entonces  que  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  recurren¬ 
cia  original  an  =  an  ,4  n  son  de  la  forma  an  =  a +  af>  =  c  +  n{n  +  1  )/2.  Como  af  =  1 ,  se  tiene  que 
1  =  al  =  c  +  1  -  2/2  =  c  +  í  y,  por  tanto,  c  -  0.  Es  decir,  an  =  n(n  4  1  )/2.  (Ésta  es  la  misma  fórmu 
la  dada  en  la  Tabla  2  de  la  Sección  3.2  y  deducida  previamente).  4 


Problemas 


b  Determina  cuáles  de  las  siguientes  son  relaciones  di 
recurrencia  lineales  homogéneas  con  coeficientes  cons 
í antes.  Determina  el  orden  de  las  que  lo  sean. 

■  5an3 

f)  a=atíl+a^ 
e)  a  -a2 


1)1  tf„=2»TM+^2 
fl)  ^  +  2 
f )  a.  =  a  . 


,  +  ¿7  , 

- 1 


ííd  a  -a  ,  +  n 


2,  Determina  cuáles  de  las  siguientes  relaciones  de  re 
correncia  son  relaciones  de  recurrencia  lineales  homo 
géneas  con  coeficientes  constantes.  Determina  el  ordei 
de  las  que  ló  sean. 


al  üí;  =  3¿i 
c)  a=ai 


n-2 


b)  a  =3 

fí 

fí)  u  =  a  +  2a  . 

n  rt ■  E  tr-3 


e  l  a  =  a  Jn 

Fí  .V*  1 

f )  íí  =  a  +  a  ,  +  n  +  3 

J!  *-1  n-2 

g)  a  =  4u  4-  5a  ,  -l-  9a  T 

w  n  n-2  n-1 

3 .  Res  ue  \  ve  1  as  s  igo  i  e  n  te  s  re  1  ac  i  o  n  e  s  de  re  c  u  rren  e  i  a  j  un  t  o 
con  las  condiciones  iniciales  dadas. 

a)  a  r  =  2a h  f  para  n>  1T  í/m  =  3 

b)  an  —  u  i  para  n  >  I ,  =  2 

C)  at)  =  5tí  !  -  $aff  2  para  n  >  2,  =  L  a]  =  0 

d)  af¡  =  4 a  -  4an  ,  para  fí  >  2,  af.  -  6,  tq  =  8 

e)  a  “  -4u  ,  -  4u  7  para  n  >  2,  u,  =  0,  a  =1 

f)  af.  =  4íí  ,  para  n  >  2T  an  —  0,  # ,  =  4 

g)  an  -  o  5/4  para  /?  >  2.  u(1  =  1 ,  rq  ”  0 
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4.  Resuelve  las  siguientes  relaciones  de  recurrencia  junto 
con  las  condiciones  iniciales  dadas. 

a)  a  =a  .+6 a  ..  para  n  >  2,  a =  3,  a  =  6 
ti  i  =  7a  r  -  10a  ...  para  n  >  2,  a,,  =  2,  a.  =  1 

c)  £i  =  6n  ,  —  .,  para  n  >  2,  a0  =  4>  aL  =  10 

d)  “I  =  2^i  - Piira  n  -  2,  a0  =  4.  a,  =  1 

e)  «,  =  para  n  >  2.  ¿z(]  =  5.  af  =  -  i 

f)  a,  =  - 6an _  -  9a^2  para  fí  >  2,  a0  -  3,  a,  =  -3 

g)  a„+2  =  H  para  »  >  0,  au  =  2.  a,  =  8 

5.  ¿Cuántos  mensajes  distintos  se  pueden  transmitir  en  n 
mi  ero  segundos  utilizando  las  dos  señales  descritas  en  el 
Problema  35  de  la  Sección  6 ,  I  ? 

6.  ¿Cuántos  mensajes  distintos  se  pueden  transmitir  en  n 
rnicrosegundos  utilizando  tres  señales  distintas  si  una 
señal  requiere  1  microsegundo  para  ser  transmitida,  las 
otras  dos  señales  requieren  2  microsegundos  cada  una 
para  ser  transmitidas  y  una  señal  en  un  mensaje  es  se¬ 
guida  inmediatamente  por  la  siguiente  señal? 

7.  ¿De  cuántas  formas  se  puede  recubrir  un  tablero  rectan¬ 
gular  2  x  n  utilizando  piezas  de  tamaño  1  x  2  y  2  x  27 

8.  Un  modelo  para  el  número  de  langostas  que  se  capturan 
cada  año  se  basa  en  la  suposición  de  que  el  numero  de 
langostas  que  se  capturan  durante  un  año  es  la  media 
del  número  de  langostas  capturadas  en  los  dos  años  an¬ 
teriores. 

a )  De  temí  i  na  un  a  re  1  a  c  i  ón  d  c  rec  ture  n  c  i  a  para  ¡  L  J , 
donde  /.  es  el  número  de  langostas  capturadas  du¬ 
rante  el  año  n,  siguiendo  la  hipótesis  de  este  mo¬ 
delo. 

b >  De  te  mi  i  na  L  s  i  el  prim  e  r  añ  o  se  capí  u  n  iron  1 00 .  ( H )( ) 
langostas  y  el  segundo  año  se  capturaron  300.000 
langostas. 

9.  A  primeros  de  año  se  depositan  100.000  €  en  un  fondo 
de  inversiones.  El  último  día  de  cada  año  se  reparten 
dos  tipos  de  dividendos.  El  primer  dividendo  es  el  20% 
del  importe  depositado  en  el  fondo  durante  ese  año.  Eí 
segundo  dividendo  es  el  45%  del  importe  depositado  en 
el  fondo  durante  el  año  anterior. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  ¡P}. 
donde  P  es  el  importe  depositado  en  eí  fondo  al 
cabo  de  n  años  si  no  se  retira  ningún  dinero. 

b)  ¿Cuánto  dinero  hay  en  el  fondo  al  cabo  de  n  años  si 
no  se  retira  ningún  dinero? 

10.  Demuestra  el  Teorema  2. 

1 1 .  Los  n  ú  m  e  ros  de  L  u  cas  c  u  m  p  1  en  I  a  re  I  ac  i  ó  n  de  re  c  u  - 
rrencia  L  =  /.  4  /,  ,  y  las  condiciones  iniciales  L  -  2 
y /.,  =  !. 

a)  Demuestra  que  L  =  fn_ i  4  /  para  n  =  2.  3,  . 
d o nd c  /j  es  el  n -és  ¡  m o  n ú m e ro  de  F i bun a cc i . 

b)  Determina  una  fórmula  explícita  para  los  números 

de  Lucas.  & 

12.  Resuelve  la  relación  áe  recurrencia  a  =  2a  .  4  a  .  - 

n  n- 1  n-2 

3a  „  para  n  -  3,  4,  5,  ....  con  af1  =  3,  a{  -  6  y  a2  -  0. 


13.  Resuelve  i  a  reí  ación  de  recurrencia  an  =  7a  fl_,  4  6a  n  , 
con  a0  =  9,  a}  —  10  y  a 2  =  32. 

14.  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a  =  5a  .,  -  4au  4 
con  aQ  =  3.  a]  =  2,  a2  =  6  y  =  8. 

15.  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a  =  2a  ,  +  5a  - 
6au  3  con  an  =  7,  ai  =  -4  y  =  8. 

*16.  Demuestra  el  Teorema  3, 

17.  Demuestra  la  .siguiente  identidad,  que  relaciona  los  nú¬ 
meros  de  Fibonaccí  y  los  coeficientes  binomiales; 

=  C(nr  0)  +  Cln  —  1,1)4 —  4  C(n  -  k,  k\ 

donde  a  es  un  entero  positivo  y  k  =  La/2j.  [Indicación: 
Sea  an  =  C(rh  0)  +  C(n  -  1 .  1 )  +  4  C(n  -  L  k).  De¬ 

muestra  que  la  sucesión  verifica  la  misma  relación  de 
recurrencia  y  las  mismas  condiciones  iniciales  que  la 
sucesión  de  números  de  Fibonacci]. 

18.  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a.  =  óar) -  3  2 an  ,  4- 
8a  ,,  con  a,  =  5t  a ,  =  4  y  =  88. 

19.  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  at¡  =  1  3a.  - 

an_y  con  a0  —  5,  a¡  — —9  y  a2  =  15. 

20.  Determina  la  forma  general  de  las  soluciones  de  la  re¬ 
lación  de  recurrencia  a  =  8a  „  -  16a 

21*  ¿Cuál  es  la  forma  general  de  las  soluciones  de  una  rela¬ 
ción  de  recurrencia  lineal  homogénea  si  las  raíces  de  su 
ecuación  característica  son  L  I.  L  U  —2,  —2,  —2,  3.  3, 

4? 

22.  ¿Cuál  es  la  forma  general  de  las  soluciones  de  una  rela¬ 
ción  de  recurrencia  lineal  homogénea  si  las  raíces  de  su 
ecuación  característica  son  -  1 ,  - 1,  - 1 , 2.  2.  5.  5.  77 

23.  Considérese  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homo¬ 
génea  a  =  3a  ,  4  24 

°  *  «-i 

a)  Demuestra  que  a  =-2rt+]  es  Lina  solución  de  esta  re¬ 
lación  de  recurrencia. 

b)  Lili  liza  el  Teorema  5  para  determinar  todas  las  solu¬ 
ciones  de  esta  relación  de  recurrencia. 

c  I  De  t  e  rm  i  n  a  la  so  I  uc  i  ó  n  q  ue  ve  r  i  fie  a  a.,  =  1 . 

24.  Considérese  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homo¬ 
génea  a  =  2a n  !  4  2!t. 

a)  Demuestra  que  a  -  n2”  es  una  solución  de  esta  re- 
lac i  ó  ñ  de  re  c  u  rre  nc  i  a. 

b i  Utiliza  el  Teorema  5  para  determinar  todas  las  solu¬ 
ciones  de  esta  relación  de  recurrencia, 
e)  Determina  la  solución  que  verifica  =  2. 

25.  a)  Determina  los  valores  de  las  constantes  Á  y  B  tales 

que  üh  —  An  +  B  es  solución  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  a  =  2a  4  7?  4  5. 

»  íf-i  l  . 

bí  Utiliza  el  Teorema  5  para  determinar  todas  las  solu¬ 
ciones  de  esta  relación  de  recurrencia, 
e)  Determina  la  solución  que  verifica  a{)  =  4, 

26.  ¿Cuál  es  la  forma  general  de  una  solución  particular 

de  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  ¿tlf- 
6 a  12a  +  8a,_;  4  Fin)  si 
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a)  F(n)  =  rr?  b)  F(n)  =  2"? 

c)  F{n)  =  «2'r?  d>  /-(«)  =  {-2fl 

el  Fin)  =  ;r’2"?  fj  fl/ji  =  n'{-2)"? 

Si  F(n)  =  37 

27.  ¿Cuál  es  la  forma  general  de  una  solución  particular 
ile  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  a .  = 
8o#  ,  -  1  +F(V)  si 

a)  F(n)  =  n¡?  bl  F{n)  =  <— 2)°? 

c)  F(n)  =  n2"?  di  r(/ii  =  n:4"? 

e)  /■(«}  =  (/!-’ -2)1- 2)"? 

T)  F(n)=n42"?  g)  F(n)  =  2? 

2S.  a)  Determina  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  a  -2a  ,  +  2  n2. 

b  I  De  term  inalas  t>J  u  don  d  e  t  a  re  1  ac  i  ón  de  rec  1 1  rre  n  da 
del  apartado  (a)  con  la  condición  inicial  a {  =  4. 

29,  a)  Determina  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 

currencia  a  =  2¿í  4  3". 

fl  «-I 

b)  Determina  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 
del  apartado  (a)  con  la  condición  inicial  ay  -  5, 

30,  ■O  Determina  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 

currencia  añ  -  ¡  -  foan  2  +  42  *  4”. 

b)  Determina  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 
del  apartado  (a)  con  las  condiciones  iniciales  a  -  56 
y  an-  278, 


l>l  Determina  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia 
del  apartado  (a)  que  verifica  üy¡  =  1  y  at  =  2, 

ai  {  deula  las  raíces  de  la  ecuación  carie teris tica  de  la 
relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  a  =¿j  r 
{ A  oía  Algunas  de  ellas  s  on  n  ú  m  e  ro  s  coni p  Je}  os ) . 
b)  Delermina  ía  solución  de  la  relación  de  recurrencia 
del  apanado  (a)  que  verifica  a .  =  K  a  =  O  a  v 
a3=U  7 

4(h  Resuelve  el  sistema  de  relaciones  de  recurrencia 

ÚH  =  H  -1  + 

\  =^-1  +'2A*_  | 

con  V»  l  y  b(i  -  2. 


i|(4l ,  a)  Utiliza  la  fórmula  calculada  en  el  Ejemplo  4  para  f , 
el  u-ésimo  numero  de  Hbonacci.  para  demostrar 

que/w  es  el  entero  más  cercano  a 


bl  Determina  los  valores  de  //  para  los  que  /  es  mayor 


que 


vS 


I  +  J  5 


\» 


y  los  valores  de  n  para  todos 


31.  Determina  ludas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  aH  =  5^,-6 a  4  2,J  +  3 n.  {Indicación:  Bus¬ 

ca  una  solución  particular  de  la  forma  qn2"  4  p{n  + 
donde  q ,  p,  y  />  t  son  constantes). 

32.  Determina  todas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  ü  -  2a  +  3  2\ 

A  — i 

33.  Determina  todas  las  soluciones  de  ía  relación  de  re¬ 
currencia  4 an  -  -4 aH  ,  +  (n  +  |)2A 

34.  Determina  rodas  las  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 
al  rre nc i  a  an  =  la^  ,  -  lóa ^  4  1 2*7^  4  //4"  con  las  con¬ 
diciones  iniciales  a(¡  ®-2t  ¿i,  =  0  y  =  5, 

35.  Determina  Unías  tas  soluciones  de  la  relación  de  re¬ 
currencia  an  -  4r/  É  —  3aa 4  2"  4  /í  4  3  con  tas  condi¬ 
ciones  iniciales  a(t  ^  I  y  a  =  4. 

36.  Sea  o  la  suma  de  Idsjí  primeros  cuadrados  perfectos,  es 
decir,  =  Xí  i  k2.  Demuestra  que  la  sucesión  |í/  |  sa- 

Iiísface  la  relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea 
ün  <Vr  4  tv  y  la  condición  inicial  a{  =  L  Utiliza  el 
Teorema  ó  para  resolver  esta  relación  de  recurrencia  y 
obtener  una  fórmula  para  d  . 

37.  Sea  a  la  suma  tic  los  n  primeros  números  triangulares,  es 
decir,  a*  -  V* . ,  tv  donde  tL  -  kik  4  I)/2*  Demuestra  que 
la  sucesión  |í/  J  satisface  la  rebelón  de  recurrencia  lineal 
no  homogénea  ai(  =  4  n(n  4  1  )/2  y  la  condición  inicial 

(t)  -  b  Utiliza  el  Teorema  6  para  resolver  esta  relación  de 
recurrencia  y  obtener  una  fórmula  para  an, 

38.  a)  Calcula  las  raíces  de  Ja  ecuación  característica  de 
4  bi  relación  de  recurrencia  lineal  homogénea  a  - 
2an  [  -  2 an  r  {Nota:  Son  raíces  complejas), 


los  que  fn  es  menor  que 


i  fi+^sY 


42.  Demuestra  que  si  a _  -  ¿í£J  =  s  y  (jt  =  t .  donde  a 

Y  '  son  constantes,  entonces  an  =  ^  ,  4  f/‘  para  todo  n 
entero  positivo. 


43,  Expresa  la  solución  de  la  relación  de  recurrencia  lineal 
no  homogénea  an  =t  4  </N  4  I  para  /f  >  2.  donde 

%  -  0  V  íi,  =  !,  en  términos  de  tos  números  de  Fího- 
íuicd.  (Md/cíir/ófl.  Considera  h  <;  4  I  y  aplica  el  Pro¬ 
blema  42  a  la  sucesión  /)  ) 

f V 

*44.  (Se  requiere  álgebra  lineal)  Sea  A  la  matriz  n  x  n 
con  doses  en  su  diagonal  principal,  unos  en  todas  las 
posiciones  adyacentes  a  la  diagonal  principal  y  ceros 
en  el  resto  de  las  posiciones.  Encuentra  una  relación 
de  recurrencia  para  d ^  el  determinante  de  Y  Resuel¬ 
ve  dicha  relación  de  recurrencia  y  obten  una  fórmula 
para  d  . 

feL 

45,  Supongamos  que  cada  pareja  de  una  variedad  de  corte ^ 
jos  modificados  genéticamente  que  se  dejan  en  tina  isla 
produce  dos  nuevas  parejas  de  conejos  al  cabo  de  un 
mes  y  seis  nuevas  parejas  de  conejos  a  los  dos  meses  y 
cada  mes  a  partir  de  entonces.  Ninguno  de  los  conejos 
muere  ni  abandona  la  isla. 

al  Delermina  una  relación  de  recurrencia  para  el  nú¬ 
mero  de  parejas  de  conejos  que  habrá  en  tu  isla  n 
meses  después  de  que  una  pareja  de  conejos  recién 
nacidos  se  dejan  en  la  isla, 

b)  Resolviendo  la  relación  de  recurrencia  del  apartado 
(a),  determina  el  número  de  parejas  de  conejos  que 


3  y  6  M  .1  ten  vdi  k  a  d  i  screi  ay  mj  s  apli  cae  iones 


habrá  en  la  isla  n  meses  después  de  que  se  dejó  la 
primera  pareja, 

46*  Supongamos  que  en  un  cieno  momento  inicial  hay  una 
pareja  de  cabras  en  una  isla.  El  número  de  cabras  en  la 
isla  se  duplica  cada  uño  a  causa  de  la  reproducción,  y 
cieno  número  de  cabras  son  enviadas  a  la  isla  o  sacadas 
de  ella  cada  año. 

al  i  íh  lie  uira  una  re J ación  de  reí  urreneia  para  el  mi¬ 
me  r  o  de  cabras  en  la  isla  al  coimcnzo  del  pésimo 
añu,  suponiendo  que  cada  año  se  envían  a  la  isla 
100  cabras* 

b)  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  del  apartado  (a) 
para  determinar  d  numero  de  cabras  en  la  isla  al  co¬ 
mienzo  del  N-ésimo  año. 

cí  Encuentra  una  relación  de  recurrencia  para  el  n li¬ 
mero  de  cabras  en  la  isla  al  comienzo  del  n-ésimo 
año,  suponiendo  que  durante  el  /z-ésimo  año  se  sa¬ 
can  n  cabras  de  la  isla,  para  n  >  3* 
d  t  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  dd  apartado  ícl 
para  determinar  d  número  de  cabras  en  la  isla  al 
comienzo  del  w-ésimo  año. 

47.  l  'na  nueva  empleada  de  una  compañía  de  software  es 
contratada  con  un  salario  de  50.000  €  anuales .  y  se 
acuerda  que  cada  año  que  permanezca  en  la  empresa  su 
salario  doblará  al  del  año  anterior*  con  un  incremento 
adicional  de  1 0,000  €  por  cada  año. 

ai  Determina  una  iclac ion  de  recurrencia  para  el  sala¬ 
rio  de  la  empleada  durante  el  w-ésimo  año. 
h  i  Res  ue  I  v  e  es  t  a  re  1  ac  i  ó  ri  i  le  rec  1 1  rrenci  apa  ra  de  te  rm  i  - 
nar  su  salario  durante  d  p  ésimo  año. 

Algunas  relaciones  de  recurrencia  lineales  que  no  tienen 
coeficientes  constantes  se  pueden  resolver  de  forma  sistemáti¬ 
ca.  Un  ejemplo  de  esto  son  las  relaciones  de  recurrencia  de  la 


fonm/Orifl  =  gOikt  f  h(n).  Los  Problemas  del  48  al  50  ton 
tan  este  upo  de  relaciones  de  recurrencia. 


*4S,  bí  Demuestra  que  la  relación  de  recurrencia 
+ 

para  ti  >  L  con  aü  =  C,  se  puede  reducir  a  una  rela¬ 
ción  de  recurrencia  de  la  forma 

b^h^  +  QinWn), 

donde  bn  =  g(n-v  l  +  I  Ja  con 

Qun  =  if(  1 )/( 2)  -  fin  -  !  j)/(gii)g(2)  -  g(n)>. 

Irt  Utiliza  el  apartado  (a)  para  resolver  la  relación  de 
recurrencia  original  y  obtener 


c+x*,  ewMo 

g(n  +  I)G(w  +  l) 


"4 ó.  Utiliza  d  Problema  48  para  resolver  la  relación  de  re 
amencia  (n  +  1  )</w  -  (n  +  3)an ,  +  n ,  para  n  >  1 ,  con  aQ  =  I 


SU.  Se  puede  demostrar  que  el  número  medio  de  compara- 
ciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  búsqueda  rápida 
(descrito  en  los  problemas  de  (a  Sección  3.5),  para  or 
dermr  n  números  que  vienen  dados  en  orden  aleatorio, 
satis fac c  la  re  I  ae  ión  d e  rceu  rrer i  e  i  a 

2Ü 

=n  +  l  +  - 

i  — O 

para  n  —  1,  2T  ....  con  la  condición  inicial  Cn  =  0. 

al  Demuestra  que  |C  |  también  satisface  la  relación  de 
recurrencia  nC  =  ín  +  1  }C  t  ±2n.  para  n-  1.2 _ 

Tí  If  l  1 

bl  Utiliza  el  Problema  48  para  resolver  la  relación  de 
recurrencia  dd  apartado  la)  y  obtener  una  fórmula 
explícita  para  C . 


6.3  Alísoritinos  de  divide  v  vencerás  v  relaciones 
de  recurrencia 


K  ti  lates 


INTRODUCCION 

Muchos  algoritmos  recursivos  resuelven  un  problema  con  unos  datos  determinados  dividiéndolo  en 
uno  o  varios  problemas  más  pequeños.  Esta  reducción  se  aplica  de  manera  sucesiva,  hasta  que  las  so¬ 
luciones  de  los  problemas  más  pequeños  ve  pueden  calcular  de  forma  sencilla.  Por  ejemplo,  la  bus-, 
queda  binaria  cc  asiste  en  reducir  la  búsqueda  de  un  elemento  en  una  lista  a  la  búsqueda  de  dicho  de¬ 
mento  en  una  lisia  con  la  mitad  de  elementos  qué  la  original.  Esta  reducción  se  aplica  de  forma 
sucesiva  hasta  que  queda  un  único  demento.  Cuando  se  ordena  un  conjunto  de  enteros  utilizando  la 
ordenación  por  mezcla,  la  lisia  original  se  divide  en  dos  listas  con  la  mitad  de  elementos  cada  una  y 
se  ordena  cada  una  de  ellas  por  separado  para,  finalmente,  mezclar  las  dos  listas  ordenadas.  Otro 
ejemplo  de  este  tipo  de  algoritmos  recursivos  es  el  procedimiento  para  multiplicar  enteros  que  reduce 
el  problema  de  multiplicar  dos  enteras  a  tres  multiplicaciones  de  panes  de  enteros  con  la  mitad  de  bits 
que  los  originales.  Esta  reducción  se  aplica  de  forma  sucesiva  hasta  que  se  obtienen  enteros  de  un  bit. 
Estos  procedimientos  se  denominan  algoritmos  de  divide  y  vencerás  porque  dividen  un  problema 
en  uno  o  más  problemas  del  mismo  tipo,  pero  de  tamaño  menor,  y  vencen  al  problema  utilizando  las 
soluciones  de  los  problemas  de  tamaño  menor  para  determinar  la  solución  del  problema  original, 
quizá  con  un  cierto  trabajo  adicional. 
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En  esta  sección  introduciremos  algunos  algoritmos  de  divide  y  vencerás  y  mostraremos  que 
las  relaciones  de  recurrencia  se  pueden  utilizar  para  analizar  la  complejidad  compulse ¡ona!  de  di¬ 
chos  algoritmos  estimando  el  numero  de  operaciones  que  realizan* 


RELACIONES  DE  RECURRENCIA  DE  DIVIDE  Y  VENCERÁS 


Supongamos  que  un  algoritmo  recursivo  divide  un  problema  de  tamaño  n  en  a  subproblemas  y  que 
cada  subproblemu  tiene  tamaño  níh  (por  simplicidad,  supondremos  que  n  es  un  múltiplo  de  /?;  en 
la  práctica,  los  problemas  más  pequeños  son  normalmente  de  tamaño  igual  al  entero  más  próximo 
entre  los  que  son  bien  menores  o  iguales  o  bien  mayores  o  iguales  que  n!h).  Supongamos  también 
que  se  requieren  un  total  de  g(zi)  operaciones  en  lo  que  podríamos  llamar  la  etapa  de  conquista  del 
algoritmo,  esto  es,  para  combinar  las  soluciones  de  los  subprublemas  y  obtener  la  solución  del  pro¬ 
blema  original.  Si  f{n)  denota  el  numero  de  operaciones  necesarias  para  resolver  el  problema  de  ta¬ 
maño  n ,  entonces  se  tiene  que  /  . satisface  la  relación  de  recurrencia 

fin)  -  af(nih)  +  gUA 

que  se  denomina  relación  de  recurrencia  de  divide  y  vencerás* 

Mostraremos  en  primer  lugar  las  relaciones  de  recurrencia  de  divide  y  vencerás  que  se  pue¬ 
den  utilizar  para  estudiar  la  complejidad  de  varios  algoritmos  importantes.  Posteriormente,  vere¬ 
mos  cómo  se  pueden  utilizar  dichas  relaciones  de  recurrencia  para  determinar  la  complejidad  de 
esos  algoritmos. 

EJEMPLO  1  lí  lis  queda  binaria  Va  hemos  descrito  el  algoritmo  de  búsqueda  binaria  en  la  Sección  2. 1 ,  Este 
algoritmo  reduce  la  búsqueda  de  un  elemento  en  una  lista  ordenada  de  tamaño  n  a  !a  búsqueda  bi- 
Kjempbs  naria  de  este  elemento  en  una  lista  ordenada  de  tamaño  n/2.  cuando  n  es  par.  (Por  tanto,  el  pro- 

aíifchmait*  blema  de  tamaño  n  se  ha  iiiinsíonnailu  en  un  salo  problema  de  tamaño  /í/2).  Para  realizar  esta  re¬ 

ducción  se  necesitan  dos  comparaciones  urna  para  determinar  a  qué  mitad  de  la  lista  queda 
reducido  el  problema  y  otra  para  determinar  si  quedan  elementos  en  dicha  lisia).  Por  tamo,  si  de¬ 
notamos  por f{n)  el  número  de  comparaciones  realizadas  para  buscar  un  elemento  en  una  lista  or¬ 
denada  de  tamaño  tu  entonces 

f{n)  =  finí 2)  +  2, 

cuando  n  es  pan  < 

EJEMPLO  2  Máximo  y  mínimo  de  una  lisia  Consideremos  el  siguiente  algoritmo  para  encontrar  los  valores 
máximo  y  mínimo  dé  una  sucesión  ar  ....  u¡r  Si  n  =  L  entonces  a{  es  el  máximo  y  el  mínimo. 
Si  n  >  L  se  divide  la  sucesión  en  dos  suhsucesiones,  de  forma  que  las  dos  tengan  el  mismo  número 
de  elementos  o  una  de  ellas  tenga  un  elemento  más  que  la  otra.  El  problema  se  ha  reducido  a  de¬ 
terminar  el  máximo  y  el  mínimo  de  cada  una  de  Jas  dos  .subsucesiones.  La  solución  del  problema 
original  .se  obtiene  comparando  los  máximos  y  mínimos  de  las  dos  subsucesiones  para  obtener  el 
máximo  y  el  mínimo  de  la  sucesión  original 

Sea/(/í)  el  número  total  de  comparaciones  realizadas  para  encontrar  el  máximo  y  el  mínimo 
de  una  sucesión  de  n  elementos.  liemos  demostrado  que  un  problema  efe  tamaño  //  se  puede  re¬ 
ducir  a  dos  problemas  de  tamaño  nf 2,  cuando  n  es  par,  realizando  dos  comparaciones,  una  para 
comparar  los  máximos  y  otra  para  comparar  los  mínimos  de  las  dos  subsucesiones.  Tenemos  en¬ 
tonces  la  relación  de  recurrencia 

fin)  -  2f(n/2)  +  2, 

atando  n  es  par.  ^ 

EJEMPLO  3  Ordenación  por  mezcla  LI  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  (descrito  en  la  Sección  3.5)  re¬ 
duce  el  problema  de  ordenar  una  lista  de  n  términos,  cuando  n  es  par.  a  ordenar  dos  listas  de  n! 2 
«  términos  y  realiza  menos  de  n  comparaciones  para  mezclar  las  dos  listas  ordenadas  de  tamaño  ni 2 

en  una  lista  ordenada  de  tamaño  n.  Por  lauto,  el  número  de  comparaciones  realizadas  por  el  algo- 
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rtitno  tle  ordenación  por  mezcla  para  ordenar  una  lista  de  n  términos  es  menor  o  igual  que  U(«). 
donde  la  función  M{ní  satisface  la  siguiente  relación  de  recurrencia  de  divide  y  vencerás 

M(ri)  =  2M(n/2)  +  n.  M 

EJEMPLÍ )  4  Multiplicación  rápida  de  enteros  Sorprendentemente,  existen  algoritmos  más  eficientes  que  el 
usual  (descrito  en  la  Sección  2.5)  para  multiplicar  números  enteros.  Veamos  uno  de  estos  algo¬ 
ritmos  que  utiliza  la  técnica  de  divide  v  vencerás.  Este  algoritmo  de  multiplicación  rápida  divide 
hn taces  cada  uno  de  los  dos  enteros  de  2n  bits  en  dos  bloques,  cada  uno  con  n  bits.  Veamos  cómo  se  pue¬ 

de  reducir  la  multiplicación  original  de  los  dos  enteros  de  2 n  bits  a  tres  multiplicaciones  de  ente¬ 
ros  de  n  bits  junto  con  sumas  y  desplazamientos. 

Supongamos  que  ti  y  b  son  enteros  con  expresiones  binarias  de  longitud  2 n  (si  es  necesario, 
se  pueden  añadir  ceros  al  principio  de  uno  de  ellos  para  que  ambos  tengan  la  misma  longitud). 
Sean 

a * K  -2  -  «M  y  h  =  2  -  Wr 

Sean 

a  -  2 nA  j  +  Aw  h  ~  2nZ? !  +  BQf 
donde 

A  J  —  ( o ” 1 ■  tín *  J I tití ) 2 y  A)  “  ^  an- 1  '  ’ '  Ú  ]  ao)v 

A  ~  ^2*-Í  +"  Áv=  1 

El  algoritmo  de  la  multiplicación  rápida  de  enteros  se  basa  en  el  hecho  de  que  ah  se  puede  re- 
escribir  como 

ah  =  (22pf  +  2M)AlB[  +  2"Wl  -  A>)(Blt  -  /?,)  +  (2"  +  \)A^. 

La  importancia  de  esta  igualdad  es  que  muestra  que  la  multiplicación  de  dos  enteros  de  2n  hits  se 
puede  llevar  a  cabo  realizando  tres  multiplicaciones  de  enteros  de  n  bits  junto  con  sumas,  restas  y 
desplazamientos-  Esto  demuestra  que  si  fin)  es  el  número  total  de  operaciones  bit  que  se  necesitan 
para  multiplicar  dos  enteros  de  ti  bits,  entonces 

f(2n)  -  3 fin)  +  Oí. 

Esta  igualdad  es  cierta,  ya  que  las  tres  multiplicaciones  de  enteros  de  n  bits  se  pueden  realizar  con 
3/(/í)  operaciones  bit.  Además,  cada  una  de  las  sumas,  restas  y  desplazamientos  se  realiza  con  un 
número  de  operaciones  bit  que  es  un  múltiplo  de  n  y  Cn  representa  el  número  total  de  operaciones 
bit  empleadas  para  llevar  a  cabo  estas  operaciones.  ^ 


EJEMPLO  5 


Enlace 


Multiplicación  rápida  de  matrices  En  el  Ejemplo  5  de  la  Sección  2,7  demostramos  que  si 
se  multiplican  dos  matrices  de  tamaño  n  x  n  utilizando  la  definición  de  producto  de  matrices,  se 
realizan  n'  multiplicaciones  y  tf(n  -  1 )  sumas.  Por  tanto,  este  algoritmo  requiere  0(/P)  operacio¬ 
nes  {multiplicaciones  y  sumas).  Sorprendentemente,  existe  un  algoritmo  más  eficiente  de  tipo  di¬ 
vide  y  vencerás  para  Multiplicar  dos  matrices  de  tamaño  n  x  n.  Este  algoritmo,  inventado  por 
V.  S trassen  en  1  %9.  re  luce  la  multiplicación  de  dos  matrices  n  x  n.  cuando  n  es  par,  a  siete  mul¬ 
tiplicaciones  de  matrices  n/2  x  nf 2  y  15  sumas  de  matrices  n¡2  x  n/2.  (Los  detalles  de  este  algo¬ 
ritmo  se  pueden  encontrar  en  [CoLeRiStOl]).  Por  tanto,  si  f(n)  es  el  número  de  operaciones 
(multiplicaciones  y  sumas)  realizadas,  se  sigue  que 

fin)  -  7f(ní2)  +  15/rR 

cuando  n  es  par.  ^ 


Los  Ejemplos  1-5  muestran  que  las  relaciones  de  recurrencia  de  la  (brma/ó?)  -  af(nfh)  +  g(ro) 
aparecen  en  muchas  situaciones  diferentes.  Aunque  resolver  exactamente  estas  relaciones  puede 
ser  complicado,  se  pueden  deducir  estimaciones  para  el  tamaño  de  las  funciones  que  satisfacen  di¬ 
chas  relaciones.  Supongamos  que/ satisface  la  relación  de  recurrencia  siempre  que  n  es  divisible 
por  h .  Sea  n  ==  hk .  donde  k  es  un  entero  positivo.  Entonces, 
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TEOREMA  1 


f(n)  =  af(n/b)  +  g(n) 

=  a~  f{n¡b2 ) + agin/b)  +  g(n) 

—  a*f(n/h3 )  +  a2g(nfb2 )  +  ag(nfb)  +  g(n) 

k-i 

=  «/(«/**)+  ^aJg(n/b; ). 

j=0 

Como  n!bk  -  1 ,  se  sigue  que 

/(«)  =  í//(1)+  )• 
y-0 

Es,a  ecuación  pant/(n)  se  puede  utilizar  para  estimar  el  tamaño  de  las  funciones  que  satisfacen  re 
laciones  de  recurrencia  (le  divide  y  vencerás. 


Sea  /  una  función  creciente  que  satisface  la  relación  de  recurrencia 
fin)  =  af{n/b )  +  r 

siempre  que  n  es  divisible  por  b,  donde  a  >  I .  b  es  un  entero  mayor  que  I  y  c  es  un  número  real 
positivo.  Entonces, 


fin)  es 


OíV'^") 

0{\ogn) 


si  a  >  1, 
si  o  =  l. 


Además,  cuando  n  -  ib,  donde  /  es  un  entero  positivo, 
f{n)  =  +  Cv 

donde  Cl  =/(!)  +  d{a  -  ! )  y  C,  =  -c/(ü  -  1 ). 


Demostración:  Supongamos  que  n  =  C.  Según  la  expresión  partí  f(n)  obtenida  en  el  desarrollo  pre¬ 
vio  til  teorema,  si  g{n)  =  c,  se  obtiene  que 


/( n)  =  akf(l) +  ¿  aJc  =  a*/0) +  c  £  aJ . 

ho  ¡=o 

Consideremos  en  primer  lugar  el  caso  a  =  1 .  Entonces, 
fin )  =/(!)  +  ck. 


Como  n  -  tb.  se  tiene  que  k  =  log.»  y.  por  tanto, 
fin)  =/(!)  +  c  log/t. 

C dando  n  no  es  una  potencia  de  />,  se  tiene  que  h‘  <  n  <  para  algún  entero  positivo  k.  Como  f 
«*  meciente,  se  sigue  qmf(n)  <f(bM)  =/< I )  +  r(k  +  1}  =  (/(!)  +  c)  +  <  (/'( I )  +  f)  +  r  ]0g, 

l’or  tanto,  en  ambos  casos,  f(n)  es  0(1  og  n)  cuando  a  =  I . 

Supongamos  ahora  que  a  >  1.  Si  n  =  tb  para  algún  entero  positiv  o  k.  la  fórmula  para  la  suma 
de  los  términos  de  una  progresión  geométrica  (Teorema  1  de  la  Sección  3.2)  muestra  que 

fin)  =  c/'/(D  +  c(ak-])/(a- 1) 

=  0*1  /(í)  +  c¡(a -  i )]  -  c /(a  - 1 > 


=  C,nk‘**“  +fb2, 

v'a  que  íó  =  =  fllns*s  (véase  el  Problema  4  del  Apéndice  I ),  donde  C  =/{  1 )  +  c/(a  I )  v  C  = 

-c/(a-  1). 
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EJEMPLO  6 


Fitiuplos 
;uíi0o  nales 


r.JEMPLO  7 


EJEMPLO  H 


TEOREMA  2 


Si  n  no  es  una  potencia  de  b,  se  tiene  que  !/  <  n  <  bM  para  algún  entero  positivo  k.  Como/es 
creciente. 

f(n)<f(bk+')  =  Ctak+'+C2 
<(C,ü)tíl0B""  +C2 
<{CtÉt)nio*>a +et, 
ya  que  k  <  logyi  n<  k  +  \ . 

Por  tamo,  hemos  demostrado  que/(fí)  es  0(nk'U(1). 


Los  Ejemplos  6-9  muestran  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  ¡  . 

Sea  f(n)  -  5f{n¡ 2)  +  3  y /(I)  =  7.  Determina para  ¿  entero  positivo  y  estimu/óí)  si /es  una 
función  creciente. 


Solución:  Según  la  demostración  del  Teorema  1 ,  haciendo  a  -  5,  b  =  2  y  c  -  3,  se  tiene  que  si  n  -  2i: , 
entonces 

/( ff )  =  ¿7*  [  /(l.)  +  C  /(tí  -  1 )]  +  [  "C  /(tf  -  I )] 

=  5*  [7 +  0/4)] -3/4 
-5*  (3 1/4)-  3/4. 

Además,  si  /(//)  es  creciente,  el  Teorema  1  muestra  que  fin)  es  0(n'^  j)  -  0(nla^  v),  ◄ 

Podemos  utilizar  el  Teorema  i  para  estimar  la  complejidad  computad  onal  del  algoritmo  de 
búsqueda  binaria  y  del  algoritmo  presentado  en  el  Ejemplo  2  para  determinar  el  máximo  y  el  mí¬ 
nimo  de  una  sucesión. 

Da  una  estimación  del  número  de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  búsqueda  binaria. 

Solución:  Ya  demostramos  en  el  Ejemplo  1  que/(n)  -f(n/2)  +  2,  cuando  n  es  par,  donde/es  el 
número  de  comparaciones  necesarias  para  realizar  una  búsqueda  binaria  en  una  sucesión  de  ta¬ 
maño  n.  Por  tanto,  según  el  Teorema  I .  se  sigue  qu cf(n)  es  0(Iog  n).  4 

Da  una  estimación  del  número  de  comparaciones  necesarias  para  encontrar  el  máximo  y  el  míni¬ 
mo  de  una  sucesión  de  tamaño  n  utilizando  el  algoritmo  presentado  en  el  Ejemplo  2. 


Solución:  En  el  Ejemplo  2  demostramos  qu c  fin)  -  2J\n/2)  +  2,  cuando  n  es  par,  donde /es  el  nú¬ 
mero  de  comparaciones  que  realiza  este  algoritmo.  Por  tanto,  según  eí  Teorema  1,  se  tiene  que  fin) 
es()(n]o^2)  =  0{nh  < 


Enunciamos  ahora  un  resultado  más  general,  y  más  complicado,  que  contiene  at  Teorema  1  como 
caso  especial.  Este  teorema  (o  versiones  aún  más  generales)  es  conocido  corno  Teorema  Maestro  por¬ 
que  es  útil  para  analizar  la  complejidad  de  muchos  algoritmos  importantes  de  divide  y  vencerás, 

TEOREMA  MAESTRO  Sea/ una  función  creciente  que  satisface  la  relación  de  recurrencia 


fin)  =  af  (n¿b)  +  crt- 

siempre  que  n  -  b\  donde  k  es  un  enteró  positivo,  a  >  ¡ ,  b  es  un  entero  mayor  que  I  y  c  y  d  son 
números  reales  tales  que  c  >  0  y  d  >  0.  Entonces, 


Oin4) 
f(n)  si  \  0{rtd  log  n) 


si  a  <  bd, 
si  a  =  bd , 


0 
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La  demostración  del  Teorema  2  queda  para  el  lector  en  los  Problemas  29-33  al  lina!  de  esta  sec¬ 
ción. 

EJEMPLO  9  Complejidad  de  la  ordenación  por  mezcla  En  el  Ejemplo  3  vimos  que  el  numero  de  compara¬ 
ciones  realizadas  por  el  algoritmo  de  la  ordenación  por  mezcla  para  ordenar  una  lista  de  n  números 
es  menor  que  M{n\  donde  M{n)  =  2M{nf2)  +  n.  Según  el  Teorema  Maestro  (Teorema  2),  se  tiene  que 
M{n)  es  0(n  log  n ),  estimación  que  coincide  con  la  presentada  en  la  Sección  3,5.  <4 

EJEMPLO  10  Da  una  estimación  del  numero  de  operaciones  bit  necesarias  para  multiplicar  dos  enteros  de  n  bits 
utilizando  el  algoritmo  de  multiplicación  rápida  descrito  en  el  Ejemplo  4. 

Sol  ación :  El  Ejemplo  4  muestra  que/(n)  -  3f(n/2)  +  Oí,  cuando  n  es  par,  donde  f(n)  es  el  nú¬ 
mero  de  operaciones  bit  necesarias  para  multiplicar  dos  enteros  de  n  bits  utilizando  el  algoritmo 
de  multiplicación  rápida.  Por  tanto,  según  el  Teorema  Maestro  (Teorema  2),  se  sigue  que  f(n)  es 
0(>r°" 3).  Obsérvese  que  log 3  ~  1,6.  Como  el  algoritmo  convencional  de  multiplicación  requiere 
0{jf)  operaciones,  el  algoritmo  de  multiplicación  rápida  es  una  mejora  sustancial  sobre  el  algo¬ 
ritmo  convencional  en  términos  de  complejidad  para  enteros  suficientemente  grandes,  como  son 
los  enteros  de  gran  tamaño  que  aparecen  en  aplicaciones  prácticas.  <4 

EJEMPLO  i  I  Da  una  estimación  del  numero  de  multiplicaciones  y  sumas  necesarias  para  multiplicar  dos  ma¬ 
trices  de  tamaño  n  X  n  utilizando  el  algoritmo  de  multiplicación  de  matrices  mencionado  en  el 
Ejemplo  5. 

Solución:  Sea  fin)  el  número  de  sumas  y  multiplicaciones  realizadas  por  el  algoritmo  mencionado 
en  el  Ejemplo  5  para  multiplicar  dos  matrices  de  tamaño  n  x  n.  Se  liene  qu efin)  -  1  f\nl 2)  +■ 
Í5/E/4,  cuando  n  es  par.  Por  tamo,  según  el  Teorema  Maestro  (Teorema  2),  se  sigue  qu  c  fin)  es 
0(n[^  ).  Cuino  log?  ~  2.8  y  el  algoritmo  convencional  de  multiplicación  de  matrices  realiza  OiiV) 
sumas  y  multiplicaciones,  se  tiene  que  para  valores  de  n  suficientemente  grandes,  como  los  que 
aparecen  en  muchas  aplicaciones  prácticas,  el  algoritmo  mencionado  en  el  Ejemplo  5  supone  una 
mejora  sustancial  en  términos  de  complejidad  con  respecto  ai  algoritmo  convencional.  -4 

EL  PROBLEMA  DEL  PAR  MÁS  PROXIMO  Concluimos  esta  sección  introduciendo  un  al¬ 
goritmo  de  divide  y  vencerás  que  proviene  del  área  de  la  geometría  computacional,  que  es  la  par¬ 
te  de  la  matemática  discreta  dedicada  a  los  algoritmos  que  resuelven  problemas  geométricos. 

EJEMPLO  12  El  problema  del  par  más  próximo  Consideremos  el  problema  de  determinar  el  par  de  puntos 
más  próximo  en  un  conjunto  de  n  puntos  U,,  y}) . (x  .  y  )  del  plano,  donde  la  distancia  entre  dos 

Fniürn  puntos  (x,  y,)  y  (x,  v.)  es  ía  distancia  ettclidea  usual  ,’íx,  -  v,  r  +(q  -  v- )' .  Este  problema  apa¬ 
rece  en  muchas  aplicaciones,  como  determinar  los  dos  aviones  más  cercanos  a  una  misma  altitud 
en  el  espacio  aéreo  gestionado  por  un  controlador  aéreo.  ¿Cómo  se  puede  resolver  este  problema 
de  una  manera  eficiente? 

Solución:  rara  resolver  este  problema,  se  puede  calcular  la  distancia  entre  todos  los  pares  de  pun¬ 
tos  y  elegíala  más  pequeña.  Sin  embargo,  esta  solución  requiere  0(n2)  cálculos  de  distancias  y 
comparaciones,  ya  que  hay  C(m  2)  -  n{n  1  )/2  pares  de  pumos.  Sorprendentemente,  existe  un  ele¬ 
gante  algoritmo  de  divide  y  vencerás  que  resuelve  el  problema  del  par  más  próximo  para  n  puntos 
realizando  0(n  Jog  n)  cálculos  de  distancias  y  comparaciones.  El  algoritmo  que  describimos  es  de¬ 
bido  a  Michael  S  hamos  (véase  [PrSa85  |). 

Por  simplicidad,  suponemos  que  n  =  2L  donde  k  es  un  entero  positivo,  (Obviaremos  las  con 
sideraciones  técnicas  necesarias  cuando  n  no  es  una  potencia  de  2).  Cuando  n  —  2.  hay  un  único 
par  de  puntos  y,  por  tanto,  la  distancia  entre  los  dos  puntos  es  la  distancia  mínima. 

La  parte  recursiva  del  algoritmo  divide  el  problema  en  dos  subproblemas,  cada  uno  con  la  mi 
tad  de  puntos.  Como  primer  pascase  utiliza  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  para  ordenar  los 
puntos  según  su  abscisa.  Esto  requiere  0{n  log  n)  operaciones.  Una  vez  hecho  esto,  construimos 
una  recta  vertical  t.  que  divida  al  conjunto  de  puntos  en  dos  partes,  de  forma  que  haya  nf 2  puntos 
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máiicii  discreta  y  sus  aplicaciones 


En  esta  ilustración  se  reduce  el  problema  de 
determinar  el  par  mas  próximo  en  un  con¬ 
junto  de  16  puntos  a  los  dos  problemas  de 
determinar  el  par  mas  próximo  en  un  con 
junto  de  ocho  puntos  y  el  problema  de  deter¬ 
minar  si  existen  puntos  a  distancia  menor 
que  d  -  min(Y¿,  dK)  en  la  banda  de  anchura 
2 d  centrada  en  E 


Figura  í-  Ea  etapa  recursiva  del  algoritmo  que  resuelve  d  problema  del  par  más  próximo. 


a  cada  lado  de  la  recta,  como  muestra  la  Figura  1.  (Si  hay  puntos  en  la  recta  tr  los  repartimos  en¬ 
tre  los  dos  conjuntos  si  es  necesario).  En  tas  siguientes  etapas  de  la  reclusión  no  es  necesario  or¬ 
denar  de  nuevo  tos  puntos,  pues  se  puede  seleccionar  el  subconjunto  correspondiente  ya  ordenado. 
Esta  selección  se  puede  llevar  a  cabo  realizando  OUi)  comparaciones. 

Hay  tres  posibilidades  para  la  posición  del  par  de  puntos  más  próximo:  1)  los  dos  puntos  es¬ 
tán  en  la  región  L,  a  la  izquierda  de  la  recta;  2)  los  dos  puntos  están  en  la  región  R ,  a  la  derecha  de 
la  recta,  y  3)  un  punto  está  en  la  región  L  y  otro  está  en  la  región  R.  Aplicamos  el  algoritmo  re- 
cursi  valúenle  para  calcular  dl  y  dR>  donde  d  es  la  distancia  mínima  entre  los  puntos  de  la  región  L 
y  dR  es  la  distancia  mínima  entre  los  puntos  de  la  región  R.  Sea  d  -  mín{ti¿,  dR ).  Para  conseguir  di¬ 
vidir  el  problema  de  detennínar  el  par  más  próximo  en  el  conjunto  original  en  los  dos  problemas 
de  determinar  de  forma  independiente  los  pares  más  próximos  en  los  conjuntos  de  las  regiones  L 
y  R  es  necesario  prestar  atención  a  la  parte  de  vencerás  del  algoritmo,  en  la  que  es  preciso  con¬ 
siderar  e!  caso  en  el  que  los  pumos  más  próximos  estén  en  diferentes  regiones,  es  decir,  un  pun¬ 
to  en  L  y  otro  en  R .  Como  hay  bien  en  L  o  bien  en  R  un  par  de  pumos  a  distancia  d,  para  que  la 
menor  distancia  se  dé  entre  dos  puntos  de  regiones  diferentes,  éstos  deben  estar  a  distancia  menor 
que  d. 

Para  que  un  pumo  de  A  y  un  punto  J  cR  estén  a  distancia  menor  que  d  es  necesario  que  dichos 
puntos  estén  en  una  banda  de  anchura  2 d  centrada  en  la  recta  L  {De  no  ser  así,  la  distancia  entre 
los  puntos  sería  mayor  que  la  diferencia  de  sus  abscisas,  que  es  mayor  que  d).  Para  examinar  los 
puntos  contenidos  en  esta  banda,  ordenamos  los  puntos  con  respecto  a  su  coordenada  y.  Esto  se 
puede  hacer  con  0(n  log ri)  operaciones  y  basta  hacerlo  una  única  vez,  al  principio  del  algoritmo. 
En  cada  etapa  de  la  recursión,  construimos  la  lista  de  los  puntos  contenidos  en  la  banda  ordenados 
según  su  coordenada  y  a  partir  de  la  lista  ordenada  de  los  n  puntos;  esta  operación  se  puede  llevar 
a  cabo  realizando  O(n)  comparaciones.  | 

Comenzamos  entonces  por  el  punto  de  la!  banda  con  menor  ordenada  y,  al  examinar  un 
punto  p,  calculamos  la  distancia  en  Iré  dicho  pinito  y  el  resto  de  los  puntos  de  la  banda  con  orde¬ 
nada  mayor  que  pudieran  estar  a  distancia  menor  que  d  del  punto  p.  Obsérvese  que  para  ello  es  su¬ 
ficiente  calcular  las  distancias  entre  p  y  los  puntos  contenidos  en  c!  rectángulo  de  altura  d  y  an¬ 
chura  2 d  que  tiene  al  punto  p  en  su  base  y  las  aristas  verticales  a  distancia  d  de  la  recta  t. 

Veamos  que  no  puede  haber  más  de  ocho  puntos  del  conjunto,  incluyendo  a  /?,  en  dicho  rec¬ 
tángulo  2 d  x  d.  Obsérvese  que  no  puede  haber  más  de  un  punto  en  cada  uno  de  los  ocho  cuadrados 
di 2  x  d¡2  que  se  muestran  cu  la  Figura  2,  ya  que  si  hubiera  dos  puntos  en  uno  de  dichos  cuadrados, 
la  distancia  entre  ellos  sería  menor  o  igual  que  la  diagonal  del  cuadrado,  que  (según  el  Teorema  de 
Pitágoras)  tiene  longitud  d/^l 2  ,  que  es  menor  que  d.  Como  cada  uno  de  ios  ocho  cuadrados  está 
contenido  en  tas  regiones  L  o  A\  esto  entraría  en  contradicción  con  la  definición  de  d.  Por  tanto,  en 
esta  etapa  se  calculan  como  mucho  siele  distancias:  las  distancias  entre  p  y,  en  el  peor  de  los  casos, 
los  siete  punios  del  conjunto  contenidos  en  el  rectángulo. 
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Incluyendo  a  hay  como  mucho 
ocho  puntos  en  el  rectángulo  2 d  x  d 
centrado  en  €,  ya  que  no  puede  haber 
más  de  un  punto  en  cada  uno  de  los 
ocho  cuadrados  d!2  x  d¡2. 


Figura  2 ,  Para  cada  pumo  en  la  banda  hay  que  considerar,  a  lo  más,  otros  siete  pinitos. 


Corno  el  número  total  de  puntos  en  la  banda  de  anchura  2 d  es  menor  o  igual  que  n  (el  numero 
total  de  puntos  del  conjunto),  en  el  peor  de  los  casos  es  necesario  comparar  con  d  un  tota!  de  In 
distancias  para  calcular  la  distancia  mínima  entre  dos  puntos.  Por  tanto,  después  de  haber  utiliza¬ 
do  el  algoritmo  de  ordenación  por  mezcla  para  ordenar  los  puntos  según  su  abscisa  y  según  su  or¬ 
denada,  la  función  creciente /()?)  que  satisface  la  relación  de  recurrencia 


fin)  =  2 f(n/2)  +  In, 


con/(2)  =  1,  es  mayor  que  ei  numero  de  comparaciones  necesarias  para  resolver  el  problema  de! 
par  más  próximo  para  un  conjunto  de  n  puntos.  Según  el  Teorema  Maestro  (Teorema  2),  se  sigue 
que  f{n)  es  0{ti  lo grí).  Las  dos  ordenaciones  de  los  puntos  según  su  abscisa  y  según  su  ordenada 
requieren,  cada  una,  0(n  logfí)  comparaciones  cuando  se  utiliza  el  algoritmo  de  ordenación  por 
mezcla,  y  los  subconjuntos  ordenados  del  conjunto  total  se  pueden  obtener  en  cada  una  de  las 
Ü{logfi)  etapas  del  algoritmo  realizando,  cada  vez,  O(n)  comparaciones.  Por  tamo,  el  problema  del 
par  más  próximo  se  puede  resolver  haciendo  Q(n  log n)  comparaciones.  M 


Problemas 


1*  ¿Cuántas  comparaciones  se  necesitan  para  realizar  una 


búsqueda  binaria  en  un  conjunto  de 


:4  elementos  ? 


2,  ¿Cuántas  comparaciones  se  necesian  para  encontrar 
los  elementos  máximo  y  mínimo  en  una  sucesión  de 
128  elementos  utilizando  el  algoritmo  del  Ejemplo  2? 

3-  Multiplica  ( II 1 0).r  y  { 1 0101,  utilizando  el  algoritmo  de 
multiplicación  rápida. 

4.  Expresa  en  pseudocódigo  el  algoritmo  de  multiplica¬ 
ción  rápida. 


5.  Determina  el  valor  de  la  constante  C  del  Ejemplo  4  y 
utilízalo  para  estimar  el  número  de  operaciones  bit  ne¬ 
cesarias  para  multiplicar  dos  enteras  de  64  bits  utili¬ 
zando  el  algoritmo  de  multiplicación  rápida. 


ó.  ¿Cuántas  operaciones  se  necesitan  para  multiplicar  dos 
matrices  de  tamaño  32  X  32  utilizando  el  algoritmo  que 
se  menciona  en  el  Ejemplo  4? 

7,  Supongamos  qucf(n)  =/{w/3)  +  I  cuando  n  es  divisible 
por  3  y  que/(l)  =  1 .  Determina 

a)  fO)  b)  /( 27)  c)  /( 729) 

8,  Supongamos  que  f( ti)  =  2/0/2)  +  3  cuando  n  es  par  y 
que  /( 1)  =  5.  Determina 

a )  f(2)  b  )/(8)  c)  /( 64)  il )  /( í  024 ) 

9,  Supongamos  que /(/?')  ~j \n/5)  +  3/r  cuando  n  es  divi¬ 
sible  por  5  y  que  /  (I )  =  4,  Determina 

a)  /( 5)  b)  /( 125)  c)  /( 3125) 


4  04  M  .i  tcmá  tica  di  se  re  la  y  s  us  api  ic  ac  iones 


Mí*  Determina  fin)  cuando  /i  =  2'  si  /satisface  la  relación  ele 
recurrencia  finí  =  2f{nf2)  +  I  con  ía  condición  inicial 
/< 1)=1. 

1 1.  Da  una  estimación  del  tamaño  tic  la  función  /'del  Pro¬ 
blema  U)  si  se  sabe  que  es  una  función  creciente* 

12.  Detcmiina/ín)  cuando  n  .V  si /satisface  la  relación  de 
recurrencia/(/ri  2/(/;/3)  +  4  con  la  condición  inicial/ 
tl)=  L 

13.  Da  uim  estimación  dei  tamaño  de  la  función /del  Pjo- 
blema  12  si  se  sabe  que  es  una  función  creciente. 

14.  Supongamos  que  hay  n~2L  equipos  en  un  torneo  que  se 
juega  por  eliminatorias*  de  forma  que  ha>  nfl  partidos  en 
la  primera  ronda  los  n¡2  -  2'  1  ganadores  juegan  la  se¬ 
gunda  ronda  y  así  sucesivamente,  basta  que  queda  un 
único  equipo,  que  es  el  vencedor.  Determina  una  relación 
de  recurrencia  para  el  número  de  rondas  en  el  lomeo. 

15.  ;  {'uantas  rondas  hay  en  d  torneo  por  eliminatorias  des¬ 
crito  en  el  Problema  14  .si  hay  12  equipos? 

Ib.  Resuelve  la  relación  de  recurre  no  ¡a  para  el  número  de 
rondas  en  el  lomeo  descrito  en  el  Problema  14. 

17.  Supongamos  que  los  votos  de  un  grupo  de  n  personas 
para  una  serie  de  candidatos  í puede  haber  más  de  do* 
candidatos)  que  se  presentan  a  cierto  cargo  forman  una 
sucesión.  Un  candidato  gana  la  elección  si  recibe  la 
mayt  iría  de  ios  votos. 

al  Diseña  un  algoritmo  de  divide  y  vencerás  que  de¬ 
termine  si  un  candidato  recibe  la  mayoría  de  los  so¬ 
los  y  que.  en  caso  afirmativo,  determine  qué  candi¬ 
dato  ha  sitio  elegido-  (Indicación:  Supon  que  n  es 
par  v  divide  la  sucesión  de  votos  en  dos  subsuce- 
síones,  cada  una  con  rt/2  votos.  Observa  que  un 
candidato  no  puede  haber  recibido  la  mayoría  de 
los  votos  sin  haber  recibido  la  mayoría  de  los  votos 
en,  al  menos,  una  de  las  dos  subsu  cesiones), 
bl  1  ti  liza  el  Teorema  Maestro  para  estimar  el  número 
de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  dise¬ 
ñado  en  el  apartado  (a), 

18.  Supongamos  que  en  un  grupo  de  n  votantes  cada  uno 
vola  por  exactamente  dos  candidatos  de  una  lista  para 
elegir  dos  puestos  en  un  comité.  Resultan  elegidos  tos 
dos  candidatos  que  han  recibido  más  votos,  siempre 
que  cada  uno  de  los  dos  haya  recibido  más  de  ni 2 
votos. 

al  Diseña  un  algoritmo  de  divide  y  vencerás  que  de 
termine  si  cada  uno  de  ¡os  dos  candidatos  que  red 
bieron  más  votos  obtuvo  más  de  n/2  votos  o  no  y 
que.  en  caso  afirmativo,  determíne  cuáles  fueron 
dichos  candidatos, 

h|  1  itiliz.a  el  Teorema  Maestro  para  estimar  el  número 
ile  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  dise¬ 
ñado  en  d  apartado  (a). 

VK  al  Establece  una  relación  de  recurre  neja  de  divide  y 
vencerás  para  d  numero  de  multiplicaciones  reali¬ 
zadas  por  el  algoritmo  recursivo  del  Problema  18  de 


h  Sección  3.5  que  calcula  ,v\  donde  i  es  un  numero 
real  y  n  es  un  entero  positivo, 
bl  Utiliza  la  relación  de  recurrencia  dd  apartado  (a) 
para  dar  una  estimación  en  notación  O  para  el  núme¬ 
ro  de  multiplicaciones  realizadas  para  calcular  r  uti¬ 
lizando  el  algoritmo  recursivo. 

20.  a)  Establece  una  relación  de  recurrencia  de  divide  y 
vencerás  para  el  número  de  multiplicaciones  mo¬ 
dulares  realizadas  por  el  algoritmo  recursivo  del 
Ejemplo  2  de  la  Sección  3.5  que  calcula  T  iBOd  tth 
donde  a .  m  y  ti  son  enteros  positivos, 
h)  Utiliza  la  relación  de  recurrencia  del  apartado  (a) 
para  dar  una  estimación  en  notación  O  para  el  nú¬ 
mero  de  multiplicaciones  realizadas  al  calcular 
ct  mor!  m  utilizando  d  algoritmo  recursivo. 

2!.  Supongamos  que  la  función  /satisface  la  relación  de 
t%\  Ui  leuda /ÓO  =  2 fUn)  +  1  siempre  que  n  sea  un  cua* 
drado  perfecto  mayor  que  1  con  la  condición  inicial 
/{ 2)  =  1. 

u)  Determina/ ( 1 6). 

bl  Da  una  estimación  en  notación  O  de  la  función 
f{n).  {indicación:  Haz  la  sustitución  m  !ogu). 

22,  Supongamos  que  !a  fuñe ion /satisface  la  relación  de  re 
eurrencia  fin)  -  2/f/n )  +  log  n  siempre  que  n  sea  un 
cuadrado  perfecto  mayor  que  1,  con  la  condición  inicial 
/<  2)  =  i-  1 
a)  Determina /(  16). 

h)  Da  una  estimación  en  notación  O  de  la  fundón  f\n\. 
t imíkm  um.  Haz  la  sustitución  m  log/i). 


**23. 


Este  ejercicio  trata  del  problema  de  determinar  la 
máxima  suma  de  términos  consecutivos  de  una  sucesión 
de  n  números  reales.  Cuando  todos  los  términos  son 
positivos,  la  respuesta  es  la  sucesión  completa,  pero  la 
situación  se  complica  cuando  hay  términos  negativos. 
Por  ejemplo,  la  máxima  suma  de  términos  consecutivos 
de  ki  sucesión  -2,  3*  —  l,  6,  7,  4  es  3  +  {  1)  -hÓ=  8. 
{Este  problema  está  basado  en  [Be86J). 


a) 


b) 


O 


Da  el  p  se  ud  ocódigo  de  un  algoritmo  que  resuelva 
este  problema  determinando  las  sumas  de  grupos 
de  términos  consecutivos  que  empiezan  con  el  pn 
mer  demento,  las  sumas  de  grupos  de  términos  con 
secutivos  que  empiezan  con  el  segundo  demento  \ 


isí  succsivar  tente,  manteniendo  la  suma  mayor  ob¬ 
eló  da  en  caí  a  momento. 

determina  l<  complejidad  computad  onal  dd  algo 
imio  dd  apalado  (a)  en  términos  dd  numero  de  su 
na.s  y  comparaciones  realizadas, 
diseña  un  algoritmo  de  div  ide  v  vencerás  para  resob  ci 


este  problema,  {Indicación  Supon  que  hay  un  número 
par  de  términos  en  la  sucesión  y  divídela  en  dos  mita 
des.  Explica  cómo  se  trata  el  caso  en  el  que  Ja  suma 
mayor  involucra  términos  de  las  dos  mitades), 
d)  Utiliza  d  algoritmo  dd  apartado  (c)  para  determinar 
■a  máxima  suma  de  términos  consecutivos  en  cada 
una  de  las  siguientes  sucesiones:  2.  4,  -  I,  3.  5. 
-ó,  1. 2;  4,  f  -3.  7,  -  E  -5*  3,-2,  y  L  ó.  3,  4. 


5.8,  1,7. 
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e)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  n li¬ 
men  >  de  sumas  y  comparaciones  realizadas  por  d 
algoritmo  de  divide  y  vencerás  del  apartado  (c). 

f)  Utiliza  el  Teorema  Maestro  para  estimar  Ja  com¬ 
plejidad  computad  onal  deJ  algoritmo  de  divide  y 
vencerás  y  compárala  con  la  complejidad  coinpula- 
cionál  del  algoritmo  del  apartado  (a). 

24.  Utilizad  a  I  g  or  i  tm  o  de  se  rilo  ei  i  e  I  Lj  e  m  pío  12  pa  ra  d  e- 
ter  minar  el  par  de  puntos  más  próximo  en  el  conjunto 
de  puntos  (1,  3),  (1,  7),  (2.  4),  (2,  9),  (3  J  ).  (3,  5),  (4,  3) 
y  (4.  7)  si  se  empica  la  distancia  eudidea, 

25.  Utiliza  el  algoritmo  descrito  en  el  Ejemplo  12  para  de¬ 
terminar  el  par  de  puntos  más  próximo  en  el  conjunto 
de  puntos  (1,  2),  (I,  6),  (2,  4/  (2.  8),  (3,  I),  (3,  Ó), 
(3,  10),  (4,  3),  (5,  1),  (5,  5),  (5,  9),  (6,  7),  (7,  i),  (7,  4), 
(7.  9)  y  (8,  6)  si  se  emplea  la  distancia  eudidea. 

*26.  Utiliza  pseudoeódigo  para  describir  el  algoritmo  recur¬ 
sivo  del  Ejemplo  12  que  resuelve  el  problema  del  par 
más  próximo, 

27,  Diseña  una  variante  del  algoritmo  descrito  en  e!  Ejem¬ 
plo  12,  justificando  adecuadamente  las  operaciones  rea¬ 
lizadas,  para  determinar  el  par  más  próximo  en  un  con¬ 
junto  de  puntos  si  Ja  distancia  entre  dos  puntos  es 
d( Í.y  ,  y.),  (x,  y))  =  ma\(|,v(  x.|.  |v  -  v  [) . 

*28.  Supongamos  que  alguien  escoge  un  numero  x  de  un 
conjunto  de  n  ruó  ñeros.  Una  segunda  persona  intenta 
adivinar  el  numero  seleccionando  subconjuntos  de  los  n 
números  de  manera  sucesiva  y  preguntante  si  x  esta  o 
no  en  el  subeon junto  seleccionado.  La  primera  persona 
responde  «s i»  o  «no».  Si  las  respuestas  de  esta  persona 
son  siempre  correctas;  a  se  puede  encontrar  con  un  total 
de  log  n  preguntas  si  en  cada  etapa  se  divide  el  sub¬ 
conjunto  adecuado  por  la  mitad.  EJ  problema  de  Ulam, 
propuesto  por  S  tan  isla  w  Ulam  en  1976.  pide  de  temí  i  nar 
el  número  de  preguntas  necesarias  para  encontrar  x si  la 
primera  persona  puede  mentir  exactamente  una  vez. 

a }  Demuestra  que  si  se  hace  cada  pregunta  dos  veces,  y 
una  pregunta  más  cuando  se  detecla  la  mentira,  el 
problema  de  Ulam  se  puede  resolver  realizando 
2  log  ñ  f  1  preguntas. 

b)  Demuestra  que  si  se  divide  el  conjunto  inicial  de  n 
elementos  en  cuatro  partes,  cada  una  con  n¡ 4  cie¬ 
rne  ni  os.  se  puede  eliminar  1/4  de  los  elementos  ha-n 

| 
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ciando  dos  preguntas,  {indicación:  Considera  las 
preguntas  de  si  x  está  en  la  unión  de  dos  de  los  sub¬ 
conjuntos  de  ni 4  elementos  utilizando  uno  de  los 
subeonjuntos  en  las  dos  preguntas), 
e)  Demuestra  que  si  j  (n)  es  el  número  de  preguntas 
realizadas  para  resolver  el  problema  de  Ulam  si¬ 
guiendo  la  estrategia  del  apartado  (b)  y  si  n  es  divi¬ 
sible  por  4.  entonces /(>í)  =/(3n/ 4)  +  2. 
di  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  del  apartado  <c). 
e)  De  entre  los  métodos  presentados  para  resolver  el 
problema,  hacer  cada  pregunta  dos  veces  o  seguir  ía 
idea  del  apartado  (b),  ¿cuál  es  más  eficiente?  La 
solución  más  eficiente  para  resolver  el  problema  de 
Ulam  ha  sido  encontrada  por  A.  Pele  [Pe87]. 

En  los  Problemas  29-33  se  supone  que  fes  una  función  cre¬ 
ciente  que  verifica  ía  relación  de  recurrencia  fin)  -  af  ín/h)  + 
cnd<  donde  a  >  1,  h  es  un  entero  mayor  que  !  y  c  y  d  son  nú¬ 
meros  reales  positivos.  En  estos  problemas  se  desarrolla  una 
demostración  del  Teorema  2. 

*29.  Demuestra  que  si  a  =  íf  y  n  es  una  potencia  de  b.  en¬ 
tonce  s/(n)  =/n  )nd  -f  af  log.  n. 

30.  Utiliza  el  Problema  29  para  demostrar  que  si  a  =  ir.  en¬ 
tonces /iza)  es  0(if  log  n). 

*3L  Demuestra  que  sí  a  ^  bd  V  n  es  una  potencia  de  h.  en¬ 
tonces  fin)  -  Cj  donde  C\  =  lfc/{b,:  a)  y 

C2  =/(  I )  +  bdci{a  -  k¡). 

32,  Utiliza  el  Problema  3 1  para  demostrar  que  si  a  <  iif  en¬ 
tonces /(w)  es  0(nJ). 

33.  Utiliza  el  Problema  3 !  para  demostrar  que  si  a  >  h'f  en¬ 
tonces /(n)  es  0{n^a). 

3  4 .  De  te  rmi  u  a  / '( n )  cu  ai  i  do  n  =  4  Us  i  /  sa  i  i  s  f;  ice  I  a  re  1  ac  i  ón  d  e 
rcc  u  tre  nc  i  a  f  { n)  -  5/(  77/4 )  -f  6/7  £0  n  la  c  <  >  m  i  i  c  i  ón  i  n  icial 
/0)=  L 

35.  Da  una  estimación  del  tamaño  de  la  función  del  Proble¬ 
ma  34  si  suponemos  que /es  creciente. 

36.  Determina  // n)  cuando  n  -  ?L-  si  /  satisface  la  relación  de 
recurrencia  f\n)  -  8/p;/2)  +  ff  con  la  condición  inicial 
/II)  =1- 

3  7 .  Da  u  i  ía  e  st  i  m  ac  i  ón  de  1 1  am  añ  o  de  [  a  fui )  c  i  ón  d  e  I  Prob  í  e  - 
ma  36  si  suponemos  que  /es  creciente. 


Las  funciones  generatrices  se  utilizan  para  representar  sucesiones  de  manera  eficiente,  codifican¬ 
do  los  términos  de  una  sucesión  como  coeficientes  de  las  potencias  de  la  variable  x  en  una  serie  de 
potencias  formal.  Las  funciones  generatrices  se  pueden  emplear  para  resolver  muchos  tipos  de  pro¬ 
blemas  de  recuento,  como  el  número  de  formas  de  seleccionar  o  distribuir  objetos  de  diferentes  li 
pos.  teniendo  en  cuenta  diferentes  résti  icciones,  o  el  numero  de  formas  de  cambiar  una  moneda  de 
un  euro  utilizando  diferentes  monedas.  Las  funciones  generatrices  se  pueden  utilizar  para  resolver 
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relaciones  de  recurrencia  interpretando  la  relación  de  recurrencia  que  genera  los  términos  de  la  su¬ 
cesión  como  una  ecuación  en  la  que  aparece  la  función  generatriz.  Si  esta  ecuación  se  puede  re¬ 
solver,  proporciona  una  fórmula  explícita  para  la  ! unción  generatriz,  y  a  partir  de  ella,  se  pueden 
encontrar  los  coeficientes  de  la  serie  de  potencias  de  la  función  generatriz,  que  nos  dan  la  solución 
de  la  relación  de  recurrencia  original.  Las  funciones  generatrices  también  se  pueden  utilizar  para 
demostrar  identidades  combinatorias,  aprovechando  relaciones  sencillas  entre  funciones  que  se 
pueden  traducir  en  identidades  que  relacionan  los  términos  de  las  sucesiones.  Las  funciones  ge¬ 
neratrices  son  también  una  herramienta  útil  para  estudiar  otras  propiedades  de  sucesiones,  además 
de  las  presentadas  en  esta  sección,  como  determinar  fórmulas  asímóticas  para  los  términos  de  la 
sucesión. 

Comenzamos  con  la  definición  de  ja  función  generatriz  de  una  sucesión, 


La  función  generatriz  úc  la  sucesión  de  números  reales  a{?  ar  ,,,,  ak _ es  la  serie  infinita 

G(X )  ~  Z/q  +  ftjA'  +  ■  ■ '  +  ‘  *  —  y,  . 

*=0 


Observación:  La  función  generatriz  de  la  sucesión  {a,  |  dada  en  la  Definición  I  se  conoce  también 
como  la  función  generatriz  ordinaria  de  {a,\  para  distinguirla  de  otros  tipos  de  funciones  ge¬ 
neratrices  de  la  sucesión. 


La  función  generatriz  de  las  sucesiones  I ak)  dadas  por  ak  -  3.  ak  -  k  +  1  _y  o.  -  2k  son  X;’  H,  3a\ 
ZT-o  (k  +  \)xk  y  Xa mti  2Vt  respectivamente.  ^ 


La  función  generatriz  de  una  sucesión  finita  de  números  reales  se  puede  definir  conviniendo 

la  sucesión  Imita  a[r  . at¡  en  la  sucesión  infinita  que  se  obtiene  al  definir  ur  {  =  O,  an¥%  -  O  y  así 

sucesivamente.  La  función  generatriz  G (a )  de  la  sucesión  infinita  (d  )  obtenida  es  un  polinomio  de 
grado  tu  ya  que  no  contiene  términos  de  la  forma  axj  con  j  >  tu  es  decir, 

G(x)  -  o  +  ü  x  +  — h  a  a\ 

U  I  fl 

¿Cuál  es  la  función  generatriz  de  la  sucesión  L  L  !.  1.1,  17 


Solución:  La  función  generatriz  de  la  sucesión  L  L  1,1,  1,  I  es 

1  +  X  +  .V2  +  A3  +  X4  +  A5. 


Según  el  Teorema  í  de  la  Sección  3.2.  se  tiene  que 

(á*  -  !  )/(a  -  1  )  -  1  +  X  +  JT  +  A3  +  A4  +  A'\ 


Por  tanto,  la  función  generatriz  de  la  sucesión  L  L  I,  L  i.  1  es  G’t 

Sea  m  un  entero  positivo.  Sea ak  -  C(nu  k),  para  Jt  =  Ü,  1,2,,..,  m. 
de  la  sucesión  a(r  ar  ají 

Solución:  La  función  generatriz  de  esta  sucesión  es 

Oía)  -  C(m ,  0)  +  C(m>  i)x  +  Ciar  2)x2  +  +  C(nu  m)xm. 

Utilizando  el  teorema  del  binomio,  se  obtiene  que  Cía)  =  (1  +  x)m. 


|)  =  (A*-  1)/(jc—  1).  4 

>  ,  ... 

¿C  uál  es  |:i  función  generatriz 


4 
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CONOCIMIENTOS  BÁSICOS  SOBRE  SERIES  DE  POTENCIAS 


Cuando  se  utilizan  funciones  generatrices  para  resolver  problemas  de  recuento,  las  funciones  ge¬ 
neratrices  se  suelen  tratar  como  series  de  potencias  formales,  obviando  ei  problema  de  la  con¬ 
vergencia  de  dichas  series.  Sin  embargo,  para  aplicar  algunos  resultados  de  cálculo  infinitesimal, 
es  a  veces  importante  para  qué  valores  cíe  x  converge  la  serie  de  potencias.  En  adelante,  no  nos 
ocuparemos  de  los  problemas  de  convergencia.  Los  lectores  con  conocimientos  de  cálculo  infini¬ 
tesimal  pueden  consultar  textos  de  esta  materia  para  comprobar  los  detalles  sobre  la  convergencia 
de  las  series  que  consideramos  aquí. 

A  continuación  enunciamos  algunos  hechos  básicos  sobre  series  de  potencias  infinitas  que  se 
utilizan  cuando  se  trabaja  con  funciones  generatrices.  Un  tratamiento  más  detallado  de  estos  re¬ 
sultados,  y  de  otros  relacionados,  se  puede  encontrar  en  los  libros  de  cálculo  infinitesimal. 

EJEMPLO  4  La  función /(x)  ”  1/(1  x)  es  la  función  generatriz  de  la  sucesión  L  f  L  .....  ya  que 
1/(1  *  X )  —  1  +  ,T  C  X1  +  ■  * ' , 

para  |x]  <  L  4 

EJEMPLO  5  La  función /(;r)  =  1/(1  -ax)  es  !a  función  generatriz  de  la  sucesión  L  a,  cf\  ít\  ...T  ya  que 
1/(1  -  ax)  -  ]  +  ax  +  ctx1  +  — , 

para  \ax\  <  L  es  decir,  para  \x\  <  1/  \a\  si  íi  ^  0.  4 

También  necesitaremos  algunos  resultados  sobre  cómo  sumar  y  cómo  multiplicar  dos  fun¬ 
ciones  generatrices.  Las  demostraciones  de  estos  resultados  se  pueden  encontrar  en  libros  de 
cálculo  infinitesimal 


4 


TEOREMA  l  Sean  f{x)  =  'E£^akxK  >T  Entonces, 


f{-\)  +  g(x)  =  X ( ak  +  bk )xl  y  /( v),tj(  0  =  £  'Lüi bi  -  k 
k=o  t=<A>o 


.v*. 


En  el  siguiente  ejemplo  se  muestra  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  1. 

EJEMPLO  6  Sea  f(x)  =  1/(1  x)  .  Utiliza  el  Ejemplo  4  para  determinar  los  coeficientes  a 0,  av  ay  ...  del 
desarrollo  en  serie  f(x)  -  Y^_()okxk. 

Solución :  Según  el  Ejemplo  4,  se  tiene  que 


1/(1  —  a)  —  l  +x+x2  +  x'  + 
Por  tanto,  según  el  Teorema  1. 


¿1  x*=¿(*  +  l)x4 

l  1=0  /  <t=0 


* 


Observación:  Este  resultado  también  se  puede  obtener  a  partir  del  Ejemplo  4  tomando  derivadas. 
Esta  operación  es  una  técnica  que  resulta  útil  para  obtener  nuevas  identidades  a  partir  de  identi¬ 
dades  conocidas  para  funciones  generatrices. 

Para  utilizar  las  funciones  generatrices  en  la  resolución  de  problemas  de  recuento  tendremos 
que  aplicare!  teorema  del  binomio  para  expolíenles  que  no  sean  números  naturales.  Antes  de  enun 
ciar  una  versión  ampliada  deJ  teorema  del  binomio,  tenemos  que  definir  los  Coeficientes  bino- 
mi  ales  generalizados. 
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Sea  ti  un  número  real  y  k  un  entero  no  negativo.  El  coeficiente  binomio l  generalizado  (¿)  se 
define  como 

'«i  +  l)/k\  s\k>Q, 

si  k-  0. 


Determina  los  valores  de  los  coeficientes  binomiales  generalizados  (  ^  )  y  ( 1  Y ) . 

Solución:  Haciendo  u  =  ~2  y  k  =  3  en  la  Definición  2.  se  obtiene 

-2 1  {-2)(-3K-4)_  1 
UJ  3! 

Análogamente,  haciendo  u  =  1/2  y  k  =  7,  se  obtiene 
p/2t  ü/2)(  1/2-  l)(l/2-  2) 

-  (l/2>(  - 1/2)(-3/2)/6 
=  1/16. 

El  Ejemplo  S  proporciona  una  fórmula  útil  para  los  coeficientes  binomiales  generalizados  en 
el  caso  en  que  el  término  superior  es  un  entero  negativo.  Esta  expresión  será  útil  en  desarrollos 
posteriores. 


Cuando  el  término  superior  es  un  entero  negativo,  el  coeficiente  binomial  generalizado  se  puede 
expresar  en  términos  de  un  coeficiente  binomial  ordinario.  Para  ver  esto,  obsérvese  que 


(-»)<-  »  ■  | )■■■(-/;  r-fl) 
/■! 


I  - 1  >rH(n  +  l)— (n  +  r-D 
r\ 

(— IV’ (n  +  r—  nfii  +  r-  2  )■■■/; 


_  (— I )'  (  jj  +  /-  —  !)! 
r!(a-l)! 
fu +r~ 1 

-‘-«t  r 

=  (~l)rC(/t  +  r-lT  r). 

Ya  estamos  en  condiciones  de  enunciar  el  teorema  del  binomio  generalizado. 


4 


El .  TEOREM A  DEL  BINOMIO  G lí N ER  A LIZADO  Sea  \  un  número  real  tal  que  |a  \  <  I 
y  sea  u  un  número  rea!.  Entonces, 


ti  +  .o'  =  y 

k  a 


□  Teorema  2  se  puede  demostrar  utilizando  la  teoría  de  series  de  Taylor  Dejamos  esta  demos 
t ración  para  el  lector  con  conocimientos  de  esta  parte  del  cálculo  infinitesimal. 
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Observación uando  u  ex  un  numero  natural,  el  teorema  de  1  binomio  generalizado  se  conviene 
en  el  teorema  del  binomio  presentado  en  la  Sección  4.4.  ya  que  en  este  caso  (")  =  ()  si  k>  it. 

El  Ejemplo  ó  muestra  cómo  utilizar  el  leorema  d  cuando  el  expolíenle  es  un  entero  negativo. 

Determina  la  función  generatriz  de  { I  +  .vU1  y  de  ( 1  -  x) ",  si  n  es  un  número  natural,  utilizando  el 
teorema  del  binomio  generalizado. 

Solución;  Según  el  teorema  del  binomio  generalizado,  se  tiene  que 

■»  {  —n  \ 

a +A-r  =  x  ,  z, 

toV  *  / 

Utilizando  el  Ejemplo  S.  que  proporciona  una  fórmula  para  (  ^  ),  obtenemos  que 
(l  +  .rj""=  ¿(-t)*C(/i  +  ¿  lk)xk, 

k= 0 

Sustituyendo  x  por  vf  se  deduce  que 

(1 -*)-*»  '¿C(n  +  k-\.k)xk. 

0 

La  Tabla  I  presenta  algunas  tic  las  funciones  generatrices  que  aparecen  con  más  frecuencia, 


PROBLEMAS  DE  RECUENTO  Y  FUNCIONES  GENERATRICES 


Las  funciones  generatrices  se  pueden  utilizar  para  resolver  una  gran  variedad  de  problemas  de  re¬ 
cuento.  En  particular,  se  pueden  utilizar  para  contar  el  numero  de  combinaciones  de  varios  tipos. 
En  el  Capítulo  4  desarrollamos  técnicas  para  contar  el  número  de  r-combinaciones  en  un  conjun¬ 
to  de  n  elementos  cuando  se  permite  la  repetición  y  con  posibles  restricciones  adicionales.  Estos 
problemas  son  equivalentes  a  contar  el  número  de  soluciones  de  ecuaciones  de  la  forma 

€ ,  +  +  •**  +  e  =  C, 

donde  C  es  una  constante  y  cada  c  es  mi  entero  no  negativo  que  puede  estar  sujeto  a  una  restric¬ 
ción  adicional.  Las  funciones  generatrices  se  pueden  utilizar  para  resolver  problemas  de  recuento 
de  este  tipo,  como  muestran  ios  siguientes  ejemplos. 

Determina  el  numero  de  soluciones  de 
c,  +  t\  +  e j  =  17, 

donde  cr  r .  y  e x  son  enteros  no  negativos  tales  que  2  £  t\  <  5,  3  <  <  6  y  4  <  ¿*  <7. 

Solución  EJ  número  de  soluciones  con  las  restricciones  dadas  es  el  coeficiente  de  xn  en  el 
desarrollo  de 

i  \2  +  .r1  +  x*  +xJÍ)(.r1  +  X*  +  x*  4  xñtx*  +  -v"  +  \h  4  a7). 

Esto  es  así,  ya  que  al  desarrollar  el  anterior  producto  se  obtiene  un  término  igual  a  v17  al  multipli¬ 
car  un  término  de  la  forma  .C  del  primer  factor  por  un  término  de  la  forma  a  del  segundo  factor 
y  por  un  término  de  la  forma  x  del  tercer  factor,  donde  los  expolíenles  er  t\  y  e ,  satisfacen  la  re¬ 
lación  e}  +  e2  +  cx  =  17  y  las  restricciones  dadas. 

No  es  difícil  ver  que  el  coeficiente  de  a17  en  el  anterior  producto  es  3-  ¿ \ir  tanto,  hay  tres  so¬ 
luciones,  (Obsérvese  que  el  cálculo  de  este  coeficiente  requiere  un  trabajo  similar  a  enumerar  to¬ 
das  las  soluciones  de  la  ecuación  con  las  restricciones  dadas.  Sin  embargo,  el  método  que  se  mués- 
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Tabla  1.  Funciones  generatrices  más  usuales. 

G(x) 

(1  +  = 

1*0 

=  1  +  C(fl.  l).v  +  C{«.  2)x"  +  ■•■  +  : r 

C(n,  k) 

0  +  axf  =  £<*..*)*  V 

=  1 + 1  )íix  +  C(  rh  2>/\y  ■+---  +  a*  r rt 

C'(n.  k)a * 

(U.rT  =  ¿C(»,iií'* 

1=0 

=  1  +C(n,  i).v'  +C(n,2)x2'  +  -  +  x"‘ 

C{nr  k/r )  si  r  |  0  en  otro  caso 

i  _  ff+1  ft 

— 1 — =iy  =  i +.v+.v3 +>--+.t" 

i-jt  h 

1  si  A-  <  «:  0  en  otro  caso 

v  i  „  2 

- =  >  r  -  1  f  v  +  a  "  -f — 

i-*  a 

1 

i  « 

i  11*  *»  J 

— — -=  2  a  x  =l  +  ax  +  a\t  +  — 
i-ax  H 

ak 

1  =y.rft=i+r+.^+... 
i-  v  ¡5; 

\  si  r  |  A;  0  en  otro  caso 

— - — 7 = y  t  ¿ + 1 )  jt* = i + 2u  +  x\2 + ■  ■  ■ 

O-*)1  M 

k  +  I 

— ^r=yC(»+*-U)Z 
d-A-r  & 

-  1  +  C(rt*  1}A'  +  C{n+  lt2).v  f  ■  ■ 

C{n  +  k- \.k)  =  C(n  +  k-  !,n-  1) 

=  l).v  +  C(u  +  l,  2)x? - 

(-  \  yc\n  +  k  -  Uk)  =  (~\  )kC(rt  +  k-  t,  ii  -  1 ) 

— - - ■  =  yO/i  +  í  -  \.k)ax¡ 

t*-«r  ís 

=  1  +  C{«,  1)k.v  +  C(n  +  1, 2)«'  v*  + 

C(«  +  A  -  1,  Jt)o*  =  C*(n  +  A-  1.  n-  1 V 

«  rk  v2  ** 

e'  -  y — =  I + x  + — + — + *** 

Ü  t!  2!  3 

1/A! 

.  ,  ,  rM)‘"  ,  -V2  3?  X4 

h  k  2  3  4 

NoUi:  Las  series  de  las  dos  ultimas  funciones  generatrices  se  pueden  encontrar  en  h  mayoría  de  los  libros  de  cálcalo  in¬ 
finitesimal  que  traían  las  series  de  potencias. 


tra  en  este  ejemplo  puede  utilizarse  a  menudo,  como  veremos,  para  resolver  una  gran  variedad  de 
problemas  de  recuerdo  con  fórmulas  especiales.  Además,  los  cálculos  requeridos  pueden  realizarse 
utilizando  un  programa  de  cálculo  simbólico).  4 
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EJEMPLO  1 1  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  repartir  ocho  galletas  idénticas  entre  tres  niños  distintos  si  cada  niño 
recibe  ai  menos  dos  gal  letas  y  no  más  de  cuatro? 


Solución:  Como  cada  niño  recibe  al  menos  dos  galletas,  pero  no  más  de  cuatro,  pura  cada  niño  hay 
un  factor  de  la  forma 

(.y2  +  .v3  +  x') 

en  la  función  generatriz  de  la  sucesión  |  ej.  donde  cn  es  el  número  de  formas  de  repartir  n  galletas. 
Como  hay  tres  niños,  la  función  generatriz  es 

(JT  +  X3  +  AJ)3. 

Necesitamos  el  coeficiente  de.vs  cn  este  producto,  ya  que  los  términos  de  la  forma  .v8  corresponden 
a  las  diferentes  posibilidades  de  seleccionar  tres  términos,  cada  uno  de  un  factor,  de  manera  que 
sus  exponentos  sumen  8.  Además,  para  cada  elección  de  términos,  el  exponente  del  término  que 
proviene  del  primer  factor  es  igual  al  número  de  galletas  que  recibe  el  primer  niño.  Análogamen¬ 
te,  se  determina  cuántas  galletas  reciben  el  segundo  y  el  tercer  niño.  Realizando  los  cálculos,  se  ve 
que  el  coeficiente  de  .v*  es  6.  Por  tanto,  hay  seis  formas  de  repartir  las  galletas  de  manera  que  cada 
niño  recíba  dos  galletas,  pero  no  más  de  cuatro.  4 


EJEMPLO  12  Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  cuántas  formas  hay  de  introducir  fichas  de  1  €.  2  € 
y  5  €  en  una  máquina  dispensadora  de  comida  para  comprar  un  producto  que  cuesta  r  euros,  en  el 
caso  en  que  se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  introducen  las  fichas  y  en  el  caso  en  e!  que  no  se 
tiene  cn  cuenta.  (Por  ejemplo,  hay  dos  formas  de  pagar  un  producto  que  cuesta  3  €  si  no  se  tiene 
en  cuenta  el  orden  en  que  se  introducen  las  fichas:  insertar  tres  fichas  de  I  €  o  insertar  una  ficha 
de  1  €  y  una  ficha  de  2  €.  Cuando  se  tiene  en  cuenta  el  orden,  hay  tres  posibilidades:  insertar  tres 
fichas  ríe  1  €.  insertar  una  ficha  de  1  €  y  una  ficha  de  2  €  e  insertar  una  ficha  de  2  €  y  una  ficha 
de  1  €). 


Solución:  Consideremos  el  caso  cn  el  que  no  se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  insertan  las  fi¬ 
chas.  Hit  esta  situación,  lo  único  que  interesa  es  el  numero  de  fichas  de  cada  tipo  que  se  utilizan 
para  sumar  un  total  de  r  euros.  Como  se  puede  utilizar  cualquier  cantidad  de  fichas  de  I  €.  cual¬ 
quier  cantidad  de  fichas  de  2  €  y  cualquier  cantidad  de  fichas  de  5  €.  la  respuesta  es  el  coeficiente 
de  X  en  la  función  generatriz 


( 1  +  x  +  -v2 + .v;  +  ■■*)(  i  +  .v2 + x * + y + — H 1  +  y  +  v!0 + x15  +  ■-). 

(El  primer  factor  del  producto  representa  las  fichas  de  1  €  utilizadas:  el  segundo,  las  fichas  de  2  €, 
y  el  tercero,  las  fichas  de  5  €).  Por  ejemplo,  el  número  de  maneras  de  pagar  un  artículo  de  7  €  uti¬ 
lizando  fichas  de  1  €.  2  €  y  3  €  viene  dado  por  el  coeficiente  de  c  en  este  desarrollo,  que  resul¬ 
ta  ser  igual  a  6. 

Cuando  ve  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  introducen  las  fichas,  el  número  ríe  maneras  de 
insertar  n  fichas  para  sumar  r  euros  os  el  coeficiente  de  a'  en  el  desarrollo  de 


(T+.y+yr. 

ya  que  cada  una  de  las  /  fichas  puede  ser  una  ficha  de  1 , 2  c  3  €  Como  se  puede  utilizar  cual¬ 
quier  cantidad  de  fichas,  el  número  de  maneras  de  sumar  r  et  ros  utilizando  fichas  de  1 , 2  o  3  €. 
teniendo  en  cuenta  el  orden  en  que  se  introducen  las  ficjias,  es  el  coeficiente  de  X  en  el 
desarrollo  de 


I+U  +  .y''  +.t5)+(x+jt  +.r5)’  +•■*  = - ? - 7- 

1  —  (A"  +  X~  +  A-' ) 

1 


donde  hemos  sumado  el  número  de  maneras  de  introducir  0  fichas.  I  ficha.  2  fichas.^3  fichas,  etc., 
y  donde  hemos  utilizado  la  identidad  t/(  1  a)  =  I  +  _v  +  v‘  +  con  x  +  .v  +  x5  en  lugar  de  a.  Por 
ejemplo,  el  número  de  maneras  de  pagar  un  producto  que  cuesta  7  €  utilizando  fichas  de  i.  2  y 
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5  €,  si  se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  introducen  las  fichas,  es  el  coeficiente  de  a  '  en  este 
desarrollo,  que  es  igual  a  26.  [Para  ver  que  dicho  coeficiente  es  26  hay  que  sumar  los  coeficientes 
de  a7  en  los  desarrollos  de  (a  +  r  4  a°)  para  2<k<  1.  Esto  se  puede  hacer  a  mano,  con  un  esfuerzo 
considerable,  o  utilizando  un  programa  de  cálculo  simbólico].  A 


El  Ejemplo  13  muestra  la  flexibilidad  de  las  funciones  generatrices  para  resolver  problemas 
con  diferentes  hipótesis. 

Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  el  numero  de  A -combinaciones  de  un  conjunto  de  n 
elementos,  suponiendo  que  el  teorema  del  binomio  ya  ha  sido  demostrado. 


Solución;  Cada  uno  de  los  n  elementos  del  conjunto  contribuye  con  el  término  [  \  +  x)  a  la  función 
generatriz  f(x)  -  Z'Uo  donde /(,v)  es  la  función  generatriz  de  la  sucesión  j  a.  que  represen¬ 
ta  el  número  de  ^combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos.  Por  tanto, 

/U)  =  (1  +  x)n. 

Según  el  teorema  del  binomio,  se  tiene  que 


donde 

í»j 

Uj  k\{n  -  £)!' 

Por  tanto,  C{n,  Al  el  número  de  A-combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos-  es 


A!  Oí  — A)! 


Observación:  Ya  demostramos  el  teorema  del  binomio  en  la  Sección  4.4  utilizando  la  fórmula 
para  el  número  de  /  -combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos.  Este  ejemplo  demuestra  que  el 
teorema  del  binomio,  que  se  puede  demostrar  empleando  el  principio  de  inducción,  puede  utili¬ 
zarse  para  obtener  la  fórmula  para  el  número  de ;  -combinaciones  de  un  conjunto  de  n  elementos. 

Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  el  número  de  A-combinaciones  con  repetición  de  un 
conjunto  de  n  elementos. 


Solución:  Sea  G(.\)  la  función  generatriz  de  la  sucesión  (d  },  donde  a_  denota  el  número  de  r-conv 
binadones  con  repetición  de  un  conjunto  de  n  elementos,  es  decir,  G{  v)  ¡=  Z,  _q  ü  x*.  Como  podemos 
seleccionar  cada  elemento  del  conjunto  tantas  veces  como  queramos,  cada  uno  de  los  elementos  del 
conjunto  contribuye  con  un  factor  { !  4  .v  +  x2  +  a1  +  ■■*)  al  desarrollo  de  G{x),  Cada  elemento  da  lu-j 
gar  a  este  factor,  ya  que  puede  ser  seleccionado  cero  veces,  una  vez.  dos  veces,  tres  veces,  etc,,  cuan¬ 
do  se  lumia  una  r-combinación  (con  un  total  de  r  elementos  seleccionados).  Como  hay  n  elementos;! 
en  el  conjunto  y  cada  uno  contribuye  con  un  factor  de  este  tipo  a  G{ .v),  se  tiene  que 

G(x)  -  ( I  4i  +  a"  + 

Si  \x\  <  I .  sabemos  que  1  +  v  +  v2  +  —  -  1/(1  —  a)  y,  por  tanto, 

G(x)  =  1/(1  x§*  =  (l  -  a)  4 

Aplicando  el  teorema  del  binomio  generalizado  (T eorema  2).  se  sigue  que 


(t-.vr,=(i+í-j))  n  =  £ 

r^-0 
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I7!  número  de  r-combinac  iones  con  repetición  de  un  conjunto  de  //  elementos,  cuando  r  es  un  en¬ 
tero  positivo,  es  el  coeficiente  a  de  jf  de  esta  serie.  Por  tanto,  utilizando  el  Ejemplo  8T  se  deduce 
que  tí  es  igual  a 


-n 

r 


(-l)r  +  r-lr)-(-iy 

=  C[ñ+r~lr). 


Obsérvese  que  el  resultado  del  Ejemplo  14  es  el  mismo  que  presentamos  en  el  Teorema  2  de 
la  Sección  4.5. 

Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  de  cuántas  maneras  se  pueden  seleccionar  r  c jüjeios 
de  n  tipos  diferentes  si  debemos  seleccionar  al  menos  un  objeto  de  coda  tipo. 

Solución:  Como  hemos  de  seleccionar  al  menos  un  objeto  de  cada  tipo,  cada  uno  de  los  n  tipos 
contribuye  con  el  factor  u  +  r  +  v3  +  -)  a  la  función  generatriz  C(  v)  de  la  sucesión  \  at  |,  donde  a/ 
denota  el  número  de  maneras  de  seleccionar  r  objetos  de  n  tipos  diferentes  si  debemos  seleccionar 
al  menos  un  objeto  de  cada  tipo.  Por  tanto, 

G(x)  =  (jc  +  r2  +  a3  +  -)*  =  x*  ( 1  +  x  +  +  -r  =  a7(  l  -  x)'\ 

Utilizando  el  teorema  del  binomio  generalizado,  se  sigue  que 

gu)-.v7 (í^A-r 


_rj\ 


(--vi 


r=  0 

=  ¿C(n  +  r-  I.  rVv''*r 

r-0 

t~n 

—  ¿C(r-  L  r  —  n)xf . 


Hemos  desplazado  el  índice  de  la  suma  en  3u  antepenúltima  igualdad  haciendo  t  -  n  +  r,  de 
manera  que  t  -  n  cuando  r  =  (I  y  n  +  r  I  -  /  1 .  y  después  hemos  cambiado  i  por  r  en  Ja  última 

igualdad  para  volver  a  la  notación  original,  Por  tanto,  hay  Cír  -Ir  n)  formas  de  seleccionar  r 
objetos  ile  n  tipos  diferentes  si  debemos  seleccionar  al  menos  un  objeto  de  cada  tipo. 

USO  DE  FUNCIONES  CENE  RATR  ICES  PARA  RESOLVER 
RELACIONES  DE  RECURRENCIA 


Podemos  determinar  la  solución  de  una  relación  de  recurrencia  cotí  condiciones  iniciales  dadas  én¬ 
eo  ni  raudo  una  fórmula  explícita  para  la  función  generatriz  asociada .  Los  Ejemplos  16  y  1 7  mues¬ 
tran  cómo  se  puede  hacer  esto. 


Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a>  =  3üt ,  para  k  -  I,  %  3 _ con  la  condición  inicial  aQ  -  2, 

Solución:  Sea  G{.v)  la  función  generatriz  de  la  sucesión  [,  es  decir.  G\a j  -  X;  _.t  a  v\  Obser¬ 
vemos  en  primer  lugar  que  0 

v(;(.v)=  ¿a^1  =£aty. 

t-0 


4 1 4  M  atem ú  t  iea  ti  i  se re  La  y  s  as  apU cae  i  unes 


Util  izando  la  relación  de  recurrencia,  vemos  que 
G{x)-3xG(x)=  ¿a***  -3=£éí*  jA-* 

k  =  0  í-l 

=  au  +  £(<**  “  3"í-i  )** 

Jt=l 

-  2 

ya  que  ar)  -  2  y  a.  -  3 a  r  Por  tanto, 

G(x)  -  3.\ G(x)  =  (1  -  3a)G(x)  -  2. 

Despejando  fí(x)  se  obtiene  que  G(x)  =  2/(1  -  3.v'h  Utilizando  la  identidad  1/(1  -  ax)  -  XlUoUr*  de 
la  Tabla  1 ,  se  sigue  que 

G(jt)  =  2¿3txi=¿2-3ijrt. 

/t=Ó  A=Ü 

Por  tanto,  at  -  2  *  3*.  ^ 

EJEMPLO  17  Supongamos  que  las  palabras  válidas  en  cierto  código  son  los  números  de  n  dígitos  en  notación  de¬ 
cimal  que  contienen  un  número  par  de  ceros.  Sea  a  el  número  de  palabras  válidas  de  longitud  n. 
En  el  Ejemplo  7  de  la  Sección  ó.l  demostramos  que  la  sucesión  {aj  satisface  la  relación  de  re¬ 
currencia 

a  -  $a  .  -h  10í?_] 

.r?  íF-1 

y  la  condición  inicial  a  -  9,  Utiliza  funciones  generatrices  para  encontrar  una  fórmula  explícita 
para  ati. 


Solución:  Para  trabajar  de  manera  más  sencilla  con  las  funciones  generatrices  ampliamos  la  de 
ti  ilición  de  la  sucesión,  de  forma  que  aQ  =  I :  cuando  asignamos  este  valor  a  a{]  y  utilizamos  la  re¬ 
lación  de  recurrencia,  obtenemos  a  -  4  10°  =  8+1-9,  que  coincide  con  la  condición  inicial 

original,  (También  es  consistente  con  el  hecho  de  que  hay  una  palabra  válida  de  longitud  cero,  la 
cadena  vacía). 

Multiplicando  ambos  lados  de  la  relación  de  recurrencia  porx\  se  obtiene 
a  xfí  -  8a  X  +  10"_ijc", 

n  n-l 

Sea  G(x)  =  E"=ü  &X  Ia  función  generatriz  de  la  sucesión  av  a„  ...  Sumando  ambos  lados  de  la 
última  igualdad,  empezando  por  n  =  i,  obtenemos 

G(x)  - l  =  £«„*"  =£(%„_+  +  KT1  v") 

>1=1  fl=\ 

=«£^+¿10^ 

=  + ^¿nrv-' 

Jl-I  ¡a-J 

=8.v  y«1)í"+iyio”ií 

n=;0  n=0 

=  S.tC(.v)  +  _v/{l  -  Kbt), 


donde  hemos  utilizado  ei  Ejemplo  5  para  evaluar  la  segunda  serie.  Por  tanto,  se  tiene  que 
G(x)  -  1  =  SxG{x)  +xf(  1  -  Kk). 
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Despejando  Í7fv),  obtenemos 


G'(.v)  - 


I  -  9  a 

(i  -8jc)(I  -  íOa) 


Descomponiendo  el  lado  derecho  de  la  igualdad  en  fracciones  simples  (igual  que  se  hace  al  cal¬ 
cular  integrales  de  funciones  racionales  en  el  cálculo  infinitesimal),  se  sigue  que 

i 

1-10* 


C(x)  =  1  í  — — 

2U-8* 


Utilizando  el  Ejemplo  5  en  dos  ocasiones  (una  con  a  -  8  y  otra  con  a  =  10).  se  obtiene 


GC*)  = 


1 


'  YsV-  ¿10  V 

\n-0  n=Q 


\ 

J 


=  Y-  (8"  + 10")*". 


Por  tanto,  hemos  demostrado  que 
a  =  -(8n  +  10"). 

n  n 


DEMOSTRACIÓN  DE  IDENTIDADES  UTILIZANDO 
FUNCIONES  GENERATRICES 


En  el  Capítulo  4  vimos  que  las  identidades  combinatorias  se  pueden  establecer  realizando  de¬ 
mostraciones  combinatorias.  Aquí  veremos  que  estas  identidades,  así  como  ciertas  identidades  para 
los  coeficientes  biuomiales  generalizados,  se  pueden  demostrar  utilizando  funciones  generatrices. 

A  veces,  el  tratamiento  con  funciones  generatrices  es  más  sencillo  que  las  otras  opciones,  espe¬ 
cialmente  cuando  es  más  sencillo  l  raba  jar  con  la  fórmula  explícita  de  la  í  unción  generatriz  que  con 
los  términos  de  la  sucesión.  En  el  Ejemplo  18  se  muestra  cómo  se  pueden  utilizar  las  funciones  ge¬ 
neratrices  para  demostrar  una  identidad  combinatoria, 

E  JEM PLO  18  U  t  i  I  i  za  fuñe  iones  gene  rat tices  para  demosl rar  q ue 

íi 

YC(«,  k)2  =  C{2n,n) 

k=0 

p  a  ra  tod o  ente  ro  pos  i  t  i  v  o  n . 

Solución:  En  primer  lugar,  obsérvese  que,  según  el  teorema  del  binomio,  C(2n,  n)  es  d  coeficiente 
de  ,v"  en  el  desarrollo  de  (J  +  x)ln.  Además,  también  se  tiene  que 

=  [C(n,  0 )  +  C(/¡,  i  ).v  +  C(n,  2 ).v2  +  - ■  ■  +  C(n,  n)x”  \2. 

El  coeficiente  de.v"  en  esta  expresión  es  C(n,  0 )C(n,  n)  +  C(n,  1  )C(n,  n  -  i)  +  C(n.  2)C(n,  n  -  2)  + 

—  +  C(n,  n)C(n ,  0),  que  es  igual  a  X'j  =  o  C(n,  k)1,  ya  que  C{n,  n  k)  =  C(n,  k).  Dado  que  tanto 
C(2tu  n)  como  XLo  C(n.  kY  son  iguales  al  coeficiente  de  V’  en  el  desarrollo  de  ( 1  +  ambos  de- 
hen  ser  iguales.  M 

Los  Problemas  42  y  43,  al  final  de  esta  sección,  piden  demostrar  las  identidades  de  Pascal  y  5 
Vandermonde  utilizando  funciones  generatrices,  0 


4 1  f>  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Problemas 


1,  Determina  la  función  generatriz  Je  la  sucesión  imita  2, 

2, 2.  2.2,2. 


0  «„  =(  ,,  +  j  J  Pmn  s  1'2>  - 


2,  Determina  la  función  generatriz  de  la  sucesión  finita  1 . 
4.  16,  64,256. 


3*  Halla  una  fórmula  explícita  para  la  función  generatriz 
de  cada  una  de  las  siguientes  sucesiones.  ( Deduce  una 
forma  general  para  los  términos  de  la  sucesión  reali¬ 
zando  la  elección  más  natural). 


a)  0,  2.  2, 2,  2, 2, 2, 0. 0,  0,  0,0,  ... 

b)  0*0,0, 1,  L  1, 1,..-, 

c)  0,  1,0,0,  1,0,  (X  1,0,0,  1, ... 

d)  2.4.8,  i 6.  32,  64,  128,256,  .  .  . 


e) 


MT 

2/ 


o,  o,  o,  o,  o. 


f)  2,  2,2,  2, 2,  -2, 2.  2, 


tí  l,  LO,  L  1,  L  L  L  L  1,  ... 
hl  0.  0,0,  L  2,  3. 4.  ... 


4,  Halla  una  fórmula  explícita  para  la  función  generatriz 
de  cada  una  de  las  siguientes  sucesiones,  (Deduce  tina 
forma  general  para  los  términos  de  la  sucesión  reali¬ 
zando  la  elección  más  natural). 

a)  -L-L-L-L-l,-lt~1,0, 0,0, 0, 0, 0,  ... 

b)  1 , 3,  9, 27.  81, 243, 729, ... 

c)  0.0,  3,  -3, 3, -3,3,  -3,.,. 

d)  L  2, 1,  L  L  L  1,  L  L  ... 


n  \  v  -3.  5.  -3.  5.  ... 

tí  0,  L  -2t4t-8>  1 6,-32,  64, ... 

h)  1,0,  LO,  1 . 0,  LO,  ... 


5,  Encuentra  una  fórmula  explícita  para  la  función  gene 
ratriz  de  lu  sucesión  \on ] .  donde 

a)  un  “  5  para  todo  n  —  0,  L  2, . , . 

b)  a  =  y  para  todo  n  -  f X  L  2,  ... 

el  trw  -  2  para  n  =  3.  4,  5,  ...  y  au  =  ay  -  a,-  0 
d  J  ítí?  =  2 ti  +  3  para  todo  n  =  0,  1,2,  . , , 

e) 


para  todo  ti  -  (X  L  2, 


D 


ítn  ~ 


f  n  +  4' 
i  n  } 


para  todo  n  =  0.  L  2,  . . , 


6. 


í: nc uen ira  una  fórmula  explícita  para  la  función  gene¬ 
ratriz  déla  sucesión  LjJ,  donde 
a  l  a  -  -  1  para  todo  n  —  0,  L  2, 
b)  ^  =  2"  para  /#  =  ÍX  L  2.5.4.  .  y  =  0 
el  afí  -n- 1  para n  -  0.  1.2,... 
di  un  -  1 Un  +1)!  para  n  =  0,  L  2, 

/  rt\ 


tó  %  -  >  J  para  n  =  0,  1.2,.,. 


7.  Para  cada  una  de  las  siguientes  funciones  generatrices, 
encuentra  una  fórmula  explícita  para  la  sucesión  que 
determina, 

a)  Qx-4 f  bl  (.^4  I)5 

c)  1/(1 -5jc)  d  »  xV( !  +  3at) 

e)  jt  +  3.i  4  7  4  (1/(1  .rj) 

f)  U4/t  1  -  Xa))  -  \J  -  x2  -x-\ 

g)  ,r/(l  -  xf  h)  2c21 

8.  Para  cada  una  de  las  siguientes  funciones  generatrices, 
encuentra  una  fórmula  explícita  para  la  sucesión  que 
determina. 

a)  (^4  4 y  bl  (3x-  l)* 

cí  1/(1-  Zr)  d  i  x2/(  1  -  a)- 
e)  r  14  (1/(1  3.v)> 
n  (i  +  vri/í i +  xf 

*g)  a/(  J  4 a  4  }  hl  eh'  -  I 

9.  Halla  el  coeficiente  de  .v1"  en  la  serie  de  potencias  de 
cada  una  de  estas  funciones. 

a)  (l+.vrij^  +  i'ri...)1 

b)  ía  '  4 xA  +  .r  +  a*  4  _tT  4  . . 

C)  IX*  4  A*  +  \ñ(XA  4  l4  4  /  +  A*  4  v  )!  I  4  i  4  X2  4  V'  4 
Xa  4  *„) 

d)  (x2  4  A4  4  X*  4  A*  4  ... )(A :  4  A*  4  X*  +  +  VH  4 

J,:  4  ,„) 

C)  (  I  t  X2  4  Xa  4  4  I  4  A4  4  X*  4  X12  4  ...) 

( !  +  JfZ  4  xn  +  Aia  4  ,,,) 

10.  llalla  el  coeficiente  de  .v'  en  la  serie  de  potencias  de 
cada  una  de  estas  funciones. 

a)  {l  4  a4  4 a*  4  x* 4 
b  l  (X2  4  A 1  4  A4  4  X5  4  aa  4  . . .  y 

c)  {X*  4  X5  4  A*)(x?  4  x%\  +  r  4  V 1  4  A4  4  . . .) 

(I)  (X  4  A4  4  X7  4  r1"  +  ...)tr  4  \4  4  A*  4  V*  4  ...) 

el  (I  4X4A-V 

1 1.  Malla  el  coeficiente  de  xUi  en  la  serie  de  potencias  de 
cada  una  de  estas  fundones. 

a)  1/(1 -li)  b)  1/(1  4  xf 

c)  1/(1  xf  d)  1/(1  4  l\f 

e>  v7U  -3# 

12.  Halla  el  coeficiente  de  vt:  en  la  serie  de  potencias  de 
cada  una  Je  estas  funciones, 

a)  1/(1  +3*)  b>  I/(  I  -  2c)3 

c)  í/d  4x)s  di  i/d  -4xy 

e)  a  Vi  I  4  4xf 


13,  Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  de  cuán 
tas  formas  se  pueden  repartir  diez  globos  iguales  entre 
cuatro  niños  si  cada  niño  debe  recibir  al  menos  dos  glo 
box. 
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í 4.  1  kilizu  funciones  generatrices  para  determinar  de  cuál 
tas  formas  se  pueden  repartir  doce  muñecos  iguales  en¬ 
tre  cinco  niños  sí  cada  niño  debe  recibir  al  menos  tres 
muñecos. 

15*  Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  de  cuán¬ 
tas  formas  se  pueden  repartir  quince  pduehes  iguales 
entre  seis  niños  si  cada  niño  debe  recibir  al  menos  uno. 
pero  no  más  de  tres  pe  luches, 

16,  Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  de  cuán¬ 
tas  formas  se  pueden  escoger  una  docena  de  enrasaras 
de  entre  tres  variedades  -vegetal,  atún  y  mixto-  vi  se 
deben  escoger  al  menos  dos  cruasanes  de  cada  tipo, 
pero  no  más  de  tres  c  nía  sanes  mixtos. 

17,  ¿Do  cuántas  formas  se  pueden  repartir  25  rosquillas  ¡gua¬ 
tes  entre  cuatro  oficiales  de  policía  si  cada  policía  debe 
recibir  al  menos  tres,  pero  no  más  de  siete  rosquillas? 

ÍH.  Utiliza  funciones  generatrices  para  determinar  Je  cuán¬ 
tas  formas  se  pueden  seleccionar  14  bolas  de  una  caja 
que  contiene  100  bolas  rojas.  100  bolas  azules  y  l(K)  bo¬ 
las  verdes,  de  manera  que  haya  al  menos  3,  pero  no 
más  de  10  bolas  azules.  Supon  que  no  se  tiene  en  cuen¬ 
ta  el  orden  en  que  se  eligen  las  bolas. 

19.  ¿Cuál  es  la  función  generatriz  de  la  sucesión  ¡r  | ,  donde 
(\  es  d  número  de  formas  de  dar  cambio  de  k  euros  uti¬ 
lizando  monedas  de  I  €  y  2  €  y  billetes  de  5  €  y  10  €? 

20.  ¿Cuál  es  la  función  genera tr i/  de  la  sucesión  |  r,  [,  don¬ 
de  r,  es  el  número  de  formas  de  dar  cambio  de  k  pesos 
utilizando  billetes  de  10  pesos,  20  pesos.  50  tiesos  v 
HÍO  pesos? 

21.  Da  una  interpretación  combinatoria  del  codicíente  de  r 
en  el  desarrollo  de  t  f  +  x  4  x  +  x*  4  -f.  Utiliza  esta  in¬ 
terpretación  para  calcular  dicho  coeficiente. 

22.  Da  una  interpretación  combinatoria  del  coeficiente  de  V' 
en  el  desarrollo  de  ( I  tit  x2  4^4  -  r.  Utiliza  esta  in¬ 
terpretación  para  calcular  dicho  coeficiente. 

23.  a)  ¿Cuál  es  la  función  generatriz  de  | ai  [,  donde  at  es 

el  número  de  soluciones  tic  la  ecuación  v  +  a  +  v.  = 
siendo  v  ,  4  y  v  números  enteros  tales  que  a  >  2, 

0  si,  <  3  y2<.v;<  51 

b)  Ut  iliza  la  respuesta  del  apartado  (a)  para  calcular  o 

24.  a)  ¿Cuál  es  la  función  generatriz  de  Uq  ¡.  donde  <tÁ  es 

el  número  de  soluciones  de  la  ecuación  x  4  i ,  4  4 
4  x4  -  k *  siendo  jrr  4,  a.  y  números  enteros  rales 
que  >  3,  I  <  _r,  <  5.  0  <  a  t  <  4  y  v t  >  1  ? 
h)  l  Jlili/a  la  respuesta  del  apartado  (a)  para  calcular  ar 

25.  Mx  plica  cómo  se  pueden  utilizar  las  funciones  genera- 
trices  para  determinar  de  cuántas  formas  se  puede  fran¬ 
quear  una  carta  con  r  céntimos  ui i I izando  sellos  de  ^ 
céntimos,  4  céntimos  y  20  céntimos. 

at  Supon  que  no  se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se 
pegan  los  sellos  en  el  sobre. 
h)  Supon  que  los  sellos  se  pegan  en  una  fila  y  que  se 
tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se.  pegan. 


el  I  diliza  tu  respuesta  al  apartado  (a)  para  determinar 
de  cuántas  formas  se  puede  franquear  una  carra 
con  46  céntimos  utilizando  sellos  de  3  céntimos,  4 
céntimos  y  20  céntimos  si  no  se  tiene  en  cuenta  el 
orden  en  que  se  pegan  los  sellos  en  el  sobre,  íSe 
recomienda  utilizar  un  programa  de  cálculo  sim¬ 
bólico). 

d)  Utiliza  tu  respuesta  al  apartado  (b)  para  determinar 
de  cuantas  I orinas  se  puede  franquear  una  carta  con 
46  céntimos  utilizando  sellos  de  3  céntimos,  4  cén¬ 
timos  y  20  céntimos  si  los  sellos  se  pegan  en  una 
lila  y  se  tiene  en  cuenta  el  orden.  (Se  recomienda 
utilizar  un  programa  de  cálculo  simbólico). 

26,  al  Demuestra  que  l/(  |  1  -  r  -  a-  a4  -  a5  -  .t *)  es  la 

función  generatriz  del  número  de  formas  en  que  se 
puede  obtener  el  mi  mero  n  como  suma  cuando  se 
tira  un  dado  repetidamente  y  se  tiene  en  cuenta  el 
orden  de  los  resultados  obtenidos, 
b)  Utiliza  el  apartado  fa)  para  determinar  el  número  de 
formas  en  que  se  puede  obtener  e!  8  como  suma 
cuando  se  tira  un  dado  repetidamente  y  se  tiene  en 
cuenta  el  orden  de  los  resultados  obtenidos.  (Se  re¬ 
comienda  utilizar  un  programa  de  cálculo  simbólico), 

27,  Utiliza  funciones  generatrices  (y  un  programa  de  cálcu¬ 
lo  simbólico,  si  es  posible)  para  determinar  de  cuántas 
formas  se  puede  cambiar  un  billete  de  1  $  utilizando 

a  l  monedas  de  10  y  25  centavos. 

b)  monedas  de  5,  10  y  25  centavos. 

c)  monedas  de  I,  10  y  15  centavas, 
ti)  monedas  de  L  5,  1 0  y  25  centavos. 

28,  I  ti  liza  funciones  generatrices  (y  un  programa  de  cálcu¬ 
lo  simbólico,  si  es  posible)  para  determinar  de  cuántas 
formas  se  puede  cambiar  un  billete  de  I  %  til  1  tizando 
monedas  de  ¡ ,  5,  10  y  25  centavos  con 

a)  no  más  de  10  monedas  de  un  centavo, 

b)  no  más  de  10  monedas  de  un  centavo  y  no  más  de 
1 0  monedas  de  5  centavos, 

*cí  no  más  de  10  m onct I as , 

29,  Utiliza  fundones  generatrices  para  determinar  de  cuán- 
tus  formas  se  puede  cambiar  un  billete  de  IfHI  €  utili¬ 
zando 

*0  billetes  de  10  €,  20  €  y  50  €. 
b)  billetes  de  5  €,  10  €,  20  €  y  50  €. 
t )  billetes  de  5  €,  10  €.  20  €  y  50  €  si  se  us¡  al  me 
nos  un  billete  de  cada  denominación, 
fl i  billetes  de  5  €.  10  €  y  20  €  si  se  usa  al  m  rnos  un 
billete  y  no  más  de  cuatro  de  cada  denominación. 

30,  Si  (7(jr)  es  la  función  generatriz  de  la  sucesión  lo,), 
¿cuál  es  Ja  función  generatriz  de  cada  una  de  las  so 
guíenles  sucesiones? 

a )  2an*  2a  r  2ay  2 ax,  ,,  bMJ,  ¿/0,  ar  ay  a,. 

C)  O.  0, 0,  0. ¿x.  av  di  (/.,  tir  í/4. 

e)  2a,.  4(4,  ...  {! tutu  anón:  Se  necesita  cálculo 

infinitesimal). 

f)  c/“,  2ú{ftvü\  4  2 2a 4  2a. ay  2ü^ia  +*2ata^  4 

aí, ... 
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31.  Sí  G(a)  es  b  función  generatriz  tic  la  sucesión  [at|. 
¿cuál  es  la  función  general  ri/.  de  cada  una  de  las  si¬ 
guientes  sucesiones? 

a)  0,0,  Qya31arap*.> 

b)  auMúvQ,aTQ, 

c)  0,0,  0,0,  a^av  ar  ... 

d)  2a r  4av  %ar  \6a^  ... 

c)  a#,  íj/2t  afi,  a  JA.  ...  {Indicación:  Se  necesita  cál¬ 
culo  infinitesimal). 

Tí  tfn  +  <V  tín  +  #,  4  tí,  4  tí,+  tí,  +  ay  ... 

32.  Utiliza  funciones  generatrices  para  resolver  la  relación 
de  recurrencia  cjé  =  lak  { con  la  condición  inicial  a n  =  5* 

33.  Utiliza  funciones  generatrices  para  resolver  la  relación 
de  recurrencia  ak  =  3 ak  x  +  2  con  la  condición  inicial 

tí0=  1, 

34.  Ut  i  I  i  za  fu nc  i  one  s  g  enera  \  ri  c  e  s  pa ra  re  soí  v  e  r  b  rdac  ion 
de  recurrencia  ak  =  3tít 4  4É  1  con  la  condición  inicial 
tíw=  I. 

35 .  Utiliza  fu  nc  iones  gene  rat  rices  pan  i  re  so!  v  er  la  relac  i  ón 
de  recurrencia  at  =  5#É  .  -  (hí1  ,  con  las  condiciones  ini- 
dales  tífJ  “  6  y  al  =  30. 

36.  Utiliza  funciones  generatrices  para  resolver  la  relación 
de  recurrencia  ak  =  a,  ,  4-  2 ak  2  +  2*  con  las  condiciones 
iniciales  =  4  y  #,  =  12. 

37.  Utiliza  funciones  generatrices  para  resolver  la  relación 
de  recurrencia  ak  -  4#,  ,  -  4tf4  ,  +  k¿  con  las  condiciones 
iniciales  au  -2  y  av~ 5, 

3S*  Utiliza  funciones  generatrices  para  resolver  la  relación 
de  recurrencia  ak  -  2ak  x  4  3tí¿  +  4¿  +  6  con  las  condi¬ 
ciones  iniciales  #ri  =  20  v  n}  -  60. 

39,  t  Itíliza  funciones  generatrices  para  dar  una  fórmula  ex¬ 
plícita  para  los  números  de  fibonacci 


#40,  al  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces 

nm  (V) 

{  »  )  M)"' 

hl  Utiliza  el  teorema  dd  binomio  generalizado  y  el 
apartado  (a)  para  demostrar  que  el  coeficiente  de  o 

en  el  desarrollo  de  U  -  4  v)  1  "  es  ( )  p¿ira  iodo  en¬ 
tero  no  negativo  /?. 


H4lt  (Se  requiere  cálculo)  Sea  |CJ  la  sucesión  de  los  nú¬ 
meros  de  Ca talan,  es  decir,  la  solución  de  la  relación  de 
recurrencia  Cn  -  JXU  C \C\  ,  k  con  la  condición  inicial 
C(.  -  C,  =  1  (  véase  el  Ejemplo  tt  de  la  Sección  6, 1  ). 

a )  Demuestra  que  si  C(x)  es  la  función  generatriz  de  Ea 
sucesión  de  los  números  de  C atalan,  entonces  v(iü  )‘ 
-  G{x)  +1=0,  Concluye  (utilizando  las  condiciones 
iniciales)  que.  por  tanto.  G{x)  =  (1  -  Jl  -  4  v  )/{2x). 
h)  Utiliza  el  Problema  40  para  deducir  que 


G{\) 


i 


n  +  ¡[n  ) 


42.  Utiliza  funciones  generatrices  para  demostrar  la  identi¬ 
dad  de  Pascal:  C(nr  t)  -  C(il  U  r)  +  C(n  -  \,r  -  \  ) 
para  n  y  /  enteros  positivos  tales  que  r  <  n.  [Indicación: 
Utiliza  la  identidad  í  1  +  xf  =  ( I  +  x)n  ]  +  x(l  +  .v)n“l  |. 

43.  Utiliza  funciones  generatrices  para  demostrar  la  identi¬ 
dad  de  Vandermonde:  C(nt  4  w,  r)  -  £t  o  Cim ,  r-  k) 
C(u,  Jt)  para  m ,  n  y  r  enteros  no  negativos  tales  que  res 
menor  o  igual  que  tn  y  n .  [huikadón:  Compara  el 
coeficiente  de  X  en  el  desarrollo  de  los  dos  lados  de  la 
identidad  (1  4  x)m+n  -  (1  +  a  ni  +  xY). 

44.  Liste  problema  muestra  cómo  utilizar  funciones  genera 
trices  para  encontrar  una  fórmula  para  la  suma  de  los  n 
primeros  cuadrados. 

a )  Demuestra  que  (r  4  v)/(  1  t)4  es  la  fundón  genera¬ 

triz  de  la  sucesión  ( üh  \ .  donde  an  -  l  -  4  2l  +  —  +  ir. 

b)  Utiliza  el  apartado  (a)  para  encontrar  una  fórmula 

explícita  para  la  suma  l  :  +  2:  +  4  tr . 

La  fundón  generaíriz  exponencial  de  la  sucesión  Ur|  es  b 
serie 


— x\ 
n\ 

Por  ejemplo,  la  función  generatriz  exponencial  de  la  sucesión 
1.1,  U  ..  es  la  función  *7"'  e*  (Ksl;»  serie  será  de  uti¬ 

lidad  en  estos  problemas).  Observa  que  r  es  la  función  gene¬ 
ratriz  (en  sentido  usual)  de  la  sucesión  U  U  1/2!,  1/3!,  1/4!.  .. 


I 


45.  Halla  una  fórmula  explícita  para  la  función  generatriz 
exponencial  de  la  sucesión  ¡nj*  donde 

a)  tín  =  2  b)  an=¡rW 

c)  an  ~  3H  d)  u)t  =  tt  4  1 

e)  ún  -  \/(n  4  1) 

46.  Halla  una  fórmula  explícita  para  la  función  generatriz 
exponencial  de  la  sucesión  f#J,  donde 

¿O  ^  =  (-2 Y  b)  tí^  =  -  I  c)  an-n 

d)  an^n{f i  -  I)  e)  tíff=  l/í(/t  4  I ){n  +  2)) 

47.  Determina  la  sucesión  cuya  función  generatriz  expo 
nene  jal  es  la  función 

a)  /(v)  =  e  1  h)  fix)  =  Xr' 

c)  f{\)  =  eh  -  3e2t 
á)  f(x)-{ l-ij  +  r1 

e)  f{x)  =  e~t*-(U(  \  -x)) 

D  fpc)  =  e-*x  (14  4  +  0/(1  Zx)) 

g)  /(4  =  ^ 

4H.  Determina  la  sucesión  cuya  función  generatriz  expo¬ 
nencial  es  la  función 

a)  f{x)  =e*1  h)  fix)  =  2e  ^ 

c)  f(.\)  =  e*'  4  e^x  d  i  fix)  =  ( 1  +  2ir)  4  ^ 
ej  f(x)  =  er-(l/(  I  4.v|) 

f)  /(.v)=. xe*  g)  f{x)  =  e'' 

49.  LJn  sistema  de  cifrado  codifica  mensajes  utilizando  ca¬ 
denas  tic  dígitos  en  base  tt,  Una  palabra  se  considera  vá¬ 
lida  si.  y  sólo  si.  contiene  un  número  par  de  sietes. 


y  que,  por  tanto. 
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a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  i  incal  no  ho¬ 
mogénea  para  el  número  de  palabras  válidas  de  lon¬ 
gitud  íl  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales? 

b)  Resuelve  esta  relación  de  recurrencia  utilizando  el 
Teorema  6  de  la  Sección  ti, 2. 

c )  Res  u  e  1  v  e  e  sta  reí  a  c  i  ón  de  re  curre  n  c  ja  útil  i  zand  o  fura  - 
c iones  generatrices. 

*50.  Un  sistema  de  cifrado  codifica  mensajes  utilizando  ca 
den  as  de  dígitos  en  base  4  (es  decir,  dígitos  del  conjun¬ 
to  (0,  U  2,  3]).  Una  palabra  se  considera  válida  si,  y 
sólo  su  contiene  un  numero  par  de  ceros  y  un  numero 
par  de  unos.  Sea  a  el  número  de  palabras  válidas  de 
longitud  ?l  Además,  sean  c\  y  dn  eí  número  de  cade¬ 
nas  de  longitud  n  de  dígitos  en  base  4  con  un  número 
par  de  ceros  y  un  numero  impar  de  unos,  con  un  núme¬ 
ro  impar  de  ceros  y  un  número  par  de  unos  y  con  un  nú¬ 
mero  impar  de  ceros  y  un  número  impar  de  unos,  res 
pe  ctivamente. 

a)  Demuestra  que  dn  =  4fl  -  o  -  b  -  cn.  Utiliza  esta 
igualdad  para  demostrar  que  anLi  =  2 an  +  b  +  c  bfH[ 
-  h  -c  +  4"  v  c  =c  -h  +  4\ 

n  rj  J  w-H  /i  n 

b)  ¿Cuánto  valen  avbvc}  y  tí,  ? 

c)  Utiliza  los  apartados  (a)  y  (b)  para  calcular  av  b,,c. 
y  dy 

dj  Utiliza  las  relaciones  de  recurrencia  del  apartado 
(  a )  y  1  a  s  c  o  n  d  i  c  i  o  n  es  inicial  es  de  1  a  p a  n  ad  o  ( h )  pa  ra 
establecer  tres  ecuaciones  que  relacionen  las  fun¬ 
ciones  gen trali  ices  .4 (a  ),  Zí(,í  j  y  CU)  de  las  sucesio¬ 
nes  }  üp  \ ,  |  b  )  y  |  cn  1 ,  respectivamente, 
e )  Re  s  u  el  v  e  e  1  si  si  em  a  de  ec  u  ac  i  on  e  s  de  1  a  part  ad  o  ( d  j 
para  obtener  fórmulas  explícitas  para  Ai.x),  B {x l  y 
Cf.r)  y  utilízalas  para  encontrar  fórmulas  explícitas 
para  a  ,  b  ,  c  v  d  . 

Las  funciones  generatrices  son  útiles  para  estudiar  las  parti¬ 
ciones  de  un  entero  u.  Una  partición  de  un  entero  positivo  es 
una  forma  de  expresar  el  entero  como  suma  de  otros  enteros, 
de  manera  que  se  pueden  repetir  los  sumandos  y  que  el  orden 
de  los  sumandos  no  se  tiene  en  cuenta.  Por  ejemplo,  las  parti¬ 
ciones  de  5  (sin  restricciones)  son  I+l+I+l+LI+l+l 
+  2,  j  +  I  +  3  ,  I  +2  +  2,  I  +  4,  2  +  3  y  5.  Los  Problemas  5 1  - 
56  muestran  algunos  ejemplos  de  esta  aplicación. 

51*  Demuestra  que  el  codicíeme  pin)  de  aji  en  el  desarrollo 
en  serie  de  potencias  formal  de  la  expresión  \¡{{  I  -  .v) 
(1  -  v:)í  I  -  v  )  )  es  igual  al  número  de  particiones  de  n. 

52,  Demuestra  que  el  coeficiente  p  (n)  de  .v"  en  el  desarrollo 
en  serie  de  potencias  formal  de  la  expresión  1/0  l  v) 
( I  — U)(  1  -x5)  ■■■)  es  igual  al  número  de  particiones  de  n 
en  enteros  impares,  es  decir,  al  número  de  maneras  de 
poner  ti  como  suma  de  números  impares,  permitiendo  la 
repetición  y  sin  tener  en  cuenta  el  orden  de  los  suman¬ 
dos, 

53.  Demuestra  que  e!  coeficiente  pjn)  de  r  en  el  desarrollo 
en  serie  de  potencias  formal  de  la  expresión  (.  1  +  x) 
( I  +  .r )( 1  +  -U)  —  es  igual  al  número  de  particiones  de  n 
con  sumandos  distintos,  es  decir,  al  numero  de  maneras 
de  poner  n  como  suma  de  enteros,  sin  tener  en  cuenta  el 
orden  y  sin  permitir  repeticiones. 


54.  Determina pa{n),  el  numero  de  particiones  de  n  en  ente¬ 
ros  impares,  permitiendo  repeticiones,  y  pÁjil  el  nú¬ 
mero  de  particiones  de  ti  cn  enteros  distintos,  para  I  <  n 
-  8,  escribiendo  todas  las  particiones  de  cada  tipo  para 
cada  entero. 

55,  Demuestra  que  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces  e! 
numero  de  particiones  de  n  en  enteros  distintos  es  igual 
al  número  de  particiones  de  n  en  enteros  impares,  per¬ 
mitiendo  repeticiones,  {Indicación:  Demuestra  que  las 
funciones  generatrices  de  pjn)  y  pjn)  son  iguales]. 

**5ó.  (Se  requiere  Cálculo)  Utiliza  la  función  generatriz  de 
pin)  para  demostrar  que  p(n)<ec™  para  cierta 
constante  C.  [ilardy  y  R amanojan  demostraron  que 
pin)  ~  n./(4-y  3fl),  es  decir,  que  d  cociente  de  pin  ) 

y  el  termino  de  la  derecha  tiende  n  1  cuando  n  tiende  a 
infinito  |. 

Sea  X  una  variable  aleatoria  definida  cn  un  espacio  mués! ral  S 
tal  que  X(s)  es  un  entero  no  negativo  para  todo  x  e  S.  La  fun¬ 
ción  generatriz  de  probabilidad  de  X  se  define  como 

Gx{j)  =  ^p(X(s)  =  k)^' . 
o 

57.  (Se  requiere  Cálculo)  Demuestra  que  si  Gx  es  la  función 
generatriz  de  probabilidad  de  una  variable  aleatoria  A 
tal  que  X{s)  es  un  entero  no  negativo  para  todo  s  £  S} 
entonces 

a)  6\(1)  =  í  b)  E(X)  =  G'x(  T) 
c)  ViX)  =  G''(\>  +  G\(\)-Gx(\y 

58.  Sea  X  la  variable  aleatoria  cuyo  valor  es  n  si  el  primer 
éxito  ocurre  en  el  «-ésimo  intento  de  una  serie  de  expe¬ 
rimentos  de  Bernoulli  que  se  repiten  de  manera  inde¬ 
pendiente.  con  probabilidad  de  éxito p  en  cada  intento. 

at  Encuentra  una  fórmula  cerrada  para  la  función  ge¬ 
neratriz  de  probabilidad  Gy 

b)  Determina  el  valor  esperado  y  la  varianza  de  X  uti¬ 
lizando  el  Problema  57  y  la  expresión  de  la  función 
generatriz  de  probabilidad  calculada  en  el  aparta¬ 
do  (a). 

59*  Sea  m  un  entero  positivo.  Sea  Xm  la  variable  aleato¬ 
ria  cuyo  valor  es  n  si  el  ^t-csiino  éxito  ocurre  en  el 
(n  +  m)  -ésimo  interno .  cuando  un  experimento  de  Ber- 
noulli  se  repite  de  manera  independiente,  cada  vez  con 
probabilidad  de  éxito p. 

a)  Utilizando  el  Problema  30  de  los  Problemas  com¬ 
plementarios  del  Capítulo  5,  demuestra  que  la  fun- 
c  i  ón  g  e  ríe  ra  t  ri  z  de  p  rob  abilid  ad  ( i ,  .  v  lene  dad  a  por 
Gx  (X)  =  pm/(  I  -  q-xY\  donde  q  =  S  -p. 

b)  Determina  el  valor  esperado  y  la  varianza  de  Xm 
utilizando  d  Problema  57  y  la  expresión  de  la  fun¬ 
ción  generatriz  de  probabilidad  calculada  en  el  apar¬ 
tado  (a). 

60,  Demuestra  que  si  X  e  Y  son  variables  aleatorias  inde¬ 
pendientes  en  un  espacio  muestra!  S  tales  que  X{s)  e 
Y(s)  son  enteros  no  negativos  para  todo  s  e  5,  entonces 
Gx  ,..(.r)  =  (j^(.v)(q(A  >. 
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6.5  Principio  de  inclusión-exclusión 


INTRODUCCIÓN 


En  un  curso  de  matemática  discreta  hay  30  estudiantes  que  son  mujeres  y  50  estudiantes  que  es¬ 
tán  en  su  segundo  año.  ¿Cuántos  alumnos  de  la  dase  son  mujeres  o  estudiantes  de  segundo  ano? 
No  se  puede  responder  a  esta  pregunta  sin  in formación  adicional.  Sumar  el  numero  de  mujeres 
en  la  clase  y  el  número  de  estudiantes  de  segundo  año  no  tiene  por  que  ser  la  respuesta  correcta, 
ya  que  se  cuenta  dos  veces  a  las  mujeres  que  son  estudiantes  de  segundo  año.  Esta  observación 
muestra  que  el  número  de  estudiantes  del  curso  que  son  mujeres  o  estudiantes  de  segundo  año  es 
la  suma  del  número  de  mujeres  y  el  número  de  estudiantes  de  segundo  año  menos  el  número  de 
mujeres  que  son  estudiantes  de  segundo  año.  En  la  Sección  4.1  se  presentó  una  técnica  de  re¬ 
cuento  que  se  puede  utilizar  para  resolver  este  tipo  de  problemas.  En  esta  sección  generalizare¬ 
mos  las  ideas  que  introdujimos  en  aquella  para  resolver  una  gran  variedad  de  problemas  de  re¬ 
cuento, 

EL  PRINCIPIO  DE  INCLUSIÓN-EXCLUSIÓN 


¿Cuántos  elementos  hay  en  la  unión  de  dos  conjuntos  finitos?  En  la  Sección  1 1  demostramos  que 
el  número  de  e  temen  tos  en  la  unión  de  los  conjuntos  A  y  B  es  la  suma  del  número  de  elementos  en 
los  conjuntos  menos  el  numero  de  elementos  en  la  intersección,  es  decir. 

\A  U B |  =  |A|  +  \B\~\AnB\. 

Como  demostramos  en  la  Sección  4. 1 .  esta  formula  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de 
dos  conjuntos  es  útil  en  problemas  de  recuento.  Los  Ejemplos  1-3  muestran  otras  situaciones  en  las 
que  esta  fórmula  resulta  útil. 


EJEMPLO  í  Eti  un  curso  de  matemática  discreta  hay  35  estudiantes  de  informática.  13  estudiantes  de  mate¬ 
máticas  y  8  estudiantes  que  cursan  las  dos  carreras.  ¿Cuántos  estudiantes  hay  en  el  curso  si  todos 
los  estudiantes  son  bien  de  informática,  bien  de  matemáticas  o  bien  de  ambas  carteras? 

Solución:  Sea  A  el  conjunto  de  estudiantes  de  informática  y  B  el  conjunto  de  estudiantes  de  ma¬ 
temáticas.  Entonces,  A  O  B  es  el  conjunto  de  estudiantes  que  cursan  ambas  carreras.  Como  todos 
los  estudiantes  de  la  clase  estudia  bien  informática  o  bien  matemáticas  (o  ambas},  se  sigue  que  el 
número  de  estudiantes  en  la  clase  es  \A  U  B  |.  Por  tanto. 


MUS|  =  \A  |  +  \B\-\AHB\ 

=  25+  13  —  8 
=  30, 

Es  decir,  hay  30  estudiantes  en  el  curso.  En  la  Figura  I  se  ilustráoste  cálculo.  < 


EJEMPLO  2  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  1  .000  san  divisibles  por  7  o  por  i  1? 


Solución:  Sea  A  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  1 .000  que  son  divisi¬ 
bles  por  7  y  sea  B  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  L000  que  son  divi¬ 
sibles  por  I  L  Entonces,/!  U  B  es  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  L000 
que  son  divisibles  por  7  o  por  1 1  y  A  fl  B  es  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  o  igua¬ 
les  que  1.000  que  son  divisibles  por  7  v  por  1 1.  Según  el  Ejemplo  2  de  la  Sección  2,4,  sabernos 
que  en  el  conjunto  de  los  enteros  positivos  menores  u  iguales  que  \  .000  hay  L 1 .000/7.1  enteros  di¬ 
visibles  por  7  y  1 1.000/ 1  [J  divisibles  por  I  I .  Como  7  y  1 1  son  primos  relativos,  los  enteros  divi- 
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|j4U«|  =  |A|  +  |fl|-¡4n«|  =  25+  13-8  =  30 


Figura  I.  El  conjunto  de  estudiantes  en  un  cur¬ 
so  de  matemática  discreta. 


|AUfl|  =  |A|+lff|-|/in  B|  =  142+90-  12  =  220 


Figura  2.  El  conjunto  de  los  enteros  positivos 
menores  o  iguales  que  1.000  que  son  divisibles 
por  7  o  por  1 1 , 


sibles  por  7  y  por  1 1  son  aquellos  divisibles  por  7  ■  1 1 .  Por  tanto,  hay  L  1.000/(7  •  1 1  >J  enteros  me¬ 
nores  o  iguales  que  1.000  divisibles  por  7  y  por  1 1  y.  en  consecuencia,  hay 

láUBI  =  IAI  +  IBI-  wn/íi 


1.000 

L 

1.000 

1.000 

7 

T 

.  11 

.711. 

=  142  +  90-12 
=  220 

enteros  positivos  menores  o  iguales  que  1,000  que  son  divisibles  por  7  o  por  1 1.  En  la  Figura  2  se 
muestra  la  interpretación  gráfica  de  este  cálculo.  ^ 

En  el  Ejemplo  3  se  determina  el  número  de  elementos  de  un  conjunto  universal  Imito  que  no 
pertenece  a  la  unión  de  dos  conjuntos. 

EJEMPLO  3  Supongamos  que  hay  1.807  estudiantes  de  primer  curso  en  tu  universidad.  De  ellos,  453  han 
comenzado  la  carrera  de  informática,  567  han  comenzado  la  carrera  de  matemáticas  y  299  han  co¬ 
menzado  ambas  carreras.  ¿Cuántos  alumnos  de  primer  curso  no  estudian  ni  informática  ni  mate¬ 
máticas? 

Solución  Para  determinar  el  número  de  alumnos  de  primer  curso  que  no  estudian  ni  informática 
ni  matemáticas,  restamos  del  tola!  de  estudiantes  de  primer  curso  el  número  de  alumnos  que  cur¬ 
san  informática  o  matemáticas  (o  ambas).  Sea  A  el  conjunto  de  alumnos  de  primer  curso  que  es¬ 
tudian  informática  y  B  el  conjunto  de  alumnos  de  primer  curso  que  estudian  matemáticas.  Se  lic¬ 
ué  que  |A|  =  453.  |/J|  =  567  y  JAD  B\  =  299.  Por  tanto,  el  número  de  alumnos  de  primer  curso  que 
estudian  informática  o  matemáticas  es 

|A  U B  |  =  |A |  +  ¡£(  JA  n fí |  =  453  +  567  -  299  =  721. 

De  aquí  se  sigue  que  hay  1807  -  721  -  1086  alumnos  de  primer  curso  que  no  estudian  informáti¬ 
ca  ni  matemáticas.  En  la  Figura  3  se  muestra  la  interpretación  gráfica  de  este  cálculo.  -4 

Posteriormente,  en  esta  misma  sección,  veremos  cómo  se  puede  determinar  el  número  de  ele- 
memos  en  la  unión  de  una  cantidad  fmíia  de  conjuntos.  El  resultado  que  presentaremos  se  conoce 
como  principio  de  inclusión-exclusión.  Antes  de  tratar  con  uniones  de  n  conjuntos,  donde  >>  es  un 
entero  positivo,  deduciremos  una  fórmula  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de  tres  con¬ 
juntos,  A,  B  y  C  Para  obtener  esta  fórmula,  obsérvese  que  |A|  +  |#|  +  |(  j  cuenta  una  vez  los  ele¬ 
mentos  que  sólo  están  en  un  conjunto,  dos  veces  los  elementos  que  están  en  dos  conjuntos  y  tres 
veces  los  elementos  que  están  en  los  tres  conjuntos,  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  4a. 
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|,\ nB\  =  \A  |  +  |ü|-|i4nB|  =  453  +  567-299  =  721 
|4nfi|=299  1 0 1=1.807 


Figura  X  El  conjunto  ríe  alumnos  de  primer  curso 
que  no  estudian  informática  ni  matemáticas. 


Para  corregir  el  hecho  de  que  los  elementos  que  están  en  más  de  un  conjunto  se  cuentan  más 
de  una  vez.  restamos  el  numero  de  elementos  en  las  intersecciones  de  cada  par  de  conjuntos,  y  ob¬ 
tenemos 

\a\  +  \b\  + 1 c\  \AnB\-\Anc\-\Bnc\. 

Esta  expresión  cuenta  una  vez  los  elementos  que  están  en  un  conjunto.  Además,  también  cuenta 
una  vez  los  elementos  que  están  en  dos  conjuntos,  ya  que  tales  elementos  están  en  una  de  fas  tres 
intersecciones  de  pares  de  conjuntos.  Sin  embargo,  no  cuenta  los  elementos  que  están  en  los  tres 
conjuntos,  ya  que  tales  elementos  están  en  las  tres  intersecciones  de  pares  de  conjuntos.  Esto  se 
ilustra  en  la  Figura  4b. 

Para  corregir  csre  hecho,  se  suma  el  número  de  elementos  en  la  intersección  de  los  tres  con¬ 
juntos.  La  expresión  obtenida  cuenta  cada  elemento  exactamente  una  vez,  sin  importar  que  este  en 
uno,  en  dos  o  en  los  tres.  Entonces, 

\A\JBUC\  =  \A\  +  \B\  +  |C|  -  \Ar\B\-\ArW\  -| BDC\  +  |4n£nC|, 

La  interpretación  gráfica  de  esta  fórmula  se  muestra  en  la  Figura  4c. 

El  Ejemplo  4  ilustra  cómo  se  puede  utilizar  este  resultado. 


(a)  Cúmn  cuenta  los  elementos 
l;t  expresión 

|A(  +  |fl|  +  |C| 


ib )  Cñm  o  c  nc  n  ta  los  e le  me  n  tos 
la  expresión 

MI+|B|t|c|  ■  Mn»|- 
l¿nc|-  |ffnr| 


{c'l  Cómo  cuenta  los  dementes 
la  expresión 

M|  +  |í|  +  |c|  |AOB| 
|/inr|  |j¡nc¡+|^nBnc| 


lisura  4.  Cómo  encontrar  una  fórmula  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de  tres  conjuntos. 
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E J  EMPLO  4  Un  total  de  1 ,232  estudiantes  han  asistido  a  un  curso  de  inglés,  879  han  asistid  i  a  un  curso  de  francés  y  1 14 
han  asistido  a  un  curso  de  alemán.  Además,  103  han  asistido  a  ios  cursos  de  inglés  y  francés.  2í  han  asis¬ 
tido  a  los  cursos  de  inglés  y  alemán  y  14  han  asistido  a  los  cursos  de  francés  y  alemán.  Si  2.092  estudiantes 
han  asistido  a  alguno  de  estos  cursos  de  idiomas,  ¿cuántos  estudiantes  han  asistido  a  tos  tres  cursos? 

Solución:  Sea  /  el  conjunto  de  estudiantes  que  han  asistido  al  curso  de  inglés,  F  el  conjunto  de  es¬ 
tudiantes  que  han  asistido  al  curso  de  francés  y  A  el  conjunto  de  estudiantes  que  han  asistido  al 
curso  de  alemán.  Entonces, 

|/|  =  1.232,  10=879,  |A|  =  1 14, 

|/n/'|  =  103.  |/PM|  =  23,  |friA|  =  14 

y 

|/UFUA|  =2.092. 

Sustituyendo  estos  valores  en  la  igualdad 

|/UEUA|  =|/|  +|E¡  +  |A|  -1/rU'j  -|/n,4|  -lEflAI  +  |/n/-T)A¡. 

obtenemos 

2.092  -  1.232  +  879  +  1 14  -  103-23  -  14  +  |  /  n  FfM|. 

Despejando )/  fl  F  fl  A\ .  se  tiene  que  \f  fl  F  fl  A\  =  7.  Por  tanto,  hay  siete  estudiantes  que  han  asis¬ 
tido  a  los  tres  cursos.  En  la  Figura  5  se  muestra  la  interpretación  gráfica  de  este  resultado.  M 

A  continuación  enunciaremos  y  demostraremos  el  principio  de  inclusión-exclusión,  que  nos 
dice  cuántos  elementos  hay  en  la  unión  de  un  número  finito  de  conjuntos. 


I  EOREMA  1  FE  PK1M  IPIO  DE  INÍ  I  IjSIÓN-EXCI.ILSIÓN  Sean  ,4  ( ,  A ,,  . ...  conjuntos  finitos.  En¬ 

tonces, 

| A,  U  A2  u - ■  - U  An ]  =  XiAl-  X \a¡c\a}\ 

¡Sr<n 

+  y\A,n  Aj  n a, I -  -■  +  (-1  )',+1 1 a,  n  a2  n  -  n 4 1 . 

\<i<  f<k  <ft 
■ 


1/ 


|.-1¡=  1 14 

|/Uf  U/t|  =  2.392 


Hgura  5.  Fl  conjunto  de  estad  ¡ames  que  han  asistido  a  cursos  de  inglés,  francés  y  alemán. 
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Demostración:  Demostraremos  la  fórmula  viendo  que  la  parte  derecha  de  la  igualdad  cuenta  exac¬ 
tamente  una  vez  cada  elemento  de  la  unión.  Supongamos  que  a  jTertenece  a,  exactamente,  r  de  los 

conjuntos  ArA . Anf  donde  i  <r<  n .  Fí  término  X|Af I  cuenta  a  dicho  elemento  C(r,  I)  veces 

y  el  término  X  JA  O  A  |  lo  cuenta  C(r*  2)  veces.  En  general,  eí  término  que  involucra  a  m  de  los 
conjuntos  lo  cuenta  C (r,  m)  veces.  Por  tamo,  el  lado  derecho  de  la  ecuación  cuenta  al  demento  a 
exactamente 

C(r,  I )  -  C(r,  2)  +  C(r,  3)  -  -  +  (-I)^C(rf  r) 

veces.  Nuestro  siguiente  objetivo  es  evaluar  esta  expresión.  Según  el  Corolario  2  de  la  Sección  4.4. 
se  tiene  que 

C(r,  0)  -  Or,  1 )  +  CU\  2)  -  -  +  (-1  YC(r .  r)  =  0. 

Por  tanto, 

1  =  C(r ;  0)  =  C(r,  1 )-  C(r,  2)  +  -  +  (-1  j^Ctr.  r). 

Por  consiguiente,  la  parte  derecha  de  la  igualdad  cuenta  exactamente  una  vez  cada  demento  de  la 
unión,  lo  que  demuestra  el  principio  de  indusión-exelusMn, 

El  principio  de  inclusión-exclusión  proporciona  una  fórmula  para  el  número  de  elementos  en 
la  unión  de  n  conjuntos  para  todo  entero  positivo  n .  En  dicha  fórmula  existen  términos  para  el  nú¬ 
mero  de  elementos  en  la  intersección  de  todos  los  subconjuntos  no  vacíos  de  la  familia  de  los  n 
conjuntos.  La  fórmula  tiene,  por  tanto,  un  total  de  2'J—  I  términos. 

EJEMPLO  5  Determina  una  fórmula  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de  cuatro  conjuntos. 

Solución:  El  principio  de  inclusión -exclusión  muestra  que 
I Aj  U  A2  U  A,  U  AJ  =  [A,  1  +  JA, 1  +  |A,]  +  |  A4  ¡ 

—  j  a,  n  á2  |  -  j  a,  n  a,  |  - 1  a,  n  a4  i  -  |a2  n  a3  i  -  \a2  n  a4  \ 

-  i  a,  n  a4  |  +  f  a,  n  a2  n  a3  \  +  f  a,  n  a2  n  a4|  + 1  a,  n  a3  n  a4  i 
+  |a2  n  a, n a4 i  - 1 a,  n a2  n  a3 n  a4  i. 

Obsérvese  que  esta  fórmula  contiene  15  términos  distintos,  uno  para  cada  subconjunto  no  vacío  de 

íava2«a¥aj.  * 


Problemas 


1 .  ¿Cuántos  elementos  hay  en  A  U  A  \i  hay  12  elementos 
en  \v  18  elementos  en  A.  y 

a)  AinAJ  =  0?  b)  14,0  4,1=  i? 
ci  14,044  =  6?  d)  4jCA;? 

2.  En  una  facultad  hav  345  estudiantes  que  asi  sien  a  un 
curso  de  cálculo  infinitesimal,  212  que  asisten  a  un  curso 
de  matemática  discreta  y  I S8  que  asisten  a  ambos  cursos. 
¿Cuántos  estudiantes  asisten  a  alguno  de  los  dos  cursos 
(o  a  ambos}? 

3.  Una  encuesta  sobre  los  hogares  de  Estados  Unidos  mues¬ 
tra  que  el  96%  tiene  al  menos  un  televisor,  el  98%  tiene 
telefono  y  el  95%  tiene  teléfono  y  al  menos  un  televisor. 
¿Qué  porcentaje  de  los  hogares  de  Estadas  finidos  no  tie¬ 
ne  ni  teléfono  ni  televisor? 


4.  Un  informe  de  mercado  sobre  ordenadores  personales 
afirma  que  650,000  personas  comprarán  un  módem  para 
su  ordenador  durante  el  año  próximo  y  que  1 .250.000 
[Comprarán  algún  tipo  de  software.  Si  el  informe  dice 
que  1 .450.000  personas  comprarán  un  módem  o  algún 
hipo  de  software,  ¿cuántos  comprarán  un  módem  y  algún 
[  ipo  de  software'] 

5,  Calcula  el  numero  de  elementos  de  A  U  A2  U  A,  si  hay 
100  elementos  en  cada  conjunto  y  si 

a }  son  disjuntos  dos  a  dos. 

b  i  hay  50  elementos  en  común  en  cada  pareja  de  con¬ 
juntos  y  ningún  elemento  en  común  en  los  tres. 
c }  hay  50  elementos  en  común  en  cada  pareja  de  con 
juntos  y  25  elementos  en  los  tres. 

d)  los  conjuntos  son  el  mismo. 
a 
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6,  De  termina  el  número  de  deméritos  en  A,  U  A.  U  Áx  si 
hay  1 00  elementos  en  Ar  !  .000  en  \ ,  y  10.000  en  A .  y  si 

al  A]  C  At  yÁ2  QAr 
bí  \m  conjuntos  son  disjuntos  dos  a  dos. 
ti  hay  dos  elementos  en  cada  intersección  de  dos  con¬ 
juntos  y  un  elemento  en  la  intersección  de  los  tres. 

7,  Fn  una  escuda  hay  2,504  estudiantes  de  informática. 
De  ellos*  1.876  han  estudiado  Pascal.  999  han  estudia¬ 
do  Fortran  y  345  han  estudiado  C\  Además.  876  han 
estudiado  Pascal  y  Fortran*  231  han  estudiado  Fortran 
y  C  y  290  han  estudiado  Pascal  y  C.  Si  189  de  los 
alumnos  han  estudiado  los  tres  lenguajes*  ¿cuántos  de 
los  2.504  alumnos  no  han  estudiado  ninguno  de  ios 
tres  lenguajes? 

8,  En  una  encuesta  sobre  270  estudiantes  universitarios  se 
obtiene  que  a  64  les  gustan  las  coles  de  bruselas,  a  94  les 
gusta  el  brécol t  a  58  tes  gusta  la  coliflor,  a  26  les  gusta  d 
brécol  y  las  coles  de  bruselas,  a  28  les  gusta  la  coliflor  y 
las  coles  de  bruselas,  a  22  les  gusta  d  brécol  y  la  coliflor 
y  a  14  les  gustan  las  tres  verduras.  ¿A  cuántos  de  los 
270  estudiantes  no  les  gusta  ninguna  de  las  tres  verduras ? 

9,  ¿Cuántos  estudiantes  hay  matriculados  en  al  menos  uno 
de  los  siguientes  cursos:  cálculo,  matemática  discreta* 
estructuras  de  datos  y  programación,  si  hay,  respecti¬ 
vamente,  507,  292,  312  y  344  estudiantes  matriculados 
en  cada  uno  de  estos  cursos,  y  si  sabemos,  además,  que 
hay  14  estudian  les  matriculados  en  cálculo  y  estructuras 
de  datos,  213  en  cálculo  y  programación,  21  1  en  mate 
málica  discreta  y  estme turas  de  datos,  43  en  matemática 
discreta  v  programación,  y  ningún  estudiante  puede  ma¬ 
tricularse  a  la  vez  en  los  cursos  de  cálculo  y  matemática 
discreta  o  en  los  de  estructuras  de  datos  y  programa¬ 
ción. 

MI  Determina  el  número  de  enteros  positivos  menores  o 
iguales  que  100  que  no  son  divisibles  ni  por  5  ni  por  7. 

II.  Determina  el  número  de  enteros  positivos  menores 


de  un  entero. 


12,  Determina  el  número  de  enteros  positivos  mentirte  o1 
iguales  que  L000  que  son  el  cuadrado  o  d  aih&vle  im 
entero. 

13.  ¿Cuántas  cadenas  de  ocho  bits  no  contienen  seis  ceros 
consecutivos? 

*14.  ¿Cuántas  permutaciones  de  las  26  letras  del  alfabeto  in¬ 
glés  no  condenen  ninguna  de  las  cadenas  fish>  rat  o  hinf  ? 

15.  ¿Cuántas  permutaciones  de  ios  10  dígitos  bien  empie¬ 
zan  con  ta  cadena  987*  bien  tienen  la  cadena  45  en 
quinta  y  sexta  posición  o  bien  terminan  con  ta  cadena 
123? 

16.  ¿Cuántos  elementos  hay  en  la  unión  de  cuatro  conjuntos 
si  cada  uno  de  dios  tiene  100  elementos,  la  intersección 


de  cada  par  de  conjuntos  tiene  50  elementos,  la  inter¬ 
sección  de  cada  tres  de  ellos  tiene  25  elementos  y  en  La 
intersección  de  los  cuatro  hay  5  elementos? 

17*  ¿Cuántos  elementos  hay  en  la  unión  de  cuatro  conjuntos 
si  tos  conjuntos  tienen  50,  60.  70  y  80  elementos,  res¬ 
pectivamente,  en  la  intersección  de  cada  par  de  conjuntos 
hay  5  elementos*  en  la  intersección  de  cada  tres  de  ellos 
hay  I  demento  y  no  hay  ningún  demento  que  esté  en  los 
cuatro  conjuntos? 

18.  ¿Cuántos  términos  hay  en  la  fórmula  del  principio  de 
inclusión-exclusión  que  determina  el  número  de  elemen¬ 
tos  en  la  unión  de  10  con  jumos? 

19.  Escribe  el  desarrollo  de  la  fórmula  dd  principio  de  in¬ 
clusión-exclusión  que  determina  el  numero  de  elementos 
en  la  unión  de  cinco  conjuntos. 

20.  ¿Cuántos  elementos  hay  en  la  unión  de  cinco  conjuntos 
si  cada  conjunto  líate  10.000  elementos,  en  la  intersec¬ 
ción  de  cada  dos  conjuntos  hay  1 .000  elementos*  en  la 
intersección  de  cada  tres  conjuntos  hay  Í0U  elementos, 
en  la  intersección  de  cada  cuatro  conjuntos  hay  10  ele¬ 
mentos  y  en  la  intersección  de  los  cinco  conjuntos  hay  ! 
elemento? 

21.  Escribe  d  desarrollo  de  la  fórmula  dd  principio  de  in 
c  fusión -exclusión  que  determina  d  número  de  elementos 
en  la  unión  de  seis  conjuntos  si  su  sabe  que  la  intersec¬ 
ción  de  cada  tres  de  ellos  es  vacía. 

*22.  Demuestra  d  principio  de  ind  ti  móív  ex  efusión  utilizando 
el  principio  de  inducción. 

23,  Sean  Er  t ,  y  sucesos  de  un  espacio  muestral  .S\  De 
termina  una  fórmula  para  la  probabilidad  de  E{  U  t  , 

U  Ey 

24.  Determina  la  probabilidad  de  obtener  tres  cruces  al  tirar 
una  moneda  normal  aJ  aire  cinco  veces*  de  tal  manera 
que  bien  la  primera  y  la  última  tirada  sean  cruces  o  bien 
la  segunda  y  la  cuarta  lirada  sean  caras. 

25.  Determina  la  probabilidad  de  que  al  elegir  al  a/ar  cuatro 
n limeros  distintos  del  I  al  100,  ambos  inclusive,  sean 
bien  todos  impares,  bien  todos  divisibles  por  3  o  bien  to¬ 
dos  divisibles  por  5. 

26,  Determina  una  fórmula  para  la  probabilidad  de  la  unión 
de  cuatro  sucesos  de  un  espacio  muestra!  si  cada  tres  de 
ellos  son  incompatibles. 

27*  Determina  una  fórmula  para  L<  probabilidad  de  la  unión 
de  cinco  sucesos  de  un  espacio  muestra!  si  cada  cuatro  de 
ellos  son  incompatibles  . 

28.  Determina  una  fórmula  para  la  probabilidad  de  la  unión 
de  n  sucesos  de  un  espacio  muestra!  si  los  sucesos  son 
disjuntos  dos  a  dos. 

29,  Determina  una  fórmula  para  3a  probabilidad  de  la  unión 
de  n  sucesos  de  un  espacio  muestra I. 
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6.6  Aplicaciones  del  principio  de  inclusión-exclusión 


INTRODUCCIÓN 

Utilizando  el  principio  de  inclusión-exclusión  se  pueden  resolver  muchos  problemas  de  recuento. 
Por  ejemplo,  podemos  utilizar  este  principio  para  determinar  la  cantidad  de  números  primos  me¬ 
nores  que  un  entero  positivo  dado,  Muchos  problemas  se  pueden  resolver  contando  el  número  de 
fundones  sobreyectivas  de  un  conjunto  finito  en  otro.  El  principio  de  inclusión-exclusión  se 
puede  utilizar  para  determinar  el  número  de  tales  funciones.  El  conocido  problema  del  guardarropa 
se  puede  resolver  empleando  el  principio  de  inclusión -exclusión.  Este  problema  pregunta  por  la 
probabilidad  de  que  un  empleado  del  guardarropa  que  devuelve  los  sombreros  al  azar  no  devuel¬ 
va  ninguno  de  los  sombreros  correctamente. 


UNA  FORMA  ALTERNATIVA  DEL  PRINCIPIO 
DE  INCLUSIÓN-EXCLUSIÓN 


Existe  una  forma  alternativa  del  principio  de  inclusión-exclusión  que  es  útil  en  problemas  de  recuen¬ 
to.  En  particular,  esta  forma  resulta  de  utilidad  para  resolver  problemas  en  los  que  se  pregunta  pin  el 
número  de  elementos  en  un  conjunto  que  no  tienen  ninguna  de  las  n  propiedades  P,,  /%, ....  Pr. 

Sea  A:  el  subcotijunto  de  los  elementos  que  verifican  la  propiedad  P .  Denotaremos  por 
N[P:  P  ■■■  P  )  el  número  de  elementos  que  cumplen  todas  las  propiedades  f\  .  P  ,  P  .  Escri¬ 
biendo  estas  cantidades  en  términos  de  conjuntos,  se  tiene  que 

\a  r\A  n-ru  \  =N(P  P  -P  ). 

1  #i  *2  ii*  '  t a* 

Sí  denotamos  por  N(P[P'  —  P[ )  el  número  de  elementos  que  no  verifican  ninguna  de  las  pro¬ 
piedades  PvPr  F,  y  por  N  el  número  de  elementos  del  conjunto  total,  podemos  escribir 

N(P\P\  -  0  =  AMA,LM2U-UAb[. 

Según  el  principio  de  inclusión-exclusión,  se  deduce  que 

mp;p¡- ■  •  k * = n  -  x  M  ■ P\  >  +  I  ) 

l<f5i*  l£i<  /£< fi 

“  XMPíPJPt)+-+(-lf  X(P,P2-Pn). 

\Si<j<kín 


El  Ejemplo  I  muestra  cómo  se  puede  utilizar  el  principio  de  inclusión-exclusión  para  determinar 
el  número  de  soluciones  enteras  de  una  ecuación  con  restricciones. 

EJEMPLO  I  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación 

X}  +  X2  +  x}  -  1 1 

si  xv  \\  y  v \  son  enteros  no  negativos  tales  que  <  3.  aJ  <  4  y  x 3  <  6? 

Solución:  Para  aplicar  el  principio  de  ¡ndusión-exclusk  n,  digamos  que  una  solución  tiene  la  pro¬ 
piedad  F(  si  A  j  >  3,  la  propiedad  /\  si  x1  >  4  y  la  propiedad  P3  si  x3  >  6,  El  número  de  soluciones 
que  verifican  las  restricciones  x,  <  3,  a,  <  4  y  x\  <  6  es 

N(P\PfP\)  =  N  -  N{P})  -  N(P\)  N(P\)  +  N( PjPj 
+  NÍPfJ  +  N(P:P)  -  N{P\P2P.) 

Utilizando  las  mismas  técnicas  que  en  el  Ejemplo  5  de  la  Sección  4.5,  se  sigue  que 

m  N  =  número  total  de  soluciones  =  C(3  +  i  I  -  L  1 1 )  =  78. 

■  N{P  )  =  (número  de  soluciones  tales  que  x  >  4)  =  C(3  +  7-1.7)  =  C(9t  f)  =  36, 

a 
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■  N(P7)  -  (número  de  soluciones  tales  que  x2  >  5)  =  C(3  +  6-1,6)  =  C{8,  6)  =  28, 
m  N{Pj)  -  (número  de  soluciones  tales  que x2  >7)  =  C(3  +  4-  1,4)  =  C(6,  4)  =  1 5, 

a  N(PtPj  =  (número  de  soluciones  tales  que  x]  >  4  y  v,  >  5)  -  C(3  +  2  1,2)  =  C( 4,  2)  =  6* 

■  =  (número  de  soluciones  tales  que  >  4  y  .v?  >  7)  =  C( 3  +  0  -  L  0)=  1, 

■  N(Pj*j  -  (número  de  soluciones  tales  que  x2  >  5  y  x^  >  7)  =  0, 

a  N{PlPJPJ)  =  (número  de  soluciones  (ales  que  x{  >  4,  x2  >  5,  y  x3  >  7)  =  0, 

Sustituyendo  estos  resultados  en  la  fórmula  para  obtenemos  que  el  número  de  solu¬ 

ciones  tales  que  <  3,  x2  <  4  y  x}  <  6  es  igual  a 

NU*/*?*)  =  78  -  15  +  6  +  I  +  0-0  =  6-  <4 


LA  CRIBA  DE  ERATÓSTENES 


El  principio  de  inclusión-exclusión  se  puede  utilizar  para  determinar  la  cantidad  de  números  pri* 
mos  menores  o  iguales  que  un  entero  positivo  dado-  Recordemos  que  un  entero  compuesto  es  di* 
visible  por  un  número  primo  menor  o  igual  que  su  raíz  cuadrada*  Por  tanto,  para  determinar  la  can¬ 
tidad  de  números  primos  menores  o  iguales  que  100,  observamos  en  primer  lugar  que  los  números 
compuestos  menores  o  iguales  que  1 00  deben  ser  divisibles  por  un  número  primo  menor  que  10, 
Como  los  únicos  números  primos  menores  que  10  son  2,  3,  5  y  1,  los  números  primos  menores  o 
iguales  que  100  son  estos  cuatro  y  los  números  menores  que  100  que  no  son  divisibles  ni  por  2,  ni 
por  3,  ni  por  5.  ni  por  7.  Para  aplicar  el  principio  de  inclusión-exclusión,  sean  P}  la  propiedad  de 
que  un  entero  sea  divisible  por  2,  P,  la  propiedad  de  que  un  entero  sea  divisible  por  3,  Pt  la  pro¬ 
piedad  de  que  un  entero  sea  divisible  por  5  y  PA  la  propiedad  de  que  un  entero  sea  divisible  por  7* 
Entonces,  la  cantidad  de  números  primos  menores  o  iguales  que  100  es 

4  +  N(P'P]P\P'4í 

Como  hay  99  enteros  positivos  mayores  que  1  y  menores  o  iguales  que  100.  el  principio  de  in¬ 
clusión-exclusión  muestra  que 


N{P\P\P\)  =  99 -N{PV)~ N(P2)  - N(P:)-N(P4 ) 

+  N(PtPj  +  A/(FJP,)  +  yV(/>lP4)  +N(PfJ 
+N(Pf])  +  NiPfA) 

-MP/V’,)  -  NiPfJ’J-NiPffJ 
-N(P/f¿+  NiP/ffJ. 

El  número  de  enteros  menores  o  iguales  que  100  {y  mayores  que  I )  que  son  divisibles  por  todos 
los  números  primos  de  un  subconjunta  de  {2.  3,  5.  7 1  es  L100//V],  donde  N  es  el  producto  de  los 
números  primos  en  dicho  sube on  junto,  (Esto  es  asi  porque  ninguna  pareja  de  estos  números  primos 
tiene  factores  en  común).  Por  tanto. 


N(p{pjp;p;)  =  99- 


100 

100 

100 

100 

+ 

100 

+ 

100 

+ 

100 

4 

100 

2 

3 

5 

7 

2-3 

2  ■  5 

2-7 

3-5 

100 
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100 

100 

100 

100 

100 

+ 

100 

.3-7 . 

L  5  *  7  J 

ir, 

rt 

_ i 

r 

frj 

-a 

i _ 

.2-5-7. 

.3-5-7. 

_  2  -  3  ■  5  ■  7  _ 

=  99-50 -33- 20- 14 +16  + 10  + 7 +  6  +  4 +  2 -3-2-1-0  +  0  =  21* 


Es  decir,  hay  4  +  21  =  25  números  primos  menores  o  iguales  que  100. 


KRATÓSTENES  (276-194  a.C.)  Se  sabe  que  Eratos tenes  nació  en  Cirenc,  una  colonia  ¿¡riega  en  el  oeste  del  antiguo 
Egipto  que  actualmente  pertenece  a  Libia,  y  estudió  durante  un  tiempo  en  la  Academia  de  Platón,  en  Atenas.  \  ambién  se 
sabe  que  el  try  Tal  orneo  II  invitó  a  Eratósienes  a  Alejandría  para  ser  tutor  de  su  hijo  y  que,  posteriormente,  fue  nombrado 
director  de  la  lamosa  biblioteca  de  Alejandría,  que  almacenaba  la  mayor  parte  de  los  conocimientos  de  la  época.  Tratos 
tenes  fue  un  académico  muy  versátil,  y  escribió  sobre  matemáticas,  geografía,  astronomía,  historia,  filosofía  y  crítica  h 
i eraría.  Más  que  por  su  trabajo  en  matemáticas,  es  conocido  por  su  cronología  de  la  historia  antigua  y  por  su  famosa  me 
tlida  de]  Inmaño  de  la  tierra. 
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Tabla  1.  La  criba  de  Eratóslenes. 

Se  subrayan  los  enteros  di\ 

isihles  por  2, 

excepto  el 

2 

Se  subrayan  los  enteros  divisibles  por  3 

,  excepto  el  3 

] 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

3 

4 

5 

6 

1 

8 

9 

10 

11 

11 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

12 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

22 

28 

29 

30 

31 

11 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

4Q 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

5P 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

61 

62 

62 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

21 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

71 

72 

73 

74 

22 

26 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

M 

89 

90 

84 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100 

91 

22 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100 

Se  subrayan  los  enteros  divisibles  por  5 , 

Se . 

subrayan  ¡os  enteros  divisibles 

por  7,  excepto  el  7; 

excepto  el  5 

los  enteros  en  negrita  son  números  primos 

! 

2 

3 

4 

5 

ó 

7 

8 

9 

U) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

2 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

¡5 

16 

17 

_I8 

19 

20 

11 

12 

13 

H 

15 

16 

17 

JJ 

19 

20 

11 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

11 

22 

23 

24 

25 

26 

22 

28 

29 

30 

31 

11 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

31 

32 

33 

34 

22 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

41 

42 

43 

44 

-15 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

34 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

22 

58 

59 

60 

61 

§2 

63 

64 

65 

66 

67 

§8 

69 

70 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

71 

72 

73 

74 

75 

26 

77 

28 

79 

|0 

81 

82 

83 

M 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

Si 

82 

83 

84 

85 

§6 

|7 

m 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

99 

100 

21 

22 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100 

— 

==* 

— 

— — 

La  criba  de  Eratóslenes  se  utiliza  para  obtener  todos  los  números  primos  menores  o  igua- 
Euiací*  les  que  un  entero  positivo  dado.  Por  ejemplo,  se  puede  utilizar  el  siguiente  procedimiento  para  en¬ 
contrar  todos  los  números  primos  menores  o  iguales  que  100.  En  primer  lugar,  se  eliminan  todos 
los  números  divisibles  por  2,  excepto  el  2.  Como  3  es  el  primer  entero  mayor  que  2  que  no  ha 
sido  eliminado,  se  eliminan  todos  los  enteros  divisibles  por  3,  excepto  el  3.  A  continuación,  como 
5  es  el  primer  entero  mayor  que  3  que  no  ha  sido  eliminado,  se  eliminan  todos  los  enteros  divi¬ 
sibles  por  5,  excepto  el  5 .  Como  7  es  el  primer  entero  mayor  que  5  que  no  ha  sido  eliminado,  se 
eliminan  todos  los  enteros  divisibles  por  7,  excepto  el  7.  Como  todos  los  números  compuestos 
menores  o  iguales  que  100  son  divisibles  por  2,  3,  5  o  7,  los  enteros  que  no  han  sido  eliminados 
en  este  proceso,  excepto  el  1,  son  números  primos.  En  Ja  Tabla  l  se  muestran  Jos  enteros  que  son 
eliminados  en  cada  etapa,  de  forma  que  cada  entero  divisible  por  2,  ex  de  pío  el  2,  está  subrayado 
en  la  primera  tabla;  cada  entero  divisible  por  3,  excepto  éste,  está  subrayado  en  la  segunda  tabla; 
cada  entero  divisible  por  5,  excepto  éste,  está  subrayado  en  la  tercera  tapia,  y  cada  entero  divisi¬ 
ble  por  7.  excepto  éste,  está  subrayado  en  la  cuarta  tabla.  Los  enteros  que  no  han  sido  subrayados 
son  los  números  primos  menores  o  iguales  que  100. 


EL  NÚMERO  DE  APLICACIONES  SOBRE YECTIVAS 


El  principio  de  inclusión-exclusión  se  puede  utilizar  para  determinar  el  número  de  aplicaciones 
sobreyectivas  de  un  conjunto  con  m  elementos  en  un  conjunto  con  n  elementos.  Veamos^ un 
ejemplo. 
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EJEMPLO  2  ¿Cuántas  aplicaciones  sobreyeetivas  hay  de  un  conjunto  con  seis  elementos  en  un  conjunto  con 
tres  elementos? 


Solución:  Supongamos  que  los  elementos  del  codamínío  son  hr  b,  v  by  Sean  ,  P.  y  P  t  res¬ 
pectivamente,  las  propiedades  de  que  br  b ,  y  b%  no  pertenezcan  a  la  imagen  de  la  aplicación.  Ob¬ 
sérvese  que  una  aplicación  es  sohreyecliva  sí,  y  sólo  si,  no  satisface  ninguna  de  las  propiedades  P  , 
f\  o  Pr  Según  el  principio  de  inclusión-exclusión,  se  sigue  que  el  número  de  aplicaciones  sobre- 
yectivas  de  un  conjunto  con  seis  elementos  en  un  conjunto  con  tres  elementos  es 

NlP^P')  =  [N(P{ )  +  N( P2 )  +  A/f  P, )] 

+  [^PJP2)  +  /V(P]P1)  +  A/(P2Pv)I-MPrftPíX 

donde  /Ves  el  número  total  de  aplicaciones  de  un  conjunto  con  seis  elementos  en  otro  con  tres  ele¬ 
mentos.  A  continuación,  evaluaremos  cada  uno  de  los  términos  de  la  parte  derecha  de  esta  igualdad. 

Según  el  Ejemplo  5  de  la  Sección  4.1,  se  tiene  que  N  =  36.  Obsérvese  que  jV(P  )  es  el  nú¬ 
mero  de  aplicaciones  tales  que  b{  no  está  en  c\  conjunto  imagen.  Por  tanto,  hay  dos  elecciones 
posibles  para  la  imagen  de  cada  elemento  del  dominio,  y  se  tiene  que  N(Pt )  =  26.  Además,  hay 
C( 3,  1 )  términos  como  éste.  Como  N{P  P  )  es  el  número  de  aplicaciones  tales  que  ni  ht  ni  b  es¬ 
tán  en  la  imagen,  hay  un  único  valor  posible  para  la  imagen  de  cada  elemento  del  dominio,  y  se 
tiene  que  Ar(PP )  =  16=  L  Además,  hay  C{3,  2}  términos  de  este  tipo.  Finalmente,  N(P]P,PA)  =  0, 
ya  que  corresponde  al  número  de  aplicaciones  cuya  imagen  no  contiene  ni  a  hv  ni  a  b „  ni  a  bv  y 
no  existe  ninguna  aplicación  así.  Por  tanto,  el  número  de  aplicaciones  sobreyeetivas  de  un 
conjunto  con  seis  elementos  en  otro  con  tres  elementos  es 

3*  -  C(3,  I  )26  +  C(3, 2)1*  =  729  -192  +  3  =  540.  4 

A  continuación,  enunciarnos  el  resultado  general  sobre  el  número  de  aplicaciones  sobreven 
Uvas  tic  un  conjunto  con  m  elementos  en  otro  con  n  elementos.  Su  demostración  queda  como  ejer¬ 
cicio  para  el  lector. 


Sean  m  y  n  enteros  positivos  tales  que  m  >  n.  Entonces,  hay 

nm  -  C(n ,  t)(*  -  IT  +  C(n,  2 ){n  -  Tf  -  -  +  (-l)"  lC(«*  #t  -  l)  -  I Wí 
aplicaciones  sobreyeetivas  de  un  conjunto  con  m  elementos  en  otro  con  n  elementos. 

Observación:  El  número  de  aplicaciones  sobreyeetivas  de  un  conjunto  con  m  elementos  en  otro 
con  ;;  elementos  es  igual  a  n\S^{nh  n)t  donde  S2(m,  n)  es  el  número  de  Stirlmg  de  segunda  especie. 
Se  pueden  encontrar  más  del  alies  en  el  Capítulo  6  de  [MiRo91  ]. 

A  continuación  vemos  una  de  las  muchas  aplicaciones  del  Teorema  1. 


¿De  cuántas  formas  se  pueden  asignar  cinco  ta  reas  diferentes  a  cuatro  empleados  distintos  si  a  cada 
empleado  hay  que  asignarle  al  menos  una  tar  ra? 

Solución:  Consideremos  la  asignación  de  las  larcas  como  una  aplicación  del  conjunto  de  las 
cinco  tareas  en  el  conjunto  de  los  cuatro  empleados,  lina  asignación  de  tareas  en  ia  que  a  cada  em¬ 
pleado  se  le  encarga  al  menos  una  corresponde  a  una  aplicación  sobreyeetiva  del  conjunto  de  ta¬ 
rcas  en  el  de  empleados.  Por  tanto,  según  el  Teorema  1 ,  hay 

4*  C{ 4,  i )35  +  C( 4,  2)25  -  C{4,  3) l5  =  l  .024  -  972  +192-4  =  240 

maneras  de  asignar  las  tareas  de  forma  que  a  cada  empleado  se  le  encarga  aí  menos  una  tarea.  M 
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PERMUTACIONES  COMPLETAS 


Utilizaremos  el  principio  de  inclusión-exclusión  para  contar  eJ  miniero  de  permutaciones  de  n  ob¬ 
jetos  que  no  dejan  a  ninguno  en  su  posición  original.  Veamos  un  ejemplo. 

EJEMPLO  4  El  problema  del  guardarropa  Un  empleado  inexperto  recoge  ios  sombreros  de  n  personas  en  el 
guardarropa  de  un  restaurante,  pero  se  olvida  de  ponerles  el  resguardo  de  cada  cliente.  Cuando  éstos 
vuelven  a  por  sus  sombreros,  d  empleado  Íes  devuelve  sombreros  que  escoge  al  azar  entre  los  que 
quedan  en  el  guardarropa.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  ningún  cliente  recíba  su  sombrero?  -4 

Observación:  La  respuesta  es  el  número  de  Cormas  en  que  se  pueden  ordenar  los  sombreros  de 
manera  que  no  haya  ningún  sombrero  en  su  posición  original,  dividido  entre  «!,  el  número  de  per- 
mutaciones  de  los  n  sombreros.  Volveremos  sobre  este  ejemplo  después  de  calcular  el  número  de 
permutaciones  de  //  objetos  que  no  dejan  ninguno  en  su  postetón  original. 

Una  permutación  completa  es  una  permutación  de  objetos  que  no  deja  ninguno  en  su  posición 
ruja™*  original.  Para  resolver  el  problema  propuesto  en  el  Ejemplo  4  necesitamos  determinar  el  número 
de  permutaciones  completas  de  un  conjunto  con  n  elementos. 

EJEMPLO  5  La  permutación  2 1453  es  una  permutación  completa  de  12345,  ya  que  no  hay  ningún  número  en 
su  posición  original.  Sin  embargo,  2154?  no  es  una  permutación  completa  de  12345,  ya  que  el  4 
aparece  en  su  posición  original.  <4 

Sea  O  el  número  de  permutaciones  completas  de  n  objetos.  Por  ejemplo.  D,  -  2,  ya  que  las 
permutaciones  completas  de  123  son  22  i  y  312.  Determinaremos  i)  ,  para  rodo  entero  positivo  ti, 
utilizando  el  principio  de  inclusión-exclusión. 


TEOREM  A  2  El  numero  de  permutaciones  completas  de  un  conjunto  con  n  elementos  es 


Dn=n\ 


l  1  +¿+.(H*Í 

I!  2!  3!  /i! 


Demostración;  Decimos  que  una  permutación  tiene  la  propiedad  P  si  deja  rijo  el  elemento  /.El 
número  de  permutaciones  completas  es  el  número  de  permutaciones  que  no  tiene  ninguna  de  las 
propiedades  P.  para  i  =  1,  2, ...,  n .  Por  tanto, 

o  =n(p;p:  -o- 

Utilizando  el  principio  de  inclusión-exclusión,  se  tiene  que 


r>„  =  N  -  V  ;V(  o+XW’P-)-  £ rn p, Pj pk ) 

i<j<\ 


í<i 


+-+(-1 

donde  N  es  el  número  de  permutaciones  de  n  elementos.  Esta  igualdad  dice  que  el  mime;  0  de  per¬ 
mutaciones  que  no  dejan  fijo  ningún  elemento  es  igual  al  número  total  de  pcrrnutacioneslmenos  el 
número  de  pen  mu  aciones  que  dejan  fijo  al  menos  un  elemento  más  el  número  de  permutaciones 
que  dejan  rijos  al  menos  dos  elementos  menos  el  número  de  permutaciones  que  dejan  fijos  al  me¬ 
nos  tres  elementos  y  así  sucesivamente.  A  continuación,  determinaremos  estas  cantidades. 


NOTA  HISTORICA  En  rencoutr es  (encuentros L  un  viejo  juego  de  carias  francés,  se  colocan  las  52  cartas  de  un:i  bu 
t  ;<!lu  i  ruja  en  una  línea,  A  continuación,  las  cartas  de  una  segunda  baraja  se  colocan  cada  una  encinta  de  una  carta  de  la  primera 

baraja.  La  puntuación  viene  dada  por  el  número  de  ocasiones  en  que  ía>  dos  cartas  son  iguales.  En  1708.  Fierre  R  ay  morid 
de  Mnntmort  t  IÓ7S  1719)  propuso  te  problétw  ¿ h *s  renu  mires:  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  no  coincida  ninguna  pareja 
en  el  juego  de  los  encuentros?  La  solución  al  problema  de  Mammón  es  la  probabilidad  de  que  una  permutación  de  las  52 
cartas  elegida  al  a/ar  sea  una  permutación  completa,  es  decir,  D^/521,  que,  corno  veremos,  es  aproximadamente  \¡e. 
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En  primer  lugar,  obsérvese  que  N  =  n\ .  ya  que  N  es  el  numero  de  permutaciones  de  n  ele¬ 
mentos.  Además»  de  la  regla  del  producto  se  sigue  que  N( P  )  ^  (,;  .  j  )\  ya  que  N(P )  es  el  número 
de  permutaciones  que  dejan  fijo  al  elemento  i,  por  lo  que  la  posición  i  está  determinada,  pero  el 
resto  de  las  posiciones  se  pueden  elegir  de  manera  arbitraria.  De  manera  similar, 

N(PP)  =  in-  2)U 

pues  es  el  número  de  permutaciones  que  dejan  ti  jos  los  elementos  i  y  jf  pero  tos  restantes  n  -  2  ele¬ 
mentos  se  pueden  Ordenar  de  manera  arbitraria.  En  general,  se  tiene  que 

N(P  P  —  P  )  =  (n  -  m)!, 

ya  que  N(P  P  ■  ■  P  )  es  el  número  de  permutaciones  que  dejan  fijos  los  elementos  ¡v  p . /  , 

pero  los  restantes  n  m  elementos  se  pueden  ordenar  de  manera  arbitraria.  Como  hay  C{n .  m)  ma¬ 
neras  de  escoger  m  elementos  de  un  conjunto  de  tu  se  sigue  que 


XM^)=a«,ix«-t)!, 


]  <i<n 


^N{PiPj)  =  C{n,2){n-2)\. 

l£í</5í/l 

y,  en  general, 

^  N(P;  P{  -  Pi  )  =  t(/?,  m )(n  -  m ) ! 

I<í,  <ly<-  -<j)mSA 

Por  tanto,  sustituyendo  estas  cantidades  en  la  fórmula  para  D  ,  se  tiene  que 

9 

D.  =  /i!  -C(n,  l)(n-  l)!  +  C(n.  2)(n-2)!-  ---  +  HjT(«.  n)(n-n)\ 


—  n 


n\ 


!!(«—!)! 

Simplificando  esta  expresión,  se  obtiene  que 


- : - -(«  -  2)! - +  (-!)  —  0! 

2!<n  — 2)!  n!0! 


O,  =  «! 


,_I+1_...+Hr3 


1!  21 


n: 


Ahora  resulta  sencillo  calcular  Dn  para  un  entero  positivo  n.  Por  ejemplo,  utilizando  el  Teo¬ 
rema  2,  se  sigue  que 


^=3! 


.111 

1  ■— — t - 

1!  2!  3! 


4-4-D-* 


como  observamos  anteriormente. 

Veamos  ahora  la  solución  al  Ejemplo  4. 


Solución:  La  probabilidad  de  que  ningún  cliente  reciba  su  propio  sombrero  es  DJnl  Según  el 
Teorema  2,  esta  probabilidad  es 


ni 


1  _L 

I!  +  2! 


-+(-i  r-- 

ni 


Los  valores  de  esta  expresión  para  2  <  n  <  7  se  muestran  en  la  Tabla  2. 


í a  Ida  2.  Probabilidad  de  una  penmitac  ón  completa. 

n 

2  3  4 

5 

6 

7 

ü  /ni 

n 

0,50000  0,33333  0,37500 

0,36667 

0,36806 

0 

0,36786 

n 
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Utilizando  métodos  del  cálculo  infinitesimal,  se  puede  demostrar  que 

e~f  =  1  -  ?  +  ? - +  (-1)"  —  + - 0,368. 

I!  2!  ni 

Como  se  traía  de  una  sene  alternada  cuyos  términos  tienden  a  cero,  se  tiene  que.  cuando  n  tiende 
a  infinito,  la  probabilidad  de  que  nadie  reciba  su  propio  sombrero  tiende  a  e  1  -  0,368.  De  hecho, 
se  puede  demostrar  que  la  diferencia  entre  esta  probabilidad  y  c  1  es,  en  valor  absoluto,  menor  que 
l/(n+  ! )!  4 


Problemas 


1,  Supongamos  que  en  una  caja  con  100  manzanas  hay 
20  que  tienen  gusanos  y  15  que  están  magulladas. 
Sólo  se  pueden  vender  Lis  manzanas  que  no  están  ma¬ 
gulladas  ni  tienen  gusanos.  Si  hay  10  manzanas  ma¬ 
gulladas  con  gusano,  ¿cuántas  manzanas  se  pueden 
vender? 

2.  En  un  grupo  de  1,000  aspirantes  a  participar  en  una  ex¬ 
pedición  de  montaña  al  l  lima)  aya,  450  son  propensos  al 
mal  de  altura.  622  no  tienen  suficiente  preparación  física 
y  30  sufren  alergias,  Un  aspirante  es  aceptado  si.  y  sólo 
si.  no  es  propenso  al  mal  de  altura,  tiene  una  buena  pre¬ 
paración  física  y  no  sufre  alergias.  Si  hay  1 1 1  aspirantes 
que  padecen  mal  de  altura  y  no  tienen  suficiente  prepa¬ 
ración  tísica,  14  que  padecen  mal  de  altura  y  alergias.  1 S 
que  no  tienen  suficiente  preparación  física  y  sufren  aler¬ 
gias  y  9  que  padecen  nial  de  altura,  no  tienen  suficiente 
preparación  física  y  sufren  alergias,  ¿cuántos  aspirantes 
son  aceptados? 

3*  ¿Cuántas  soluciones  tiene  la  ecuación  v,  +  v  +  r,  =  13  si 
-t]f  a,  y  x k  son  enteros  no  negativos  menores  que  6? 

4.  Determina  el  número  de  soluciones  de  la  ecuación  x  + 

+  A,  +  i.  17  si  xt ,  í  =  1,  2,  3, 4.  son  enteros  no  negativos 

tales  que  x}  <  3,  a\  <  4,  r}  <  5  y  xA  <  8. 

5.  Determina  cuantos  números  primos  son  menores  que 
200  utilizando  el  principio  de  inclusión -exclusión. 

6,  Se  dice  que  un  entero  está  libre  de  cuadrados  si  no  es 
divisible  por  el  cuadrado  de  ningún  entero  positivo  ma¬ 
yor  que  I .  Determina  el  número  de  enteros  libres  de  cua¬ 
drados  menores  que  100. 

7,  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  que  10.000  no  son 
una  potencia  de  un  entero? 

K.  ¿Cuántas  aplicaciones  sobreyectivas  hav  de  un  conjunto 
con  siete  elementos  en  un  conjunto  con  cinco  elementos? 

9.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  seis  juguetes 
diferentes  entre  tres  niños  de  forma  que  cada  niño  reciba 
al  menos  un  juguete? 

10.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  distribuir  ocho  bolas  dis¬ 
tintas  en  tres  cajas  distintas  de  forma  que  cada  caja  con¬ 
tenga  al  menos  una  bola? 


1 1,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  asignar  siete  tarcas  distin¬ 
tas  a  cuatro  empicados  de  forma  que  a  cada  empleado  se 
le  asigne  alguna  tarea  y  la  larca  más  complicada  sea 
asignada  ai  empleado  más  competente? 

J  2.  Enumera  las  permutaciones  completas  de  j  ] ,  2,  3,  4  ¡. 

13,  ¿Cuántas  permutaciones  completas  tiene  un  conjunto  de 
siete  elementos? 

14.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que,  entre  10  dientes,  ningu¬ 
no  reciba  su  propio  sombrero  sí  el  empleado  del  guarda- 
ropa  de\  uelve  los  sombreros  al  azar? 

15.  \  hia  máquina  que  introduce  canas  en  sobres  se  estropea  y 
comienza  u  introducir  Lis  cartas  al  azar.  ¿Cuál  es  la  pro¬ 
babilidad  de  que  en  un  grupo  de  10U  cartas 

a)  ninguna  cana  sea  introducida  en  el  sobre  correcto? 
b!  exactamente  una  carta  sea  introducida  en  el  sobre 
correcto? 

cí  exactamente  98  cartas  sean  introducidas  en  d  sobre 
correcto? 

d)  exactamente  99  cartas  sean  introducidas  en  el  sobre 
correcto? 

a)  todas  las  carias  sean  introducidas  en  el  sobre  correcto? 

16,  Supongamos  que  tenemos  que  asignar  asientos  a  un  gru¬ 
po  de  n  estudiantes  para  dos  clases  distintas  en  la  misma 
aula,  ¿De  cuántas  formas  se  puede  hacer  si  no  queremos 
que  ningún  estudiante  esté  sentado  en  el  mismo  sitio  en 
las  dos  clases? 

*17,  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  reordenar  los  números  0, 

1 , 2,  3.  4,  5,  6,  7,  K,  9  de  manera  que  ningún  número  par } 
esté  en  su  posición  original? 

*  18.  Utiliza  un  argumento  combinatorio  para  demostrar  que  la  \ 
sucesión  ¡  Dn ) ,  donde  Ü  denota  el  número  de  permuta¬ 
ciones  completos  de  n  objetos,  satisface  la  relación  de  re¬ 
currencia 

D={n-l)0^+O^ 

para  n  >  2.  {indicación:  Observa  que  hay  n  -  1  eleccio¬ 
nes  posibles  para  l*I  primer  demento  de  la  permutación 
completa  y,  entre  las  permutaciones  completas  que  co¬ 
mienzan  por  L  considera  por  separado  las  que  tienen  al  I 
en  la  posición  ft-ésirna  y  las  que  no  lo  tienen). 


L^y.  ■ . -  ■■■■-■■■:  y:..-:  >■:■■■■■  .  ;  i  -  '■■■  ...;  -  ■■;■  ■  ■■  r  fc-.  wps-r-r-  Mire’-*****»'**'**» 
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*19.  Utilizad  Prt >bl e ma  18  pa ra  d e mo airar  q  u e 
Dn  =  nD^,+(-iy 
para  n  >  L 

20.  Utiliza  el  Problema  19  para  encontrar  una  fórmula  explí¬ 
cita  para  ü 

2L  ¿Para  qué  valores  de  n  es  para  D  el  número  de  permuta¬ 
ciones  completas  de  n  objetos? 

22,  Sean  p  y  q  dos  números  primos  distintos.  Utiliza  el  prin¬ 
cipio  de  inclusión-exclusión  para  determinar  §{pq).  eJ 
número  de  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  pq 
que  son  primos  relativos  con  pq, 

*23,  Utiliza  el  principio  de  inclusión-exclusión  para  determi¬ 
nar  una  fórmula  para  <(>{//)  si  la  descomposición  de  n  en 


factores  primos  es 

*24.  Demuestra  que,  si  n  es  un  entero  positivo,  entonces 
n\  -  C(th  0 )Dn  +C(n,  1  )Dn^ 

+  ■ »+ C(n,  n  -  1  )DX  +  CUu  n)D0, 

donde  Dl  es  el  número  de  permutaciones  completas  de  k 

objetos. 

25,  ¿Cuántas  pernititaciones  completas  de  ¡  I,  2,  3,  4,  5,  ó) 
comienzan  con  los  enteros  1*  2  y  3  en  cualquier  orden? 

26,  ¿  Cuántas  permutaciones  completas  de  (  1,  2,  3.  4,  5,  ó  ( 
terminan  con  los  enteros  1,  .2  y  3  en  cualquier  orden? 

27,  Demuestra  el  Teorema  l. 


Términos  clave  y  resultados 

TÉRMINOS 

relación  de  recurrencia:  una  fórmula  que  expresa  los  térmi¬ 
nos  de  una  sucesión*  excepto  algunos  términos  iniciales* 
como  función  de  uno  o  más  términos  anteriores  de  la  su¬ 
cesión 

condiciones  iniciales  de  una  relación  de  recurrencia:  los 

valores  de  los  términos  de  la  sucesión  que  verifica  la  rela¬ 
ción  de  recurrencia  antes  de  que  la  relación  comience  a 
aplicarse 

relación  de  recurrencia  lineal  y  homogénea  con  coeficientes 
constan  les:  una  relación  de  recurrencia  que  expresa  los 
términos  de  una  sucesión,  excepto  los  términos  iniciales, 
como  una  combinación  lineal  de  términos  anteriores 
raíces  características  de  una  relación  de  recurrencia  lineal 
v  homogénea  con  coeficientes  constantes:  las  raíces  dd 
polinomio  asociado  con  una  relación  de  recurrencia  línea!  y 
homogénea  con  coeficientes  constantes 
relación  de  recurrencia  lineal  no  homogénea  con  coeficien¬ 
tes  constantes;  una  relación  de  recurrencia  que  expresa 
los  términos  de  una  sucesión,  excepto  ios  términos  inicia¬ 
les,  como  una  combinación  lineal  de  términos  anteriores 
más  una  función  que  no  es  idénticamente  cero  y  que  sólo 
depende  del  índice 

algoritmo  de  divide  y  vencerás:  un  algoritmo  que  resuelve  un 
problema  dividiéndolo,  de  manera  recursiva,  en  tina  canti¬ 
dad  constante  de  problemas  más  pequeños  del  mismo  tipo 
función  generatriz  de  una  sucesión:  la  serie  formal  que  se 
obtiene  al  poner  el  término  n-ésimo  de  la  sucesión  como 
coeficiente  de  .t* 

criba  de  Eraíóstenes:  un  procedimiento  para  determinar  los 
números  primos  menores  que  un  entero  positivo  dado 


permutación  completa:  una  permutación  de  objetos  que  no 
deja  ningún  objeto  en  su  posición  original 


KKSl  l.TADOS 


la  tur  imita  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de 
dos  conjuntos  finitos: 

| A  U  B\  =  \A\  +  |f*MA  Hfí) 

la  fórmula  para  el  número  de  elementos  en  la  unión  de 
tres  con  juntos  finitos: 

I4UBUCI  =  \A\  +-  \B\  +  ICI-  \ADB\  -  UHCÍ 

-  IBDC1  +  lAHBna 

el  principio  de  inclusión-exclusión: 

Ií4,UAj  U"-Uj4J=  XIj4íI=i  Xl4njV 

+  ^lAt  HAj  n^i 
iíM/<áte£& 

■■•+(-D',+l  u,  da,  n-oa,i 


el  numero  de  aplicaciones  sobreyectivas  de  un  conjunto 
con  m  elementos  en  un  conjunto  con  n  elementos: 


nm  -C(n,  i>  </»  —  1 )' 


*+C(n,2>|n-2)" 

-■  +  HrC(n.« 


-l)-ln 


el  número  de  permutaciones  completas  de  n  ob  jetos: 


LK  -  n\ 


i— — +— - 

1!  2!  '  1 


o 
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Cuestiones  de  repaso 


1 .  a  J  ¿Qué  es  una  re I  aci 6n  de  rec u rren e  í a ? 

b  l  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  e)  saldo 
de  una  cuenta  transcurridos  n  años  si  se  deposita 
]  .000.000  €  en  una  cuenta  a  un  interés  dd  9%. 

2.  Explica  cómo  se  utilizan  los  números  de  Fibonacci  para 
resolver  el  problema  de  Fibonacci  acerca  de  los  conejos, 

3.  a)  Halla  una  relación  de  recurrencia  para  d  numero  de 

pasos  necesarios  para  resolver  el  juego  de  la  Tone  de 
Hanoi, 

b)  Muestra  cómo  se  puede  resolver  esta  relación  de  re- 
amencia  utilizando  un  procedimiento  iterativo. 

4*  a)  Explica  cómo  se  puede  obtener  una  relación  de  re* 
enrienda  para  d  numero  de  cadenas  de  n  bits  que  no 
contienen  dos  unos  consecutivos, 
hl  Describe  otro  problema  de  recuento  cuya  solución  sa¬ 
tisfaga  la  misma  relación  de  recurrencia. 

5*  Define  una  relación  de  recurrencia  lineal  y  homogénea 
de  orden  k. 

ó,  a}  Explica  cómo  se  pueden  resolver  relaciones  de  re 
currencia  lineales  y  homogéneas  de  orden  2. 

b)  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  an  -  l3aM  -  22a n  .. 
para  n  £  2T  si  au  =  3  y  ¿q  =  15. 

c)  Resuelve  La  relación  de  recurrencia  an  -  14#^  -  , 

para  n  >  2,  sí  ti0  —  3  y  =  35. 

7,  a)  Explica  cómo  se  puede  encontrar /(fr*),  donde  k  es  un 

entero  positivo,  si  f{n)  satisface  la  relación  de  recurren- 
cía  de  divide  y  vencerás /(n)  -  afinih)  +  g(ri)  siempre 
que  n  sea  múltiplo  de  b> 

b )  Determina /( 256 )  sí  f \n )  =  3f(n/ 4 )  +  5n¡ 4  y  /( I )  =  7 . 

8,  a)  Deduce  una  relación  de  recurrencia  de  divide  y  ven¬ 

cerás  para  d  número  de  comparaciones  realizadas  para 
encontrar  un  número  en  una  lista  utilizando  búsqueda 
binaria. 

b)  Utiliza  la  notación  O  para  dar  una  estimación  dd  nu¬ 
mero  de  comparaciones  realizadas  por  el  algoritmo  de 
búsqueda  binaria  usando  la  relación  de  recurrencia  del 
apartado  (a)  y  el  Teorema  1  de  la  Sección  6.3. 

9,  a)  Determina  una  fórmula  para  d  número  de  elementos 

en  la  unión  de  tres  conjuntos, 
bi  Explica  por  qué  es  válida  esta  fórmula* 


el  E  x  p  í  i  c  a  c  óm  o  u  t  i  1  i  zar  I  a  fórm  ula  dd  a  pan  ad  o  ( a  y  para 
calcular  el  número  de  enteros  menores  o  iguales  que 
I  .000  que  son  divisibles  por  6.  por  1 0  o  por  1 5. 

d)  Explica  cómo  utilizar  la  fórmula  dd  apartado  (a)  para 
calcular  el  número  de  soluciones  enteras  y  no  negati¬ 
vas  de  la  ecuación  Jq  +  Jt2  +  +  a4  =  22  tales  que  jq  <; 

8.  a,  <  6  y  <  5. 

10.  a)  Determina  una  fórmula  para  d  número  de  elementos 

en  la  unión  de  cuatro  conjuntos  y  explica  por  qué  es 
válida  esta  fórmula* 

b  I  Supongamos  que  cada  uno  de  los  conjuntos  Ar  A  A 
y  d4  contiene  25  elementos,  la  intersección  ele  cada  dos 
de  ellos  contiene  5  elementos,  la  intersección  de  cada 
tres  de  ellos  contiene  2  elementos  y  los  cuatro  conjun¬ 
tos  tienen  I  elemento  en  común,  ¿Cuántos  elementos 
hay  en  la  unión  de  los  cuatro  conjuntos? 

11.  a)  Enuncia  el  principio  de  inclusión-exclusión* 

bí  Describe,  a  grandes  rasgos,  una  demostración  de  esic 
resultado, 

12.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  principio  de  inclusión 
exclusión  para  determinar  el  número  de  aplicaciones  so- 
hreyecuvas  de  un  conjunto  con  m  elementos  en  un  con¬ 
junto  con  n  elementos. 

13.  al  ¿Cómo  se  pueden  contar  las  furnias  de  asignar  m  ta¬ 

reas  a  n  empleados  de  forma  que  a  cada  empicado  se 
Ic  encargue  al  menos  una  tarea? 

b)  ¿Ue  cuántas  formas  se  pueden  asignar  siete  tareas  a 
li  es  empicados  de  forma  que  a  cada  empleado  se  le  en¬ 
cargue  al  menos  una  tarea? 

14*  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  principio  de  inclusión- 
exclusión  para  calcular  la  cantidad  de  números  primos 
menores  o  iguales  que  n* 

15.  a  \  De  í  me  u  na  pe  rm  u  t  ac i  ón  con  i  p  le  i  a . 

b}  ¿Por  qué  es  lo  mismo  contar  el  número  de  formas  en 
que  un  empleado  del  guardarropa  puede  devolver  los 
sombreros  a  ti  clientes,  de  manera  que  ningún  diente 
reciba  su  sombrero,  y  contar  el  número  de  permuta¬ 
ciones  completas  de  n  objetos? 

c)  Explica  cómo  se  puede  contar  el  número  de  permuta 
ctones  completas  de  n  objetos. 


Problemas  complementarios 

I.  Un  grupo  de  diez  personas  comienza  una  cadena  de  car 
tas*  y  manda  cada  una  cuatro  cartas.  Cada  persona  que  re¬ 
cibe  ana  de  estas  cartas  vuelve  a  enviar  cuatro  cartas  a 
otras  tantas  personas, 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  mime 
ro  de  cartas  enviadas  en  la  n-csímu  etapa  de  esta  ca¬ 
dena  si  nadie  recibe  más  de  una  carta. 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales  para  la  relación 
de  recurrencia  del  apartado  ta)7 

c)  ¿Cuántas  cartas  se  envían  en  la  rt-ésüna  etapa  de  la 

cadena? 


2.  Un  reactor  nuclear  lia  creado  18  gramos  de  cierto  isótopo 
radiactivo  del  que  se  sabe  que  se  desintegra  a  un  ritmo 
del  1  %  cada  hora. 

a )  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  ta  cantidad 
de  isótopo  radiactivo  que  queda  al  cubo  de  n  horas, 

b)  ¿Cuáles  son  las  condiciones  inicíales  para  la  relación 
de  recurrencia  del  apartado  (a)? 

c  i  Resu  el  ve  esta  rd  ac  ion  de  rec  u  ríe  nc  i  a. 

3.  Cada  hora  el  gobierno  de  Estados  Unidos  imprime 
10.000  billetes  más  de  1  $*  4.000  billetes  más  de  5  %, 
3.000  billetes  mas  de  10  $,  2.500  billetes  más  de  20  $, 
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I  .¡Hit)  billetes  más  de  50  %  y  la  misma  cantidad  de  billetes 
de  100  $  que  los  que  se  imprimieron  en  (a  hora  anterior. 
En  la  primera  hora  del  proceso  se  imprimieron  LOCO  bi¬ 
lletes  de  cada  tipo, 

o  l  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  la  canti¬ 
dad  de  dinero  que  se  imprime  en  la  hora  zi-ésitrnt. 

b)  ¿Cuáles  son  fas  condiciones  inicíales  para  3a  relación 
de  recurrencia  del  apartado  (a)? 

c)  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  para  la  cantidad 
de  dinero  producido  en  la  hora  /j-ésima. 

d )  Detcrm i  na  u n a  re  lac  i  ón  de  rec 1 1 rrcnc  i  a  para  I  a  can  t  i  dad 
de  dinero  que  se  ha  impreso  en  las  primeras  n  horas. 

e)  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  para  la  cantidad 
de  dinero  producido  en  las  primeras  n  horas. 

4.  Supongamos  que,  en  una  colonia  de  bacterias,  cada  hora 
hay  dos  nuevas  bacterias  por  cada  bacteria  presente  en  la 
hora  anterior  y  que  todas  las  bacterias  mueren  a  las  dos 
horas  de  vida.  La  colonia  comienza  con  100  bacterias. 

a)  Determina  una  relación  de  recurrencia  para  el  núme¬ 
ro  de  bacterias  de  la  colonia  al  cabo  de  n  horas, 
h)  ¿Cuál  es  la  solución  de  esta  relación  de  recurrencia? 
e)  ¿En  que  momento  contendrá  la  colonia  más  de  1  mi¬ 
llón  de  bacterias? 

5*  Los  mensajes  se  envían  por  un  canal  de  comunicación 
utilizando  dos  señales  distintas.  Para  transmitir  la  pri¬ 
mera  se  necesitan  2  microsegundos  y  para  transmitir  la 
segunda  se  necesitan  3  mi  uros  cg  unidos,  Cada  señal  de 
un  mensaje  es  seguida  inmediatamente  por  la  siguiente 
señal. 

a )  De  temí  i  n  a  un  a  re  I  ac  i  ón  dé  recu  rrcnc  i  a  para  c  I  n  ú  i  nc  - 
ro  de  mensajes  distintos  que  se  pueden  enviar  en  // 
microsegundos. 

h!  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales  para  la  relación 
de  recurrencia  del  apartado  (a)? 

C)  ¿Cuántos  mensajes  distintos  se  pueden  enviar  en  12 
m  i  eróse  g  Lindos? 

6.  En  una  pequeña  oficina  postal  sólo  hay  sellos  de  4  cénti¬ 
mos,  ó  céntimos  y  10  céntimos.  Determina  una  relación 
de  recurrencia  para  el  numero  de  maneras  de  franquear 
un  sobre  que  necesita  sellos  por  un  valor  de  n  céntimos  si 
se  tiene  en  cuenta  el  orden  en  que  se  pegan  los  sellos  en 
el  sobre.  ¿Cuáles  son  las  condiciones  iniciales  de  esta 
relación  de  recurrencia? 

7.  ¿De  cuántas  formas  se  puede  franquear  un  sobre  con  las 
siguientes  cantidades  en  la  situación  del  Problema  6? 

al  1 2  céntimas. 

b)  14  céntimos, 
el  18  céntimos, 
d)  22  céntimos. 

K,  Resuelve  el  siguiente  sistema  de  relaciones  de  recurren¬ 
cia 


con  an  =  1  y  bf)  =  2. 

9,  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  ti  =  ¿f  Ja  si  an  --  I 

ñf  n- 1  a  *  v 

y  a  =  2,  {indicación  Toma  logaritmos  en  la  ecuación 


para  obtener  una  relación  de  recurrencia  para  la  suce¬ 
sión  log  ar ,  n  -  0,  L  2, 

*  10.  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  aH  -  art  {ir  2  si  ¿;(i  -  2 
y  íí,  =2.  (Indicación;  Mira  la  indicación  del  Problema  9), 

11,  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a  -  3a  -  3a  + 

m  j)  |  ff,J 

tí  ,  4  1  si  a  -  2,  tt.  -  4  y  a.  -  8, 

fl-,1  M  1  J  l 

12,  Resuelve  la  relación  de  recurrencia  a  —  3a  3a  r  ,  4 

a„  ,  s>  =  2,  «j  =  2  y  íi2  =  4. 

*13*  Supongamos  que  en  el  Ejemplo  4  de  la  Sección  6,1  una 
pareja  de  conejos  abandona  la  isla  después  de  haberse 
reproducido  dos  veces.  Determina  una  relación  de  re¬ 
currencia  para  el  número  de  conejos  en  la  isla  a  mediados 
del  mes  ji-ésimo. 

14.  Resuelve  la  relación  de  recurrcncia/í/ri  =  3/t/i/5)  4  2 n4 
si  n  es  divisible  por  5,  esto  es,  para  n  =  5%  donde  k  es  un 
entero  positivo  y /(.  I )  =  1 . 

15.  Da  una  cota  superior  de  la  función /del  Problema  14 
sabiendo  que  /es  una  función  creciente, 

1 6.  Determina  una  relación  de  recurre  ñera  pitra  el  numero  de 
comparaciones  realizadas  por  el  siguiente  algoritmo;  en¬ 
cuentra  el  mayor  y  el  segundo  mayor  elemento  de  una 
lista  de  n  números  dividiendo  de  forma  recursiva  la  lista 
en  dos  sublistas  del  mismo  número  de  términos  o  con  un 
elemento  más  en  una  de  las  listas.  El  proceso  termina 
cuando  se  obtienen  sublistas  de  dos  términos. 

17.  Da  una  estimación  del  número  de  comparaciones  reali¬ 
zadas  por  el  algoritmo  descrito  en  el  Problema  16. 

Sea  |d  |  una  sucesión  tic  números  reales.  Las  diferencias 
progresivas  de  la  sucesión  se  definen  recursivamente  de  la 
siguiente  forma;  La  primera  diferencia  progresiva  es  Aan  = 
a  a  ;  la  \k  +  I  Pésima  diferencia  progresiva  _V"’a  se 

obtiene  de  =  ¿Va  de  tu  siguiente  forma;  A**1^  -  A*iiíf+1  &  a n- 

18.  Determina  Áau  si 

U  í  an  =  3  b)  4  7 

c)  a ^  -  n2  4  n  4  1 

19.  .Sea  &  =  3#  4  rt  4  2.  Determina  A  A/  para  k  igual  a 
a»  2.  b)  3.  C)  4. 

*20,  Supongamos  que  ah  -  P{n),  donde  P  es  un  polinomio  de 
grado  d.  Demuestra  que  *  0  para  todo  número  na¬ 
tural  n , 

21,  Sean  j at  \  y  )  b  \  sucesiones  de  números  reales,  De¬ 
muestra  que 

Aiabj  =  ünJAb)  4  bJAuJ. 

22,  Demuestra  que  si  l  ix)  y  C(-v)  son.  respectivamente,  las 

funciones  generatrices  de  las  sucesiones  \aj  y  si 

r  y  d  son  números  reales,  entonces  (tf  +  pG)(,t)  es  la 
función  generatriz  de  [cak  +  dbk }. 

23,  (Se  requiere  cálculo)  Este  problema  rnueira  cómo  se 
pueden  utilizar  las  funciones  generatrices  para  resolver  la 
relación  de  recurrencia  (n  4  l/o^  =  ar  4  { i  Ai!)  para  n  >  0 
con  la  condición  inicial  a{i  =  i 

íi)  Sea  G(v)  la  función  generatriz  de  f .  Demuestra 
que  G'O;)  -  Gi  x)  4  e*  y  que  G{G)  -  1. 
b)  Utiliza  el  apartado  (a)  para  demostrar  que  (v  1C(.t))'  = 
l  y  que,  por  tanto,  G( x)  =  xe'  4  e1, 
t  )  Utiliza  el  apartado  (b)  para  dar  una  fórmula  explícita 
para  u ^ 
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24.  Supongamos  que  14  estudiantes  sacan  un  sobresaliente 
en  el  primer  examen  de  un  curso  de  matemática  discreta 
y  que  1 8  estudiantes  sacan  un  sobresaliente  en  el  segundo 
examen.  Sí  un  total  de  22  alumnos  sacaron  sobresaliente 
en  alguno  de  [os  dos  exámenes,  ¿cuántos  sacaron  sobre¬ 
saliente  en  los  dos  exámenes? 

25.  En  cierta  región  hay  323  granjas  que  tienen  caballos, 
ovejas  o  vacas.  Si  224  tienen  caballos,  85  tienen  vacas, 
57  tienen  ovejas  y  1 8  granjas  tienen  los  tres  tipos  de  ani¬ 
males,  ¿cuántas  granjas  tienen  exactamente  dos  tipos  de 
estos  animales? 

26,  Una  serie  de  consultas  a  una  base  de  datos  de  estudiantes 
de  una  facultad  producen  los  siguientes  datos:  hay  2.175 
estudiantes  en  la  facultad,  1 .675  ya  estaban  matriculados 
el  año  anicrior,  1 .074  han  asistido  a  un  curso  de  cálculo, 
444  han  asistido  a  un  curso  de  matemática  discreta,  607 
ya  estaban  matriculados  el  año  anterior  y  han  asistido  a 
un  curso  de  cálculo,  350  han  asistido  a  cursos  de  cálculo 
y  matemática  discreta,  201  ya  estaban  matriculados  el 
año  anterior  y  han  asistido  a  un  curso  de  matemática  dis¬ 
creta  y  143  ya  estaban  matriculados  el  año  anterior  y 
han  asistido  a  cursos  de  cálculo  y  matemática  discreta. 
¿Pueden  ser  ciertos  todos  estos  datos? 

27,  Los  estudiantes  de  la  facultad  de  matemáticas  de  cierta 
universidad  se  especializan  en  una  de  las  siguientes  áreas: 
matemática  aplicada  (MA),  matemática  pura  (MP),  in 
vestigación  operativa  (IO)  y  ciencias  de  la  computación 
(CC).  ¿Cuántos  estudiantes  hay  en  !a  facultad  si  (inclu¬ 
yendo  especial izaciones  conjuntas)  hay  23  estudiantes 
que  estudian  MA;  17  estudiantes  que  estudian  MP;  44  en 
10;  63  en  CC;  5  en  MA  y  MP;  8  en  MA  y  CC;  4  en  MA 
e  1Ü;  6  en  MP  y  CC;  5  en  MP  e  10;  14  en  10  v  CC;  2  en 


MP,  IO  y  CC;  2  en  MA,  IO  y  CC;  I  en  MP.  MA  e  IO:  f 
en  MP,  MA  y  CC,  y  1  en  las  cuatro  áreas? 

28.  ¿Cuántos  términos  aparecen  en  la  fórmula  del  principio 
de  inclusión-exclusión  para  el  número  de  elementos  en  la 
unión  de  siete  conjuntos  si  no  hay  más  de  cinco  conjun¬ 
tos  que  tengan  algún  elemento  en  común? 

29.  ¿Cuántas  soluciones  enteras  positivas  tiene  la  ecuación 
x \  +  a  .  +  jc?  =  20  que  verifiquen  2  <  x  <  6.  6  <  x  <  10  y 
0  <  x3<  SÍ 

30.  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  que  1 .000.000  son 

a)  di  v  i  si  bl e  s  por  2 ,  3  o  5  7 

b)  no  divisibles  por  7.  11  o  137 

c)  divisibles  por  3,  pero  no  por  7? 

31.  ¿Cuántos  enteros  positivos  menores  que  200  son 
ii)  potencia  de  enteros? 

b)  bien  primos  o  bien  potencia  de  enteros? 

c)  no  divisibles  por  el  cuadrado  de  todos  los  enteros 
mayores  que  1? 

d)  no  divisibles  por  el  cubo  de  todos  los  enteros  mayo¬ 
res  que  1  ? 

e)  divisibles  por  a  lo  más  dos  primos? 

:Eí32.  ¿De  cuántas  formas  se  pueden  asignar  seis  tareas  distin¬ 
tas  a  tres  empleados  si  el  trabajo  más  difícil  se  le  asigna 
al  empleado  con  más  experiencia  y  el  más  fácil  al  em¬ 
pleado  con  menos  experiencia? 

33.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  el  empleado  del  guar¬ 
darropa  devuelva  el  sombrero  correcto  a  exactamente  una 
persona  si  devuelve  los  sombreros  de  n  personas  al  azar? 

34.  ¿C  uántas  cadenas  de  seis  bits  no  contienen  cuatro  unos 
consecutivos? 

35.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  una  cadena  de  seis  bits 
contenga  al  menos  cuatro  unos? 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTR  ADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


L  Dado  un  entero  positivo  nT  enumera  todos  los  movimien¬ 
tos  necesarios  en  el  juego  de  la  Torre  de  Hanoi  para  mover 
n  discos  de  una  barra  a  otra  siguiendo  las  reglas  del  juego. 

2.  Dado  un  entero  positivo  n  y  un  entero  k  lal  que  1  <  k  <  n, 
enumera  todos  los  movimientos  realizados  por  el  algoritmo 
de  Frame-Stewart  (descrito  en  el  preámbulo  al  Problema  54 
de  la  Sección  64  )  para  mover  n  discos  de  una  barra  a  otra 
utilizando  cuatro  barras  y  siguiendo  las  reglas  del  juego. 

3.  Dado  un  entero  positivo  n,  enumera  todas  las  cadenas  de  n 
bits  que  no  tienen  dos  ceros  consecutivos. 

4.  Dado  un  entero  positivo  n>  escribe  todas  las  formas  de 
poner  paréntesis  en  el  producto  de  n  +  1  variables. 

5.  Dada  una  relación  de  recurrencia  aa  =  ctafí_t  +  don¬ 
de  c,  y  c,  son  números  reales,  unas  condiciones  iniciales 

-  C0  y  íVj  =  Cs  y  un  entero  positivo  k,  calcula  ak  tic  manera 
iterativa. 

ó.  Dada  una  relación  de  recurrencia  ,  y 


unas  condiciones  iniciales  au  =  CQ  y  =  Cv  calcula  la  so¬ 
lución  única. 

7 .  Da  d  a  u  n  a  re  1  ac  i  ón  de  recu  rr  e  n  c  i  a  de  la  f  o  r  m  a  /( n )  ¡= 
af(nib)  +  <\  donde  a  es  un  número  real,  h  es  un  entero  po¬ 
sitivo  y  c  es  un  número  real,  y  un  entero  positivo  A.  calcu¬ 
la /(¿Ó)  de  manera  iterativa. 

8.  Dado  el  número  de  elementos  en  !a  intersección  de  tres 
conjuntos,  el  número  de  elementos  en  la  intersección  de 
cada  par  de  conjuntos  y  el  número  de  elementos  de  cada 
conjunto,  calcula  el  número  de  elementos  de  la  unión. 

9.  Dado  un  entero  positivo  nt  escribe  la  fórmula  para  el  nú¬ 
mero  de  elementos  en  la  unión  de  n  conjuntos. 

10.  Dados  enteros  positivos  m  y  nT  determina  el  número  de 
aplicaciones  sobreyectivas  de  un  conjunto  con  m  elemen¬ 
tos  en  un  conjunto  con  n  elementos. 

IT,  Dado  un  entero  positivo  n*  enumera  todas  las  permuta- 
ciones  completas  del  conjunto  { l,  2,  3,  ...,  n }. 


- - - - - — _ _ _ _ _ _ _ 


- - - - 
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Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


L  Calcula  el  valor  exacto  de  fmfm  y  /|0oo,  donde  i\  es  el 
/x-ésimo  numero  de  Fibonacci, 

2.  Encuentra  el  menor  número  de  Fibonacci  mayor  que 
1 .000.000,  mayor  que  LDÜO.OOO.QGO  y  mayor  que 
1  .OOO.OOWJOO.OOO, 

3.  Encuentra  tantos  números  de  Fibonacci  como  puedas  que 
sean  primos.  No  se  sabe  sí  hay  una  cantidad  infinita  de  ev 
tos  números. 

4.  Escribe  los  movimientos  necesarios  pura  resolver  el  juego 
de  la  Torre  de  Hanoi  con  10  discos, 

5.  Escribe  los  movimientos  que  realiza  el  algoritmo  de  Frn- 
me-Stewan  para  mover  20  discos  de  una  barra  a  otra  uti¬ 
lizando  cuatro  barras  y  siguiendo  las  reglas  del  acertijt  i  dd 
mandarín, 

6.  Comprueba  la  conjetura  de  brame  sobre  la  solución  del 
acertijo  dd  mandarín  con  n  discos  para  tantos  valores  de  n 
como  puedas,  demostrando  que  el  acertijo  no  se  puede 
resolver  realizando  menos  movimientos  que  los  utiliza¬ 
dos  por  el  algoritmo  de  Frame-Siewaft  con  la  elección 
óptima  de  L 

7.  Calcula  el  número  de  operaciones  necesarias  para  mullí 
plíear  dos  enteros  de  n  bits  para  varios  valores  de  w,  entre 


ellos  16t  64,  256  y  1 .024,  utilizando  el  algoritmo  de  mul¬ 
tiplicación  rápida  descrito  en  la  Sección  6.3  y  el  algoritmo 
usual  para  la  multiplicación  de  cuteros  (Algoritmo  3  de  la 
Sección  2.5b 

K,  Calcuta  el  número  de  operaciones  necesarias  para  multi¬ 
plicar  dos  matrices  n  x  n  para  varios  valores  de  n %  entre 
ellos  4,  16,  64  y  128.  utilizando  el  algoritmo  de  multipli¬ 
cación  rápida  de  matrices  descrito  en  la  Sección  6.3  y  el 
algoritmo  usual  para  multiplicar  matrices  (Algoritmo  1 
de  la  Sección  2.7). 

9.  Utiliza  la  criba  de  Eratóslenes  para  encontrar  lentos  los 
números  primos  menores  o  iguales  que  1.000. 

1 0.  Determina  la  cantidad  de  números  primos  menores  o  igua¬ 
les  que  10,000  utilizando  el  método  descrito  en  la  Sec¬ 
ción  6.6  para  calcular  la  cantidad  de  números  primos  me¬ 
nores  o  iguales  que  100. 

I L  Enumera  todas  las  permutaciones  completas  dd  conjunto 
(1.2.3.4.5,6.7,81. 

12.  Calcula  la  probabilidad  de  que  una  permutación  de  n  ob¬ 
jetos  sea  una  permutación  completa  para  todos  los  enteros 
positivos  menores  o  iguales  que  20  y  comprueba  a  qué  ve¬ 
locidad  se  aproximan  estas  probabilidades  al  número  1/e, 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  l  N  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUAD  V 


L  Encuentra  la  referencia  original  en  la  que  Fibonacci  pre¬ 
sentó  su  problema  sobre  el  modelo  de  poblaciones  de  co¬ 
nejos.  Estudia  este  problema  y  otros  problemas  propuestos 
por  Fibonacci  y  da  alguna  información  personal  sobre  Fi¬ 
bonacci. 

2,  Explica  cómo  aparecen  los  números  de  Fibonacci  en  áreas 
tales  como  la  Rlotaxia.  que  es  el  estudio  de  configuracio¬ 
nes  de  hojas  de  las  plantas,  el  estudio  de  la  reflexión  enes 
pejos  y  otras. 


3.  Describe  diferentes  variantes  del  juego  de  la  Torre  de 
Hanoi,  entre  ellas  las  de  más  de  tres  barras  (como  el 
acertijo  del  mandarín,  presentado  en  el  texto  v  los  pro¬ 
blemas),  aquellas  en  las  que  los  movimientos  de  los  dís 
eos  están  restringidos  y  aquellas  en  las  que  los  discos 
tienen  el  mismo  tamaño.  Estudia  lo  que  se  sabe  sobre  el 
número  de  movimientos  necesarios  para  resolver  cada 
variante. 

4.  Describe  tantos  problemas  como  puedas  donde  aparezcan 
los  números  de  C  a  talan. 

5.  Describe  la  solución  dd  problema  de  Ulam  (véase  el  Pro¬ 
blema  28  de  la  Sección  6.3}  sobre  búsquedas  con  una 
menti  ra  en co n  t  rada  por  Pe  le . 

6.  Describe  variaciones  del  problema  de  Ulam  (véase  el  Pro¬ 
blema  28  de  la  Sección  6.3 )  sobre  búsquedas  con  más  de 
una  mentira  y  lo  que  se  sabe  sobre  este  problema. 


7 .  I  >esc ri  be  a  l gori  t  mos  de  d  i  v i  de  y  v e nccras  para  calculare! 
cierre  convexo  de  un  conjunto  de  puntos  del  plano. 

8.  Busca  la  definición  de  los  números  afortunados  (en  ingles. 
htcky  mmihers).  Explica  cómo  se  encontraron  utilizando 
una  técnica  de  criba  similar  a  la  criba  de  Eralústenes.  En¬ 
cuentra  tente  los  números  afortunados  menores  que  L0Q0. 

9.  Describe  cómo  se  utilizan  los  métodos  de  criba  en  teoría 
de  números.  ¿Qué  tipo  de  resultados  han  sido  demostrados 
utilizando  estos  métodos? 

10.  Busca  las  reglas  del  antiguo  juego  trances  de  re  moni  res. 
Describe  sus  reglas  y  el  trabajo  de  Fierre  Raymond  de 
M on  I  m  í  )  rt  si  >b  re  / e  pro  bl e me  des  n  ■  n  t  o  n  tres . 

1 1.  Describe  cómo  se  pueden  utilizar  las  funciones  generarrij 
ces  exponenciales  para  resolver  varios  tipos  de  problel 
mas  de  recuento, 

12.  Describe  la  teoría  de  Pol  vá  del  recuento  y  el  tipo  de  pro® 
b lemas  que  se  pueden  resolver  utilizando  esta  teoría. 

13.  El  pr óbleme  des  ménages  (d  problema  de  las  parejas)  pre¬ 
gunta  por  el  número  de  maneras  de  colocar  a  n  parejas  al¬ 
rededor  de  una  mesa,  de  forma  que  hombres  y  mu  jeres  al¬ 
ternen  y  ningún  marido  esté  al  lado  de  su  mujer.  Explica  el 
método  mil  izado  por  E.  Lucas  para  resolver  este  problema, 

14.  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  los  polinomio*  torre  ten 
inglés,  rook  polynonüais)  para  resolver  problemas  de  re¬ 
cuento. 


r* 


?rV<- 


Las  relaciones  entre  elementos  de  conjuntos  se  dan  en  muchos  contextos.  Cada  día  mane  ja¬ 
mos  relaciones  como  las  que  hay  entre  una  empresa  y  su  número  de  teléfono,  entre  un  em¬ 
pleado  y  su  salario,  entre  una  persona  y  un  pariente  suyo,  ele.  En  matemáticas  -estudiamos 
relaciones  tales  como  las  que  hay  entre  un  entero  positivo  y  uno  de  sus  divisores,  entre  un  entero 
y  otro  con  el  que  es  congruente  módulo  5,  entre  un  número  reíd  v  otro  que  es  mayor  que  él,  etc.  Y 
en  informática  aparecen  con  frecuencia  relaciones  como  la  que  hay  entre  un  programa  informáti¬ 
co  y  una  de  las  variables  que  emplea  O  ía  que  hay  entre  un  lenguaje  de  programación  y  una  sen¬ 
tencia  válida  cri  ese  lenguaje. 

Las  relaciones  entre  elementos  de  conjuntos  se  representan  mediante  una  estructura  llamada 
relación.  Las  relaciones  pueden  usarse  para  resolver  problemas  tales  como  determinar  qué  parejas 
de  ciudades  están  conectadas  por  algún  vuelo  de  una  red  aérea,  hallar  un  orden  viable  para  las  di¬ 
ferentes  fases  de  un  proyecto  complicado  ó  encontrar  una  manera  útil  de  almacenar  la  información 
en  bases  de  ciatos  informáticas. 


Relaciones  y  sus  propiedades 


INTRODUCCION 


t.niai’t* 


DEFINICIÓN  1 


EJEMPLO  I 


La  forma  más  directa  de  expresar  lina  relación  entre  los  elementos  de  dos  conjuntos  es  usar  pares 
ordenados  formados  por  dos  elementos  relacionados  entre  su  Por  eso  se  llama  relaciones  binarias 
a  los  conjuntos  de  pares  ordenados.  En  esta  sección  introducimos  la  terminología  básica  para  des¬ 
cribir  las  relaciones  binarias.  Más  adelante,  en  este  capítulo,  utilizaremos  las  relaciones  para  re¬ 
solver  problemas  relacionados  con  redes  de  comunicaciones,  planificación  de  proyectos  o  identi¬ 
ficación  de  los  elementos  de  un  conjunto  que  tengan  propiedades  en  común. 


Sean  A  y  B  dos  conjuntos.  Una  relación  binaria  de  A  en  B  es  un  suheonjunto  de  A  x  fí. 


En  otras  palabras,  una  relación  binaria  de  A  en  B  es  un  conjunto  R  de  pares  ordenados  en  los  que 
el  primer  elemento  de  cada  par  ordenado  es  un  elemento  de  A  y  el  segundo  es  un  elemento  de  B. 
Usamos  la  notación  a  R  h  para  denotar  que  Lo  h)  e  R  y  a  R  b  para  denotar  que  (a,  ft)  £  R.  Ade¬ 
más,  cuando  ( a,  h)  pertenece  a  R  se  dice  que  a  está  relacionado  con  í>  mediante  R. 

Las  relaciones  binarías  representan  relaciones  entre  los  elementos  de  dos  conjuntos.  Más  adelante, 
en  este  mismo  capítulo,  introduciremos  las  relaciones  nanas,  que  expresan  rebelones  entre  deméritos 
de  más  de  dos  conjuntos.  Omitiremos  la  palabra  binaria  siempre  que  no  haya  pdigro  de  confusión. 

Los  Ejemplos  1  -3  ilustran  el  concepto  de  relación. 

Sea  A  d  conjunto  de  estudiantes  de  tu  escuela  y  sea  B  el  conjunto  de  asignaturas.  Sea  R  la  relación 
que  consta  de  aquellos  pares  ( a t  h)  en  los  que  a  es  un  estudiante  matriculado  en  la  asignatura  bt  Por 
ejemplo,  si  Fernando  Mediano  y  Elena  Calero  están  matriculados  en  CS5I8,  que  es  Matemática  Dis¬ 
creta,  tos  pares  (Femando  Mcdrano,  CS518)  y  (Elena  Calero.  CS5I8)  pertenecen  a  R .  Sí  Pensando 
Mediano  está  también  matriculado  en  CS510.  que  es  Estructuras  de  Datos,  entonce s  el  par  (Femando 
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EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


a 


b 


R 

a  b 

0 

X 

X 

1 

X 

2 

X 

Figura  L  Pares  ordenados  en  la  relación  R  del  Ejemplo  3. 


Medrana  CS510)  está  también  en  A*.  Sin  embargo,  sí  Elena  Calero  no  esta  matriculada  en  CS5 10, 
entonces  el  par  (Elena  Calero,  CSS10)  no  está  en  R. 

Nótese  que  si  un  estudiante  no  está  matriculado  en  ninguna  asignatura,  entonces  no  habrá  nin¬ 
gún  par  en  R  que  tenga  a  ese  estudiante  como  primer  elemento.  Del  mismo  modo,  si  una  asigna¬ 
tura  no  está  entre  las  que  actualmente  se  ofrecen,  entonces  no  habrá  pares  en  R  con  esa  asignatu¬ 
ra  como  segundo  elemento* 

Sea  A  el  conjunto  de  todas  las  ciudades  y  sea  R  el  conjunto  de  los  países  de  Súdame  rica.  Se  defi¬ 
ne  la  relación  R  especificando  que  (a,  h)  pertenece  a  R  si  la  ciudad  a  está  en  el  país  h .  Por  ejemplo, 
(Burranquiíla.  Colombia),  (Rosario,  Argentina),  (Sao  Paulo,  Brasil  ),  (Antofagasta,  Chile)  y  (Ma- 
racaibo,  Venezuela)  están  en  R .  ^ 

Sean  *4  =  (ü,  I,  2}  yjB  =  \a,  b\.  Entonces,  ¡(0,  a),  (0,  b),  (La),  (2,  h)  ]  es  una  relación  de  A  en  R, 
Esto  significa,  por  ejemplo,  que  0  R  a ,  pero  que  l  R  b.  Las  relaciones  se  pueden  representar  grá¬ 
ficamente  utilizando  flechas  para  representar  los  pares  ordenados  (véase  la  Figura  1 )+  Otra  forma 
de  representar  esta  relación  es  usar  una  tabla,  corno  también  se  hace  en  la  Figura  I .  Hablaremos 
con  mayor  detalle  de  la  representación  de  relaciones  en  la  Sección  7.3,  <4 

FUNCIONES  COMO  RELACIONES 


Recuérdese  que  una  función/de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  R  (definida  como  en  la  Sección  1 .8) 
asigna  exactamente  un  elemento  de  B  a  cada  elemento  de  ,4.  La  gráfica  de/e s  el  conjunto  de  los 
pares  ordenados  (í;.  b)  tales  que  b  =/(*/),  Como  la  gráfica  de/e s  un  subconjunto  de  A  x  B ,  es  una 
relación  de  A  en  R.  Además,  la  gráfica  de  una  función  tiene  la  propiedad  de  que  cada  elemento  de 
A  es  el  primer  elemento  de  exactamente  un  par  ordenado  de  la  gráfica, 

A  la  inversa,  si  R  es  una  relación  de  A  en  R  tal  que  cada  elemento  de  A  es  el  primer  elemen¬ 
to  de  exactamente  un  par  ordenado  de  R,  entonces  puede  definirse  una  función  cuya  gráfica  es  A. 
Esto  se  puede  hacer  asignando  a  cada  elemento  a  de  ,4  el  único  elemento  b  e  R  tal  que  (o.  b )  e  R. 

Una  relación  se  puede  utilizar  para  expresar  una  relación  mu  Invoca  entre  los  elementos  de  (os 
conjuntos  A  y  R>  de  modo  que  un  elemento  de  A  puede  estar  relacionado  con  más  de  un  elemento 
ele  B  Una  función  representa  una  relación  en  la  que  cada  elemento  de  A  csiá  relacionado  con  exac¬ 
tamente  un  elementó  tic  B, 

Las  relaciones  son  una  generalización  de  las  funciones  y  pueden  emplearse  para  expresar  una 
clase  mucho  más  amplia  de  relaciones  entre  conjuntos. 


RELACIONES  EN  UN  CONJUNTO 


Las  relaciones  de  un  conjunto  A  en  sí  mismo  tienen  un  interés  especial. 


DKFINK  ION  2  Una  relación  en  un  conjunto  A  es  una  relación  de  A  en  A 
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EJEMPLO  4 


EJEMPLO  5 


EJEMPLO  6 


Figura  2.  Pares  ordenados  en  la  relación  A  de  i  Ejemplo  4r 


En  otras  palabras,  una  relación  en  un  conjunto  A  es  un  subconjunto  de  A  x  A 

Sea/t  el  conjunto  { 1,  2,  3, 4}.  ¿Qué  pares  ordenados  están  en  la  relación  R  -  \  (a,  h)  I  a  divide  a  £>)? 

Solución:  Como  (a,  b)  está  en  R  si,  y  sólo  si,  a  y  b  son  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  4 
tales  que  a  divide  a  vemos  que 

R  =  {(I,  1),  (1,  2),  (1,  3),  (1,  4),  (2,  2),  (2,  4),  (3 ,3),  (4,  4) )  . 

Los  pares  que  hay  en  esta  relación  se  muestran  tanto  gráficamente  como  en  forma  de  tabla  en  la 
Figura  2*  ^ 

A  continuación  veremos  en  el  Ejemplo  5  algunos  casos  de  relaciones  en  el  conjunto  de  mb 
meros  enteros. 


Considérense  las  siguientes  relaciones  en  el  conjunto  de  los  enteros: 


/?i  -  )¿JT  b)  \  a  <  b ) , 

R2  -  {a?  h)\a>  ¿í, 

A3  =*  i  a,  b)  t  a  «=  b  o  a  =  - b\ , 

R4  ~{a,b)\a^b}, 

R5  -  \ü,  b)  I  a  =  b  +  i], 

Ré  =  ja,  b)  I  ¿3  +  /?  s  3} , 

¿Cuáles  de  estas  relaciones  contienen  a  cada  uno  de  los  pares  (1,  !),(].  2),  (2,  I ),  (  L  - 1 )  y  (2,  2)? 

O/Aér  ivj ciótt :  A  diferencia  de  las  relaciones  en  los  Ejemplos  1-4,  éstas  son  relaciones  sobre  un 
conjunto  infinito.  ^ 

Solución:  El  par  (1,  l)  está  en  Ar  Ry  A4  y  A1.;  (  1 ,  2)  está  en  A,  y  Ry  (2,  1)  está  en  A;)  A,  y  A,; 
(L  -  í )  está  en  A2,  A3  y  Añ,  y  finalmente,  (2,  2)  está  en  Ap  A3  y  A4.  4 

No  es  difícil  determinar  el  número  de  relaciones  en  un  conjunto  finito,  puesto  que  una  rela¬ 
ción  en  un  conjunto  es  simplemente  un  subconjunto  de  A  XA. 

¿Cuántas  relaciones  hay  en  un  conjunto  de  n  elementos? 


Solución:  lina  relación  en  un  conjunto  A  es  un  subconjunto  de  A  x  A.  Como  A  x  A  tiene  n2  ele¬ 
mentos  si  A  tiene  n  elementos  y  un  conjunto  de  m  elementos  tiene  2m subconjuntos,  hay  2nl  sub¬ 
conjuntos  de  A  x  A.  Por  tanto,  hay  2nl  relaciones  en  un  conjunto  con  n  elementos.  Por  ejemplo,  hay 
23  =  29  =  5 1 2  relaciones  en  el  conjunto  ( a ,  c } .  4 
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DEFINICIÓN  .1 


EJEMPLO  7 


EJEMPLOS 


EJEMPLO  9 


DEFINICIÓN  4 


PROPIEDADES  DE  LAS  RELACIONES 


Hay  varias  propiedades  que  se  utilizan  para  clasificar  las  relaciones  en  un  conjunto.  Presentamos 
aquí  las  más  importantes. 

En  algunas  relaciones,  un  elemento  está  siempre  relacionado  consigo  misino.  Por  ejemplo, 
sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  personas  formada  por  aquellos  pares  (x  y)  tales  que  v 
e  v  tienen  la  misma  madre  y  el  mismo  padre.  Entonces,  X  R  x  para  cada  persona  x 

Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  reflexiva  si  (a,  a)  e  R  para  cada  demento  a  e/1, 


Observación:  Usando  cuantifteadores,  vemos  que  una  relación  en  A  es  reflexiva  si  \fa((a .  a)  e  /?), 
donde  el  dominio  es  el  conjunto  de  todos  los  elementos  de  A, 

Vemos  que  una  relación  en  A  es  reflexiva  sí  cada  elemento  ele  A  está  relacionado  consigo 
mismo.  Los  Ejemplos  7-9  ilustran  el  concepto  de  relación  reflexiva. 

Considérense  las  siguientes  relaciones  en  ( I,  2,  3, 4}: 

/?,  =({L  O,  (L  2),  (2,  i),  (2,  2).  (3,  4),  (4,  1),  (4,  4», 

«2-1(1-  l)T  (I,  2),  (2,  1)1, 

«3  -Kl,  I),  (L  2),  (1,  4),  (2,  I),  (2,  2),  (3,  3),  (4,  1),  (4,  4)J, 

«4  - 1(2,  0,  (3,  IX  (3,  2),  (4,  1),  (4,  2),  (4,  3)1, 

tfs  =  {( L  IX  (L  2),  (L  3X  (lt  4),  (2,  2 X  (2,  3),  (2,  4),  (3,  3X  (3,  4),  (4,  4)}T 

-1(3,  4)  l 

¿Cuáles  de  estas  relaciones  son  reflexivas? 

Solución :  Las  relaciones  A^y  A5  son  reflexivas,  ya  que  ambas  contienen  todos  los  pares  de  la  for¬ 
ma  (a,  tj),  esto  es,  (  L  I X  (2.  2X  (3,  3  )  y  (4.  4).  Las  otras  relaciones  no  son  reflexivas,  puesto  que  no 
contienen  todos  estos  pares  ordenados,  En  particular,  Rr  A\.  RA  y  Rt  no  son  reflexivas,  ya  que  (3, 
3)  no  está  en  ninguna  de  estas  relaciones* 

¿Cuáles  de  entre  las  relaciones  del  Ejemplo  5  son  reflexivas? 

Solución:  Las  relaciones  reflexivas  del  Ejemplo  5  son  Ai,  (ya  que  a  s  a  para  cualquier  entero  o).  R , 
y  Ry  Para  cada  una  de  las  otras  relaciones  de  este  ejemplo  es  fácil  encontrar  un  par  de  la  forma  (<x  ¿ri 
que  no  está  en  la  relación  (esto  se  deja  como  ejercicio  para  el  lector).  4 

¿Es  reflexiva  la  relación  «divide  a»  en  el  conjunto  de  los  enteros  positivos? 

Solución:  Como  a  \  a  para  cada  entero  positivo  a ,  la  relación  «divide  a»  es  reflexiva.  <4 

En  algunas  relaciones,  un  elemento  está  relacionado  con  un  segundo  elemento  sL  y  sólo  si.  el 
segundo  elemento  está  también  relacionado  con  el  primero.  La  relación  formada  por  los  pares  (x  vX 
donde  x  e  y  son  estudiantes  de  tu  escuela  que  cursan  al  menos  una  asignatura  en  común,  tiene  esta 
propiedad.  Otras  relaciones  tienen  la  propiedad  de  que  si  un  elemento  está  relacionado  con  un  se¬ 
gundo  demento,  entonces  este  segundo  elemento  no  está  relacionado  con  el  primero.  La  relación 
que  consta  de  los  pares  (a,  y)  de  estudiantes  de  tu  escuela  tales  que  v  tiene  una  nota  media  más  alta 
que  y  tiene  esta  propiedad. 

Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  simétrica  si  para  cualesquiera  a*  b  e  A  se  tie¬ 
ne  que  ib,  a)  e  R  siempre  que  (a,  h)  e  R.  Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  an- 
asimétrica  si  para  cualesquiera  a ,  /;  e  A  se  tiene  que  (af  b)  e  R  y  ( b ,  a)  e  R  sólo  si  a  -  b. 
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EJEMPLO  10 


EJEMPLO  11 


EJEMPLO  12 


DEFINICIÓN  5 


Observación:  Usando cuanti  Picadores,  vemos  que  la  relación  R  en  el  conjunto  A  es  simétrica  si 
Ví/Vfr  ((c/,  b)  ée  R  — >  (b.  a)  e  Rl  De  manera  similar,  la  relación  R  en  el  conjunto  A  es  antisimétrica 
si  VtíV6  (((¿i.  b)  e  R  a  ib,  a)  e  R)  >  (a  =  />)). 

Esto  es,  una  relación  es  simétrica  si,  y  sólo  si,  el  hecho  de  que  a  esté  relacionado  con  b  im¬ 
plica  que  b  está  relacionado  con  a.  Una  relación  es  aiitisimétrica  si,  y  sólo  si,  no  hay  pares  de  ele¬ 
mentos  distintos  a  y  b  tales  que  a  está  relacionado  con  b  y  h  está  relacionado  con  a.  Los  términos 
simétrico  y  antisiméíiico  no  son  opuestos,  puesto  que  una  relación  puede  tener  ambas  propiedades 
o  puede  carecer  de  ambas  (véase  el  Problema  8  al  final  ilc  esta  sección).  Una  relación  no  puede  ser 
a  la  vez  simétrica  y  antisimétrica  si  contiene  algún  par  de  la  forma  ó/,  b)  con  a  *  h. 

Observación;  Aunque,  como  puede  demostrarse  por  medio  de  argumentos  combinatorios,  hay  re¬ 
lativamente  pocas  relaciones  que  sean  simétricas  o  antisi  métricas,  muchas  relaciones  importantes 
tienen  una  de  estas  dos  propiedades  (véase  el  Problema  45)* 

¿Cuáles  de  entre  las  relaciones  dei  Ejemplo  7  son  simétricas  y  cuáles  son  antisimétricas? 

Solución;  Las  relaciones  R2  y  /?,  son  simétricas,  porque  en  cada  caso  {b.  a)  pertenece  a  la  relación 
siempre  que  pertenece  {a,  b).  Para  Ry.  lo  único  que  hay  que  comprobar  es  que  tanto  (2.  1 )  como  (i ,  2) 
están  en  la  relación.  Para  R .  hace  falta  comprobar  que  ( 1,  2)  y  (2,  I  )  pertenecen  a  la  relación*  así 
como  que  (1, 4)  y  (4t  1)  pertenecen  a  la  relación.  El  lector  debería  comprobar  que  ninguna  de  las 
restantes  relaciones  es  simétrica.  Esto  se  hace  encontrando  un  par  (n,  b)  que  esté  en  la  relación* 
pero  tal  que  ib ,  a)  no  lo  esté, 

Rr  R.  y  son  antisimétricas.  Para  cada  una  de  estas  relaciones  no  hay  ningún  par  de  ele¬ 
mentos  a  y  h  con  a  *  b  tal  que  tanto  (tí.  b)  como  ib.  a)  pertenecen  a  la  relación.  El  lector  debería 
comprobar  que  ninguna  de  las  restantes  relaciones  es  antísimétrica.  Esto  se  hace  encontrando  un 
par  (tí,  b)  con  a  **  b  de  modo  que  tanto  (tí.  h)  como  ib ,  tí)  estén  en  la  relación,  ^ 

¿Cuáles  de  entre  las  relaciones  del  Ejemplo  5  son  simétricas  y  cuáles  son  antisimétricas? 

Solución:  Las  relaciones  Rr  R¡  y  R{  son  simétricas,  /í,tc s  simétrica*  porque  si  a  -  b  o  a  -  -  h *  en¬ 
tonces  b  -  a  o  b  =  -  tí.  R%  es  simétrica,  ya  que  tí  -  b  implica  que  b  -  a.  R6  es  simétrica,  ya  que  a  + 
b  ^  3  implica  que  b  +  tí  £  3.  El  lector  debería  comprobar  que  ninguna  de  las  restantes  relaciones  es 
simétrica. 

Las  relaciones  R  R  R4  y  /í5  son  antisimétricas.  /?,  es  anl ¡simétrica,  porque  las  desigualdades 
a  £  b  y  b  £  a  implican  que  a  -  h.  R,  es  antisimétrica,  ya  que  no  puede  ser  a  la  vez  que  a  >  h  y  que 
b  >  tí.  R4  es  anti simétrica,  ya  que  dos  elementos  están  relacionados  mediante  R,  sí,  y  sólo  si,  son 
iguales.  R.  es  antisimétrica,  ya  que  es  imposible  que  a  =  h  +  1  y  h  =  a  +  L  Eí  lector  debería  com¬ 
probar  que  ninguna  de  las  restantes  relaciones  es  antis  ¡métrica,  ^ 

¿Es  simétrica  la  relación  «divide  a»  en  el  conjunto  de  los  enteros  positivos?  ¿Es  antisimétrica? 

Solución:  Esta  relación  no  es  simétrica,  ya  que  I  |  2,  pero  2  X  L  Es  antisimétrica,  porque  si  tí  y  b 
son  enteros  positivos  con  tí  ¡  h  y  h  |  tí.  entonces  tí  =  b  (el  comprobarlo  se  deja  como  ejercicio  para 
el  lector).  ^ 

Sea  R  la  relación  que  consiste  en  todos  los  pares  (a,  y)  de  es  Ludíanles  de  tu  escuela  tales  que 
\  ha  cursado  más  créditos  que  y.  Supongamos  que  a  está  relacionado  con  y  e  y  esta  relacionado  con 
r.  Esto  significa  que  x  ha  cursado  más  créditos  que  y  y  que  y  ha  cursado  más  créditos  que  r.  Po¬ 
demos  concluir  que  a  ha  cursado  más  créditos  que  zt  así  que  a  está  relacionado  con  ",  Lo  que  he¬ 
ñios  mostrado  es  que  R  tiene  la  propiedad  transitiva,  que  se  define  como  sigue. 


Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  transitiva  si  para  cualesquiera  tí,  b,  c  e  A  ta¬ 
les  que  (tí,  b)  e  R  y  (bt  c)  e  R  se  tiene  que  (tí;  c)  é  R 
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EJEMPLO  13 


EJEMPLO  14 


EJEMPLO  15 


EJEMPLO  16 


Observación:  Usando  cuantificadores,  vemos  que  la  relación  R  en  un  conjunto  A  es  transitiva  si  se 
tiene  VaVM/c(((í7,  b)  e  R  a  (, h ,  c)  e  R)  —>  (a,  c)  e  R). 

¿Cuáles  de  entre  las  relaciones  de!  Ejemplo  7  son  transitivas? 

Solución:  /f  ií  y  /f  son  transitivas.  Podemos  demostrar  que  estas  relaciones  son  transitivas  com¬ 
probando  que  si  ( a ,  £>)  y  (/?,  r)  pertenecen  a  la  relación,  entonces  (a,  c)  también  pertenece.  Por 
ejemplo,  RA  es  transitiva,  ya  que  (3,  2)  y  (2,  1 ),  (4.  2)  y  (2,  1 ),  {4,  3)  y  (3,  1)  y  (4,  3)  y  (3,  2)  son  los 
únicos  conjuntos  de  pares  con  esa  propiedad,  y  (3,  1 ),  (4,  1)  y  (4,  2)  pertenecen  a  Ry  El  lector  de¬ 
bería  comprobar  que  R  y  R  son  transitivas. 

R]  no  es  transitiva,  porque  (3, 4)  y  (4,  1)  pertenecen  a  Rr  pero  (3,  1)  no.  R2  no  es  transitiva, 
porque  (2,  1 )  y  ( 1 ,  2)  pertenecen  a  Rr  pero  (2,  2)  no,  /?3  no  es  transitiva,  porque  {4,  1 )  y  (L  2)  per¬ 
tenecen  a  Rv  pero  (4,  2)  no.  -4 

¿Cuáles  de  entre  las  relaciones  del  Ejemplo  5  son  transitivas? 

Solución:  Las  relaciones  Rr  R 7,  R3  y  R4  son  transitivas.  R}  es  transitiva,  ya  que  a  <b  y  b  <  c  im¬ 
plica  que  a  <,  c.  R ,  es  transitiva,  ya  que  a  >  b  y  b  >  c  implica  que  a  >  c. 

R 3  es  transitiva,  ya  que  a  =  ±b  y  b  =  ±c  implican  que  a  —  ±c.  R4  es  claramente  transitiva,  como  el 
lector  debería  comprobar.  R .  no  es  transitiva,  ya  que  (2,  1)  y  (1,  0)  pertenecen  a  /?.,  pero  (2,  0)  no. 
R6  no  es  transitiva,  ya  que  (2,  1}  y  (1, 2)  pertenecen  a  R pero  (2,  2)  no-  <4 

¿Es  transitiva  la  relación  «divide  a»  en  el  conjunto  de  los  enteros? 

Solución:  Supongamos  que  a  divide  a  b  y  b  divide  a  c.  Entonces  hay  enteros  positivos  k  y  /  tales 
que  b  -  ak  y  c  -  bl.  Por  tanto,  c  =  a(ki\  de  modo  que  a  divide  a  c.  ◄ 

Podemos  utilizar  técnicas  combinatorias  para  determinar  el  numero  de  relaciones  con  pro¬ 
piedades  específicas.  Determinar  el  número  de  relaciones  con  una  propiedad  particular  nos  da  in 
formación  acerca  de  lo  frecuente  que  es  esa  propiedad  en  el  conjunto  de  todas  las  relaciones  en  un 
conjunto  de  n  elementos. 


¿Cuántas  relaciones  reflexivas  hay  en  un  conjunto  con  n  elementos? 

Solución:  Una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  un  subconjunto  de  ,4  xA.  En  consecuencia,  una 
relación  queda  determinada  ai  especificar  si  cada  uno  de  los  n2  pares  ordenados  de  A  x  A  está 
o  no  en  Jí,  Sin  embargo,  si  R  es  reflexiva,  cada  uno  de  los  n  pares  ordenados  Ul  a)  con  a  e  A 
tiene  que  estar  en  R.  Cada  uno  de  los  n(n  -  \  )  pares  ordenados  restantes  de  la  fonna  (¿c  b)  con 
a  *  b  puede  estar  o  no  en  R.  Por  tanto,  usando  la  regla  del  producto,  hay  2fUrj~ 11  relaciones  re¬ 
flexivas  [éste  es  el  número  de  maneras  distintas  de  decidir  si  cada  uno  de  los  elementos  ice  h) 
con  a  *  b  está  o  no  en  R  f  <4 

EJ  número  de  relaciones  simétricas  y  el  número  de  relaciones  anti simétricas  en  un  conjunto 
con  n  elementos  puede  determinarse  razonando  de  forma  similar  a  como  se  hace  en  el  Ejemplo  Ió 
(véase  el  Problema  45  al  final  de  esta  sección).  Contar  las  relaciones  transitivas  en  un  conjunto  con 
n  elementos  es  un  problema  que  excede  los  objetivos  de  este  libro. 


COMBINACIÓN  I)K  RELACIONES 


Puesto  que  las  relaciones  de  A  en  B  son  subcon juntos  de  A  x  B.  dos  relaciones  de  A  en  H  se  pueden 
combinar  de  cualquiera  de  las  maneras  en  que  se  pueden  combinar  dos  conjuntos.  Considérense 
los  Ejemplos  17- 19. 
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EJEMPLO  17 


EJEMPLO  I K 


EJEMPLO  19 


DEFINICIÓN  6 


EJEMPLO  20 


Sean  A  =  { L  2, 3)  y  B  =  1 1,  2,  3. 4},  Las  relaciones  A,=  {( 1J  l  (2,  2).  (X  3)  }  y  R  =  {(  l  J),  i  L  2k 
( 1,  3),  0 , 4)}  se  pueden  combinar  para  obtener 

A,UA2H(L  O,  (L  21  (L  3),  (1,  4),  (2,  2),  (3,  3)}, 

^n^-UL  Di, 

^1-^2 -((2,  2X  (3,3)}, 

(1*  3)0,4)}.  « 

Sean  4  y  Z?  eí  conjunto  de  todos  los  estudiantes  y  el  conjunto  de  todas  las  asignaturas  que  se  im¬ 
parten  en  una  escuela,  respectivamente.  Supongamos  que  consta  tic  todos  ios  pares  ordenados 
ia ,  b)  en  los  que  e!  estudiante  ti  ha  cursado  la  asignatura  h  y  que  A,  consta  de  todos  ios  pares  or¬ 
denados  (a.  h)  en  los  que  a  es  un  estudiante  que  necesita  aprobar  la  asignatura  h  para  graduarse. 
¿Cuáles  son  las  relaciones  AtU  A„  A}  H  A\,  R^  @  A,.  Rí  -  R,  y  R ,  Ry 

Solución:  La  relación  7?,  U  R 2  consta  de  lodos  los  pares  ordenados  ia,  b)  en  los  que  a  es  bien  un 
estudiante  que  ha  cursado  la  asignatura  b  o  bien  un  estudiante  que  necesita  la  asignatura  b  para  po¬ 
der  graduarse  y  A(  O  A,  es  el  conjunto  de  todos  los  pares  ordenados  (n.  b)  en  los  que  o  es  un  es¬ 
tudiante  que  ha  cursado  la  asignatura  b  y  que  necesita  dicha  asignatura  para  graduarse,  R}  ©A, 
consta  de  todos  los  pares  ordenados  (f/r  /;)  en  los  que  el  estudiante  a  ha  cursado  la  asignatura  b 
aunque  no  es  obligatoria  para  su  titulación  o  la  necesita  para  graduarse,  pero  no  la  ha  cursado  aun. 
R}  -  /Le s  el  conjunto  de  los  pares  ordenados  (a,  h)  en  los  que  a  ha  cursado  h  aunque  no  la  nece¬ 
sitaba  para  graduarse;  esto  es,  b  es  una  asignatura  optativa  que  ha  cursado  a.  R ,  A]  es  el  conjun¬ 
to  de  lodos  los  pares  ordenados  (ar  h)  en  los  que  b  es  una  asignatura  que  a  necesita  para  graduar¬ 
se.  pero  que  éste  no  ha  cursado  aún.  ^ 

Sea  R]  la  relación  «menor  que»  en  el  conjunto  de  los  números  reales  y  sea  A;  la  relación  «mayor 
que*  en  el  conjunto  de  los  números  reales,  esto  es.  /?,  -  { (x,  y)  |  ,v  <  y}  v  R ,  -  { U,  v)  |  .v  >  v).  Ha¬ 
lla  R  {  U  Rr  R{  n  Rp  ff  j  -  Rr  R2  -A,  y  A,  ©  Rr 

Solución;  Observamos  que  (x\  y)  e  A^  U  A:  si.  y  sólo  si.  (x,  y)  €  Rt  o  (x,  y)  e  R  .  Por  tanto,  <  v.  y)  e 
Rl  U  A,  si,  y  sólo  si,  \  <  y  o  x  >  y.  Como  la  condición  x  <  y  o  x  >  y  coincide  con  la  condición 
x  *  >'♦  se  sigue  que  R (  U  A2  =  |  (.w  y)  |  x  *  y  | ♦  En  otras  palabras,  la  unión  de  la  relación  «menor  que» 
y  la  relación  «mayor  que»  es  la  relación  «distinto  de». 

A  continuación,  observamos  que  es  imposible  que  un  par  í  v,  y)  pertenezca  a  A,  y  A,,  ya  que 
no  pueden  darse  a  la  vez  x  <  y  y  x  >  Se  sigue  que  R}  O  R¿  -  0.  Vemos  también  que  A1  R,  =  J? 
R2  -  A,  =  R2  y  A,  ©  R2- Rl  U  A2  -  R}  ñ  R2  =  { (x,  y)  \  x  *  y  l  '  < 

Hay  otra  manera  de  combinar  relaciones  que  es  análoga  a  la  composición  de  funciones. 


Sean  A  una  relación  de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  B  y  S  una  relación  de  B  en  un  conjunto 
C.  La  composición  de  A  y  5  es  la  relación  que  consiste  en  los  pares  ordenados  uz,  c)  con  a  e 
A  y  c  e  C  para  los  cuales  existe  un  elemento  h  e  fí  tal  que  (a,  b)  e  R  y  ib.  r)  e  S.  La  com¬ 
posición  de  R  y  S  se  denota  S  ú  A. 


Determinar  la  composición  de  dos  relaciones  requiere  hallar  elementos  que  sean  el  segundo  ele¬ 
mento  de  algún  par  ordenado  de  la  primera  relación  y  el  primer  elemento  de  algún  par  ordenado  de 
la  segunda  relación,  tal  y  como  se  ilustra  en  los  Ejemplos  20  y  2 1 . 

¿C uá!  es  la  composición  de  las  relaciones  A  y  S.  donde  A  es  h  relación  de  ( 1,  2,  3 1  en  |  L  2,  3, 4  [ 
con  A  =  )  ( ! ,  I),  (1 , 4),  (2.  3 í,  (3,  1 ).  (3,  4)  |  y  S  es  la  relación  de  1 1 , 2.  3,  4  (  en  1 0,  1,2}  con  S  - 
UL0),{2f0)r(3,  I), (3V 2),  (4.  I}}? 

Solución '  S  R  se  construye  usando  todos  los  pares  ordenados  de  A  y  los  pares  ordenados  de  S  ta¬ 
les  que  el  segundo  elemento  del  par  ordenado  de  A  coincide  con  el  primer  elemento  del  par  orde- 
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nado  de  S.  Por  ejemplo,  los  pares  ordenados  (2,  3)  de  R  y  (3,  I )  de  S  producen  el  par  ordenado  (2. 
1 )  de  S  "  R.  Calculando  todos  los  pares  ordenados  en  la  composición,  obtenemos 

5°/?=  |(1,0),  (1. 1),  (2,  l),  (2, 2).  (3, 0),  (3, 1)J.  < 

EJEMPLO  2 1  Composición  de  la  relación  de  paternidad  consigo  misma  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de 
todas  las  personas  tal  que  (</,  b)  e  R  si  la  persona  a  es  padre  o  madre  de  la  persona  b.  Entonces,  Ui, 
c)  6  R  °  R  si,  y  sólo  si.  existe  una  persona  h  tal  que  (</.  b)  e/iy  (/>. «)  e  R.  esto  es,  si,  y  solo  si. 
existe  una  persona  b  tal  que  a  es  padre  o  madre  de  b  y  b  es  padre  o  madre  de  i\  En  otras  palabras. 
(a,  c}e  R  °  R  si,  y  sólo  si.  a  es  abuelo  o  abuela  de  c.  ^ 

Las  potencias  de  una  relación  R  se  pueden  definir  recursivamente  a  partir  de  la  definición  de 
la  composición  de  dos  relaciones. 


DEFINICIÓN  7 


Sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A,  Las  potencias  R",  n  - 
mente  como 

/('  =R  y  R11*'  =  R'’°  R. 


1,  2,  3, se  definen  recursiva- 


••¿y-- ■  ■ 


La  definición  muestra  que  R 2  =  R  °  R .  R-  =  R 2  o/?  =  (/íü  R)  °  R  y  así  sucesivamente. 


EJEMPLí >  22  Sea R  =  ({1,  I ),  (2„  1),  (3,  2),  (4.  3) }.  Hállense  las  potencias  R\  n  =  2,  3,  4,  ... 

Solución:  Como R2  =  R  obtenemos  que  R2  =  ((1,  I),  (2.  I ),  (3,  l ),  (4,  2)f.  Además,  como 
R x  =  R2  d  /?,  R }  =  |  (1 ,  1 ),  (2, 1 ),  (3,  1 ),  (-L  1 ) ) .  Cálculos  adicionales  muestran  que  R1  es  igual  a  R\ 
de  modo que  R4  =  {(1,  l),  (2,  l),  (3,  i),  (4,  1)}.  También  se  sigue  que  Rn  =  R 3  para  n  =  5.  ó,  7, ...  El 
lector  debería  comprobar  esto.  <4 

El  siguiente  teorema  muestra  que  las  potencias  tic  una  relación  transitiva  son  subconjuntos  de 
dicha  relación.  Esto  se  utilizará  en  la  Sección  7.4, 


TEOREMA  l  La  relación  R  en  un  conjunto  A  es  transitiva  si,  y  sólo  si,  R "  C  R  para  //  =  L  2.  3. ... 


Demostración;  Primero  demostramos  la  parte  «si»  del  teorema.  Suponemos  que  Rfi  C  R  para  n  = 
!.  2,  3,  ...  En  particular.  R-  C  R.  Para  ver  que  esto  implica  que  R  es  transitiva,  nótese  que  si  (a,  h) 
e  R  y  ( b ,  c)  e  R.  entonces  por  la  definición  de  composición  se  tiene  (a,  c)  £  R2.  Como  R2  C  R7 
esto  significa  que  c)  e  R.  Por  tanto,  R  es  transitiva. 

Demostraremos  la  parte  «sólo  si»  dei  teorema  por  inducción.  Nótese  que  esta  parte  es  tri¬ 
vial  mente  cierta  para  n-  J . 

Supongamos  que  /C  C  R  para  un  entero  positivo  n*  Ésta  es  la  hipótesis  de  inducción.  Para 
completar  el  paso  de  inducción  debemos  demostrar  que  esto  implica  que  /C*1  es  también  un 
subconjunto  de  R.  Para  hacerlo,  supongamos  que  (a,  b)  €  Rn¥\  Entonces,  como  Rnrl  -  R  :  R. 
existe  un  elemento .x con  ve  A  tal  que  x)  £  R  y  (a\  h)  £  R\  La  hipótesis  de  inducción,  esto 
es,  el  hecho  de  que  Ra  C  R .  implica  que  {x.  b)  e  R.  Además,  como  R  es  transitiva  con  ( a .  r)  £ 
R  y  (a,  b)  £  R.  se  sigue  que  ( ar  b)  e  R .  Esto  demuestra  que  R,M  C  R.  completando  así  la  de¬ 
mostración. 
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Problemas 


I 


í 


2. 


4. 


O 


Enumera  los  pares  ordenados  de  la  relación  R  de  A  = 
|0.  L  2,  3.  4(  en  B  =  (0,  I,  2,  3  |,  donde  (a.  h)€  R  si,  y 
sólo  si, 

a }  a- b  b)  a  +  b  =  4  c)  a>b 

di  a  b  el  tucd(a,  h)  -  1  f)  mcm(ü,  ib)  -  2 

al  Enumera  todos  tos  pares  ordenados  de  la  relación  R  = 
¡(a.  b)  |  a  divide  a  b\  en  el  conjunto  (1,2.  3, 4.  5.  6J . 

b)  Representa  eslu  relación  gráficamente  como  se  hizo 
en  el  Ejemplo  4. 

c)  Representa  esta  relación  con  una  tabla  como  se  hi/o 
en  el  Ejemplo  4. 

Para  cada  una  de  estas  relaciones  en  el  conjunto  1 1,  2,  3. 
4 f  decide  si  es  o  no  reflexiva,  si  es  o  no  simétrica,  si  es  o 
no  ani ¿simétrica  y  si  es  o  no  transitiva. 

a)  )  (2,  2),  (2,  3),  (2, 4),  (3, 2),  (3,  3),  (3, 4)  | 
bj  U!,  a (1.2). (2. 1), (2,2), (3*3), (4,4)[ 

O  | í2, 4),  (4, 2)J 

d)  |(I,2),  (2, 3),  (3, 4)| 

e)  i(M),  (2. 2),  (3*3),  (4, 4)1 

fl  |(1. 3).  (1.4),  (2, 3),  (2, 4),  (3, 1),  (3.4)} 

Determina  si  la  relación  R  en  el  conjunto  de  todas  las 
personas  es  reflexiva,  simétrica,  antis  i  métrica  y/o  transí 
ti  va,  donde  (a,  h)  e  R  si.  y  sólo  si, 

a)  a  es  más  alio  que  h . 

b)  a  y  h  nacieron  el  mismo  día. 

c)  a  tiene  el  mismo  nombre  de  pila  que  b 

di  a  y  h  tienen  un  abuelo  o  abuela  en  común. 


5.  Determina  si  la  relación  R  en  el  conjunto  de  todas  las  pá¬ 
ginas  web  es  reflexiva,  simétrica,  ami. simé  inca  y/o  tran 
sni va.  donde  ia,  b)  e  R  si,  y  sólo  si, 
ai  todo  el  que  ha  visitado  la  página  web  a  ha  visitado 
también  la  página  web  h . 

bi  las  páginas  web  a  y  h  rio  incluyen  mngún  enlace  en 
común  con  una  tercera  página, 
cí  las  páginas  web  a  y  b  contienen  al  menos  un  enlace 
en  común  con  una  tercera  página, 

d)  existe  una  página  web  que  incluye  enlaces  con  ambas 
páginas  web  a  y  h , 


6.  Determina  si  la  relación  A1  en  el  conjunto  de  todos  los  nú¬ 
meros  reales  es  reflexiva,  simétrica,  antis  i  métrica  y/o 
transitiva  donde  te,  y)  e  R  si,  y  solo  si. 


a)  x  +  v  -  0  bp  v  =  ± y 
c)  x  -  y  es  un  número  racional 
di  x ~  2y  e)  xy  *  0 

n  xy  =  0  g)  x  -  1 

h\  t-  1  GV=  L 


7,  Determina  si  la  relación  R  en  el  conjunto  de  todos  los 
enteros  es  reflexiva,  simétrica,  antisi  métrica  y/o  transi¬ 
tiva.  donde  u.  y)  €  R  si,  y  sólo  si. 

al  x  *  y  b)  xy  ^  t 

el  x  =  y  +*  lo jt  =  y  —  1 

d  i  j3>'  (mod  7)  e)  r  es  un  múltiplo  de  y 


fl  x  e  y  son  ambos  negativos  o  ambos  no  negativos 

g)  x  -y2  hl 

8.  Da  un  ejemplo  de  relación  en  un  conjunto  que 

a)  sea  simétrica  y  ami  si  métrica 
bi  no  sea  ni  simétrica  ni  autisi  métrica 

Una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  irreflexiva  si  para 
cada  a  e  A  se  tiene  (at  a)  £  R.  Esto  es,  R  es  irreflexiva  si  nin¬ 
gún  elemento  de  A  está  relacionado  consigo  mismo, 

9.  De  las  relaciones  del  Problema  3,  ¿cuáles  son  irreflexivas? 

10.  De  las  relaciones  del  Problema  4.  ¿cuáles  son  irreflexivas? 

11.  De  las  relaciones  del  Problema  5,  ¿cuáles  son  irreflexivas? 

12.  De  las  relaciones  del  Problema  ó,  ¿cuáles  son  irre¬ 
flexivas? 

13*  ¿Puede  una  relación  en  un  conjunto  no  ser  ni  reflexiva  ni 
irreflexiva? 

14.  Usa  cuantificadores  para  expresar  lo  que  significa  que 
u  n  a  re  I  ac  ion  m  a  i  rrefl  c  x  i  va . 

15.  Da  un  ejemplo  de  relación  irreflexiva  en  el  conjunto  de 
todas  las  personas. 

Una  relación  R  se  dice  asimétrica  si  {a.  b)  e  R  implica  que 
ib.  til  t  A\ 

16.  De  Ds  relaciones  del  Problema  3,  ¿cuáles  son  asimétricas? 

17.  De  las  relaciones  del  Problema  4,  ¿cuáles  son  asimétricas? 

18.  De  las  relaciones  del  Problema  5,  ¿cuáles  son  asimétricas? 

19.  De  ías  relaciones  del  Problema  6,  ¿cuáles  son  asimé¬ 
tricas? 

20.  ¿Una  relación  asimétrica  tiene  que  ser  por  fuerza  anlisi- 
mé trica?  ¿Una  relación  ant  i  simétrica  tiene  que  ser  por 
fuerza  asimétrica?  Razona  tus  respuestas. 

21.  Usa  cuan  ti  lie  adores  para  expresar  lo  que  significa  que 
una  relación  sea  asimétrica. 

22.  Da  un  ejemplo  de  relación  asimétrica  en  el  conjunto  de 
todas  las  personas. 

23.  ¿Cuántas  relaciones  distintas  hay  de  un  conjunto  con  m 
elementos  en  un  conjunto  con  n  elementos? 

^  Sea  R  una  relación  de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  B, 
La  relación  inversa  de  B  en  L  que  se  denota  por  R  .  es  el 
conjunto  de  pares  ordenados  { (h<  a)  \  (a.  b)  €  R\.  La  relación 
complementaria  R  es  el  conjunto  de  pares  ordenados  |  (atb) 
{a,  b)  €  R  |. 

24.  Sea  R  la  relación  R  =  |  (a,  b)  \  a  <  A[  en  el  conjunto  de 
los  números  enteros.  Halla 

a|  R'  b)  R 

25.  Sea  R  la  relación  R  =  [(a,  Al  |  a  divide  a  Aj  en  el  con¬ 
junto  de  los  números  enteros  positivos.  Halla 

al  R b)  R 
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26.  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  lodos  ios  países  de  ía 
Union  Europea  que  consta  de  los  pares  {a.  h)  en  que  el 
país  a  es  fronterizo  con  el  país  b.  Halla 

a)  Rr'  b\  R 

27.  Supon  que  la  función  /de  A  en  B  es  Invectiva.  Sea  R  la 
relación  que  es  igual  a  la  gráfica  d t  }\  Esto  es,  R  -  {(íí, 
fia))  |  o  e  A  ] ,  ¿Cuál  es  la  relación  inversa  R  _l7 

28.  Sean  Rx  =  |(i,  2).  (2.  3),  (3,  4)j  y  R2  =  (<lt  1),  (I.  2f 

(2*  I  ).  (2,  2),  (2.  3)t  (3,  1),  (3*  2),  (3, 3)*  (3.  4)  ]  relaciones 
de  (1,2,31  en  (1.2,  3,41.  Halla 

a)  R{URt  b)  R^nR, 

c)  dj  R-R¡ 

29.  Sean  A  el  conjunto  de  estudiantes  de  tu  escuela  y  B  el 
conjunto  de  los  libros  de  la  biblioteca  de  la  escuela. 
Sean  y  R ,  las  relaciones  que  consisten  en  todos  los 
pares  ordenados  iaf  b >  en  los  que  el  libro  h  es  de  lectura 
obligatoria  para  el  estudiante  a  y  en  los  que  el  estu¬ 
diante  a  ha  leído  el  libro  b ,  respectivamente.  Describe 
los  pares  ordenados  de  cada  una  de  las  siguientes  rela¬ 
ciones, 

a)  RtURy  b)  RtDR,  c) 

d)  RrR¡  e) 

30.  Sea  R  la  relación  {(1, 2>,  (1 , 3),  (2. 3)*  (2,  4),  (3,  1)  |  y  sea 
S  la  relación  |(2,  !  I  (3,  I  h  (3,  2).  (4,  2)|.  Halla  S  °R 

3 1  -  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  personas  que 
consiste  en  los  pares  ia.h)  en  los  que  a  es  padre  o  madre 
de  h.  Sea  S  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  perso¬ 
nas  que  consiste  en  los  pares  ( a ,  bl  en  los  que  a  es  her¬ 
mano  o  hermana  de  h.  Determina  S  *  R  y  R  °  S , 

Los  Problemas  32-35  involucran  las  siguientes  relaciones  en  el 
conjunto  de  los  números  reales. 

R  -  ((a,  b)  e  R  |  <j  >  bf  la  relación  «mayor  que» 

R .  =  Ha,  h)  é  R  |  a  a  b  f  la  relación  «mayor  o  igual  que» 

R  =  {(ü>  b)  e  RJ  |  a  <k\>  ia  relación  «menor  que» 

R4=  \  (a,  b)  e  R J  |  a  £  h\,  la  relación  «menor  o  igual  que» 

A*  i  (<7r  b)  €  R  |  a  —  h\>  la  relación  «igual  a» 

A?  =  I  tu  b)  e  R  |  a  *  h L  la  relación  «distinto  de» 

32,  Halla 


al 

RtURt 

b) 

R, 

u/f, 

C) 

R,HR 

d) 

R1nR< 

e) 

R, 

-R, 

f) 

Rz- 

R, 

g> 

«,©/ f, 

h) 

R , 

©fi, 

33. 

Halla 

a) 

R.  u  Rt 

b) 

UR6 

c) 

r.  n  rí 

d) 

el 

R. 

-R> 

0 

r6- 

r3 

KJ 

r,®rk 

h) 

R, 

®R, 

34. 

Halla 

a) 

«JD*. 

b) 

«, 

°R. 

c) 

Rr 

*, 

di 

e| 

R, 

n 

R, 

Rn 

V*» 

h) 

«, 

35. 

Halla 

ni 

R^R. 

bl 

/?. 

e) 

R." 

R, 

d) 

R^R, 

e) 

R* 

oR, 

n 

R? 

R, 

SI 

R^R., 

h) 

R* 

°R fc 

36.  Sea  R  la  relación  de  paternidad  en  el  conjunto  de  todas 
las  personas  (véase  el  Ejemplo  21),  ¿Cuándo  pertenece 
un  par  ordenado  a  Li  relación  A'? 

37.  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  personas  con  d  título 
de  doctor  tal  que  ia.  h)€  R  si,  \  sólo  si,  a  fue  director  de 
tesis  de  b,  ¿Cuándo  está  un  par  ordenado  {a,  b)  en  Rln 
¿Cuándo  está  un  par  ordenado  [a.  b)  en  R\  siendo  n  un 
entero  positivo?  (Ten  en  cuenta  que  cada  persona  con  un 
tirulo  de  doctor  ha  tenido  un  director  de  tesis). 

38.  Sean  R]  y  Rv  respectivamente,  tas  relaciones  «divide  a» 
y  «es  múltiplo  de»  en  el  conjunto  de  lodos  los  enteros 
positivos.  Esto  es,  Ü  =  ({a,  b)  £  H2 1  u  divide  a  h  |  y  /?.,  = 
|  iu ,  b)  £  R  I  a  es  múltiplo  de  b\.  Halla 

a)  RlUR2  bl  R{nR2  c)  RrR2 

d)  R^-R^  el  R ,  0  i? , 

39.  Sean  R t  y  AL,  respectivamente,  las  relaciones  «con¬ 
gruente  módulo  3»  y  «congruente  módulo  4»  en  el 
conjumo  de  los  enteros.  Esto  es,  h\  =  ( (tí,  h)  €  R:  |  a 
=  b  (mod  3)  |  y  R,  =  ( ir;,  b)  £  R’  |  a  =  b  (mod  4)|. 
Halla 

a)  RyUR2  b)  R{f\R2  c>  RrR: 

d)  R:-R¡  el 

40.  Enumera  las  1  ó  relaciones  distintas  en  el  conjunto  1 0,  1  ¡ , 

4L  ¿Cuántas  de  las  16  relaciones  distintas  en  (0,  1 1  contie¬ 
nen  al  par  (0,  t )? 

42.  ¿Cuáles  de  las  16  relaciones  distintas  en  |G,  I  1  que  enu¬ 
meraste  en  el  Problema  40  son 

a)  reflexivas?  bl  irreflexivas? 
c)  simétricas?  di  an  ti  si  me  meas? 
el  asimétricas?  f)  transitivas? 

43.  a»  ¿Cuántas  relaciones  hay  en  el  conjunto  | a,  b.  c.  */j? 

b)  ¿Cuántas  relaciones  hay  en  el  conjunto  b,  c,  d\ 
que  contengan  al  par  ( a,  a)  J 

44.  Sea  S  un  con  junto  de  n  elementos  y  sean  a  y  b  elementos 
distintos  de  S .  ¿Cuánlas  relaciones  hay  en  S  tales  que 

a)  (a ,  b)  £  £?  h)  ( a ;  b)  £  5? 

c)  no  hay  ningún  par  ordenado  en  la  relación  que  tenga 
a  a  como  primer  elemento? 

d )  hay  al  menos  un  par  ordenado  en  la  relación  que  tie¬ 
ne  a  a  como  primer  elemento? 

e)  no  hay  ningún  par  ordenado  en  la  relación  que  tenga 
a  a  como  primer  elemento  y  no  hay  ningún  par  orde¬ 
nado  en  Ja  relación  que  tenga  a  h  como  segundo  de¬ 
mento? 

f)  hay  al  menos  un  par  ordenado  en  la  relación  que  tie¬ 
ne  bien  a  a  como  primer  demento  o  bien  a  b  como 
segundo  elemento? 

*45.  ¿Cuántas  reí  aciones  hay  en  un  con  jumo  de  n  elementos 
que  sean 

a)  simétricas?  bl  and  simé  tricas? 

el  asimétricas?  dj  irreflexivas? 

el  reflexivas  y  simétricas? 
f)  ni  reflexivas  ni  irreflexivas? 
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*46,  ¿Cuántas  relaciones  transitivas  hay  en  un  conjunto  de  n 
elementos  si 

íün=  l?  b)n  =  2?  c)n*.3? 

47,  Encuentra  el  error  en  la  «demostración»  del  siguiente 
«teorema-, 

«Teorema»:  Sea  A  una  relación  simétrica  y  transitiva  en 
un  con  jumo  A  Entonces.  R  es  reflexiva. 

«Demostración»:  Sea  a  t  A.  Tomamos  un  elemento  h  e 
\  tal  qu c  {ü>b)€  R.  Como  R  es  simétrica,  también  se  ne¬ 
ne  que  (/>.  a)  e  A  Usando  ahora  la  propiedad  transitiva, 
podemos  concluir  que  [a.  a)  e  At  ya  que  {a,  b)  e  R  y  ( ht 

a)  e  A, 

4tf.  Supongamos  que  R  y  S  son  relaciones  reflexivas  en  un 
conjunto  A .  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  las  si¬ 
guientes  aíirmac  i  ones» 

a)  R  U  S  es  reflexiva. 

b)  R  H  S  es  reflexiva. 

c)  R  ©  S  es  irreflexiva. 

d )  A  -  S  es  irreflexiva, 
eí  S  °  R  ús  reflexiva. 

44>.  Demuestra  que  la  relación  R  en  un  conjunto  A  es  simé- 
inca  su  v  sólo  sü  A  =  A  \  donde  A  '  es  la  relación  inversa. 


50.  Demuestra  que  La  relación  A  en  un  conjunto  A  es  antisi- 
métrica  su  y  sólo  si,  A  O  A "  es  un  subconjunio  de  la  re¬ 
lación  diagonal  ¿  -  | (a.  a}\  a  e  A  (_ 

51*  Demuestra  que  la  relación  A  en  m  conjunto  A  es  reflexi¬ 
va  si,  y  sólo  si,  la  relación  inversa  A  1  es  reflexiva. 

52.  Demuestra  que  la  relación  R  en  un  conjunto  A  es  reflexiva 
si,  y  sólo  si.  la  relación  complementaria R  es  irreflexiva, 

53.  Sea  A  una  relación  reflexiva  y  transitiva.  Demuestra  que 
A  ■'  =  A  para  todos  los  n  enteros  positivos. 

54.  Sea  A  la  relación  en  1 1. 2,  3,  4,  5}  que  contiene  los  pares 
ordenados  (1,  1),  (1, 2),  (i,  3),  (2f  3),  (2,  4).  (3.  1),  (3.  4), 
13,  5),  (4,  2).  (4,  5),  (5,  1)>  (5,  2)  y  (5.  4).  Halla 

a)  Rl  bí  R? 

c)  A4  d)  R5 

55*  Sea  A  una  relación  reflexiva  en  un  conjunto  .4  Demues¬ 
tra  que  Rn  es  reflexiva  para  todos  los  n  enteros  positivos. 

*56.  Sea  A  una  relación  simétrica  en  un  conjunto  A  Demues¬ 
tra  que  A'  es  simétrica  para  todos  los  n  enteros  positivos, 

57,  Supongamos  que  la  relación  A  es  irreflexiva.  ¿Es  A  ne¬ 
cesariamente  irreflexiva?  Razona  tu  respuesta. 


7.2  Relaciones  zi-arias  y  sus  aplicaciones 


INTRODUCCIÓN 


Con  frecuencia  se  establecen  relaciones  entre  los  elementos  de  más  de  dos  conjuntos.  Por  ejemplo, 
hay  una  relación  entre  el  nombre  de  un  estudiante*  la  titulación  en  la  que  esta  matriculado  y  la  nota 
media  del  estudiante.  De  forma  parecida,  hay  una  relación  que  liga  la  línea  aérea,  el  número  de 
vuelo,  el  punto  de  partida*  el  destino,  la  hora  de  salida  y  la  hora  de  llegada  de  un  vuelo.  Un  ejem¬ 
plo  de  estas  relaciones  en  el  ámbito  de  las  matemáticas  involucra  tres  enteros,  el  primero  de  los 
cuales  es  mayor  que  el  segundo,  que  a  su  ve/,  es  mayor  que  el  tercero.  Otro  ejemplo  es  la  relación 
de  interealamiento  de  los  puntos  de  una  recta*  La!  que  tres  puntos  están  relacionados  cuando  el  se¬ 
gundo  punto  está  entre  el  primero  y  el  tercero. 

En  esta  sección  estudiaremos  relaciones  entre  los  elementos  de  más  de  dos  conjuntos.  Estas  re¬ 
laciones  se  llaman  /i-arias  y  se  utilizan  para  representar  bases  de  datos  informáticas.  Estas  repre 
sentaeiones  nos  ayudan  a  responder  preguntas  acerca  de  la  información  almacenada  en  dichas  ba¬ 
ses  de  datos,  tales  como:  ¿Qué  vuelos  aterrizan  en  el  aeropuerto  O' Haré  de  Chicago  entre  las  tres  y 
las  cuatro  de  la  madrugada?  ¿Qué  estudiantes  de  tu  escuela  están  en  el  segundo  año  de  matemáticas 
o  de  informática  con  ona  nota  media  mayor  que  3?  ¿Qué  empleados  de  una  compañía  han  trabaja¬ 
do  para  la  compañía  menos  de  cinco  años  y  tienen  un  salario  anual  superior  a  50.000  euros? 


RELACIONES  /i- ARIAS 


Comenzamos  con  la  definición  básica  sobre  lu  que  se  fundamenta  la  teoría  de  bases  de  datos  re¬ 
laciona  Jes. 


DEFINICION  I 


Sean  Aj,  A,, ....  Aí(  conjuntos.  Una  relación  n-aria  en  estos  conjuntos  es  un  subconjunío  de  A}  x  A2  X 

...  x  A  j  Los  conjuntos  Av  Av  ....  Aft  se  llaman  dominios  de  la  relación  y  n  es  el  grado  de  la  relación. 

. 
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EJEMPLO  1 


EJEMPLO  2 


Enlucís 


Sea  R  la  relación  en  N  x  N  x  N  que  consta  de  las  lemas  (a,  b.  c)  en  las  que  <v.  b  y  c  son  enteros  po¬ 
sitivos  con  u  <  b  <  c.  Entonces,  (1.  2,  3)  e  R.  pero  (2, 4.  3)  i.  R.  El  grado  de  esta  relación  es  3. 
Sus  dominios  son  lodos  iguales  al  conjunto  de  los  números  naturales.  -4 

Sea  R  la  relación  que  consia  de  las  5-iupIas  (A.  N.  P,  D,  S )  que  representan  vuelos  comerciales, 
donde  L  es  la  linca  aérea.  N  es  el  número  de  vuelo,  P  es  el  punto  de  partida.  D  es  el  destino  y 
S  es  la  hora  de  salida.  Por  ejemplo,  si  Nadir  Express  Airlines  tiene  el  vuelo  963  de  Newark  a 
Bangor  a  las  15:00,  entonces  (Nadir,  963,  Newark,  Bangor,  15:00)  pertenece  a  R.  El  grado  de 
esta  relación  es  5  y  sus  dominios  son  el  conjunto  de  todas  las  lineas  aéreas,  el  conjunto  de  nú¬ 
meros  de  vuelo,  el  conjunto  de  ciudades,  el  conjunto  de  ciudades  (de  nuevo)  y  el  conjunto  de 
horas  de  salida.  ◄ 


BASES  DE  DATOS  Y  RELACIONES 


El  tiempo  que  requiere  manipular  la  información  en  una  base  de  dalos  depende  de  cómo  está  al¬ 
macenada  la  información.  Las  operaciones  de  añadir  y  borrar  registros,  actualizar  registros,  buscar 
registros,  así  como  combinar  registros  de  bases  de  dalos  que  se  solapan,  se  llevan  a  cabo  millones 
de  veces  al  día  en  una  base  de  datos  grande.  Debido  a  la  importancia  de  estas  operaciones  se  han 
desarrollado  vanos  métodos  para  representar  las  bases  de  datos.  Describiremos  uno  de  estos  mé¬ 
todos,  llamado  modelo  relaciona!  de  datos,  que  se  basa  en  el  concepto  de  relación. 

Una  base  de  datos  consta  de  registros,  que  son  «-tupias  formadas  a  partir  de  campos.  Los 
campos  son  las  entradas  de  ia  «-tupia.  Por  ejemplo,  una  base  de  datos  de  registros  de  estudiantes 
puede  estar  formada  por  campos  que  contienen  el  nombre,  el  numero  de  identificación,  la  titula¬ 
ción  en  que  está  matriculado  y  la  nota  media  del  estudiante.  El  modelo  reíacional  de  datos  repre¬ 
senta  una  base  de  datos  de  registros  como  una  relación  //-aria.  Así,  ios  registros  de  los  estudiantes 
se  representan  cuino  4-tuplas  de  la  forma  (NOMBRE  ESTUDIANTE.  NUMERO  ID ,  TITULA 
CION,  NOTA  MEDIA).  Un  ejemplo  de  base  de  datos  con  seis  registros  de  este  tipo  es 

lAckcrmann,  231455,  Informática,  3,38) 

(Adams,  888323,  Física,  3,45) 

(Chou,  102147,  Informática,  3,49) 

(Goodfriend,  453876,  Matemáticas.  3,45) 

(Rao,  678543,  Matemáticas,  3,90) 

(Stevens,  786576,  Psicología,  2,99) 

Las  relaciones  que  se  utilizan  para  representar  bases  de  datos  se  llaman  también  tablas,  ya 
que  estas  relaciones  se  muestran  con  frecuencia  en  forma  de  tabla.  Cada  columna  de  la  tabla 
corresponde  a  un  atributo  de  la  base  de  datos.  Por  ejemplo,  en  la  Tabla  1  se  muestra  la  misma  base 
de  dalos  de  estudiantes.  Los  atributos  de  esta  base  de  datos  son  Nombre  Estudiante,  Número  ID 
(esto  es,  de  identificación),  Titulación  y  Nota  Media. 

Se  dice  que  un  dominio  de  una  relación  «-aria  es  una  clave  primaria  si  el  valor  de  la  «-tupia 
en  dicho  dominio  determina  la  //-tupia.  Esto  es,  un  dominio  es  una  clave  primaria  cuando  no  hay 
dos  «lupias  en  la  relación  que  tengan  el  mismo  valor  en  ese  dominio. 


l  abia  l  Estudiantes. 

N  ombre_e$t  lidian  te 

Numero  ID 

Titula  don 

Nota  media 

Ackermann 

231455 

informática 

3,88 

Adams 

888323 

Física 

3,45 

Chou 

102147 

Informática 

3,49 

Goüdfriend 

453876 

Matemáticas 

3,45 

Rao 

678543 

Matemáticas 

3,90 

Stevem 

786576 

Psicología 

2,99 

Relacione'-  451 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


DEFINICIÓN  2 


A  menudo  se  añaden  o  se  borran  registros  de  las  bases  de  datos.  Debido  a  ello,  la  propiedad  de 
que  un  dominio  sea  clave  primaria  puede  variar  con  e¡  tiempo.  En  consecuencia,  se  debería  elegir 
una  clave  primaria  que  lo  siga  siendo  cada  vez  que  la  base  de  datos  cambie.  Puede  hacerse  esto  usan¬ 
do  una  clave  primaria  de  la  intensión  de  la  base  de  datos,  que  contiene  todas  las  «-tupias  que  puedan 
eventualmente  incluirse  en  el  futuro  en  una  relación  «-aria  que  represente  a  esa  base  de  datos, 

¿Qué  dominios  son  claves  primarias  para  Ja  relación  «-aria  que  se  muestra  en  la  Tabla  1,  supo¬ 
niendo  que  no  se  va  a  añadir  en  el  futuro  ninguna  «-lupia? 

Solución:  Como  hay  una  sola  4-tupía  en  la  tabla  para  cada  nombre  de  estudiante,  el  dominio  de 
nombres  de  estudiantes  es  una  clave  primaria.  De  forma  similar,  los  números  ID  en  esta  tabla  son 
únicos,  de  modo  que  el  dominio  de  números  ID  es  también  una  clave  primaria.  Sin  embargo,  el  do¬ 
minio  de  titulaciones  no  es  una  clave  primaria,  ya  que  hay  más  de  una  4-iupla  que  contiene  la  mis¬ 
ma  titulación.  El  dominio  de  notas  medias  tampoco  es  una  clave  primaria,  porque  hay  dos  4-tuplas 
con  la  misma  nota  media.  4 

Las  «-tupias  de  una  relación  «-aria  también  pueden  identificarse  de  manera  unívoca  mediante 
combinaciones  de  dominios.  Cuando  una  «-tupia  de  una  relación  viene  determinada  por  los  valores 
de  un  conjunto  de  dominios,  al  producto  cartesiano  de  estos  dominios  se  le  llama  clave  compuesta. 

¿Es  el  producto  cartesiano  del  dominio  de  titulaciones  y  el  dominio  de  notas  medias  una  clave 
compuesta  para  la  relación  «-aria  de  la  Tabla  L  suponiendo  que  no  se  añade  ninguna  «-tupia  a  las 
de  la  tabla? 

Solución:  Dudo  que  no  hay  dos  4-tuplas  en  la  tabla  que  tengan  la  misma  titulación  y  la  misma 
nota  media,  este  producto  cartesiano  es  una  clave  compuesta.  4 

Dado  que  las  claves  primarias  y  compuestas  se  usan  para  identificar  de  forma  única  los  re¬ 
gistros  de  una  base  de  datos,  es  importante  que  las  claves  se  mantengan  válidas  cuando  se  añaden 
nuevos  registros  a  la  base  de  datos.  Por  tanto,  debe  comprobarse  que  el  valor  de  cada  nuevo  re¬ 
gistro  en  el  campo  o  campos  apropiados  es  distinto  del  de  todos  los  restantes  registros  de  la  tabla. 
Por  ejemplo,  sólo  tiene  sentido  emplear  el  número  de  identificación  como  clave  para  los  registros 
de  estudiantes  si  no  hay  dos  estudiantes  que  tengan  el  mismo  numero  de  identificación.  Una  uni¬ 
versidad  no  debería  utilizar  el  campo  «Nombre»  como  clave,  puesto  que  dos  estudiantes  pueden 
lener  el  mismo  nombre. 


OPERACIONES  CON  RELACIONES  «  ARIAS 


Existen  varias  operaciones  con  relaciones  «-anas  que  se  pueden  usar  para  formar  nuevas  relacio¬ 
nes  «-arias.  Aplicándolas  conjuntamente,  estas  operaciones  pueden  dar  respuesta  a  consultas  a  la 
base  de  datos  que  pidan  determinar  todas  las  «-tupias  de  la  base  de  dalos  que  satisfacen  ciertas 
condiciones. 

La  operación  más  sencilla  sobre  una  relación  «-aria  es  determinar  todas  las  «-tupias  de  la  re¬ 
lación  «-aria  que  satisfacen  ciertas  condiciones.  Por  ejemplo,  puede  que  queramos  encontrar  en 
una  base  de  datos  de  estudiantes  los  registros  de  todos  los  estudiantes  matriculados  en  la  titulación 
de  informática.  O  podemos  buscar  en  esa  misma  base  de  datos  unios  los  estudiantes  con  una  ñola 
media  por  encima  de  3,5  sobre  5.  O  podemos  buscar  los  registros  de  todos  los  estudiantes  matri¬ 
culados  en  informática  con  una  nota  media  mayor  que  3,5  Para  llevar  a  cabo  estas  tareas  uliliza- 
mos  el  operador  de  selección. 


,  t  ^  ^  .  1  ,  ■  ¡Ü . ¿ 

Sea  R  una  relación  «-aria  y  C  una  condición  que  puede  ser  satisfecha  por  los  elementos  de  /\J. 

Entonces,  el  operador  de  selección  s  transforma  la  relación  «-aria  R  en  la  relación  «  aria  for¬ 
mada  por  todas  las  «-lupias  de  R  que  satisfacen  la  condición  C, 
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EJEMPLO  5 


DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


EJEMPLO  K 


Para  hallar  lo s  registros  de  estudiantes  de  informática  en  La  relación  //-ana  que  se  muestra  en  La  Ta¬ 
bla  I  usamos  el  operador  sCi ,  donde  C  es  la  condición  Titulación  =  «Informática».  El  resultado  son 
las  dos  4-tupías  (Ackermann,  231455,  Informática,  3*88)  y  (Chou,  102147,  Informática,  3,49)*  De 
fcwrroa  parecida,  para  determinar  los  registros  de  estudiantes  con  una  nota  media  superior  a  3,5  en  esta 
base  de  datos  utilizamos  el  operador  *  donde  ( \  es  la  condición  Nota  Media  >  3*5*  EJ  resultado 
son  Jas  dos  4-tuplas  (Aekermann*  231455,  Informática,  3,88)  y  (Rao.  678543.  Matemáticas.  3,90)*  Fi¬ 
nalmente,  para  hallar  Jos  registros  de  estudiantes  de  informática  con  una  nota  media  superior  a  3.5 
usamos  el  operador  st  y ,  donde  C,  es  la  condición  (Titulación  =  «Informática»  a  Nota  Media  >  3,5)* 
El  resultado  consta  de  una  única  4-rupla  (Ackeraiann*  23 1455,  Informática,  3,88).  ◄ 

Las  proyecciones  se  utilizan  para  formar  nuevas  relaciones  n- arias  eliminando  ios  mismos 
campos  en  cada  registro  de  la  relación. 


La  proyección  P,  it  ,  transforma  la  //-tupia  [dxa^  ..*,  aj  en  la  w-tupta  (at  <  as .*.,  a,j< 
donde  m  ¿  n. 


En  otras  palabras,  la  proyección  P  elimina  //  -  m  componentes  de  una  iv-iupla.  manteniendo 
las  componentes  q-ésima,  L-ésima, ...  e  /pésima* 

¿Cuál  es  el  resultado  de  aplicar  la  proyección  Pl  x  a  las  4-tuplas  (2,  3.  0,  4),  (Juana  López. 
2341 1 1001,  Geografía,  3*14)  y  (ar  av  av  ají 

Solución  La  proyección  P[  transforma  estas  4-tuplas  en  (2*  0),  (Juana  López,  Geografía)  y 
(a  v  a3\  respectivamente* 

El  Ejemplo  7  ilustra  cómo  se  producen  nuevas  relaciones  usando  proyecciones. 

¿Que  relación  resulta  de  aplicar  la  proyección  P{  t  a  la  relación  de  la  Tabla  I  ? 

Solución j  Al  realizar  la  proyección  P,  4  se  eliminan  las  columnas  segunda  y  tercera  de  la  tabla,  oLv 
teniéndose  pares  que  representan  nombres  de  estudiantes  y  notas  medias.  La  Tabla  2  muestra  los 
resultados  de  esta  proyección, 

Puede  que  el  numero  de  filas  disminuya  al  aplicar  una  proyección  a  la  tabla  de  una  relación* 
Esto  sucede  cuando  algunas  de  las  //-tupias  de  la  relación  tienen  valores  idénticos  en  cada  una  de 
las  m  componentes  de  la  proyección  y  sólo  difieren  en  las  componentes  que  la  proyección  elimi¬ 
na*  Por  ejemplo,  consideremos  el  siguiente  ejemplo* 

¿Qué  tabla  se  obtiene  tras  aplicar  la  proyección  P  ,  a  la  relación  de  ia  Tabla  37 

Solución:  La  Tabla  4  muestra  la  relación  que  se  obtiene  al  aplicar  P,  ,  a  la  relación  de  la  Tabla  3. 
Nótese  que  hay  menos  lilas  después  de  haber  aplicado  la  proyección.  M 


Tabla  4.  Titulaciones. 

Estudiante 

Titulación 

Gíauser 

Maro  un 
Miller 

Biología 

Matemáticas 

Informática 

Tabla  2.  Notas 
medias* 

Nombre 

estudiante 

Nota_ 

media 

Aekermarm 

Adams 

Cbou 

Goodfnend 

Rao 

Stevens 

3.88 

3.45 
3.49 

3.45 
3.90 
2.99 

Tabla  3.  Matricui ación 

Estudiante 

Titulación 

Asignatura 

Glauser 

Biología 

BI290 

Glauser 

Biología 

MS  475 

Glauser 

Biología 

PY  410 

Marcas 

Matemáticas 

MS  511 

Marcus 

Matemáticas 

MS  603 

Marcas 

Matemáticas 

CS  322 

Miller 

Informática 

MS  575 

Mitler 

informática 

CS  455 
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Tabla  6.  Horario_de_c  Jases, 

Departamento 

Numero  de 
asignatura 

Aula 

Hora 

Informática 

518 

N521 

2:00  P.M 

Matemáticas 

575 

N502 

3:00  P.M. 

Matemáticas 

611 

N521 

4:00  P.M. 

Física 

544 

B505 

4:00  P.M 

Psicología 

501 

A 100 

3:00  P.M 

Psicología 

617 

AI10 

1 1:00  A.M. 

Zoología 

335 

A100 

9:00  A.M. 

Zoología 

412 

A100 

8:00  .A.M. 

Tabla  5.  Asignacion_docente. 

Profesor 

Departamento 

Numero  de 
asignatura 

Cruz 

Zoología 

335 

Cruz 

Zoología 

412 

Farber 

Psicología 

501 

Farber 

Psicología 

617 

Grammer 

Física 

544 

Grammer 

Física 

551 

Rosen 

Informática 

518 

Rosen 

Matemáticas 

575 

La  operación  de  reunión  se  utiliza  para  combinar  dos  tablas  en  una  cuando  estas  labias  tienen 
campos  idénticos  en  común.  Por  ejemplo,  una  tabla  que  contiene  campos  para  línea  aérea,  nú¬ 
mero  de  vuelo  y  puerta  de  embarque  y  otra  tabla  que  contiene  campos  para  número  de  vuelo, 
puerta  de  embarque  y  hora  de  salida  pueden  combinarse  en  una  tabla  que  contenga  campos  para 
línea  aérea,  número  de  vuelo,  puerta  de  embarque  y  hora  de  salida. 

DEFINICIÓN  4  Sean  P  una  relación  de  grado  m  y  $  una  relación  de  grado  h.  La  reunión  I.  (¿L  S"h  con  p  <  m  y 

p  ^  n,  es  una  relación  de  grado  m  +  n  -  p  que  consta  de  todas  tas  (m  +  n—  pú-íuplas  (a, ,  (i7 . . 

an_r,  cr  c2 . cr,  br  b, . bn  !),  donde  la  /«-tupia  (a..a2 . am  ,,  cy  cy  r  )  pertenece  a R 

y  ü  «'tupía  ( c ,,  c,, . . ..  cp .  br  br  ...,hn  p)  pertenece  a  5. 

En  oirás  palabras,  el  operador  de  reunión  J  produce  a  partir  de  dos  relaciones  una  nueva  relación 
combinando  todas  las  /?*- tupias  de  la  primera  relación  con  todas  las  /z-tuplas  de  la  segunda  relación, 
donde  las  p  últimas  compon  en  Les  de  las  m-t  uplas  coinciden  con  las  p  primeras  componentes  de  las 
«-tupias. 

EJEMPLO  9  ¿Qué  relación  resulta  ai  usar  Ja  reunión  J.,  para  combinar  las  relaciones  que  se  muestran  en  las  Ta¬ 
blas  5  y  67 

Solución:  La  reunión  Jn  produce  la  relación  que  se  muestra  en  la  Tabla  7.  ^ 

Además  de  proyecciones  y  reuniones,  hay  otras  operaciones  que  producen  nuevas  relaciones 
a  partir  de  relaciones  ya  existentes.  Puede  encontrarse  una  descripción  de  estas  operaciones  en  los 
libros  sobre  teoría  de  bases  de  dalos. 


SQL _ 

El  lenguaje  de  consultas  a  bases  de  datos  SQL  (una  abreviatura  de  Structured  Query  Language, 
^  esto  es.  lenguaje  estructurado  de  consultas)  puede  utilizarse  para  llevar  a  cabo  las  operaciones  que 
hemos  descrito  en  esta  sección.  El  Ejemplo  10  ilustra  de  qué  manera  están  relacionados  los  co¬ 
mandos  SQL  y  las  operaciones  con  relaciones  «-arias. 

EJEMPLO  U>  Ilustraremos  cómo  se  utiliza  SOI.  para  expresar  consultas  mostrando  cómo  emplear  SQL  para  ha¬ 
cer  una  consulta  sobre  vuelos  de  líneas  aéreas  usando  la  Tabla  8.  Las  semencias  SQL 

SELECT  Horajde  salida 
FROM  Vuelos 

IflHERE  de  a t ino= ' De tro i t ' 
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EJEMPLO  11 


Tabla  7  Horario docente. 

Profesor 

Departamento 

V  umerojtejas  i  gnat  ura 

Auia 

Hora 

Cruz 

Zoología 

335 

AÍQQ 

9:00  A, VI 

Cruz 

Zoología 

412 

A100 

8:00  a.m 

Farbcr 

Psicología 

501 

A100 

3:00  P.M. 

Farber 

Psicología 

617 

AllO 

H:00  A.M 

Grammer 

Física 

544 

B505 

4:00  P.M 

Rosen 

Informática 

518 

N521 

2:00  p.m. 

Rosen 

Matemáticas 

575 

N502 

3:00  P  vi 

se  utilizan  para  hallar  la  proyección  (sobre  el  atributo  hora_dejsalida)  de  la  selección  de  5-iu- 
plas  en  la  base  de  datos  de  Vuelos  que  cumplen  la  condición;  destino  =  'Detroit4.  EJ  resultado  será 
una  lista  que  contiene  las  horas  de  los  vuelos  con  destino  a  Detroit,  esto  es,  08: 10,  08:47  y  09:44. 
E)  lenguaje  SQL  usa  la  cláusula  FROM  para  identificar  la  relación  fl-aria  a  la  que  se  aplica  la  con¬ 
sulta,  la  cláusula  WHERE  para  especificar  la  condición  de  la  operación  de  selección  y  la  cláusu¬ 
la  SELECT  para  especificar  qué  operación  de  proyección  se  debe  aplicar.  (Advertencia ^  SQL  usa 
SELECT  para  representar  una  proyección  en  lugar  de  una  operación  de  selección.  Éste  es  un 
des afo  rio  nado  ejemp  1  o  d  e  confi  i  c  to  d  e  term  i  nol  ogías } .  ^ 

El  Ejemplo  1 1  muestra  cómo  hacer  consultas  SQL  que  involucren  mas  de  una  tabla 
Las  sentencias  SQL 

SELECT  profesor,  hora 

FROM  asignaciondocente  f  torar io_de_c lases 

WHERE  departamento  =  'materaticas  * 

se  utilizan  para  hallar  la  proyección  P\  .  de  aquellas  5-rupIas  que  satisfacen  la  condición:  depar¬ 
tamento  -  matemáticas  en  la  base  de  datos  (véase  la  Tabla  7),  que  es  la  reunión  ./,de  las  bases  de 
datos  Asignac i on  ^docente  v  Horario_de_c  1  ases  de  las  Tablas  5  y  6,  respectivamente.  El  resultado 
será  una  única  2-tupla  (Rose,  3:00  p.\t  j.  En  este  caso  se  emplea  la  cláusula  SQL  FROM  para  ha¬ 
llar  ta  reunión  de  dos  bases  de  datos  diferentes. 

En  esta  sección  sólo  hemos  tratado  muy  brevemente  los  conceptos  básicos  de  las  bases  de  da¬ 
los  relaciónales.  Puede  hallarse  más  información  en  [AhU195|. 


Tabla  8  Vuelos. 

Linea  aerea 

Numero  de  vuelo 

Puerta 

Desuno 

Hora  de  ^salida 

Nadir 

122 

34 

Detroit 

08: 10 

Acmé 

221 

.22 

Den ver 

08:17 

Acmé 

122 

33 

Arichorage 

08:22 

Acmé 

323 

34 

Honolulú 

08:30 

Nadir 

m 

13 

Detroit 

08:47 

Acmé 

222 

22 

Den  ver 

09:10 

Nadir 

322 

34 

Detroit 

09:44 

Relaciones  455 


Problemas 


t.  Escribe  todas  las  ternas  de  la  relación  {(£/.  b .  r)  |  a ,  6  y  c 
son  enteros  con  0  <  a  <  b  <  e  <  5¡. 

2.  ¿Qué  4- tupías  hay  en  la  relación  { (a.  b ,  c,  d)  \  a .  c  y  d 
son  enteros  positivos  con  abcd  =  6 1  * 

X  Escribe  todas  las  5-tuplas  que  hay  en  la  relación  de  la  Tabla  8. 

4,  Suponiendo  que  no  se  añade  ninguna  «-tupia  nueva*  de¬ 
termina  todas  las  claves  primarias  para  las  relaciones  que 
se  muestran  en  la 

a}  Tabla  3  b)  Tabla  5 

C)  l  abia  6  d)  Tabla  8 

5.  Suponiendo  que  no  se  añade  ninguna  «-tupia  nueva,  de¬ 
termina  una  clave  compuesta  para  la  base  de  datos  de  la 
l  abia  8  con  dos  campos  que  contenga  al  campo  Linea _ 
aerea. 

U.  Suponiendo  que  no  se  añade  ninguna  «-tupia  nueva*  de¬ 
termina  una  clave  compuesta  para  la  base  de  datos  de  la 
Tabla  7  con  dos  campos  que  contenga  al  campo  Profesar 

7*  Las  temas  en  una  relación  ternaria  testo  es*  3~anai  repre¬ 
sentan  los  siguientes  atributos  de  una  base  de  datos  de  es¬ 
tudiantes:  numero  ID  del  estudiante,  nombre,  número  de 
telefono, 

a)  ¿Es  probable  que  el  número  ID  sea  una  clave  prima¬ 
ria? 

h  i  ¿Es  probable  que  el  nombre  sea  una  clave  primaria? 
C)  ¿Es  probable  que  el  número  de  teléfono  sea  una  clave 
primaria? 

8*  Las  4-tuplas  en  una  relación  4-aria  representan  los  si¬ 
guientes  atributos  de  una  base  de  datos  de  libros  publica¬ 
dos:  título.  ISBN.  fecha  de  publicación,  numero  de  pá¬ 
ginas. 

a)  ¿Cuál  será  una  probable  clave  primaria  para  esta  rela¬ 
ción? 

bt  ¿Bajo  qué  condiciones  será  (título,  fecha  de  publica¬ 
ción  )  una  clave  compuesta  ? 


c)  ¿Bajo  qué  condiciones  será  (título,  número  de  páginas ) 
una  clave  compuesta? 

9.  Las  5-tuplít*  en  una  relación  5-aria  representan  los  siguien¬ 
tes  atributos  de  los  habitantes  de  Estados  Unidos:  nombre* 
número  de  la  Seguridad  Social,  calle*  dudad,  estado. 

a)  Determina  una  clave  primaria  para  esta  relación, 
ht  ¿Bajo  qué  condiciones  será  (nombre,  calle!  una  clave 
compuesta? 

c)  ¿Bajo  qué  condiciones  será  (nombre*  calle,  ciudad} 
una  clave  compuesta  ? 

Jíl.  ¿Qué  se  obtiene  al  aplicare)  operador  de  selección  .s(  a  la 
base  de  ciatos  de  la  Tabla  7  si  C  es  la  condición  Aula 
A 100? 

1 1,  ¿Qué  se  obtiene  af  aplicar  el  operador  de  selección  s,  a  la 
base  de  datos  de  la  Tabla  8  si  C  es  la  condición  Destino  = 
Detroit? 

12*  ¿Qué  se  obtiene  al  aplicar  el  operador  de  selección  r,  a  la 
base  de  datos  de  la  Tabla  10  si  C  es  la  condición  (Provee 
to  -  2)  a  (Cantidad  a  50)? 

13.  ¿Qué  se  obtiene  al  aplicar  el  operador  de  selección  .s  a 
la  base  de  datos  de  la  Tabla  8  si  C  es  la  condición  iLi- 
nea^aerea  =  Nadir)  V  (Destino  -  Denver)? 

J4,  ¿Qué  se  obtiene  al  aplicar  la  proyección  P  a  la  5 -tupi a 

(a.  b.  c<  d.  e)l 

15*  ¿Qué  operador  de  proyección  se  usa  para  eliminar  las 
componentes  primera*  segunda  y  cuarta  de  una  6-tupla? 

16,  Muestra  la  tabla  que  se  obtiene  al  aplicar  la  proyección 
P]14  a  la  Tabla  8* 

17.  Muestra  la  tabla  que  se  obtiene  al  aplicar  la  proyección 
P.  ,  u  la  Tabla  8. 

I,  4 

J8.  ¿Cuántas  componentes  tienen  las  «  tupias  en  la  tabla  que 
se  obtiene  al  aplicar  el  operador  dere  unión  J3  a  dos  tablas 
con  5- tupias  y  8-tuphií¿  respectivamente? 


Tabla  V  Pedido_de_componente s. 

Tabla  10,  Inven  tari©  jdc_ componentes. 

proveedor 

Numero  de 
componente 

Proyecto 

Numero  de _ 
componente 

Proyecto 

Cantidad 

C  odigo  _ 
decolor 

23 

1092 

1 

1001 

\ 

14 

8 

23 

1101 

3 

1092 

I 

2 

2 

23 

9048 

4 

1101 

3 

1 

l 

31 

4975 

3 

3477 

2 

25 

2 

31 

3477 

2 

4975 

3 

6 

2 

32 

6984 

4 

6984 

4 

10 

l 

32 

9191 

2 

9048 

4 

12 

2 

33 

1001 

1 

9191 

2 

80 

4 

4 56  Mate mát i c a  di  soreta  y  sus  ap ]  j c ac i ones 


19.  Construye  la  tabla  que  se  obtiene  al  aplicar  el  operador  de 
reunión  J,  a  las  relaciones  de  las  Tablas  9  y  10. 

20.  Demuestra  que  si  C1  y  C2  son  condiciones  que  los  ele- 
m  en  Los  de  la  relación  n- aria  R  pueden  cumplir,  entonces 

*£,  cSK)  = 

21.  Demuestra  que  si  C,  y  C2  son  condiciones  que  los  ele¬ 
mentos  de  la  relación  «-aria  R  pueden  cumplir,  entonces 
sCi(s(  SR))  -  sc{sc  (R)). 

22.  Demuestra  que  si  C  es  una  condición  que  los  elementos  de 
las  relaciones  «-arias  R  y  S  pueden  cumplir,  entonces  sc(R 
US)=sc(R)  U.sc(S). 

23.  Demuestra  que  si  C  es  una  condición  que  Jos  elementos  de 
las  relaciones  «-arias  R  y  S  pueden  cumplir,  entonces  sc(R 
n  5)  =  sc(R)  n  sc(S). 

24.  Demuestra  que  si  C  es  una  condición  que  los  elementos 
de  las  relaciones  «'arias  R  y  S  pueden  cumplir,  entonces 
sc(R  -S)  ~  sr{R)  -  sc(S). 

25.  Demuestra  que  si  AJ  y  S  son  dos  relaciones  «  arias,  enton¬ 
ces  P  (R  U  S)-P  (R)  U  P  .  (Si 

26.  Pon  un  ejemplo  que  muestre  que  si  R  y  S  son  dos  relacio¬ 


nes  «-arias,  entonces  P  ^  im(R  H  S)  puede  ser  d  iteren  te 
de  P  (R)  n  P  'lJS:r 

27,  Pon  un  ejemplo  que  muestre  que  si  R  y  S  son  dos  relacio 
nes  «-arias,  entonces  P  .  (R  -  5)  puede  ser  diferente  de 
P  (R)  -  P  (K 

r^.  ^  ■  m  )|,  íj  -.wv 

28,  a)  ¿Qué  operaciones  corresponden  a  la  consulta  expre¬ 

sada  mediante  estas  sentencias  SQL? 

SELECT  Proveedor 

FRGM  Pedido_de_componentes 

whepe  1000  t*  Numero_de_component e  <  50G0 

b)  ¿Cuál  es  eí  resultado  de  realizar  esta  cónsul! a  a  la  base 
de  dalos  de  la  Tabla  9? 

29,  a)  ¿Que  operaciones  corresponden  a  la  consulta  expresada 

mediante  estas  sentencias  SQL? 

SELECT  Proveedor,  Proyecto 

FRGM  Pedí  do_de_c  ompon entes,  I n ve n t  a 

r  i  o_de_e  oír ponen  tes 

WHERE  Cantidad  ^  10 

b)  ¿Cuál  es  el  resultado  de  realizar  esia  consulta  a  las 
bases  de  datos  de  las  Tabla  9  y  10? 


7,3  Representación  de  relaciones 


INTRODUCCIÓN 


Hay  muchas  formas  de  representar  una  relación  entre  conjuntos  finitos.  Gomo  ya  hemos  visto,  una 
de  ellas  es  enumerar  sus  pares  ordenados.  En  esta  sección  presentaremos  dos  métodos  alternativos 
para  representar  relaciones.  Un  método  utiliza  matrices  booleanas.  El  otro  método  hace  uso  de  gra¬ 
tos  dirigidos. 

Por  lo  general,  las  matrices  son  estruct  uras  apropiadas  para  la  representación  de  relaciones  en 
programas  informáticos,  Por  otra  parte,  muchas  veces  resulta  útil  representar  las  relaciones  me¬ 
diante  gratos  dirigidos  para  entender  las  propiedades  de  dicha  relación. 


REPRESENTACIÓN  DE  RELACIONES  USANDO  MATRICES  

Una  relación  entre  conjuntos  finitos  se  puede  representar  utilizando  una  matriz  booleana.  Supon¬ 
gamos  que  R  es  una  relación  de  A  —  [a„  ani  ,a  ¡  en  B  ={/?,,  b, . b  }  (escribimos  ios  ciernen- 

tos  de  los  conjuntos  A  y  B  en  un  orden  particular,  aunque  arbitrario.  Además,  cuando  A  =  B  usa¬ 
mos  I  a  misma  ordenación  para  A  y  para  R ),  La  relación  R  puede  representarse  por  medio  de  la 
matriz  Mr  -  [mf .],  donde 

íl  si  (útibJ )  GE#, 

177  =s  I 

-  ] 0  si  {aith^R. 

En  otras  palabras,  la  matriz  booleana  que  représenla  a  R  tiene  un  i  como  elemento  (ifj)  si  a  está 
relacionado  con  bf  y  tiene  un  0  en  esta  posición  si  a,  no  está  relacionado  con  h  (esta  representación 
depende  de  las  ordenaciones  utilizadas  para  A  y  B). 

En  los  Ejemplos  1-6  ilustramos  el  uso  de  las  matrices  para  representar  relaciones. 
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EJEMPLO  1  Supongamos  que  A  =  [  L  2.  3  \  y  B  =  |  L  2).  Sea  tí  la  relación  de  A  en  B  que  contiene  a  {a.  b)  si 
a  e  A ,  b  e  8  y  o  >  fr.  ¿Cuál  es  la  matriz  que  representa  fttí  si  at  =  1 .  í7,  -  2  y  a.  -  i  y  fci  =  L  -  27 

Como  tí  -  { (2, 1 ),  (3,  1 ),  (3,  2)  | ,  la  matriz  de  R  es 


Mr  « 


0 

1 

1 


0' 

o 

1 


Los  unos  en  M,f  muestran  que  los  pares  (2,  I  ),  (3,  1 )  y  (3,  2)  pertenecen  a  tí .  Los  ceros  muestran 
que  ningún  otro  par  pertenece  a  tí. 

EJEMPLO  2  Sean  A  —  \  ar  a ,,  a2 )  y  B  -  [hr  bY  by  i>v  h «.  | .  ¿Qué  pares  ordenados  están  en  la  relación  R  repre¬ 
sentada  por  la  matriz 


'() 

1 

1 


1  0 
o  t 
0  i 


o 

1 

o 


rr 

0 

I 


9 


Solución :  Como  tí  está  formada  por  los  pares  ordenados  [a  r,  b)  con  m  -  1.  se  sigue  que 

R  =  |  (av  b2),  (i ar  b ,),  iar  b}).  (ar  (ar  b¡ >,  (ay  hjt  (ay  h.)  |  4 


i 

J 


i 


i 


f  igura  L  La  ma¬ 
triz  boolcana  para 
una  relación 
reflexiva. 


La  matriz  de  una  relación  en  un  conjunto,  que  es  cuadrada,  puede  usarse  para  determinar  si  La 
relación  cumple  o  no  ciertas  propiedades.  Recuérdese  que  una  relación  R  en  A  es  reflexiva  si,  y  sólo 

si,  (a,  a)  e  R  para  cada  a  e  A .  Por  tanto,  R  es  reflexiva  si,  y  sólo  si,  (ar  a)  e  R  para  /  =  1.2 . n 

Por  consiguiente,  R  es  reflexiva  si,  y  sólo  si,  m u  = )  para  i  =  1,2 . n*  En  otras  palabras,  R  es  re¬ 

flexiva  si  lodos  los  elementos  de  la  diagonal  principal  de  Mw  son  iguales  a  L  como  se  muestra  en  la 
Figura  1. 

La  relación  R  es  simétrica  sí  (a,  h)  e  R  implica  que  (/>,  a)  e  tí.  6n¡  consecuencia,  la  relación 
tí  en  el  conjunto  A  -  \ar  a r  aj  es  simétrica  si,  y  sólo  su  (a*  a}é  R  siempre  que  (ar  a )  e  tí. 
En  términos  de  los  elementos  de  Mr  tí  es  simétrica  si,  y  sólo  sí,  m  I  siempre  que m  -  L  Esto 
significa  también  que  tfi.r=  0  siempre  qu emj(  =  0.  Por  consiguiente,  tí  és  simélnca  si,  y  sólo  si.  w 
=■  m  para  todos  los  pares  de  enteros  Lj  con  i  =  1,  2 . n  y  j  =  L  2 . n.  Si  recordamos  la  defi¬ 

nición  de  transpuesta  de  una  matriz  de  la  Sección  2.7,  vemos  que  tí  es  simétrica  si.  y  sólo  si. 


m*  =  ím  fíy, 

esto  es,  si  M^.  es  una  matriz  simétrica.  En  la  Figura  2(a)  se  ilustra  la  forma  de  la  matriz  para  una  re 
[ación  simétrica. 

La  relación  tí  es  antisimétrica  si,  y  sólo  si,  {a,  b)  e  R  y  ib,  a)  e  R  implican  que  a  =  h .  Por 
consiguiente,  ía  matriz  de  una  relación  anti simétrica  tiene  la  propiedad  de  que  si  nt  —  1  con  i  *  jt 
entonces m  -  0.  En  otras  palabras,  si  i  *  y,  entonces  bien  nt  -  0  o  bien  m  -  0,  En  la  Figura  2(b)  se 
ilustra  la  forma  de  la  matnz  para  una  relación  antisimétrica. 


[ü’\  Simétrica 


(b)  Afltisimétriea 


Figura  2.  Las  matrices  booleanas  para 
las  relaciones  simétricas  y  anti  s  i  métricas. 
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EJEM P1 ,0  3  Supongamos  que  la  relación  R  en  un  conjunto  se  representa  por  medio  de  la  matriz 


fl 


Ma.=  1 


o 


1  o 
1  1 
I  1 


¿.Es  R  reflexiva,  simétrica  y/o  antisimétrica? 


Solución.  Como  lodos  los  elementos  diagonales  de  esta  matriz  son  iguales  a  1.  R  es  reflexiva, 
Además,  como  es  simétrica,  se  sigue  que  R  es  simétrica.  También  es  fácil  ver  que  R  no  es  an¬ 
tis  imétrica.  < 


Las  operaciones  booleanas  de  unión  c  intersección  (descritas  en  la  Sección  2.7  >  pueden  em¬ 
picarse  para  determinar  las  matrices  que  representan  la  unión  y  la  intersección  de  dos  relaciones. 
Supongamos  que  Rf  y  Ry  son  relaciones  en  un  conjunto  A  representadas  por  las  matrices  Mfl  y 
Ms.,  respectivamente.  La  matriz  que  representa  la  unión  de  estas  dos  relaciones  tiene  un  1  en 
aquellas  posiciones  en  las  que  bien  M,(  o  bien  \1„  tienen  un  I .  La  matriz  que  representa  la  in¬ 
tersección  de  estas  dos  relaciones  tiene  un  1  en  aquellas  posiciones  en  las  que  tanto  MR  como 
tienen  un  l.  Por  tanto,  las  matrices  que  representan  la  unión  y  la  intersección  de  estas  rela¬ 
ciones  son 


l  K:  ”  v  y 


ni(í  “  A 


EJEMPLO  4  Supongamos  que  las  relaciones  R  y  R  .  en  un  conjunto  A  están  representadas  por  las  matrices 


1 

0 

r 

1 

0 

r 

1 

0 

0 

<< 

II 

0 

1 

i 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

¿Cuáles  son  las  matrices  que  representan  a  R{  U  R2  y  R.{  fl  /?,? 
Solución  Las  matrices  de  estas  relaciones  son 


M 


tf,u  r2 


M*  v  M, 


rl  O  1 

1  I  1 

1  1  O 


a 


'1  O  1 
0  0  0 
0  0  0 


Ahora  centramos  nuestra  atención  en  determinar  la  mairiz  de  la  composición  de  relaciones. 
Esta  matriz  puede  hallarse  usando  el  producto  boolcano  (descrito  en  la  Sección  2.7)  de  fas  ma¬ 
trices  de  las  relaciones.  En  particular,  supongamos  que  R  es  una  relación  de  A  en  8  y  que  S  es 
una  relación  de  8  en  C  Supongamos  que  A,  B  y  C  tienen  m,  n  y  p  elementos,  respectivamente. 
Sean  MSOJ?=  [/ .],  =  [r  j  y  Ms  =  [sj  tas  matrices  booleanas  asociadas  a  S  °  R.  R  y  S.  respec¬ 

tivamente  (estas  matrices  son  de  m  x  pt  m  x  n  v  n  x  p ,  respectivamente).  E)  par  ordenado  (a.,  c) 
pertenece  a  S  °  R  si,  y  sólo  si,  existe  un  elemento  h.  tal  que  {a .  hk)  pertenece  a  R  y  {hk,  c)  per- 
tenace  a  S.  Se  sigue  que  t  =  1  si?  y  sólo  si,  r .  =  sk .=  I  para  algún  k.  Por  la  definición  del  producto 
booleano,  esto  significa  que 


mso=mkqms. 
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EJEMPLO  5  Halla  la  matriz  que  representa  a  la  relación  S  °  R.  siendo  las  matrices  que  representan  a  R  y  S 


1 

0 

r 

"0 

1  0' 

1 

1 

Ü 

y  Ms- 

Ü 

0  1 

i» 

(1 

0 

P 

ü 

Solución:  La  matriz  de  S  °  R  es 


M 


SOR 


=  M„©  M  = 


'ii  r 
0  11 
o  o  o 


< 


La  matriz  que  representa  a  la  composición  de  dos  relaciones  puede  usarse  para  hallar  la  ma¬ 
triz  M;i„.  En  particular. 

Ma,  = 

por  la  definición  de  potencia  booleana.  En  el  Problema  35,  al  final  de  esta  sección,  se  pide  de¬ 
mostrar  esta  fórmula. 


EJEMPLO  6  Halla  la  matriz  que  representa  a  la  relación  R2  si 


M,  - 


'0 

0 

I 


1  0 

1  1 
o  o 


es  la  matriz  que  representa  a  R 


Solución:  La  matriz  de  R:  es 


Mr2  =  M>7! 


'ü  i  r 

i  i  i 

o  i  o 


REPRESENTACIÓN  DE  RELACIONES  USANDO  GRAFOS  DIRIGIDOS 


Hemos  visto  que  una  relación  se  puede  representar  enumerando  lodos  sus  pares  ordenados  o  uti¬ 
lizando  una  matriz  boolcana.  Hay  otra  manera  importante  de  representar  una  relación  por  medio  de 
una  representación  gráfica.  Cada  elemento  del  conjunto  se  representa  mediante  un  punto  y  cada  par 
ordenado  se  representa  mediante  un  segmento  orientado  cuyo  sentido  viene  indicado  por  una  fle¬ 
cha.  Utilizamos  esta  representación  gráfica  cuando  pensamos  en  las  relaciones  en  un  conjunto  fi¬ 
nito  como  grafos  dirigidos  o  digrafos. 


DEFINICIÓN  1 


• .  • 

Un  grqfb  dirigido,  c. 
junto  E  de  pares  ord 
rna  vértice  inicial  á 

■  ¿ ~  "‘Y '4 Y 


?;v  (o  nodm)  junto  con  ún  con 
o  arcos).  Al  vértice  a  se  le  lia 
'r tice  final  de  está  arista. 


Una  arista  de  la  forma  {a,  a)  se  representa  usando  un  arco  que  conecta  el  vértice  a  consigo  mismo. 
Una  arista  de  esta  forma  se  llama  bude. 
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EJEMPLO  7 


Figura  3.  Un  grato 
dirigido 


E]  grato  dirigido  con  vértices  a,  b,  c  y  d  y  aristas  (a,  h\  (a,  du  (b,  b),  (h,  d),  {c,  a),  (c,  b)  y  (d.  b)  se 
muestra  en  la  Figura  3.  < 

La  relación  R  en  un  conjunto  A  está  representada  por  el  grato  dirigido  que  tiene  por  vértices 
ios  elementos  de  A  y  por  aristas  los  pares  ordenados  (a,  b)  tales  que  (ar  bi  s  R  Esta  asignación  es¬ 
tablece  una  biyección  entre  las  relaciones  en  un  conjunto  A  y  ios  grafos  dirigidos  cuyo  conjunto  de 
vértices  es  A.  Así,  cada  afirmación  acerca  de  relaciones  se  corresponde  con  una  afirmación  acer¬ 
ca  de  grafos  dirigidos,  y  viceversa.  Los  grafos  dirigidos  ofrecen,  de  manera  visual,  la  información 
acerca  de  las  relaciones.  Por  ello  se  usan  con  frecuencia  para  estudiar  relaciones  y  sus  propiedades. 
(Nótese  que,  tal  y  como  vimos  en  la  Sección  7.L  las  relaciones  de  un  conjunto  A  en  un  conjunto  B 
se  pueden  representar  mediante  un  grato  dirigido  con  un  vértice  por  cada  elemento  de  A  y  otro  vér¬ 
tice  por  cada  elemento  de  B.  Sin  embargo»  la  intuición  que  nos  proporciona  esta  representación  es 
mucho  menor  cuando  A  =  B ).  Los  Ejemplos  8-10  ilustran  el  empleo  de  los  grafos  dirigidos  para  re¬ 
presentar  relaciones. 


EJEMPLO  8  F1  grafo  dirigido  de  la  relación 

R  =  {(L  1),  (1,  3),  (2.  1),  (2,  3),  (%  4),  (3,  l),  (3,  2).  (4,  1)  1 
en  el  conjunto  { 1,  2,  3,  4}  se  muestra  en  la  Figura  4,  M 

EJEMPLO  9  ¿Cuáles  son  los  pares  ordenados  de  la  relación  R  representada  por  el  grafo  dirigido  que  se  mues¬ 
tra  en  la  Figura  5? 

Solución:  Los  pares  ordenados  {xf  y)  de  la  relación  son 

R  =  {(I,  3),  (1,4),  (2,  l)AX  2),  (2,  3),  (3*  1),  (3,  3)»  (4,  1),  (4,  3)},  * 

Cada  uno  de  estos  pares  corresponde  a  una  arista  del  grato  dirigido,  siendo  (2.  2)  y  (3.  n i  los  pares 
que  corresponden  a  bucles.  ^ 

E)  grafo  dirigido  que  representa  a  una  relación  puede  utilizarse  para  determinar  si  la  i  el  ación 
cumple  o  no  diversas  propiedades.  Por  ejemplo,  una  relación  es  reflexiva  si,  y  sólo  si.  hay  un  bu 
de  en  cada  vértice  del  grafo  dirigido,  de  modo  que  todos  los  pares  ordenados  de  la  forma  (x.x) 
pertenecen  a  la  relación.  Una  relación  es  simétrica  si,  y  sólo  si,  para  cada  arista  entre  vértices  dis¬ 
tintos  de  su  digrafo  existe  una  arista  en  sentido  opuesto,  de  modo  que  (y,  x)  está  en  la  relación 
siempre  que  (x,  y)  lo  está.  Análogamente,  una  relación  es  anlisi métrica  si,  y  sólo  su  no  hay  ninguna 
pareja  de  aristas  con  sentidos  opuestos  uniendo  dos  vértices  distintos.  Finalmente,  una  relación  es 
transitiva  si,  y  sólo  si,  siempre  que  hay  una  arista  uniendo  un  vértice  a  con  un  vértice  y  y  una  aris¬ 
ta  uniendo  el  vértice  y  con  un  vértice  i  hay  una  tercera  arista  que  une  x  con  z  (completando  un 
triángulo  en  el  que  cada  lado  es  una  arista  orientada  en  la  dirección  correcta). 


Figura  4,  El  grafo 
dirigido  de  la 
relación  R. 


Figura  5.  El  grafo 
dirigido  de  la 
relación  R. 


U)  Grafo  dirigido  de  R  (b)  Grafo  dirigido  de  S 


Figura  ó.  Los  grafos  dirigidos  de  las  relaciones  R  y  S. 
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Observación:  Nótese  que  una  relación  simétrica  se  puede  representar  por  medio  de  un  grafo  no  di¬ 
rigido,  que  es  un  grafo  en  el  que  a  las  aristas  no  se  les  asigna  un  sentido.  Estudiaremos  los  gratos 
no  dirigidos  en  el  Capítulo  8, 

EJEMPLO  10  Determina  si  las  relaciones  asociadas  a  los  graíos  dirigidos  que  se  muestran  en  la  Figura  6  son  re¬ 
flexivas.  simétricas,  antisimétricas  y/o  transitivas. 

Solución:  Dado  que  hay  un  bucle  en  cada  vértice  del  grafo  dirigido  de  R ,  es  reflexiva.  R  no  es  si¬ 
métrica,  ya  que  hay  una  arista  dirigida  desde  a  hacia  /?,  pero  ninguna  desde  h  hacia  a.  Tampoco  es 
antisimétrica,  ya  que  hay  aristas  en  ambos  sentidos  conectando  h  y  t\  Finalmente,  R  no  es  transi¬ 
tiva,  porque  hay  una  arista  desde  a  hacia  h  y  una  arista  desde  b  hacía  c ,  pero  ninguna  arista  desde 
a  hacia  c. 

Como  no  hay  bucles  en  todos  los  vértices  del  grafo  dirigido  de  S ,  esta  relación  no  es  reflexi¬ 
va.  Es  simétrica  y  no  es  antisimétrica,  ya  que  cada  arista  entre  vértices  distintos  viene  acompaña¬ 
da  por  una  arista  en  sentido  opuesto.  Tampoco  es  difícil  deducir  a  la  vista  del  grafo  dirigido  que  S 
no  es  transitiva,  pues  (c,  a )  y  (a,  ti)  pertenecen  a  S ,  pero  (c.  b)  no  pertenece  a  S  ^ 


Problemas 


L  Representa  cada  una  de  estas  relaciones  en  el  conjunto 
|  1,2,  3|  mediante  una  mam/  (con  los  elementos  de  este 
conjunto  listados  en  orden  creciente). 

ai  ÍU.  lUl,  2),  (1,  3)1 

b)  |<U2M2, 1),  (2, 2),  (3, 3)1 

el  ( (L  1),  ( L  2),  ( 1, 3),  (2, 2),  (2, 3),  (3, 3) | 

di  j(L3),(3, 1)1 

2,  Representa  cada  una  de  estas  relaciones  en  el  conjunto 
|  1.  2,  3.  4  J  mediante  una  matriz,  (con  los  elementos  de  este 
conjunto  listados  en  orden  creciente). 

al  1(1,  2),  (1.  3),  (1,4),  (2,  3}t  (2,  4h  (3.  4)| 

bl  1  (  L  I ).  ( L  4),  (2,  2),  (3,  3)t  (4,  1)  | 

el  |(1,  2),  ( L  3),(14),  (2,  i ),  (2,  3),  (2,  4).  <3,  ¡ ),  (3,  2). 

(3,4),  (4,  l ),  (4,  2),  (4,  3)  1 
d>  1(2, 4),  (3, 1),  (3,  2),  (3, 4)1 

3,  Enumera  los  pares  ordenados  de  las  relaciones  en  el  con¬ 
junto  ¡1,2,31  que  corresponden  a  las  siguientes  matrices 
(las  tilas  y  columnas  de  las  matrices  corresponden  a  los 
enteros  escritos  en  orden  creciente). 


T 

0  1 

0 

i  0 

a) 

0 

1  0 

bl 

0 

1  0 

l 

0  1 

0 

1  0 

110  1 

a)  *  0  1  0 

0  111 

10  11 

o  i  o  r 

o  1  0  1  0 

0  10  1 

10  10 

5,  ¿Cómo  puede  usarse  el  grafo  dirigido  que  representa  ; 
una  relación  R  en  uii  conjunto  4  para  determinar  si  la  re 
I ación  es  o  no  irreflexiva? 

ó.  ¿Cómo  puede  usarse  el  grato  dirigido  que  representa  . 
una  relación  R  en  un  conjunto  A  para  determinar  si  la  re 
lacíón  es  o  no  asimétrica? 

7,  Determina  si  las  relaciones  representadas  por  las  matrtce 
del  Problema  3  son  reflexivas,  irreflexivas,  simétricas,  un 
dsiméiricas  y/o  transitivas, 

8.  Determina  sí  las  relaciones  representadas  por  las  matru  e 
del  Problema  4  son  reflexivas,  irreflexivas,  simétricas,  an 
i  i  simétricas  y/o  transitivas. 


bl 


1  i  I  0 
0  10  0 
0  0  11 
100  1 


Cl 


1  I  i 

I  0  1 

1  1  1 


4.  Enumera  los  pares  ordenados  de  las  relaciones  en  el  con¬ 
junto  )  I,  2,  3,  4  |  que  corresponden  a  las  siguientes  matri¬ 
ces  (jas  filas  y  columnas  de  las  matrices  corresponden  a 
I  o  s  en  i  e  ros  e  se  ri  Los  e  n  orden  c  rec  tente). 


9.  ¿Cuántos  elementos  no  nulos  nene  la  matriz  que  repre 

sema  a  la  relación  R  en  el  conjunto  .4  =  11,2.3 . 100 

de  los  1 00  primeros  enteros  positivos  st  R  es 

a)  |(0)l*>6|? 

b)  {(*,  b)  |  a  O}? 

c)  |(tf,  b)  j  a  =  h  +  1  j? 

d)  1(0)1*  =  0)? 

é)  |(0)|¿A  =  0|? 
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JO,  ¿ Cuántos  elementos  no  nulos  tiene  La  matriz  que  repré¬ 
senla  a  La  relación  AJ  en  el  conjunto  A  =  |  1. 2,  3 .  1 .000) 

de  Jos  1 .000  primeros  enteros  positivos  si  R  es 


al 

|<a.  fe)  1 

£1  £  H  )  ? 

b) 

Ha.  b)\ 

a  =  b  ± 

n? 

c) 

Ha.  fe)| 

a  +  6  = 

1 .000  >  ? 

til 

1(0.  í»  1 

a  +  b  s 

i.  001 1? 

e> 

((a.  fe)  I 

n*0|? 

20,  Dibuja  los  grafos  dirigidos  que  representan  a  las  relaciones 
del  Problema  3. 

21,  Dibuja  los  grafos  dirigidos  que  representan  a  Las  reí  aciones 
del  Problema  4. 

22,  Dibuja  el  grafo  dirigido  que  representa  a  la  relación 
{ (a.  a\  ( a ,  bl  (b,  r).  (c\  b ).  (c\  d}>  al  (d.  b)\. 


1!. 


12. 


13, 


14. 


15. 


¿Cómo  se  puede  hallar  la  matriz  de  R.  la  relación  comple¬ 
mentaria  de  tft  a  partir  de  la  matriz  que  representa  a  R  si  R 
es  una  relación  en  un  con  junto  finito  A? 


¿Cómo  se  puede  hallar  la  matriz  de  R  l,  la  inversa  de  la  re¬ 
lación  R,  a  pan  ir  de  la  mam/,  que  representa  a  R  si  R  es 
una  relación  en  un  conjunto  finito  .4? 


Sea  R  la  relación  representada  por  la  marró; 


MjB 


'  v¡ 


Halla  la  matriz  que  representa  a 
a  i/M  b)  R  c)  R2 


En  los  Problemas  23-28.  enumera  los  pares  ordenados  de  Las 
relaciones  representadas  por  los  grafos  dirigidos. 


Sean  R  y  R:  relaciones  en  un  conjunto  A  representadas 
por  las  matrices 


0 

1 

tv 

0  1  0 

VI*  = 

1 

I 

1 

y  vi*  = 

0  i  1! 

1 

0 

0 

i  i  i 

Halla  las  matrices  que  representan  a 


c  d 


a)  R{  U  /?,  b)  /ít  C\R,  c)  R1^R] 
d)  R^R:~  e)  R^R¡ 

Sea  R  la  relación  representada  por  la  matriz 


29,  ¿Cómo  puede  utilizarse  el  grafo  dirigido  de  una  relación  R 
en  un  conjunto  finito  A  para  determinar  si  la  relación  es  o 
no  asimétrica? 


M 


H  = 


0 

o 

1 


1  o 
0  1 


30,  ¿Cómo  puede  utilizarse  el  grafo  dirigido  de  una  relación  R 
en  un  conjunto  finito  A  para  determinar  si  la  relación  es  o 
no  irreflexiva? 


Halla  las  matrices  que  representan  a 
a)  R 2  b)  R*  c)  R* 

16.  Sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A  de  n  elementos.  Si 
hay  k  elementos  no  nulos  en  la  matriz  MRi  que  representa 
a  /?.  ¿cuántos  elementos  no  nulos  hay  en  la  matriz  VI,. 
que  representa  a  la  inversa  de  /?? 

17.  Sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A  de  n  elementos.  Si 
hay  k  elementos  no  nulos  en  la  matriz  Mt,  que  representa 
a  R,  ¿cuáuicis_eIementos  no  nulos  hay  en  la  matriz  Ms,  que 
representa  a  R .  b  relación  complementaria  de  R ? 

18.  Dibuja  los  gratos  dirigidos  que  representan  a  las  relaciones 
del  Problema  1 . 


31.  Determina  si  las  relaciones  representadas  por  ios  gratos  di¬ 
rigidos  que  se  muestran  en  los  Problemas  23-25  son  refle¬ 
xivas,  irreflexivas,  simétricas,  amisimétricas  y/o  transiti¬ 
vas. 

32.  Determina  si  las  relaciones  representadas  por  los  gratos  di¬ 
rigidos  que  se  muestran  en  los  Problemas  26-28  son  refle¬ 
xivas,  irreflexivas,  simétricas,  antí  simétricas  y/o  transiti¬ 
vas. 

33.  Sea  A  una  relación  en  un  conjunto  4,  Explica  cómo  usar  el 
grafo  dirigido  que  representa  a  R  para  obtener  el  grafo  di¬ 
rigido  que  representa  a  la  relación  inversa  R  f 


19,  Dibuja  los  grafios  dirigidos  que  representan  a  tas  relaciones 
del  Problema  2, 


34,  Sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A.  Explica  cómo  usar  e! 
grafo  dirigido  que  representa  a  R  para  obtener  el  grató  di¬ 
rigido  que  representa  a  la  relación  complementaria  R . 
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35.  Demuestra  que  si  Mft  es  la  matriz  que  representa  a  la  re¬ 
lación  R ,  entonces  Ml¡JJ  es  la  matriz  que  representa  a  la 
relación  R A 


36.  Dados  ios  gratos  dirigidos  que  representan  a  dos  rebelo¬ 
nes,  ¿cómo  pueden  hallarse  los  gratos  dirigidos  de  la 
unión,  intersección,  diferencia  simétrica,  diferencia  \  com¬ 
posición  de  estas  relaciones? 


7.4  Cierre  de  relaciones 


INTRODUCCIÓN 


Una  red  informática  tiene  centros  de  datos  en  Boston,  Chicago,  Denver,  Detroit.  Nueva  York  y 
San  Diego.  Hay  líneas  telefónicas  unidireccionales  que  conectan  directamente  Boston  con  Chi¬ 
cago,  Boston  con  Detroit,  Chicago  con  Detroit,  Detroit  con  Denver  y  Nueva  York  con  San  Diego, 
Sea  R  la  relación  que  contiene  al  par  ( a ,  b)  si  hay  una  línea  telefónica  que  conecte  el  centro  de  da¬ 
tos  situado  en  a  con  el  situado  en  h.  ¿Cómo  podremos  determinar  si  hay  algún  enlace  f posible 
mente  indirecto)  compuesto  por  una  o  más  líneas  telefónicas  desde  un  centro  a  otro?  Dado  que  al¬ 
gunos  enlaces  son  indirectos,  como  el  que  va  de  Boston  a  Denver  pasando  por  Detroit  no 
podemos  usar  R  directamente  para  contestar  a  esta  pregunta.  En  el  lenguaje  de  las  relaciones,  R  no 
es  transitiva,  de  modo  que  no  contiene  todos  los  pares  que  pueden  conectarse  entre  sí.  Como  se 
mostrará  en  esta  sección,  podemos  hallar  todos  los  pares  de  centros  de  datos  conectados  entre  si 
construyendo  la  relación  transitiva  más  pequeña  que  contiene  a  R.  Esta  relación  se  llama  cierre 
transitivo  o  clausura  transitiva  de  R. 

En  general,  sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A  R  puede  o  no  cumplir  una  cierta  propiedad 
P,  como  la  reflexividad,  la  simetría  o  la  transitivídad.  SeaS  una  relación  que  cumple  la  propiedad 
P,  que  contiene  a  R  y  tal  que  S  es  subconjunto  de  cualquier  otra  relación  con  la  propiedad  P  que 
contenga  a  R.  Entonces  se  dice  que  S  es  el  cierre  o  la  clausura  de  R  con  respecto  a  P  (nótese  que 
el  cierre  de  una  relación  con  respecto  a  una  propiedad  puede  no  existir;  véanse  los  Problemas  15 
y  35  al  Anal  de  esta  sección).  Veremos  cómo  se  pueden  hallar  cienes  reflexivos,  simétricos  y  tran¬ 
sitivos  de  relaciones. 


CIERRES 


La  relación  R  =  |  ( 1 ,  1 ),  (L  2)t  (2,  1),  (3,  2)¡  en  el  conjunto  A  =  ( 1  ?  2,  3 }  no  es  reflexiva.  ¿Cómo 
podemos  producir  una  relación  que  contenga  a  R  y  sea  lo  más  pequeña  posible?  Esto  se  puede  ha¬ 
cer  añadiendo  (2,  2)  y  (3.  3)  a  R .  ya  que  éstos  son  los  únicos  pares  de  la  forma  {a.  a)  que  no  están 
en  R.  Claramente,  esta  nueva  relación  contiene  a  R  Además,  cualquier  relación  reflexiva  que  con¬ 
tenga  a  R  tiene  que  contener  también  a  (2.  2)  y  a  (3,  3),  Como  esta  relación  contiene  a  R ,  es  re¬ 
flexiva  y  está  contenida  en  cualquier  relación  reflexiva  que  contenga  a  R ,  se  le  llama  cierre  re¬ 
flexivo  (o  clausura  reflexiva)  de  R 

Tal  y  como  ilustra  este  ejemplo,  dada  una  relación  R  en  un  conjunto  A,  el  cierre  reflexivo  de 
R  puede  formarse  añadiendo  a  R  todos  los  pares  de  la  forma  (a,  a)  con  a  e  A  que  no  estén  en  R,  El 
añadir  estos  pares  da  lugar  a  una  nueva  relación  que  es  reflexiva,  contiene  a  R  y  está  contenida  en 
cualquier  relación  reflexiva  que  contenga  a  /?,  Vemos  así  que  el  cierre  reflexivo  de  R  es  igual  a 
R  U  A,  donde  A  =  { (a,  a)  ]  a  e  A  j  es  la  relación  diagonal  en  A  (el  lector  debería  verificar  esto). 

EJEMPLO  1  ¿Cuál  es  el  cierre  reflexivo  de  la  relación  R  ~  ((</.  b)  |  a  <  b\  en  el  conjunto  de  los  números  enteros  .1 
Solución:  El  cierre  reflexivo  de  R  es 

R  U  A  -  \  (a*  b)  1  a  c  b\  U  { (a,  a)  \  a  e  Z  [  =  { (a,  h)\a^h\.  < 

La  relación  { (1,  1),  (L  2),  (2,  2).  (2,  3),  (3,  1  ),  (3,  2) }  en  f  1,2,3}  no  es  simétrica.  ¿Cómo  po¬ 
demos  producir  una  relación  simétrica  tan  pequeña  como  sea  posible  y  que  contenga  a  R1  Para  ha¬ 
cerlo  sólo  necesitamos  añadir  (2,  1 )  y  (1.  3),  ya  que  éstos  son  los  únicos  pares  de  la  forma  {h,  a) 
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EJEMPLO  2 


DEFINICION  I 


con  (a,  h)  e  R  que  no  están  en  A".  Esta  nueva  relación  es  simétrica  y  contiene  a  R.  Además,  cual¬ 
quier  relación  simétrica  que  contenga  a  R  tiene  que  contener  también  a  esta  nueva  relación,  ya  que 
una  relación  simétrica  que  contenga  a  R  debe  contener  a  (2,  I)  y  a  ( t,  3).  En  consecuencia,  a  esta 
nueva  relación  se  le  llama  cierre  simétrico  (o  clausura  simétrica)  de  R 

Tal  y  como  ilustra  este  ejemplo,  el  cierre  simétrico  de  R  se  puede  construir  añadiendo  aque¬ 
llos  pares  ordenados  de  la  forma  ib,  a)  que  no  estén  en  R  y  tales  que  ( a ,  b)  e  A  El  añadir  estos  pa¬ 
res  da  lugar  a  una  nueva  relación,  que  es  simétrica,  que  contiene  a  R  y  que  está  contenida  en  cual¬ 
quier  relación  simétrica  que  contenga  a  R.  El  cierre  simétrico  de  una  relación  puede  construirse 
tomando  la  unión  de  una  relación  con  su  inversa,  esto  es,  R  U  RA  es  el  cierre  simétrico  de  R ,  don¬ 
de  R  '  =  {(A,  a)  |  (a.  b )  e  R  ¡.  El  lector  debería  verificar  esta  afirmación. 

¿Cuál  es  el  cierre  simétrico  de  la  relación  A  =  \ (a,  b )  1  a  >  h]  en  el  conjunto  de  los  enteros  posó 
ti  vos? 


Solución  El  cierre  simétrico  de  R  es  la  relación 

R  U  R  1  =  ( (a,  b)  |  a  >  b  \  U  {(A,  a)  |  a  >  b  |  =  |  (a,  b)  \  á  *  b  \ . 

La  ultima  igualdad  se  cumple  porque  R  contiene  todos  los  pares  ordenados  de  enteros  positivos 

cuyo  primer  elemento  es  mayor  que  el  segundo  y  R  1  contiene  iodos  los  pares  ordenados  de  ente¬ 
ros  positivos  cuyo  primer  elemento  es  menor  que  el  segundo.  ^ 

Supongamos  que  una  relación  no  es  transitiva.  ¿Cómo  podemos  producir  una  relación 
transitiva  que  contenga  a  R  y  que  esté  contenida  en  cualquier  relación  transitiva  que  contenga 
a  A?  ¿Puede  construirse  el  cierre  transitivo  de  una  relación  R  añadiendo  todos  los  pares  tic  la 
forma  (a.  c)  tales  que  (a,  b)  y  (fr,  o  ya  están  en  A?  Consideremos  la  relación  R  -  j(L  3), 
¡14).  (2.  t },  (3,  2)  |  en  el  conjunto  { 1,  2,  3,  4}.  Esta  relación  no  es  transitiva  porque  no  con¬ 
tiene  a  todos  los  pares  de  la  forma  (¿i,  c)  tales  que  ( a ,  b )  y  (b,  c)  están  en  A  1  .os  pares  de  esta 
forma  que  no  están  en  A  son  (1 ,  2),  (2,  3),  (2,  4)  y  (3,  1 ).  Añadir  estos  pares  no  produce  una  re¬ 
lación  transitiva,  porque  la  relación  resultante  contiene  a  (3,  1)  y  a  ( 1,  4),  pero  no  contiene  a 
(3.  4).  Esto  demuestra  que  construir  el  cierre  transitivo  de  una  relación  es  más  complicado  que 
construir  el  cierre  reflexivo  o  el  cierre  simétrico.  El  resto  de  esta  sección  se  dedica  a  desarro¬ 
llar  algoritmos  para  construir  cierres  transitivos.  Como  se  verá  más  adelante  en  esta  sección, 
el  cierre  transitivo  de  una  relación  se  puede  hallar  añadiendo  pares  ordenados  nuevos  que  tie¬ 
nen  que  estar  en  el  cierre  y  repitiendo  después  este  proceso  hasta  que  no  sea  necesario  añadir 
más  pares  ordenados. 


CAMINOS  EN  G RAEOS  DIRIGIDOS 


Vamos  a  ver  que  representar  relaciones  por  medio  de  gratos  dirigidos  ayuda  a  la  hora  de  construir 
cierres  transitivos.  Presentamos  primero  la  terminología  que  emplearemos  para  ello, 

Cn  camino  en  un  grafo  dirigido  se  obtiene  recorriendo  aristas  (en  la  dirección  que  indica  la 
flecha  que  orienta  la  arista). 


,  ■  ■  '  .  •  ¡g  :  .  .  >  '  «|;í  -  ;  i-  ■  ¿  g  . h 

Un  camino  de  a  a  b  en  el  grafo  dirigido  G es  una  sucesión  de  aristas  {.r0, „\(}*  (Ap  x2),  í \n.  a_),  .... 
(xti  r  xj  de  G,  donde  n  es  un  emem  no  negativo,  xü  -  a  y  v.  =  b,  esto  es.  una  sucesión  de  aris¬ 
tas  en  la  que  el  vértice  final  de  una  arista  es  el  vértice  inicial  de  la  siguiente  arista  del  camino. 

Este  camino  se  denota  como  .\(pt  xv x2 _ ,  xn  ,,  xA  y  tiene  longitud  n.  Ei  camino  vacío,  sin  mn- 

gima  arista,  se  considera  como  un  camino  de  a  a  a.  Un  camino  de  longitud  n  x  L  que  comienza 

y  termina  ene!  mismo  vértice,  se  llama  circuito . 

*  ^  c-  'z  v  §  x  -  -  ■  ■  ; 

Un  camino  en  un  grafo  dirigido  puede  pasar  más  de  una  vez  por  un  mismo  vértice.  Además,  una 
arista  del  grafo  dirigido  puede  aparecer  más  de  una  vez  en  el  camino. 
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EJEMPLO  3  ¿Cuáles  de  entre  ios  siguientes  son  caminos  en  el  grafo  dirigido  que  se  muestra  en  la  Figura  l ;  a. 

Ih  e,  d:  a ,  e.c,d.  b:  b.  a ,  c,  b>  tí.  a .  b\  d ,  c\  c\  h,  a ;  e,  h ,  a.  Zj,  tí,  6,  e?  ¿Qué  longitud  tienen  aquellos 
que  son  caminos?  ¿Cuáles  de  entre  los  caminos  de  esta  lista  son  circuitos? 

Solución ;  Puesto  que  tanto  (a.  b )  como  {/>,  e)  y  (e,  d)  son  aristas,  a.  h+  e,  d  es  un  camino  de 
longitud  tres.  Como  (c\d)  no  es  arista,  tí,  e *  c\  d ,  Z>  no  es  un  camino.  La  sucesión  b ,  tí.  c.  Z>,  a, 
tí,  fr  es  un  camino  de  longitud  seis,  ya  que  (/?,  u),  (a,  c),  (c,  6),  (6,  a),  (a,  tí)  y  (tí,  Z>)  son  tenias 
aristas.  Vemos  que  d.  c  es  un  camino  de  longitud  uno,  ya  que  (d„  c)  es  una  arista.  También  c, 
Zí,  es  un  camino  de  longitud  dos,  ya  que  (r,  Z>)  y  i Z> ,  a)  son  aristas.  Todos  los  pares  (et  bi 
(Z?,  a),  (tí,  ¿7),  tí),  (tí,  fc)  y  (fe,  e)  son  aristas,  de  modo  que  e ,  tí,  Zj,  tí,  Z?,  e  es  un  camino  de 
longitud  seis. 

Los  dos  caminos  ó,  ck  t\  b ,  tí,  Zi  y  c,  /?,  a .  /?,  tí,  Z>,  e  son  circuitos,  ya  que  empiezan  y  termi¬ 
nan  en  el  mismo  vértice.  Ninguno  de  los  caminos  tí,  Z>,  e,  ¿i:  c,  />,  tí,  y  d*  c  es  un  circuito,  ^ 


Figura  1.  Un  grafo  dirigido. 


II 


El  término  camino  se  aplica  también  a  relaciones.  Trasladando  la  definición  del  contexto  de 
gratos  dirigidos  al  de  relaciones,  existe  un  camino  de  a  a  b  en  R  si  hay  una  sucesión  de  elementos 
tí,  xvx2, . -t a_vb  con  (a,  xt)  e  /?,  (xv  .rj  €  ít  ,,,  y  (xn_v  b )  e  /?.  El  Teorema  1  se  obtiene  a  par¬ 
tir  de  la  definición  de  camino  en  una  relación. 


PEOREMA  1 


Sea  A*  una  relación  en  un  conjunto  A.  Hay  un  camino  de  longitud  n,  donde  n  es  un  entero  po 
sitivo,  de  a  a  b  si,  y  sólo  si,  (tí,  b)  e  R\ 


Demostración:  Demostraremos  este  resultado  por  inducción.  Por  definición,  hay  un  camino  de  a 
a  h  de  longitud  uno  su  y  sólo  si,  (tí,  b)  e  /?>  así  que  el  teorema  es  cierto  para  n  =  L 

Supongamos  que  el  teorema  es  cierto  para  el  entero  positivo  n  Esta  es  la  hipótesis  de  in¬ 
ducción.  Hay  un  camino  de  longitud  n  +  l  de  tí  a  b  si.  y  sólo  si,  hay  un  elemento  c  e  A  tal  que 
existe  un  camino  de  longitud  uno  de  a  a  c.  esto  es.  (u.  c)  e  R.  y  un  camino  de  longitud  n  de  r  a  A, 
esto  es,  (c,  Zq  &  Z?\  En  consecuencia,  por  la  hipótesis  de  inducción,  hay  un  camino  de  longitud 
n  +  1  de  tí  a  h  si.  y  sólo  si,  hay  un  elemento  c  e  A  tal  que  (tí.  c)  e  R  y  (c.  Z7)  &  Z?,:  Pero  tal  de¬ 
mento  existe  si,  y  sólo  si,  (tí.  b)  e  Rn  *  Por  ello,  hay  un  camino  de  longitud  /i  +  I  de  a  a  b  si,  y 
sólo  si.  (tí.  b)  e  R" ' r.  Esto  concluye  la  demostración. 


CIERRES  TRANSITIVOS 


Ahora  veremos  que  hallar  el  cierre  transitivo  de  una  relación  es  equivalente  a  determinar  cuáles  de 
entre  los  pares  de  vértices  en  el  grafo  dirigido  asociado  están  conectados  por  un  camino.  Con  esto 
en  mente,  definimos  una  nueva  relación. 
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DEFINICIÓN  1 


EJEMPLO  4 


EJEMPLO  5 


EJEMPLO  6 


TEOREMA  2 


'■  .  .  \ 

Sea  R  una  relación  en  un  conjunto  A.  La  relación  de  conexión  R  consta  de  los  pares  (//,  h)  ta 
les  que  hay  un  camino  en  R  de  longitud  al  menos  uno  de  a  a  b. 

Como  Rn  está  formada  por  los  pares  (at  b )  tales  que  hay  un  camino  de  longitud  //  de  a  a  b,  se  sigue 
que  JT  es  la  unión  de  todos  los  conj untos  Rn.  En  otras  palabras. 

R‘  -\JR”. 

ft«} 

La  relación  de  conexión  se  usa  en  muchos  modelos. 

Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  personas  del  mundo  que  contiene  a  {a.  b)  si  a  conoce 
a  h .  ¿Cuál  es  la  relación  R\  para  n  entero  positivo  mayor  que  uno?  ¿Cuál  es  R 

Solución:  La  relación  R~  contiene  a  L?,  h)  si  existe  una  persona  c  tal  que  (cu  c)  e  R  y  (c,  h)  e  R , 
esto  es,  si  existe  una  persona  c  tal  que  a  conoce  a  c  y  c  conoce  a  b .  Análogamente,  R  consta  de 
aquellos  pares  (tu  b)  tales  que  hay  personas  xr  >t2,  xfí  t  de  tal  forma  que  a  conoce  a  a  ,,  co¬ 
noce  a  xv  .  y  Xf¡  conoce  a  h. 

La  relación  R'  contiene  a  (a*  b)  si  existe  una  sucesión  de  personas,  que  comienza  en  a  y  aca¬ 
ba  en  h.  tal  que  cada  persona  de  la  sucesión  conoce  a  la  siguiente  persona  de  la  sucesión  (hay  mu¬ 
chas  conjeturas  interesantes  acerca  de  R'  ¿Crees  que  esta  relación  de  conexión  incluye  el  par  que 
te  tiene  a  ti  como  primer  elemento  y  al  presidente  de  Mongolia  como  segundo  elemento?  Utiliza¬ 
remos  grafos  para  modelar  esta  aplicación  en  el  Capítulo  8),  4 

Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  estaciones  del  metro  de  Nueva  York  que  contiene  a 
(a,  b)  si  se  puede  viajar  desde  la  estación  a  hasta  la  estación  h  sin  necesidad  de  transbordar.  ¿Cuál 
es  la  relación  R\  para  n  entero  positivo?  ¿Cuál  es  i?*? 

Solución:  La  relación  R f'  contiene  a  (&t  b)  si  se  puede  viajar  desde  la  estación  a  hasta  la  estación  h 
haciendo  n  -  1  transbordos.  La  relación  R  consta  de  los  pares  ordenados  (a,  h)  tales  que  se  puede 
viajar  desde  la  estación  a  hasta  la  estación  b  haciendo  tantos  transbordos  como  sea  necesario  (el 
lector  debería  comprobar  estas  afirmaciones),  M 

Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todos  ios  estados  de  Estados  Unidos  de  America  que  contiene 
a  (a,  b)  si  el  estado  a  y  el  estado  h  tienen  frontera  en  común,  ¿Cuál  es  la  relación  /?\  donde  n  es  un 
entero  positivo?  ¿Cuál  es  /?*? 

Solución :  La  relación  Rr  está  formada  por  los  pares  (ü,  fr)  tales  que  se  puede  ir  desde  el  estado  a 
hasta  el  estado  b  cruzando  exactamente  n  fronteras  estatales,  /T  está  formada  por  los  pares  orde¬ 
nados  ( a ,  b )  tales  que  se  puede  ir  de>de  el  estado  a  hasta  el  estado  h  cruzando  tantas  fronteras  es¬ 
tatales  como  sea  necesario  (el  lector  debería  comprobar  estas  afirmaciones).  Los  únicos  pares  or¬ 
denados  que  no  están  en  R’  son  los  que  contienen  estados  que  no  están  conectados  con  Estados 
Unidos  continental  (esto  es,  aquellos  pares  que  contienen  a  Alaska  o  a  Hawai).  ^ 

E!  Teorema  2  muestra  que  el  cierre  transitivo  de  una  relación  y  la  relación  de  conexión  aso¬ 
ciada  coinciden. 


El  cierre  transitivo  de  una  relación  R  es  igual  a  la  relación  de  conexión  R\ 


Demostración:  Nótese  que  R  contiene  a  R  por  definición.  Para  ver  que  R  es  e!  cierre  transitivo 
de  R.  hemos  de  ver  también  que  R *  es  transitiva  y  que  /?*  C  S  para  cualquier  relación  transitiva  S 
que  contenga  a  R. 
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En  primer  lugar,  veremos  que  R'  es  transitiva.  Si  tu.  b)  e  /T  y  (b,  c)  e  R  .  entonces  hay  ca¬ 
minos  de  a  a  b  v  de  b  a  c  en  R.  Obtenemos  un  camino  de  a  a  c  concatenando  un  camino  de  a  a  b 
con  un  camino  de  b  a  c.  Por  tanto,  {a,  c)  e  R\  Se  sigue  que  R’  es  transitiva. 

Ahora  supongamos  que  S  es  una  relación  transitiva  que  contiene  a  R.  Como  S  es  transitiva,  S" 
es  también  transitiva  tei  lector  debería  comprobar  esto)  y  Sn  C  S  (por  el  Teorema  1  de  la  Sec¬ 
ción  7.1).  Además,  como 

5*  =  l> 

k-l 


y  S*  C  S ,  se  sigue  que  5*  C  S,  Ahora  bien,  nótese  que  si  R  C  St  entonces  R*  C  S\  porque  cual¬ 
quier  camino  en  R  es  también  un  camino  en  S.  Por  consiguiente,  R*  C  S*  C  S.  Esto  es,  cualquier 
relación  transitiva  que  contenga  a  R  tiene  que  contener  también  a  R\  Por  tanto,  /?"  es  el  cierre 
transitivo  de  R . 

Ahora  que  ya  sabemos  que  eí  cierre  transitivo  de  una  relación  coincide  con  la  relación  de  co¬ 
nexión,  prestaremos  atención  al  problema  de  calcular  esta  relación.  No  hace  falta  examinar  ca¬ 
minos  de  longitud  arbitraria  para  determinar  si  hay  o  no  un  camino  entre  dos  vértices  de  un  grato 
dirigido  finito.  Corno  se  demuestra  en  el  Lema  i .  basta  con  examinar  los  caminos  que  no  conten¬ 
gan  más  de  n  vértices,  siendo  u  el  numero  de  elementos  del  conjunto. 


LEMA  l  Sea  A  un  conjunto  de  ;?  elementos  y  sea  R  una  relación  en  A.  Si  existe  un  camino  en  R  de  lon¬ 
gitud  mayor  o  igual  que  uno  de  a  a  b ,  entonces  existe  un  camino  en  R  de  a  a  b  de  longitud  me¬ 
nor  o  igual  que  n.  Además,  si  a  *  b  y  existe  un  camino  de  longitud  mayor  o  igual  que  uno  en  R 
de  a  a  Ik  entonces  existe  un  camino  en  R  de  a  a  h  de  longitud  menor  o  igual  que  n  -  1  * 


Demostración:  Supongamos  que  hay  un  camino  de  a  n  h  en  R  y  sea  m  la  longitud  mínima  entre  la 

de  todos  los  caminos  de  a  a  b.  Supongamos  que  a,  .  a\.  a\ . \  ,  .\  ,  con  xn  -  a  y  x  =  h  es  un  ca- 

mino  de  longitud  mínima. 

Supongamos  que  a  -  h  y  que  m  >  n .  de  modo  que  m  s  n  A  L  Por  el  principio  del  palomar, 
como  hay  n  vértices  en  A,  al  menos  dos  de  los  m  vértices  v|V  A‘r  a\ . -Yr|_;  son  iguales  (véase  la  Fi¬ 

gura  2). 

Supongamos  que  x.  -  x  con  Q  <  i  <j  ^  m  -  I.  Entonces  ti  camino  contiene  un  circuito  que 
comienza  y  termina  en  y.  Este  circuito  puede  eliminarse  del  camino  de  a  a  b ,  dejando  un  camino 

.vrV  vr . v  t  -v i+|,  xm  r  xm  de  a  a  b  de  longitud  menor.  Por  tanto,  el  camino  de  longitud  mínima 

debe  tener  longitud  menor  o  igual  que  /i. 

El  caso  a  *  h  se  deja  como  ejercicio  a!  lector. 

Del  Lema  l  se  sigue  que  el  cierre  transitivo  de  R  es  la  unión  de  R ,  R  .  R\  ...  y  Rr  Esto  es  así  por¬ 
que  hay  un  camino  en  R*  entre  dos  vértices  si,  y  sólo  si.  hay  un  camino  entre  esos  dos  vértices  en 
R:  para  algún  entero  positivo  i  con  i  s  n*  Dado  que 

R*  =  A*  U  R2  U  R2  U  -  U  R\ 


Figura  2,  Cómo  fabricar  un  camino  de  longitud  menor 
o  igual  que  n. 


4(>S  M.iii'niáttca  distila  y  sus  aplicaciones 


TEOREMA 3 


El  E  MELO  7 


Kn  lares 


y  la  matriz  booleana  que  representa  a  la  unión  de  relaciones  es  la  unión  de  las  matrices  booleanas 
de  dichas  relaciones,  la  matriz  del  cierre  transitivo  es  la  unión  de  las  matrices  booleanas  de  las  n 
primeras  potencias  de  R. 


J  J  ■  ,  ■  ■  •  •  '  I  * 

Sea  Mh  la  matriz  booleana  de  la  relación  K  en  un  conjunto  de  n  elementos.  Entonces  la  matriz 
booleana  del  cierre  transitivo  R”  es 


M#,  =  Mk  v  M™  v  Mfo  v  -  v  MW. 


Halla  la  matriz  booleana  del  cierre  iransilivo  de  la  relación  R  si 


M, 


1  0  1 
0  1  0 
1  l  Ü 


Solución:  Según  el  Teorema  3,  la  matriz  booleana  de  R  es 


Como 


‘i  ir 

'1  1 

!  V 

0  1  0 

II 

s 

0  i 

¡  0 

i  i  i 

1  1 

1  1 

se  sigue  que 


1  0  1 

'1  1 

í  r 

■|  i 

1  1 

1 

1  í 

(1  1  0 

V 

0  1 

i  o 

V 

0  ! 

1  0 

= 

0 

i  n 

1  1  0 

1  1 

S  1 

1  1 

!  1 

1 

i  i 

El  Teorema  3  se  puede  utilizar  como  fundamento  de  un  algoritmo  que  calcula  la  matriz  de  la 
relación  R\  Para  hallar  esta  matriz  se  calculan  las  sucesivas  potencias  booleanas  de  \lr  hasta  lle¬ 
gar  a  la  /í-ésima.  A  medida  que  se  calada  cada  una  de  las  potencias,  se  forma  su  unión  con  la 
unión  de  todas  las  potencias  anteriores-  Una  vez  hecho  esto  con  la  n-ésimu  potencia,  el  resultado 
es  la  matriz  de  R\  Presentamos  este  procedimiento  como  Algoritmo  1  * 


alkouíTMO  i  Un  procedimiento  para  calcular  eí  cierre  transitivo 


proceda  re  cierre  tmnsitivo(Mf  :  matriz  n  x  n  booleana) 
A  ;=  M, 

B  ;=  A 

for  i  2  to  n 
begin 

A  :=  A  ©  Mr 

It  ;=  B  vA 

end  [  B  es  la  matriz  booleana  de  R*  \ 


Podemos  calcular  fácilmente  el  numero  de  operaciones  con  bits  que  realiza  ei  Algoritmo  I  para  de¬ 
terminar  el  cierre  transitivo  de  la  relación-  Calcular  las  potencias  booleanas  Mr  Ml~\  ....  M¡¿j| 


Relaciones  469 


requiere  llevar  a  cabo  n  —  l  productos  booteanas  de  matrices  booleanas  n  x  n.  Oída  uno  de  estos  pro¬ 
ductos  boolcanos  se  puede  hallar  realizando  n'( 2n  -  1)  operaciones  con  hits.  Por  tanto,  estos  pro¬ 
ductos  se  pueden  calcular  haciendo  n2Qn  1  Hn  I )  operaciones  con  hits. 

Para  hallar  M,r  a  partir  de  ías  ti  potencias  hooleanas  de  hace  falla  calcular  n  -  1  uniones 
de  matrices  hooleanas.  Cada  una  de  estas  uniones  requiere  ir  operaciones,  por  lo  que  en  esta  par¬ 
te  del  cálculo  se  realizan  (n  l  )rr  operaciones  con  bits.  Por  tanto,  usando  el  Algoritmo  1 ,  puede 
calcularse  la  matriz  del  cierre  transitivo  de  una  relación  en  un  conjunto  con  n  elementos  realizan¬ 
do  tf{2n  -  1  )(tf  -  1)  +  {n  -  l)nJ  =  2rt*(n  1 ),  esto  esT  0(tñ  operaciones  con  bits.  El  resto  de  esta 
sección  describe  un  algoritmo  más  eficiente  para  hallar  cierres  transitivos. 


EL  ALGORITMO  DE  WARSHALL 


El  algoritmo  de  Warshall,  llamado  asi  en  honor  de  Slephen  Warshall.  quien  describió  el  algoritmo 
Enlaces  en  1960,  es  un  método  eficiente  para  calcular  el  cierre  transitivo  de  una  relación.  El  Algoritmo  I 
puede  hallar  el  cierre  transitivo  de  una  relación  en  un  conjunto  de  //  elementos  usando  2nHn  1 } 
operaciones  con  hits.  Veremos  que  el  cierre  transitivo  se  puede  determinar  medíante  el  algoritmo 
de  Warshall  haciendo  sólo  2n*  operaciones  con  bits. 

Observación:  Al  algoritmo  de  Warshall  se  te  llama  también  algoritmo  de  Roy- Warshall  ya  que 
Be  maní  Roy  describid  este  algoritmo  en  1959. 

Supongamos  que  R  es  una  relación  en  un  conjunto  con  n  elementos.  Sea  vr  v?, ....  vn  una  lis¬ 
ta  de  estos  n  elementos  en  orden  arbitrario.  El  algoritmo  de  Warshall  hace  uso  del  concepto  de  vér¬ 
tices  interiores  de  un  camino.  Si  a,  \v  t . .  xm  |f  h  es  un  camino,  sus  vértices  interiores  son  xv 

....  ,vw  f.  esto  es,  todos  los  vértices  que  aparecen  en  el  camino  salvo  el  primero  y  el  ultimo.  Por 
ejemplo,  los  vértices  interiores  de  un  camino  at  ct  t/T  /  g>  fu  b.j  en  un  gruid  dirigido  son  c.  d,ff  g. 
h  y  h.  Los  vértices  interiores  de  a .  c,  ti  a,f,  h  son  r,  d.  a  y/,  (Nótese  que  el  primer  vértice  del  ca¬ 
mino  sólo  es  vértice  interior  si  es  visitado  posteriormente  por  el  camino  en  una  posición  que  no  sea 
la  ultima.  Análogamente,  el  último  vértice  del  camino  sólo  es  vértice  interior  si  ha  sido  visitado 
previamente  por  el  camino  en  una  posición  que  no  es  la  primera). 

El  algoritmo  de  Warshall  se  basa  en  la  construcción  de  una  sucesión  de  matrices  booleanas. 
Estas  matrices  son  VV.,.  Wr  VV  ,  siendo  \\  =  la  matriz  booleana  de  la  relación,  y 
VV,  -  ¡V'  |.  donde  wa)  =  I  si  existe  un  camino  de  v  a  v  tal  que  todos  los  vértices  interiores  de  este 

camino  están  en  e!  conjunto  }  vr  r, . vk  ]  (los  k  primeros  vértices  de  la  lista)  y  0  en  caso  contrario 

(el  primer  vértice  y  e]  ultimo  pueden  no  estar  en  el  conjunto  de  los  k  primeros  vértices  de  la  lista). 
Téngase  en  cuenta  que  VV ,  =  Mfi+,  ya  que  el  elemento  en  la  posición  iij)  de  la  matriz  Mv,  es  1  si,  y 
sólo  si,  existe  un  camino  de  y  a  v  con  lodos  sus  vértices  interiores  en  el  conjunto  {r(.  vv  ....  v  j  (  pero 
éstos  son  los  únicos  vértices  del  grato  dirigido).  El  Ejemplo  8  ilustra  lo  que  representa  la  matriz  VV  , 


S I EPHKN  VV  \RSTIA1.L  (nacido  en  1935)  Slephen  WarshatL  nacido  en  Nueva  York.  íxie  a  (a  escuela  publica  en 
Brooklyn.  Estudió  en  la  Universidad  de  Harvard,  donde  se  licenció  en  matemáticas  en  1956  Nunca  obtuvo  un  Ululo  de 
posigrado,  ya  que  en  aquella  época  no  existían  programas  de  postgrado  en  sus  arcas  de  interés,  No  obstante,  Asistió  a 
cursos  ile  doctorado  en  diversas  universidades  y  contribuyó  áJ  desarrollo  de  la  informática  y  de  la  ingeniería  del  stft\ utre. 

Tras  licenciarse  en  Harvard,  Warshall  trabajó  en  la  Oficina  de  Investigación  Operativa  de  Estados  Unidos  (c  t  inglés, 
ORO,  OpvruHoñ  Hvswnrh  Officef  creada  por Johnu  llopkins  para  realizar  tareas  de  investigación  y  desarrollo  pan  el  ejér¬ 
cito  de  Estados  t  [nidos  En  1958  abandonó  la  ORO  para  trabajar  en  la  compañía  l  edunca]  Opera  tiems.  donde  ayudó  a  or¬ 
ganizar  un  laboratorio  de  investigación  y  desarrollo  de  provectos  de  software  de  carácter  militar.  En  1961  abandonó  Tech 
nica!  Operador  ¡k  para  f  undar  la  empresa  Mussu.  Inisetts  Computer  Associates.  Msis  tarde,  esta  compañía  pasó  a  formar  pane 
de  Applied  Data  Research  i  ADR).  Iras  la  fusión,  Warshall  fue  miembro  de  la  junta  directiva  de  ADR.  gestionando  díverv>s 
proyectos  y  organizaciones.  Abandono  ADR  en  1982. 

Durante  su  cunera.  VVarshalt  llevó  acabo  tareas  de  investigación  y  desarrollo  en  sistemas  operativos,  diseño  de  com¬ 
piladores,  diseño  de  lenguajes  e  Investigación  operativa.  En  el  año  académico  1971  1972  impartió  conferencias  acerca  de 
ingeniería  del  software  en  universidades  francesas.  Hay  una  anécdota  interesan  te  relacionada  con  su  demostración  de  que 
ct  algori  tmo  de  cierre  transitivo,  conocido  hoy  romo  algoritmo  de  Warshall,  es  correcto,  t  n  colega  de  Technica!  Opcrations 
y  el  apostaron  una  botella  Je  ron,  que  cañan,  aquel  de  los  dos  que  antes  pudiera  determinar  si  este  algoritmo  funciona 
siempre  o  no.  Warshall  apareció  con  su  demostración  esa  misma  noche,  ganando  la  apuesta  y  la  botella  de  ron.  tyie  aun 
partió  con  su  colega.  Como  Warshall  no  es  hombre  de  despacho,  buena  parte  de  su  trabajo  creativo  lo  hizo  en  lugares  no 
convencionales,  como  un  barco  de  vela  en  el  océano  índico  o  un  huerto  de  limoneros  en  Grecia. 
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EJEMPLO  S  Sea  R  la  relación  cuyo  grafo  dirigido  se  muestra  en  la  Figura  3.  Sea  at  hf  c,  ti  un  listado  de  los  ele¬ 
mentos  del  conjunto.  Calcula  las  matrices  \V0,  YV  ,  VV ,,  W3  y  Wr  La  matriz  YV.  es  el  cierre  tran¬ 
sitivo  de  R . 


L.J 


6 


Figura  3.  El  grafo 
dirigido  de  la 
relación  /?. 


=  íjt  =  6,  v3  =  v  y  v4  =  ( i  W(|  es  la  matriz  de  la  relación.  Por  tanto, 

o  r 
i  o 
o  i 
I  o 

\V1  tiene  un  1  en  la  posición  (i,  j)  si  existe  un  camino  de  v  a  r  que  tenga  a  v(  -  a  como  único 
vértice  interior.  Nótese  que  se  pueden  utilizar  textos  los  caminos  de  longitud  uno,  puesto  que  no  tienen 
vértices  interiores.  Además,  ahora  hay  un  camino  admisible  de  b  a  d  más  concretamente,  h,  a,  d 
Par  tanto, 


Solución:  Sean  v, 


vv„  - 


o  o 

I  o 
I  o 

Ü  o 


w,  = 


o 

I 

1 

o 


0  0  1] 
0  1  1 

0  0  1 

f)  i  o 


VV  tiene  un  1  en  la  posición  (i,j)  si  existe  un  camino  de  v.  a  v  que  no  tenga  vértices  interio¬ 
res  o  cuyos  vértices  interiores  sean  vp  =  <¡  y/o  v,  =  h.  Al  no  haber  aristas  con  b  como  vértice  final, 
no  se  obtienen  caminos  nuevos  al  permitir  que  b  sea  nn  vértice  interior.  Por  ello,  VV,  =  VV.. 

VV,  tiene  un  1  en  la  posición  (/,_/)  si  existe  un  camino  de  v.  a  v(  que  no  tenga  vértices  interio¬ 
res  o  cuyos  vértices  interiores  sean  v,  =  a,  v,  =  b  y/o  v, r-  c.  Ahora  hay  caminos  de  d  a  a,  como  d. 
c,  a,  y  de  d  a  d.  como  d,  c.  d  Por  tanto. 


0  0  (i  1 

10  11 

10  0  1 

10  11 


Finalmente,  VV  .  tiene  un  1  en  la  posición  (i,  j)  si  existe  un  camino  de  v  a  v  que  no  tenga  vér¬ 
tices  interiores  o  cuyos  véwrtices  interiores  sean  v,  =  a,  v,  -  b,  v,  -  c  y/o  =  d,  Al  ser  éstos  todos  los 
vértices  de)  grafo,  la  posición  (/./)  será  igual  a  l  si.  y  sólo  si,  existe  un  camino  de  y  a  y  Por  tanto. 

1  0  I  l'l 

10  11 

VV,  * 

}  10  11 
10  11 

Esta  última  matriz,  Ws,  es  la  matriz  del  cierre  transitivo.  M 


El  algoritmo  de  Warshall  obtiene  calculando  de  manera  eficiente  W0=  M.  Wr  VY\, .... 
VV  =  Mr .  La  siguiente  observación  pone  de  manifiesto  que  se  puede  calcular  YV  directamente 
a  partir  de  YV,  existe  un  camino  de  v  a  r  sin  otros  vértices  interiores  que  vJT  ....  vk  si,  y  sólo 
si,  bien  existe  un  camino  de  v,  a  r  cuyos  vértices  interiores  están  entre  los  k  -  1  primeros  vérti¬ 
ces  de  la  Lista  o  bien  existen  caminos  de  v  a  vy  y  de  \\  a  v  cuyos  ven  ices  interiores  están  todos 
entre  los  k  I  primeros  vértices  de  la  lista.  Esto  es,  bien  ya  existía  un  camino  de  r  a  r  antes  de 
que  penn inoramos  a  vk  ser  uno  de  los  vértices  interiores  o  bien  el  admitir  a  v,  como  vértice  in¬ 
terior  produce  un  camino  que  va  de  v  a  vk  y  después  de  a  v .  Ambos  casos  se  muestran  en  la 
Figura  4, 
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Caso  1 

vi  VJ 

* — ► — »  +- — « — ■  - ► — • — ►-  # 


Todos  los  vértices  interiores 
en  {VpVj,.'. . ,  IVj} 

n 


Figura  4*  Añadir  v  al  conjunto  de  vértices 
interiores  admisibles. 


El  primer  tipo  de  camino  existe  si,  y  sólo  si,  L  y  el  segundo  tipo  de  camino  existe  si, 

y  sólo  sí,  tanto  tvj*_1Icomo  vv¿*_1]son  iguales  a  L  Por  tanto,  vr!*1  es  igual  a  I  si,  y  sólo  si,  bien  wj*_1l 
es  igual  a  i  o  bien  los  dos  elementos  vv!*"1--  y  w¡*"1]  son  iguales  a  L  Esto  nos  conduce  aí  Lema  2. 


LEMA  2 


Sea  YV.  -  [w^]]  la  matriz  booleana  que  tiene  un  1  en  Ja  posición  (ij)  si,  y  sólo  si,  hay  un  ca¬ 
mino  de  v.  a  v.  cuyos  vértices  interiores  pertenecen  al  conjunto  (vj5  v, },  Entonces, 

V  (u^’U  a 

donde  i.j  y  k  son  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  n. 


El  Lema  2  nos  proporciona  una  manera  de  calcular  eficientemente  las  matrices  VV  ,  k  =1,2, 
n .  El  Algoritmo  2  presenta  un  pseudocodigo  para  el  algoritmo  de  Warshall  haciendo  uso  del 
Lerna  2. 


ALGORITMO  2  Algoritmo  de  Warshall 


procedure  WarshalKM,,  :  matriz  n  x  n  booleana) 

W  •  M„ 
for  k  :=  i  to  n 
begin 

for  i 1  to  n 
begin 

for  / 1  to  n 

vv.  :=  vv..  v  (vv..  A  w. ) 

tj  ij  x  tí  kjf 

e  nd 

end  1 W  =  [ha]  es  MRJ 


La  complejidad  computacional  del  algoritmo  de  Warshall  se  puede  determinar  fácilmente  en  tér¬ 
minos  de  operaciones  con  bits.  Hallar  el  elemento  vvj^  a  partir  de  los  elementos  w\k~l\  vv y  w^_I] 
utilizando  el  Lema  2  requiere  efectuar  dos  operaciones  con  bits.  Para  hallar  los  rt  elementos  de  iv 
a  partir  de  W,  hacen  falta  2rr  operaciones  con  bits.  Corno  el  algoritmo  de  Warshall  comienza  por 
W0  =  Mñ  y  calcula  la  sucesión  de  n  matrices  booleanas  W|T  W2,  VV  =  el  numero  total  de 
operaciones  con  bits  es  n  ♦  2 n2  —  2rb 
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Problemas 


I.  Sea  A  ia  relación  en  el  conjunto  [0,  1,  2,  3}  que  contiene 
los  pares  ordenados  (0,  1),  ( I .  1 ),  ( 1 , 2),  (2,  0),  {2,  2}  y  (3, 

0).  Halla  el 

a)  cierre  reflexivo  de  R  h)  cierre  simétrico  de  R 


2 .  Sea  R  la  relación  |  (a7  b)  \  a*  b]  en  el  conjunto  de  Jos  en¬ 
teros.  ¿Cuál  es  el  cierre  reflexivo  de  A? 

3.  Sea  R  ta  relación  \  (a.b)\a  divide  a  b }  en  el  conjunto  de 
los  enteros,  ¿Cuál  es  el  cierre  simétrico  de  A? 

4.  Partiendo  del  grafo  dirigido  de  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  ¿cómo  se  puede  construir  el  grafo  dirigido 
que  representa  el  cierre  reflexivo  de  la  relación? 


En  los  Problemas  5-7  se  pide  dibujar  el  grafo  dirigido  del  cie¬ 
rre  reflexivo  de  tas  relaciones  cuyo  grafo  dirigido  se  muestra 
en  Ja  fi  g  u  ra  corre  s  pond  i  en  te . 


8.  Partiendo  del  grafo  dirigido  de  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  ¿cómo  se  puede  construir  el  grafo  dirigido 
que  representa  el  cierre  simétrico  de  la  relación? 

9,  Halla  los  grafos  dirigidos  de  los  cierres  simétricos  de  las 
relaciones  cuyos  grafos  dirigidos  aparecen  en  los  Pro¬ 
blemas  5-7, 

1(1.  Halla  la  relación  más  pequeña  posi 
laciones  reflexivas  y  simétricas  qu 
eión  del  Ejemplo  2, 

1 1 .  Para  cada  una  de  Eas  relaciones  cuyos  grafos  dirigidos  apa¬ 
recen  en  los  Problemas  5-7,  halla  la  relación  más  pequeña 
posible  entre  todas  las  relaciones  que  sean  tanto  reflexivas 
corno  simétricas  y  que  contengan  a  la  relación  dada. 

12.  Suponiendo  que  la  matriz  representa  a  una  relación  R 
en  un  conjunto  A,  demuestra  que  la  matriz  que  repre¬ 
senta  al  cierre  reflexivo  de  R  es  Mrj  v  l  . 

13.  Suponiendo  que  la  matriz  -VI  representa  a  una  relación  R 
en  un  conjunto  Ar  demuestra  que  ía  matriz  que  repre¬ 
senta  al  cierre  simétrico  de  R  es  IV!  v 


1e  entre  rodas  las  re¬ 
cen  tienen  a  la  reía- 


14.  Demuestra  que  el  cieñ  e  de  una  relación  R  con  respecto  a 
una  propiedad  P  es,  caso  de  existir,  la  intersección  de  to¬ 
das  las  relaciones  con  la  propiedad  P  que  contienen  a  /ó 

15.  ¿Cuándo  se  puede  definir  el  «cierre  irreflexivo»  de  una 
relación  R ,  esto  es,  una  relación  que  contiene  a  R ,  es 
irreflexiva  y  está  contenida  en  cualquier  relación  irre¬ 
flexiva  que  contenga  a  A? 

16.  Determina  cuáles  de  las  siguientes  sucesiones  de  vértices 
son  caminos  en  este  grafo  dirigido. 


a  )  a7  b,  e 

b)  h T  e?  c,  h ,  e 

c)  a .  £/,  b ,  e,  d ,  e 

d)  h T  c7  e ,  d7  a ,  a T  b 

e)  b,  c,  c,  h ,  e ,  d,  e,  d 

0  a,  a,  b,  b,  c,  c.  b,  e,  d 

17.  llalla  todos  los  circuitos  de  longitud  tres  en  el  grafo  din 
gido  del  Problema  16, 

18.  Determina  si  existe  o  no  algún  camino  en  el  grafo  dirigi¬ 
do  del  Problema  16  que  comience  en  el  primer  vértice 
dado  y  termine  en  el  segundo  vértice  dado, 

a)  a,  h  b)  b ,  a  el  b,  b 

d)  a,  e  e)  b,  d  f)  c,  d 

g)  dT  d  h)  a  i)  c 

19.  Sea  R  la  relación  en  d  conjunto  { 1,  2,  3,  4,  5}  que  con¬ 

tiene  tos  pares  ordenados  (1,  3),  (2,  4),  (3,  1),  (3;  5),  C4. 
3),  (5,  1 ),  (5.  2)  y  (5,  4).  Halla 

a)  R2  b)  &  c)  A4 

á)  A5  é)  A6  f)  A* 

20.  Sea  A  la  relación  que  contiene  al  par  (af  b)  si  a  y  b  son  ciu 
dudes  tales  que  alguna  compañía  aérea  tiene  un  vuelo  di¬ 
recto  con  salida  en  a  y  llegada  a  6.  ¿Cuándo  está  (a,  h)  en 

a)  A2?  b)  A1?  c)  A"? 

2J.  Sea  A  la  relación  en  el  conjunto  de  todos  los  estudiantes 
que  contiene  al  par  ordenado  (a,  h)  si  a  y  b  tienen  al  me¬ 
nos  una  asignatura  común  y  a  *  b.  ¿Cuándo  está  (a,  b)  en 
a)  A2?  b)  A-?  c)  Áf? 

22,  Supon  que  la  relación  A  es  reflexiv  a.  Demuestra  que  A 
es  reflexiva. 

23,  Supón  que  la  relación  A  es  simétrica.  Demuestra  que  A 
es  simétrica. 

24,  Supon  que  ía  relación  R  es  irreflexiva.  ¿Es  la  relación  A^ 
n  e  ce  sa r  i  ame n  te  i  rre  11  e  x  i  v  a  ? 


Ü 


r 
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25,  Usa  el  Algoritmo  I  para  hallar  los  cierres  transitivos  de 
las  siguientes  relaciones  en  1 1 , 2, 3, 4 1 . 

a)  1(1.2),  (2, 1 MI 3), <3, 4).  <4*  l)| 

b)  |(2,  I),(2,3),(3t  1 l  (3, 4),  (4,  1  >,  (4, 3)1 
el  | í  L 2),  ( i,  3)f  í  1 . 4X  (2, 3), (2, 4),  (3,  4) j 

ih  |(1,  11(1,4),  (2,  1),  (2, 3),  (X  l)t  (3, 2),  (3, 4),  (4,  2)| 

26.  Usa  el  Algoritmo  I  para  hallar  los  cierres  transitivos  de 
fas  siguientes  relaciones  en  j a.  b.  r,  ci  v\. 

a l  { ( a ,  í  ),  (¿j,  z/).  (c\  al  (d,  6),  (e ,  d)  \ 

b)  i  {br  el  { h ;  e).  U\  el  id.  al  (¿\  bl  (e,  c )  ¡ 

e)  [  (a.  bl  (at  el  (a ,  c).  (6,  a),  (fc  c)f  (e,  u),  (r.  h\  (d  al 

ti)  |  ( a ,  el  (bt  ¿/I  (/>.  f/),  Íí\  di  UL  al  (d,  el  (*%  a),  (e\  bl 

(e.  el  ( e .  e)\ 

27,  Utiliza  el  algoritmo  de  Warshall  para  determinar  los 
cierres  transitivos  de  las  relaciones  del  Problema  25, 

28.  Utiliza  d  algoritmo  de  Warshall  para  determinar  los 
cierres  transitivos  de  las  relaciones  del  Problema  26. 

24.  Halla  la  relación  más  pequeña  posible  que  contenga  a 
|(1s2UL4),(3.3),í4,  I))  y  sea 

a}  reflexiva  y  transitiva 
h)  simétrica  y  transitiva 
el  reflexiva,  simétrica  y  transitiva 

30.  Completa  la  demostración  dd  caso  a  *  b  en  el  1  ,ema  1 . 


31.  Se  han  diseñado  algoritmos  que  realizan  Q(tr%)  opera¬ 
ciones  con  bits  para  calcular  el  producto  boobano  de 
dos  matrices  booleanas  n  x  n .  Suponiendo  que  podemos 
utilizar  estos  algoritmos,  da  estimaciones  en  términos  de 
la  notación  O  para  el  numero  de  operaciones  con  bits 
usando  el  Algoritmo  I  y  empleando  el  algoritmo  de 
Warshall  para  hallar  el  cierre  transitivo  de  una  relación 
en  un  conjumo  de  n  elementos. 

*32.  Idea  tm  algoritmo  que  haga  uso  del  concepto  de  vértice 
interior  de  un  camino  para  hallar  la  longitud  dd  camino 
más  corto  entre  dos  vértices  de  un  grafio  dirigido,  caso  de 
que  tal  camino  exista. 

33,  Adaptad  Algoritmo  l  para  hallar  el  cierre  reflexivo  dd 
cierre  transitivo  de  una  relación  en  un  conjunto  de  n  ele¬ 
mentos. 

34,  Adapta  el  algoritmo  de  Warshall  para  hallar  el  cíeme  re- 
flexívo  del  cierre  transitivo  de  una  relación  en  un  con¬ 
junto  de  n  elementos. 

3$.  Demuestra  que  el  cierre  con  respecto  a  la  propiedad  P  de 
la  relación  R  =  |(0T  0),  (0,  h.  ( L  I ),  (2,  2)|  en  el  conjun¬ 
to  f  0,  1,2}  no  existe  si  P  es  la  propiedad 

a)  «no  es  reflexiva» 

b  i  «úc ne  un  n ü me ro  i mpar  de  e  1  eme mos > 


7.5  Relaciones  de  equivalencia 


INTRODUCCIÓN 


Los  estudiantes  de  una  universidad  se  matriculan  el  día  ames  de  que  comience  el  semestre. 
Aquellos  cuyos  apellidos  empiezan  por  una  letra  comprendida  entre  la  A  y  la  G,  entre  la  H  y  la  N 
y  entre  la  O  y  la  Z  pueden  matricularse  a  cualquier  hora  entre  las  ocho  y  las  once  de  la  mañana,  en¬ 
tre  las  once  de  la  mañana  y  las  dos  de  la  tarde  y  entre  las  dos  y  las  cinco  de  la  tarde,  respectiva¬ 
mente,  Sea  R  la  relación  que  contiene  a  (xf  y)  si,  y  sólo  si.  a  e  y  son  estudiantes  cuyos  apellidos  co¬ 
mienzan  por  letras  del  mismo  bloque.  En  consecuencia,  x  e  y  pueden  matricularse  al  mismo 
tiempo  si.  y  sólo  si,  ( v,  y)  pertenece  a R.  Se  ve  fácilmente  que  R  es  reflexiva,  simétrica  y  transiti¬ 
va.  Además,  R  divide  al  conjunto  de  estudiantes  en  tres  clases,  dependiendo  de  la  primera  letra  de 
;  su  apellido.  Para  saber  a  qué  hora  se  puede  matricular  un  estudiante  sólo  debemos  considerar  en 
¡  cuál  de  ia  Lrcs  clases  está,  independientemente  de  la  identidad  del  estudiante.  * 

En  la  relación  de  «congruencia  módulo  4».  dos  números  enteros  ay  b  están  relacionados  si  4 
'■  divide  a  a  -  b.  Veremos  más  adelante  que  esta  relación  es  reflexiva,  simétrica  y  transitiva.  No  es 
difícil  ver  que  a  está  relacionado  con  ó  si,  y  sólo  si,  a  y  b  tienen  el  mismo  resto  al  dividirlos  por  4. 
Se  sigue  que  esta  relación  parte  el  conjunto  de  los  culeros  en  cuatro  clases  distintas.  Si  sólo  nos 
preocupa  cuál  es  e¡  resto  que  deja  un  entero  al  ser  dividido  por  4T  no  necesitamos  saber  su  valor 
concreto,  sino  sólo  en  cuál  de  las  clases  está. 

Estas  dos  relaciones,  R  y  la  relación  de  congruencia  módulo  4,  son  ejemplos  de  relaciones  de 
equivalencia,  esto  es,  relaciones  que  son  reflexivas,  simétricas  y  transitivas.  En  esta  sección  ve¬ 
remos  que  este  tipo  de  relaciones  divide  los  conjuntos  en  clases  disjuntas  de  elementos  equiva¬ 
lentes.  Las  relacionas  de  equivalencia  aparecen  siempre  que  nos  preocupamos  únicamente  de  si  un 
elemento  de  un  conjunto  está  o  no  en  una  cierta  clase  de  elementos  en  lugar  de  preocupamos  de  su 
identidad  particular. 
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Kíilaccs 


DEFINICIÓN  1 


\  jí-mpkks 
id  iriuntiirs 


EJEMPLO  1 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


RELACIONES  DE  EQUIVALENCIA 


Bn  esta  sección  estudiaremos  relaciones  con  una  combinación  particular  de  propiedades  que  per¬ 
mite  usarlas  para  relacionar  entre  si  ob  jetos  que  son  semejantes  en  algún  sentido. 


Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  A  es  una  relación  de  equivalencia  si  es  reflexiva, 
simétrica  y  transitiva. 


Si  dos  elementos  están  relacionados  por  una  relación  de  equivalencia,  se  dice  que  son  equivalentes 
testa  definición  tiene  sentido,  ya  que  una  relación  de  equivalencia  es  simétrica).  Como  una  relación 
de  equivalencia  es  reflexiva,  en  una  relación  de  equivalencia  cualquier  elemento  es  equivalente  a 
sí  mismo.  Además,  como  toda  relación  de  equivalencia  es  transitiva,  si  a  y  h  son  equivalentes  y  b 
y  c  son  equivalentes,  se  sigue  que  a  y  t  son  equivalentes. 

Los  Ejemplos  1-4  ilustran  la  noción  de  relación  de  equivalencia. 

Supongamos  que  R  es  la  relación  en  el  conjunto  de  cadenas  de  letras  del  alfabeto  tal  que  a  R  h  si, 
y  sólo  si,  ¡(a)  -  /(/?),  siendo  l(x)  la  longitud  de  la  cadena  x.  ¿Es  R  una  relación  de  equivalencia? 

Solución :  Como  l(a)  =  Ha ),  se  sigue  que  a  R  a  para  cualquier  cadena  er,  de  modo  que  R  es  re~ 
flexiva*  Ahora  supongamos  que  a  R  h ,  de  modo  que  ¡(a)  =  l(h).  Entonces,  h  R  at  ya  que  l(b)  -  Ha). 
Por  tanto,  R  es  simétrica.  Finalmente,  supongamos  que  a  R  b  y  h  R  c.  Entonces,  l(a)  =  l{b)  y  l(b) 
—  /(r),  Por  tanto.  I(a)  -  í(c),  de  modo  que  a  R  t\  En  consecuencia,  R  es  transitiva.  Como  R  es  re~ 
flexiva,  simétrica  y  transitiva,  es  una  relación  de  equivalencia.  M 

Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  los  números  enteros  tal  que  a  R  h  si,  y  sólo  si,  a  - boa  -  -  b. 
Ya  mostramos  en  la  Sección  7.1  que  R  es  reflexiva,  simétrica  y  transitiva.  Por  tanto,  es  una  rela¬ 
ción  de  equivalencia.  M 


Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  los  números  reales  tal  que  a  R  h  si,  y  sólo  si,  a  -  b  es  un  mi- 
m ero  en  t e ro  ¿  E  s  R  u  n  a  re  I  ac ion  de  eq  u  i  v  alei ic i  a 7 

Solución;  Como  a  -  a  -  0  es  entero  para  cualquier  número  real  a,  a  R  a  para  todos  los  números 
reales  a.  Por  tanto,  R  es  reflexiva.  Ahora  supongamos  que  a  R  b.  Entonces,  u  -  h  es  un  número  en 
tero,  por  io  que  b  -  a  es  también  un  entero.  Por  tanto,  b  R  a.  Se  sigue  que  R  es  simétrica.  Si  a  R  h 
y  b  R  ct  entonces  a  -  by  b  -c  son  enteros,  por  lo  que  a  -  c  =  {a  -  b)  +  {b-c )  es  también  un  entero. 
Por  tanto,  a  R  r  y  R  es  transitiva.  En  consecuencia.  R  es  una  relación  de  equivalencia.  A 

Una  de  las  relaciones  de  equivalencia  que  se  emplea  con  más  frecuencia  es  ¡a  congruencia 
módulo  ni.  donde  fft  es  un  entero  positivo  mayor  que  1. 


Congruencia  módulo  m  Sea  m  un  entero  positivo  con  m  >  I.  Demuestra  que  la  relación 
R  -  ( (a,  h)  \a  =  h  (mod  m  • } 

es  una  relación  de  cqui valenciano  el  conjunto  de  los  números  enteros. 


Solución;  Vimos  en  la  Sección  2.4  que  a  =  h  (mod  m)  si.  y  sólo  sí,  m  divide  a  a  b.  Nótese  que 
a  -  a  —  0  es  divisible  por  ni.  puesto  que  0  =  0  ■  ni.  Por  tanto,  ¿/  =  a  (mod  m)  y  la  congruencia  mó¬ 
dulo  ni  es  reflexiva.  Ahora  supongamos  que  a  =  h  {mod  mi  Entonces,  a  -  h  es  divisible  porm7  de 
modo  que  a  b  -  km  para  algún  entero  k\  Se  sigue  que  h  -  a  =  ( -k)nn  de  modo  que  b  =  a  (mod  m ), 
Por  tanto,  la  congruencia  módulo  m  es  simétrica,  A  continuación,  supongamos  que  a  =  b  (mod  ni) 
y  h  =  c  (mod  m).  Entonces,  m  divide  tanto  a  a  b  como  a  h  -  c.  Por  ello,  existen  enteros  k  y  /  tales  que 
a  -  b  ~  km  y  h  -  c  -  Im.  Sumar  estas  ecuaciones  mueánj  que  a  -  c  ~  (a  -  b)  +  (b  -  c)  -  km  +  Im  = 
(k  +  l)m.  Por  tamo,  a  =  c  (mod  ñi)  y  la  congruencia  módulo  m  es  transitiva.  Concluimos  que  la  con¬ 
gruencia  módulo  m  es  una  relación  de  equivalencia.  < 


j _ 
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CLASES  DE  EQUIVALENCIA 


Sea  A  el  conjunto  de  todos  los  estudiantes  de  Lu  escuela  y  considera  la  relación  R  en  A  que  consiste 
en  los  pares  (xt  y)  tales  que  x  e  y  acabaron  la  enseñanza  secundaria  en  el  mismo  instituí  o.  Dado  un 
estudiante  a,  podemos  formar  el  conjunto  de  todos  los  estudiantes  equivalentes  a  x  con  respecto  a  R. 
Este  conjunto  consta  de  todos  los  estudiantes  que  terminaron  su  enseñanza  secundaria  en  el  mis¬ 
mo  instituto  en  que  lo  hizo*.  Se  dice  que  este  subconjunto  de  A  es  una  clase  de  equivalencia  de  la 
relación. 


DEFINICIÓN  2  Sea  R  una  relación  de  equivalencia  en  un  conjunto  A.  El  conjunto  de  todos  los  elementos  que 
están  relacionados  con  un  elemento  a  de  A  se  llama  clase  de  equivalencia  de  a.  La  clase  de 
equivalencia  de  a  con  respecto  a  R  se  denota  por  [a]r  Si  se  considera  una  única  relación,  su* 
primiremos  el  subíndice  í?  y  escribiremos  [a]  para  denotar  !a  clase  de  equivalencia. 

En  otras  palabras,  si  R  es  una  relación  de  equivalencia  en  un  conjunto  A ,  la  clase  de  equivalencia 
del  elemenlo  a  es 

N*=  \s\  (a,s)e  R}. 

Si  b  e  se  dice  que  b  es  un  representante  de  esta  dase  de  equivalencia.  Cualquier  elemento 
de  una  clase  se  puede  usar  como  representante  de  dicha  clase.  Esto  es.  no  hay  nada  especial  que 
distinga  ai  elemento  concreto  escogido  como  representante  de  la  clase, 

EJEMPLO  5  ¿Cuál  es  la  clase  de  equivalencia  de  un  numero  entero  para  la  relación  de  equivalencia  del  Ejemplo  2? 

Solución:  Como  en  esta  relación  cada  numero  entero  es  equivalente  a  sí  mismo  y  a  su  opuesto,  se 
sigue  que  |i/J  =  |  — £2»  íí¡*  Este  conjunto  contiene  dos  enteros  distintos  salvo  en  eí  caso  a  -  0.  Por 
ejemplo.  |7J  =  |-7,7|,  \-5]  =  {-5,51  y  (0]  =  )0|.  4 


EJEMPLO  6  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  0  y  de  I  para  la  congruencia  modulo  4? 


Solución:  La  clase  de  equivalencia  de  0  contiene  a  todos  los  enteros  a  tales  que  a  =  0  (mod  4),  Los 
enteros  de  esta  clase  son  los  enteros  divisibles  por  4.  Por  lamo,  la  dase  de  equivalencia  de  0  para 
esta  relación  es 


[0]  =  U,-8(  -4,  0.  4,  8,...). 


La  dase  de  equivalencia  de  I  contiene  a  todos  los  enteros  a  tales  que  a  =  1  (mod  4).  Los  enteros  de 
esta  dase  son  los  que  tienen  un  resto  igual  I  al  ser  divididos  por  4.  Por  tanto,  la  clase  de  equiva¬ 
lencia  de  I  para  esta  relación  es 

|l|  =  U-7,~3.  L  5. SU.}. 


| En  el  Ejemplo  6  se  han  hallado  las  clases  de  equivalencia  de  0  y  de  1  con  respecto  a  la  con* 
gruei  da  módulo  4.  Puede  generalizarse  fácilmente  el  Ejemplo  6  reemplazando  4  por  cualquier  en¬ 
tero  ¡  positivo  m.  Las  clases  de  equivalencia  de  la  relación  de  congruencia  módulo  m  se  llaman  cla¬ 
ses  cn,  congruencia  módulo  m.  La  dase  de  congruencia  módulo  m  de  un  entero  a  se  denota  por 
[a]m,  de  modo  que  \a\m  =  | a  -  2 m,  a  ni f  a,a  +  m,  a  +  2 m, ...  J.  Por  ejemplo,  se  sigue  det  Ejem¬ 
plo  6  que  [01 ,  =  | -8,  -4,  0, 4,  8. ...  J  y  que  1 1  \A  =  | ....  -7,  -3,  t ,  5,  9. ...  | . 


CLASES  DE  EQUIVALENCIA  Y  PARTICIONES 


Sea  A  el  conjunto  de  estudiantes  de  lu  universidad  que  están  matriculados  en  una  sola  titulación  y 
sea  R  la  relación  en  A  que  Consta  de  los  pares  (a:,  y)  donde  a  e  y  son  estudiantes  matriculados  en  la 
misma  titulación.  Entonces,  R  es  una  relación  de  equivalencia  (d  lector  debería  comprobarlo).  Ve¬ 
mos  que  R  separa  a  todos  los  estudiantes  de  A  en  una  colección  de  subconjuntos  disjuntos,  cada 
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TEOREMA  I 


uno  lie  los  cuales  contiene  a  los  estudiantes  matriculados  en  una  titulación  concreta.  Por  ejemplo, 
un  sulxon junto  contiene  a  todos  Sos  estudiantes  matriculados  (sólo)  en  informática  y  un  segundo 
subconjunto  contendrá  a  todos  los  estudiantes  matriculados  en  historia.  Además,  estos  subcon¬ 
juntos  son  clases  de  equivalencia  de  R.  Este  ejemplo  ilustra  cómo  las  clases  de  equivalencia  de  una 
relación  de  equivalencia  dividen  un  conjunto  en  subconjuntos  disjuntos  y  no  vacíos.  A  continua¬ 
ción  haremos  estas  nociones  un  poco  mas  precisas. 

Sea  R  una  relación  en  el  conjunto  A.  El  Teorema  1  muestra  que  las  clases  de  equivalencia  de 
dos  elementos  de  A  son  bien  idénticas  o  bien  disjuntas. 


Sea  R  una  relación  en  el  conjunto- A  Las  siguientes  afirmaciones 
(i)  a  R  b  07)  [a]  ==  ¡b]  (üi)  \a\  n  \b\  *  0 


aun  LLjiuvrtu;m^. 


:W 


Demostración;  Primero  demostramos  que  (/)  implica  (//),  Supongamos  que  ¿7  R  h,  Demostraremos 
que  [a]  ~  [h]  demostrando  que  [a]  C  [h\  y  que  [/?|  C  \a\t  Supongamos  que  c  e  [a].  Entonces,  a  R  c. 
Corno  a  R  h  y  R  es  simétrica,  sabemos  que  b  R  a.  Además,  como  R  es  transitiva  con  b  R  ay  a  R  t\ 
se  sigue  que  h  R  c,  Por  tanto,  c  e  [/?(.  Esto  demuestra  que  [a]  C  \h\.  La  demostración  de  que 
\b]  C  («j  es  similar;  se  deja  como  ejercicio  para  el  lector. 

En  segundo  lugar,  demostramos  que  (ií)  implica  07/).  Supongamos  que  [a]  -  [¿).  Se  sigue  que 
[íi|  n  0  ya  que  [a]  es  no  vacía  (porque  u  €  [a]  al  ser  R  reflexiva), 

A  continuación,  demostramos  que  (¡i i)  implica  (/).  Supongamos  que  [a]  O  \b]  *  0.  Entonces, 
existe  un  demento  c  con  c  e  [a]  y  c  e  [*>].  En  otras  palabras,  a  R  c  y  h  R  r.  Por  la  propiedad  si¬ 
métrica,  t  R  b .  Entonces,  por  transitividad.  como  a  R  c  y  c  R  /?*  se  tiene  que  u  R  h. 

Como  (/)  implica  07),  (i  i)  implica  (iíi)  y  (iii)  implica  (/),  las  tres  afirmaciones  (0,  (ti)  y  (iii)  son 
equivalentes. 


Ya  estamos  en  condiciones  de  mostrar  cómo  una  relación  de  equivalencia  divide  un  conjun¬ 
to.  Sea  R  una  relación  de  equivalencia  en  tm  conjunto  A,  La  unión  de  las  ciases  de  equivalencia  de 
R  es  todo  A,  ya  que  cada  demento  a  e  A  está  en  su  propia  dase  de  equivalencia,  esto  es,  en  [o]^. 
En  otras  palabras. 


IHi 

a€A 

Además,  se  sigue  del  Teorema  I  que  estas  clases  de  equivalencia  son  bien  iguales  o  bien  disjuntas, 
por  lo  que 

cuando  [/0r 

Estas  dos  observaciones  ponen  de  manifiesto  que  las  clases  de  equivalencia  forman  una  par¬ 
tición  de  A,  ya  que  dividen  A  en  suheonjuntos  disjuntos.  De  forma  más  precisa,  una  partición  de 
un  conjunto  S  es  una  colección  de  subcottjuntos  disjuntos  dos  a  dos  y  no  vacíos  de  S  tales  que  su 
unión  es  todo  S.  En  otras  palabras,  la  colección  de  subconjuntos  A ,  /  e  /  (donde  /  es  un  conjunto 
de  índices)  forma  una  partición  de  S  si.  y  sóloki, 

A  *  0  para  /  e  /, 

A  HA  =  0  si  i *  j 

i  /  J 


y 


UA  -  S. 

i3  o 

(Aquí  la  notación  ¡J  e ,  A.  representa  la  unión  dé  los  conjuntos  A  para  todo  i  e  /).  La  Figura  I  ilus¬ 
tra  el  concepto  de  partición  de  un  conjunto. 
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Figura  L  Una  partición  de  un  conjunto. 


EJEM PLO  7  Sea  5  =  ( 1 ,  2,  3,  4,  5,  6 1 .  La  colección  de  conjuntos  A  x  =  { 1 ,  2, 3 } «  Á2  =  ( 4,  5 }  y  A3  =  { 6 1  forma 
una  partición  de  S,  ya  que  estos  conjuntos  son  disjuntos  y  su  unión  es  S .  <4 

Hemos  visto  que  las  clases  de  equivalencia  de  una  relación  de  equivalencia  en  un  conjunto 
forman  una  partición  del  conjunto.  Los  subconjuntos  en  dicha  partición  son  las  clases  de  equiva¬ 
lencia.  A  la  inversa,  cualquier  partición  de  un  conjunto  se  puede  utilizar  para  formar  una  relación 
de  equivalencia.  Dos  elementos  son  equivalentes  con  respecto  a  esta  relación  si,  y  sólo  si,  están  en 
el  mismo  subconjunto  de  la  partición. 

Para  ver  esto,  supongamos  que  (A  ¡i  e  I\  es  una  partición  de  S.  Sea  R  la  relación  en  S  que 
consta  de  los  pares  (xr  y)  tales  que  .r  o  y  pertenecen  al  mismo  subconjunto  A .  de  la  partición.  Para 
demostrar  que  R  es  una  relación  de  equivalencia  debemos  demostrar  que  R  es  reflexiva,  simétrica 
y  transitiva. 

Vemos  que  (a.  a)  g  R  para  cada  a  e  S,  ya  que  a  está  en  el  mismo  suheonjunto  de  la  par¬ 
tición  que  él  mismo.  Pui  tanto.  A1  es  reflexiva.  Si  (a,  h)  e  R.  entonces  h  y  a  están  en  el  mismo 
subconjunto  de  la  partición,  por  lo  que  ( bf  a)  e  R  también.  Por  tanto.  R  es  simétrica.  Si  (a,  b) 
g  R  y  (b,  r)  g  R ,  entonces  a  y  h  están  en  el  mismo  subconjunto,  digamos  X,  de  la  partición,  y 
h  y  c  están  en  el  mismo  subconjunto,  digamos  Y,  de  la  partición.  Como  los  subconjuntos  de  la 
partición  son  disjuntos  y  b  pertenece  tanto  a  X  como  a  Y .  se  sigue  que  X  =  Y.  En  consecuencia, 
a  y  c  pertenecen  al  mismo  subconjunto  de  !a  partición,  de  modo  que  (a,  c)  e  R  Por  tanto.  R  es 
transitiva. 

Obtenemos  así  que  R  es  una  relación  de  equivalencia.  Las  clases  de  equivalencia  de  R  con¬ 
sisten  en  subconjuntos  de  S  que  contienen  elementos  relacionados  entre  sí  y,  por  la  definición  de 
A\  éstos  son  los  subconjuntos  de  la  partición.  El  Teorema  2  resume  las  conexiones  que  hemos  es¬ 
tablecido  entre  relaciones  de  equivalencia  y  particiones. 


I  Lí  >RLM  A  2  Sea  R  una  relación  de  equivalencia  en  un  conjunto  S.  Entonces,  las  clases  de  equivalencia  de 

R  forman  una  partición  de  S.  Recíprocamente,  dada  una  partición  {A  \  i  e  /(  det  conjunto  S , 
hay  una  relación  de  equivalencia  cuyas  ciases  de  equivalencia  son  los  conjuntos  A,  i  e  /. 


El  Ejemplo  ¡i  muestra  cómo  construir  una  relación  de  equivalencia  a  partir  de  una  partición. 

EJEMPLO  8  Enumera  los  pares  ordenados  de  la  relación  de  equivalencia  AJ  producida  por  la  partición  =  1 1, 
2,  3},  A  =  |4, 5 )  y  -  { 6 1  de  S  =  ( 1, 2,  3, 4, 5,  6 1  dada  en  el  Ejemplo  7. 

Solución:  Los  subconjuntos  de  la  partición  son  las  clases  de  equivalencia  de  R  El  par  [at  h)  e  R 
si.  y  sólo  si,  a  y  b  están  en  el  mismo  subconjunto  de  la  partición.  Los  pares  (  L  1 ),  í  I,  2),  ( L  3), 
(2.  i ),  (2,  2),  (2,  3),  (3.  I ),  (3,  2)  y  (3,  3)  pertenecen  a  A\  puesto  que  A}  =  |  L  2, 3 )  es  una  dase  de 
equivalencia:  los  pares  í4. 4),  (4.  5),  (5.  4  í  y  (5.  5)  pertenecen  a  A,  puesto  que  A2  =  [4,  5 }  es  una 
dase  de  equivalencia,  y  finalmente,  el  fiar  (ó,  ó) pertenece  a  R.  porque  |ó(  es  una  clase  de  equi¬ 
valencia.  Ningún  btro  par,  salvo  los  listados,  pertenece  a  R .  M 
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Las  clases  de  congruencia  módulo  m  proporcionan  una  ilustración  muy  útil  del  Teorema  2. 
Hay  m  clases  distintas  de  congruencia  módulo  m  correspondientes  a  los  m  distintos  restos  posibles 
al  dividir  un  número  entero  por  m.  Estas  clases  de  congruencia  se  denotan  por  [0]m.  [l]m, ....  [m  -  I 
y  forman  una  partición  del  conjunto  de  los  números  enteros. 

EJEMPLO  9  ¿Cuáles  son  los  conjuntos  de  la  partición  de  los  números  enteros  que  resultan  de  la  congruencia 
módulo  47 

Solución:  Hay  cuatro  clases  de  congruencia,  correspondientes  a  [í)]4,  [1]4,  [2.|4  y  [3]4.  Son  los  con¬ 
juntos 

[0]4=  (...,-8.-4,  0,  4,8,...} 

[1] 4  =  -7,  — 3,  1,5,9 ] 

[2] 4  =  1--.  -  ó,  -2.  2,  6,  10, ...} 

[3] ,=  5,  -1,3.  7,  11,...} 

Estas  clases  de  congruencia  son  disjuntas  y  cada  número  entero  está  en  exactamente  una  de 
ellas.  En  otras  palabras,  como  dice  el  Teorema  2,  estas  clases  de  congruencia  forman  una  partición. 


Problemas 

1 .  ¿Cuáles  de  estas  relaciones  en  |0,  i ,  2,  3}  son  relaciones 
de  equivalencia?  Determina  las  propiedades  que  les  fal¬ 
tan  a  las  restantes  para  ser  relación  de  equivalencia. 

{(0,0X0,  1),  &  2XO,  3)1 

b)  { (0.  0),  (0,  2),  (2, 0),  (2, 2),  (2, 3),  (3, 2),  (3,  3)  ¡ 
c>  {(0,0X0,  IX  (0  2)02,  IX  (2,  2X  (3,  3) | 

d)  {(0, 0),  (1T IX  0, 3),  (2, 2X  (2, 3),  (3,  1),  (3, 2),  (3,3)1 

c)  { (0,  0),  (0,  IX  (0,  2),  < 1 , 0),  (  U  X  í  1,  2),  (2.  QX  (2,  2). 

(3,3)1 

2.  ¿Cuáles  de  estas  relaciones  en  el  conjunto  de  todas  las 
personas  son  relaciones  de  equivalencia?  Determina  las 
propiedades  de  una  relación  de  equivalencia  que  les  fal¬ 
tan  a  las  restantes. 

a)  { (a,  b)  \  a  y  h  tienen  la  misma  edad } 

b)  { (tfT  b)  |  ú  y  b  tienen  los  mismos  padres ) 

c)  { (a,  b)  |  a  y  b  tienen  uno  de  los  padres  en  común ) 

d)  1  (a,  b)  |  a  y  b  se  conocen  ¡ 

e)  )  (ay  b)  |  a  y  h  hablan  un  mismo  idioma  ¡ 

3.  ¿Cuáles  de  estas  relaciones  en  el  conjunto  de  todas  las 
funciones  de  Z  en  Z  son  relaciones  de  equivalencia?  De¬ 
termina  las  propiedades  de  una  relación  de  equivalencia 
que  les  faltan  a  las  restantes, 

a)  \{f\g)  |/(1)  =  £(!)[ 

b)  Kf,g)  1/(0)  =  ¿Í0)  of(l)  =  g  (Di 

c)  |  (/.  g)  i/f.T)  -  g (a)  “  1  para  todo  .ve  Z  | 

d)  |  (f,  g)  \  /{_*.)  -  g  (x)  -  C  para  algún  C  e  Z  y  para  todo 

.t£  Zj 

d)  [(f^)l/(0)-^(l),y/(t)  =  ,g(0)) 

4.  Define  tres  relaciones  de  equivalencia  en  el  conjunto  de 
estudiantes  de  tu  curso  de  matemática  discreta  que  sean 
distintas  de  las  relaciones  discutidas  en  el  texto.  Deter¬ 
mina  las  clases  de  equivalencia  para  estas  relaciones  de 
equivalencia. 


5.  Supon  que  A  es  un  conjunto  no  vacío  y  que  /es  una  fun¬ 
ción  cuyo  dominio  es  A.  Sea  R  la  relación  en  A  que  con¬ 
siste  en  todos  los  pares  ordenados  (x,  y)  con  f{x)  -  f(y). 

a)  Demuestra  que  R  es  umi  relación  de  equivalencia  en  A. 

b)  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  R ? 

ó*  Supon  que  A  es  un  conjunto  no  vacío  y  que  R  es  una  re¬ 
lación  de  equivalencia  en  A  Demuestra  que  hay  una  fun¬ 
ción /cuyo  dominio  es  A  tal  que  (x,  y)  e  R  si,  y  sólo  sí, 

m =Av)' 

7,  Demuestra  que  la  relación  R ,  que  consiste  en  todos  los 
pares  (x,  y)  en  los  que  x  e  y  son  cadenas  de  bits  de  longi¬ 
tud  al  menos  tres  que  coinciden  en  sus  tres  primeros  bits, 
es  una  relación  de  equivalencia  en  el  conjunto  de  todas 
las  cadenas  de  bits  de  longitud  al  menos  tres, 

H.  Demuestra  que  la  relación  R ,  que  consiste  en  todos  los 
pares  (a,  y)  en  los  que  x  e  y  son  cadenas  de  bits  de  longi¬ 
tud  al  menos  tres  que  coinciden  salvo  quizá  en  sus  ires 
primeros  bits,  es  una  relación  de  equivalencia  en  d  con¬ 
junto  de  todas  las  cadenas  de  bits  de  longitud  al  menos 
tres. 

9.  Demuestra  que  ia  equivalencia  preposicional  es  una 
relación  de  equivalencia  en  el  conjunto  de  todas  las 
f ó  rm  u  1  as  pr oposic  ionales. 

10.  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  pares  ordenados  de 
enteros  positivos  tal  que  ((a,  b X  (c,  d))  £  R  si.  y  sólo  sí, 
ad  =  be.  Demuestra  que  R  es  una  relación  de  equivalen¬ 
cia. 

11.  { Rcq u  íere  Cá i  c  u  I  o) 

a)  Sea  n  un  entero  positivo.  Demuestra  que  la  relación  R 
en  el  conjunto  de  todas  las  funciones  diferenciadles 
de  R  en  R,  que  consiste  en  todos  los  pares  (f,  y)  con 
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f{x)  -  g'(x)  p;ira  todos  los  números  reales  x,  es  una 
relación  de  equivalencia. 

Ir)  ¿Qué  fundones  están  en  la  misma  clase  de  equiva¬ 
lencia  que  la  función f(x) = x2? 

12.  (Requiere  Cálculo) 

a)  Sea  n  un  entero  positivo.  Demuestra  que  la  relación  R 
en  el  conjunto  de  todos  los  polinomios  con  coefi¬ 
cientes  reales  que  consiste  en  todos  los  pares  (f,  g) 
con  /'"■(.v)  =  ^'Il(jt)í  es  una  relación  de  equivalencia 
[/^(a)  es  la  derivada  fl-ésima  de/(x)], 
h)  ¿Qué  funciones  están  en  la  misma  clase  de  equiva¬ 
lencia  que  la  función /(x)  -  xA  cuando  n  -  3? 

13.  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  URLs  (o  di¬ 
recciones  web)  tal  que  x  R  y  si.  y  sólo  si,  la  pagina  web 
en  la  dirección  x  es  la  misma  que  la  página  web  en  la  di¬ 
rección  v.  Demuestra  que  R  es  una  relación  de  equiva¬ 
lencia. 

14.  Sea  R  la  relación  en  d  conjunto  de  tollas  las  personas  que 
han  visitado  una  página  web  en  concreto  tal  que  Fv  R  y  si, 
y  sólo  si,  la  persona  a  y  la  persona  y  han  seguido  el  mis¬ 
mo  conjunto  de  enlaces  a  partir  de  esta  página  web  (yen¬ 
do  de  una  página  web  a  otra  hasta  que  se  desconectan  de 
Internet).  Demuestra  que  A*  es  una  relación  de  equivalen¬ 
cia. 

En  los  Problemas  15-17,  determina  si  la  relación  cuyo  grato  di¬ 
rigido  se  muestra  en  la  figura  es  o  no  una  relación  de  equiva¬ 
lencia. 


18,  Determina  si  las  relaciones  representadas  por  esta!  ma¬ 
trices  boo k  anas  son  re  be  i ones  de  eq  u  i  v  a  lene  i  a .  * 


I  l  Y 

I 

0 

1 

0 

4  1 

1  {>- 

0 

1 

0 

1 

1  1 

1  0 

0  1  1 

1  1  1 

b) 

i 

0 

I 

0 

C) 

1  1 

1  0 

0 

í 

0 

I 

0  0 

0  1 

19,  Demuestra  que  la  relación  R  en  d  conjunto  de  ¡odas 
las  cadenas  de  bits  tal  que  s  R  t  si,  y  sólo  sí,  s  y  i  con¬ 
tienen  el  mismo  número  de  unos  es  una  relación  de 
equivalencia. 


2U.  ¿Cuáles  son  las  ciases  de  equivalencia  de  las  relaciones 
de  equivalencia  del  Problema  1 7 

21.  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  las  relaciones 
de  equivalencia  del  Problema  2? 

22.  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  las  relaciones 
de  equivalencia  del  Problema  37 

23.  ¿Cuál  es  la  clase  de  equivalencia  de  la  cadena  de  bits  01 1 
para  la  relación  de  equivalencia  dd  Problema  19? 

24.  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  estas  cadenas 
de  bits  para  la  relación  de  equivalencia  cid  Problema  7? 

a)  010  b)  10U  c)  mu  d)  010)0101 

25.  Describe  las  clases  de  equivalencia  de  las  cadenas  de 
bits  del  Problema  24  para  la  relación  de  equivalencia  del 
Problema  8. 

26.  ¿Cuál  es  la  dase  de  congruencia  ¡4¡w  si  m  es 

a)  27  b)  3?  c)  ó?  d)  8? 

27.  Describe  cada  una  de  las  clases  de  congruencia  módulo  ó. 

28.  a)  ¿Cuál  es  la  clase  de  equivalencia  de  (L  2)  con  res¬ 

pecto  a  la  relación  de  equivalencia  del  Problema  10? 

b)  Da  una  interpretación  de  las  clases  de  equivalencia  de 
la  relación  de  equivalencia  R  del  Problema  10 

29.  ¿Cuáles  de  estas  colecciones  de  subconjuntos  son  parti¬ 
ciones  de  1 1 , 2, 3, 4, 5, 6 1? 

a}  (1,21,12,3,41.(4,5.61 

b)  ( 1 1,  (2, 3, 6),  (4|,  |5| 

c)  12,4,6|,  {1*3.5) 

(!)  (M,  5)42,6} 

30.  ¿Cuáles  de  estas  colecciones  de  subconjuntos  son  parti¬ 
ciones  de  {-3t-2,~  1,0,  I,  2,3)? 

a)  {-3,  -1,1,3},  (-2,0,21 

b)  -2,-1  *0140,1,2.3} 

c)  M* 3J.  1-2,2},  M,  11,  [0} 

d)  {-3,-2,2,314-141 

31.  ¿Cuáles  íle  estas  colecciones  de  subconjuntos  son  parti¬ 
ciones  del  conjunto  de  cadenas  de  bits  de  longitud  8? 

a)  El  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  empiezan  por  \ .  et 
conjunto  de  cadenas  de  bits  que  empiezan  por  00  y  el 
conjunto  de  cadenas  de  bits  que  empiezan  por  01. 

b)  El  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  contienen  la  ca¬ 
dena  00,  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  contienen 
la  cadena  01.  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  con¬ 
tienen  la  cadena  1 0  y  d  conjunto  de  cadenas  de  bits 
que  contienen  la  cadena  I  I 

c)  El  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan  en  00,  el 
conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan  en  01,  el 
conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan  en  10  y  cf 
conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan  en  1 1 . 

d)  El  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan  en 
II  I,  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  terminan 
en  011  y  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  ter- 
midan  en  00. 

e)  El  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  tienen  .Ur  unos, 
donde  k  es  un  entero  no  negativo:  eí  conjunto  de  ca- 
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llenas  de  bits  que  tienen  3 k  +  I  unos,  donde  k  es  un 
entero  no  negativo,  y  el  conjunto  de  cadenas  de  bus 
que  tienen  3k  +  2  unos,  donde  k  es  un  entero  posi¬ 
tivo. 

32.  ¿Cuáles  de  estas  colecciones  de  subconjuntos  son  una 

partición  del  conjunto  de  los  números  enteros? 

al  til  conjunto  de  los  enteros  pares  y  el  conjunto  de  los 
enteros  impares, 

b)  til  conjunto  de  los  culeros  positivos  y  el  conjunto  tic 
los  enteros  negativos, 

c)  I  I  conjunto  de  enteros  divisibles  por  3.  el  conjunto  de 
los  enteros  que  dejan  resto  1  cuantío  se  dividen  por  3 
y  el  conjunto  de  ios  enteros  que  dejan  resto  2  cuando 
se  dividen  por  3, 

d }  El  et  n  ij  uní  o  de  ente n  >s  m  enores  que  -100,  el  con]  un¬ 
to  de  enteros  con  valor  absoluto  menor  o  igual  que 
1 00  y  el  conjunto  de  enteros  mayores  que  100. 

e)  El  conjunto  de  enteros  no  divisibles  por  3,  el  conjun¬ 
to  de  los  enteros  pares  y  el  conjunto  de  enteros  que 
dejan  resto  3  cuando  se  dividen  por  fi. 

33.  ¿Cuáles  de  las  siguientes  son  particiones  del  conjunto 

Z  x  Z  de  fiares  ordenados  de  enteros? 

al  El  conjunto  de  pares  U.  y)  con  x  o  y  impar,  el  con¬ 
junto  de  pares  (x.  y)  con  x  par  y  el  conjunto  de  pares 
(a,  y)  con  v  par. 

b )  El  conjunto  de  pares  Ía.  y)  con  v  e  y  ambos  impares, 
el  conjunto  de  pares  (x.  y)  en  ios  que  exactamente 
uno  de  entre  jr  e  y  es  impar  y  el  conjunto  de  pares  (x 
y)  con  r  e  y  ambos  pares. 

c)  El  conjunto  de  pares  (a,  y)  con  x  positivo,  el  conjunto 
lÍc  pares  (a,  y)  con  v  positivo  y  el  conjunto  de  pares 
(a,  y)  con  x  e  y  ambos  negativos. 

d)  El  conjunto  de  pares  (x,  y)  en  los  que  3  |  v  y  3  1  y.  el 
conjunto  de  pares  (a,  y)  en  los  que  3  |  x  y  3  X  y.  el 
conjunto  de  pares  ü.  y)  en  los  que  3  X  x  y  3  |  y  y  el 
conjunto  de  pares  (x,  y)  en  los  que  3  4"  v  y  3  4"  y. 

e)  i  I  conjunto  de  pares  (  v.  y)  con  v  >  0  e  y  >  0,  el  con¬ 
junto  de  pares  (a,  v)  con  a  >  0  e  y  s  0,  el  conjunto  de 
pares  (a.  v)  con  i  s  0  e  y  >  0  y  el  conjunto  de  pares 
(A.  y)  con  x  <■  0  e  y  s  0. 

f)  El  conjunto  de  pares  (xP  y)  con  v  *  0  e  y  *  0.  el  con¬ 
junto  de  potes  (x  y)  con  a  =  Ü  e  y  *  0  y  el  conjunto  de 
pares  (\.  y)  con  i  *  0  e  y  =  0. 

34.  ¿Cuales  de  las  siguientes  son  particiones  de  los  números 

reales? 

a)  Los  números  reales  negativos,  |0K  los  números  rea¬ 
les  positivos. 

b)  Ele  onj  u  nlo  de  1 1  *s  n  ú  me  ros  i  rrac  i  i  >n  ales.de  onj  u  n  i  o 
de  los  números  racionales, 

c)  FJ  conjunto  de  intervalos  [£,  k  +  I  ),  k  =  .,♦>  -2,  -  L  0, 

1*2, ... 

d)  el  conjunto  de  intervalos  ( k ,  jfc  +  I ),  A-  —  ....  2,  1 , 0, 

1,2, ... 

e)  El  conjunto  de  intervalos  {k,  k  +  „„  -2,  LO, 

1 , 2, ... 

f)  Los  conjuntos  j  v  +  n  \  n  e  Z}  para  todo  a  e  [0,  1 ), 

35.  Enumera  los  pares  ordenados  de  las  relaciones  de  equi¬ 


valencia  producidas  por  las  siguientes  particiones  de  (0, 
1,2.3, 4,5|. 

a>  |0M  1.2|,  |3,4<3J 

b)  ia-lM2.3M4.51 
cj  {0,1,2-^13,4,51 

d)  {0|.(JM2M3M4M51 

36.  Enumera  los  pares  ordenados  de  las  relaciones  de  equi¬ 
valencia  producidas  por  las  siguientes  particiones  de  \o, 
b.  r,  <1.  ej.g\. 

a)  lB.ftUc.rf!.  |e./. «I 
h)  (a),  |*1.  |c.rf|.  le./l.fi) 

c)  |<f,  b,c,d).\e,f,g) 

d)  {a, l/| 

Se  dice  que  una  partición  ¡\  es  un  refinamiento  de  la  partición 
P  si  cada  conjunto  de  P{  es  subconjunto  de  alguno  de  los 
conjuntos  de  Pr 

37.  Demuestra  que  la  partición  formada  por  las  clases  de 
congruencia  módulo  6  es  un  refinamiento  de  la  partición 
formada  por  las  clases  de  congruencia  módulo  3. 

38.  Demuestra  que  la  partición  del  conjunto  de  personas 
que  viven  en  un  determinado  país  formada  por  los 
subconj untos  de  personas  que  viven  tanto  en  la  misma 
comarca  como  en  la  misma  provincia  es  un  retina- 
miento  de  la  partición  formada  por  los  subconjuntos  de 
personas  que  viven  en  ta  misma  provincia  (puede  ha¬ 
ber  comarcas  que  se  extiendan  por  varías  provincias  t¡ 
mitro  fes). 

39.  Demuestra  que  la  partición  del  conjunto  de  cadenas  de 
bits  de  longitud  16  formada  por  Lis  clases  de  equivalencia 
de  cadenas  de  bits  que  coinciden  en  sus  ocho  últimos 
bits  es  un  retí  ñamen  t  o  de  la  partición  formada  por  las  da 
se*  de  equivalencia  de  las  cadenas  de  hits  que  coinciden 
en  sus  cuatro  últimos  bits. 

40.  Supon  que  R[  y  A\  son  relaciones  de  equivalencia  en  un 
conjunto  A.  Sean  Pf  y  P  las  particiones  que  correspon¬ 
den  a  Rx  y  R. .  respetivamente.  Demuestra  que  R{  C  R 
si,  y  sólo  si,  P,  es  un  refinamiento  de  P , 

41.  I  Lilla  la  relación  de  equivalencia  más  pequeña  en  d  con¬ 
junto  \a.  b ,  c .  dt  e]  que  contenga  a  1  (ü,  h),  (a,  c\  [d>  v)\. 

42.  Supon  que  Rt  y  R  son  relaciones  de  equivalencia  en  d 
conjunto  S.  Determina  si  cada  uda  de  las  siguientes  com¬ 
binaciones  de  /?!  y  R  ,  es  o  no  sor  necesariamente  una  re 
lación  de  equivalencia. 

íi)  R,  U  R2  b í  RtOR,  c)  R{®R2 

43.  Considera  la  relación  de  equivalencia  del  Ejemplo  3.  es 
decir.  R  -  ( (a,  y)  1  a  y  es  un  numero  entero  1 . 

u)  ¿Cuál  es  ta  dase  de  equivalencia  de  I  para  esta  rela¬ 
ción  de  equivalencia? 

h)  ¿Cuál  es  la  clase  de  equivalencia  de  1/2  para  esta  re- 
lac  ló  n  de  eq  u  i  v  aleñe  i  a? 

"44,  Cada  abalorio  de  una  pulsera  con  tres  abalorios  es  bien' 
rojo,  bien  blanco  o  bien  azul,  tal  y  como  se  muestra  en  la 
figura. 
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Definimos  la  relación  R  entre  pulseras  como:  (Pr  P  ), 
donde  P,  y  P  ,  son  pulseras,  pertenece  a  R  si,  y  sólo  s¡T  P, 
puede  obtenerse  a  partir  ele  P  bien  mediante  una  rotación 
o  bien  mediante  una  rotación  seguida  por  una  reflexión 

a)  Demuestra  que  R  es  una  relación  de  equivalencia. 

b)  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  /?? 

*45.  Sea  R  la  relación  de  equivalencia  en  el  conjunto  de  todas  las 
formas  de  colorear  un  tablero  2  x  2  de  ajedrez  asignando  a 
cada  unn  de  los  cuatro  cuadrados  bien  el  color  rojo  o  bien  el 
color  azul  tal  que.  si  C1  y  C,  son  tableros  2  x  2  de  ajedrez 
con  cada  uno  de  sus  cuatro  cuadrados  coloreados  de  rojo  o 
de  azul,  el  par  (Cr  C  j  pertenece  a  R  si,  y  sólo  sí,  C2  puede 
obtenerse  a  partir  de  bien  medíanle  una  rotación  o  bien 
medíante  una  rotación  seguida  de  una  reflexión. 

a)  Demuestra  que  R  es  una  relación  de  equivalencia, 
h)  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  /?? 

46.  al  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  las  funciones  de 

//  en  Z*  tal  que  ( f7  g)  pertenece  a  A1  si,  v  sólo  si,  fes 
0(g)  (véase  la  Sección  2.2).  Demuestro  que/?  es  una 
re  laca  >n  ti  c  e  q  u  i  v  al  ene  i  a . 

bj  Describe  las  clases  de  equivalencia  de  la  relación  de 
equivalencia  del  apartado  (a)  que  contienen  a /{//)  rr. 

47,  Determina  el  número  de  relaciones  de  equivalencia  dis¬ 
tintas  que  puede  haber  en  un  conjunto  de  tres  elementos 
enumerándolas  todas. 


4K.  Determina  el  número  de  relaciones  de  equivalencia  dis¬ 
tintas  que  puede  haber  en  un  conjunto  de  cuatro  elemen¬ 
tos  enumerándolas  todas, 

*49.  ¿Se  obtiene  necesariamente  una  relación  de  equivalencia 
cuando  se  forma  el  cierre  transitivo  del  cierre  simétrico 
del  cierre  reflexivo  de  una  relación? 

*5(1.  ¿Se  obtiene  necesariamente  una  relación  de  equivalencia 
cuando  se  forma  el  cierre  simétrico  del  cierre  reflexivo 
del  cierre  transitivo  de  una  relación? 

51.  Supón  que  se  usa  el  Teorema  2  para  formar  una  partición 
P  a  partir  de  una  relación  de  equivalencia  R .  ¿Cual  es  la 
relación  de  equivalencia  R'  que  resulta  de  utilizar  otra  vez 
el  Teorema  2  para  formar  una  relación  de  equivalencia 
asociada  a  P7 

52.  Supon  que  se  emplea  el  Teorema  2  para  formar  una  rela¬ 
ción  de  equivalencia  R  a  partir  de  una  partición  P  ¿Cuál 
es  la  punición  P'  que  resulta  de  utilizar  otra  vez  el  Teo¬ 
rema  2  para  formar  una  partición  asociada  a  R1 

SX  Idea  un  algoritmo  para  hallar  la  relación  de  equivalencia 
más  pequeña  que  contiene  a  una  relación  dada. 

*54,  Sea  pOr)  el  número  de  relaciones  de  equivalencia  distin¬ 
tas  en  un  conjunto  de  n  elementos  (y.  por  el  Teorema  2» 
el  numero  de  particiones  de  un  conjunto  de  n  elementos). 
í>ninestra  que  p(n)  satisface  la  relación  de  recurrencia 
pin)  -  Zy.-ó  C{n  -  lrj)p{n  - j  I)  y  la  condición  inicial 
p(0)  =  I  ♦  | Nota;  Los  números  ¡){n)  .se  llaman  números  de 
Bell  en  honor  del  matemático  estadounidense  E.  T.  Bell], 

55.  Utiliza  el  Problema  54  para  hallar  el  número  de  relaciones 
de  equivalencia  distintas  en  un  conjunto  de  n  elementos, 
siendo  n  un  entero  positivo  menor  o  igual  que  10. 


y 

7.6  Ordenes  parciales 


INTRODUCCION 


Knfatés 


Con  frecuencia  empleamos  relaciones  para  ordenar  algunos  o  todos  los  elementos  de  un  conjunto. 
Por  ejemplo.  Ordenamos  palabras  usando  la  relación  que  contiene  pares  de  palabras  (x,  y)  en  los 
que  la  palabra  x  precede  a  la  palabra  y  en  el  diccionario.  Planificamos  proyectos  utilizando  la  re¬ 
lación  que  contiene  pares  (x  y)  en  los  que  x  e  y  ¡on  tareas  del  proyecto  tales  que  la  tarea  a  dehe  ha¬ 
berse  completado  antes  de  que  comience  y.  Ordenamos  el  conjunto  de  los  números  enteros  usan¬ 
do  la  relación  que  contiene  los  pares  (x,y)  en  los  que  a  es  menor  que  y.  Cuantío  añadimos  todos  los 
pares  de  la  forma  (a  .  a)  a  estas  relaciones,  obtenemos  una  relación  que  es  reflexiva.  antisimeírica 
y  transitiva.  Éstas  son  las  propiedades  que  caracterizan  a  las  relaciones  que  se  utilizan  para  orde¬ 
nar  los  elementos  de  un  conjunto  atendiendo  a  su  tamaño  relativo. 


DEFINICION  I  Se  dice  que  una  relación  R  en  un  conjunto  S  es  una  ordenación  parcial ,  o  que  es  un  orden 
parcial ,  si  es  reflexiva,  antis  i  métrica  y  transitiva.  Se  llanta  conjuntó,  parcialmente  ordenado  a 
cualquier  conjunto  S  con  un  orden  parcial  R ?y  se  denota  por  (S.  R). 
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EJEMPLO  1 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  4 


DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  5 


Demuestra  que  la  relación  «mayor  o  igual  que»  O)  es  un  orden  parcial  en  el  conjunto  de  los  en¬ 
teros. 

Solución:  Como  a  *  a  para  cada  entero  cu  2  es  reflexiva.  Si  a  £  h  y  b  2  ¿7,  entonces  a  —  h.  Por  tati¬ 
to.  2  es  ant ¡simétrica.  Finalmente,  2  es  transitiva,  ya  que  a  a  h  y  b  2  c  implican  que  a  2  c.  Se  sigue 
que  2  es  un  orden  parcial  en  el  conjunto  de  los  enteros  y  (Z.  2)  es  un  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado.  4 

La  relación  de  divisibilidad  |  es  un  orden  parcial  en  el  conjunto  de  los  enteros  positivos,  ya  que  es 
reflexiva,  anüsimetrica  y  transitiva,  como  se  demostró  en  la  Sección  7.1.  Venios  que  (Z\  ¡)  es  un 
conjunto  parcialmente  ordenado  (Z*  denota  el  conjunto  de  tos  enteros  positivos).  4 

Demuestra  que  la  relación  de  inclusión  C  es  un  orden  parcial  en  el  conjunto  de  las  paites  de  un 
conjunto  S. 

Solución:  Como  A  C  A  para  cualquier  subconjunto  de  .S\  C  es  reflexiva.  Es  antisimétrica,  ya  que 
4  C  B  y  8  C  A  implican  que  A  -  H .  Finalmente,  C  es  transitiva,  ya  que  A  C  B  y  B  C  C  implican 
que  A  C  C.  Por  tanto,  C  es  un  orden  parcial  en  P(S)  y  ( P(S ),  C)  es  un  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado.  4 

En  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  la  notación  a  <  h  denota  que  (a,  b )  e  R.  Se  usa  esta 
notación  porque  la  relación  «menor  o  igual  que»  es  un  paradigma  para  los  órdenes  parciales 
(nótese  que  ei  símbolo  <  se  utiliza  para  denotar  la  relación  en  cualquier  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado,  no  sólo  para  la  relación  «menor  o  igual  que»).  La  notación  a  <  h  quiere  decir  que  a  <  h% 
pero  a  *  b.  También  se  dice  que  «a  es  menor  que  h »  o  que  «ó  es  mayor  que  a»  si  a  <  />. 

Cuando  a  y  b  son  elementos  del  conjunto  parcialmente  ordenado  (5.  < ).  no  tiene  por  qué  dar¬ 
se  necesariamente  ni  a  <  b  ni  b  <  a.  Por  ejemplo,  en  (P(Z\  C),  { 1,  2  (  no  está  relacionado  con 
|  L  3  j.  y  viceversa,  ya  que  ninguno  de  tos  dos  conjuntos  está  contenido  en  el  otro.  De  forma  pa¬ 
recida.  en  (Z.  [),  2  no  está  relacionado  con  3  y  3  no  está  relacionado  con  2,  ya  que  2  X  3  y  3  T  2. 
Esto  conduce  a  la  Definición  2. 


Se  dice  que  los  elementos  a  y  b  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado  (5,  <)  son  compa¬ 
rables  si  se  tiene  que  bien  a  <  b  o  bien  /;  ^  a .  Cuando  a  y  h  son  elementos  de  S  tales  que  m 
a  ^  b  ni  b  <  a  se  dice  que  a  y  b  son  no  comparables . 


Ln  el  conjunto  parcialmente  ordenado  (Z\  | ).  ¿son  comparables  los  números  enteros  3  y  9?  ¿Son 
comparables  5  y  7? 

Solución:  Los  enteros  3  y  9  son  comparables,  ya  que  3  |  9.  Los  enteros  5  y  7  son  no  comparables, 
ya  que  5  X  7  y  7  X  5,  4 

El  adjetivo  «parcial»  se  emplea  para  describir  órdenes  parciales,  ya  que  puede  haber  jares  de 
elementos  no  comparables.  Cuando  dos  elementos  cualesquiera  del  conjunto  son  siempre  com¬ 
parables,  se  dice  que  la  relación  es  un  orden  total. 


Si  (5,  <)  es  un  conjunto  parcialmente  ordenado  y  cada  dos  elementos  de  ,S‘  son  comparables , 
se  dice  que  S  es  un  conjunto  totalmente  ordenado  o  ¡me  a  ¡mente  ordenado.  En  tal  caso,  se  dice 
que  <  es  un  orden  total  u  orden  lineal .  A  un  conjunto  totalmente  ordenado  también  se  le  lla¬ 
ma  cadena . 


El  conjunto  parcialmente  ordenado  (Z,  =s)  está  totalmente  ordenado,  ya  que  a  o  h  <  a  pfarn  todo 
par  de  números  enteros  a  y  h ,  4 
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EJEMPLO  6  El  conjunto  parcialmente  ordenado  (Z  \  j)  no  está  totalmente  ordenado,  ya  que  contiene  elementos 
no  comparables,  corno  5  y  7.  4 

Ya  observamos  en  el  Capítulo  3  que  (Z%  <)  es  un  conjunto  bien  ordenado,  siendo  s  la  rela¬ 
ción  usual  «menor  o  igual  que».  Definimos  a  continuación  los  conjuntos  bien  ordenados. 


DEFINICIÓN  4  (Sy  <)  es  un  conjunto  bien  ordenado  si  <  es  un  orden  total  y  cualquier  subconjunto  no  vacío 
de  S  tiene  un  elemento  mínimo. 

EJEMPLO  7  El  conjunto  de  pares  ordenados  de  cuteros  positivos  X  Z\  con  (ap  a  j  V  (br  b7)  si  a{  <  /y  o  si 
a  =  b]  y  a2  <  b2  (el  orden  lexicográfico),  es  un  conjunto  bien  ordenado.  Se  deja  el  comprobarlo 
como  un  problema  al  final  de  esta  sección.  El  conjunto  Z,  con  el  orden  usual  <,  no  está  bien  or¬ 
denado,  ya  que  el  conjunto  de  los  enteros  negativos,  que  es  un  subconjunto  de  Z.  no  tiene  elemento 
mínimo,  4 

En  la  Sección  3.4  vimos  cómo  emplear  el  principio  de  inducción  para  demostrar  resultados 
relativos  a  un  conjunto  bien  ordenado.  Enunciaremos  y  demostraremos  ahora  que  esta  técnica  de 
demostración  es  válida. 


TEOREMA  1  EL  PRINCIPIO  DE  INDUCCIÓN  SOBRE  CONJUNTOS  BIEN  ORDENADOS  Su¬ 
pongamos  que  S  es  un  conjunto  bien  ordenado.  Entonces,  P(x)  es  verdadera  para  todo  x  e  $  si: 

Paso  base:  P(xQ)  es  verdadera  para  el  elemento  mínimo  xtt  de  S,  y 

Paso  de  inducción:  Para  cada  y  e  $  se  tiene  que  si  P{x)  es  verdadera  para  todo  x  <  enton¬ 
ces  P(y)  es  verdadera. 


Demostración:  Supongamos  que  Pix)  no  es  verdadera  para  todo  x  e  S.  Entonces,  hay  un  elemento 
y  e  S  tal  que  P(y)  es  falsa.  Por  consiguiente,  el  conjunto  A  -  {xe5|P(jc)  es  falsa)  es  no  vacío.  Como 
S  está  bien  ordenado,  el  conjunto  A  tiene  un  elemento  mínimo  a.  Sabemos  que  a  #  x  ya  que  el  paso 
base  nos  dice  que  P(xu)  es  cierta.  Por  ía  elección  de  a  como  elemento  mínimo  de  ,4,  sabemos  que 
P(x)  es  cierta  para  todo  x  e  S  con  ,v  <  a.  Esto  implica,  pOT  el  paso  de  inducción,  que  P(a)  es  verda¬ 
dera.  Esta  contradicción  demuestra  que  Pf.r)  tiene  que  ser  verdader  a  para  todo  a  e  S.  1 

El  principio  de  inducción  sobre  con  juntos  bien  ordenados  es  una  técnica  muy  versátil  para  de¬ 
mostrar  resultados  acerca  de  este  tipo  de  conjuntos.  Incluso  en  casos  en  que  se  puede  aplicar  el 
principio  de  inducción  sobre  el  conjunto  de  enteros  positivos  para  demostrar  un  teorema,  puede  ser 
más  sencillo  aplicar  el  principio  de  inducción  sobre  conjuntos  bien  ordenados.  Esto  ya  se  ha  vis¬ 
to  en  el  Ejemplo  15  de  la  Sección  3.4,  en  el  que  demostramos  un  resultado  sobre  el  conjunto  bien 
ordenado  (N  x  N,  < ),  donde  <  es  el  orden  lexicográfico  en 

EL  ORDEN  LEXICOGRÁFICO 


Las  palabras  de  un  diccionario  aparecen  en  orden  alfabético,  o  lexicográfico.  Este  orden  se  basa  en 
el  orden  de  las  letras  en  el  alfabeto  y  no  es  más  que  un  caso  particular  de  una  ordenación  de  las  ca¬ 
denas  de  un  conjunto  construida  a  partir  de  un  orden  parcial  definido  sobre  el  conjunto.  Veremos 
cómo  funciona  esta  construcción  en  cualquier  conjunto  parcialmente  ordenado. 

Primero  veremos  cómo  construir  un  orden  parcial  sobre  el  producto  cartesiano  de  dos  con¬ 
juntos  parcialmente  ordenados,  (A  1 ,  y  (A,,  <  El  orden  lexicográfico  <  en  A,  x  A2  se  defi¬ 
ne  especificando  que  un  par  es  menor  que  un  segundo  par  sí  la  primera  componente  del  primer  par 
es  menor  (en  A  t)  que  la  primera  componente  del  segundo  par  o  si  las  primeras  componentes  son 
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iguales,  pero  la  segunda  componente  del  primer  par  es  menor  (en  AJ  que  la  segunda  componente 
riel  segundo  par.  En  otras  palabras,  (a,,  a.)  es  menor  que  (/>,,  />.),  esto  es. 

(üj,  a2)  <  {bv  b2), 

si  bien  at  <,  b,  o  bien  tí,  =  y  íí7  <,  br 

Obtenemos  un  orden  parcial  ^  añadiendo  la  igualdad  a!  orden  <  en  Aj  x  A,,  El  comprobar¬ 
lo  se  deja  como  ejercicio. 

EJEMPLO  8  Determina  si  es  cierto  o  no  que  (3. 5)  <  (4.  8).  que  (3,  8)  <  (4.  5)  y  que  (4, 9)  <  (4,  I  i )  en  el  con¬ 
junto  parcialmente  ordenado  (Z  x  Z.  <),  donde  <  es  el  orden  lexicográfico  construido  a  partir  de 
la  relación  usual  sen  Z. 

Solución:  Como  3  <  4.  se  sigue  que  (3.  5)  <  (4. 8)  y  que  (3,  8)  <  (4. 5).  Se  tiene  que  (4, 9)  <  (4.  1 1), 
ya  que  las  primeras  componentes  de  (4, 9)  y  (4.  11 )  son  ¡guales,  pero  9  <  1 1 .  A 

En  la  Figura  1  aparecen  destacados  los  pares  de  (  Z'  x  Z  ,  O  que  son  menores  que  (3.  4). 

Ruede  definirse  un  orden  lexicográfico  en  el  producto  cartesiano  de  n  conjuntos  parcialmente 
ordenados  (A,,  <,).  (A,,  <2),  ....  (An,  Se  define  el  orden  parcial  <  en  A[  X  A,  X  ...  x  An  como 

(«,,  . «„)  <  (*,,  K  V 

si  etj  -<,  /j,  o  si  hay  un  número  entero  i  >  0  tal  que  a,  =  by  .... «  -  fr  y  o.+|  <j+|  h(+r  En  otras  pa¬ 
labras,  una  «-tupia  es  menor  que  una  segunda  «-tupia  si  el  elemento  de  la  primera  «-lupia  que  está 
en  la  primera  posición  en  la  que  ambas  «-tupias  difieren  es  menor  que  el  elemento  de  la  segunda 
«-tupía  que  está  en  esa  misma  posición. 

EJEMPLO  9  Nótese  que  (1,  2,  3,  5)  <  (1 ,  2,  4,  3),  ya  que  los  elementos  que  están  en  ¡as  dos  primeras  posicio¬ 
nes  de  las  dos  4-tuplas  coinciden,  pero  el  elemento  que  está  en  la  tercera  posición  de  la  primera 
4-lupla.  3.  es  menor  que  el  de  la  segunda  4-tupla.  4  (en  este  caso,  el  orden  de  las  4-tuplas  es  el  or¬ 
den  lexicográfico  que  proviene  de  la  relación  usual  «menor  o  igual  que»  en  el  conjunto  de  los  en¬ 
teros).  ^ 

Podemos  ahora  definir  el  orden  lexicográfico  para  cadenas.  Se  consideran  las  dos  cadenas 
a  a  ...a  y  b  b, ...  b  en  un  conjunto  parcialmente  ordenado  .V.  Supongamos  que  estas  cadenas  no 
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son  iguales.  Sea  /  el  mínimo  de  m  y  n.  La  definición  de  orden  lexicográfico  es  que  la  cadena  a  a^.. 
am  es  menor  que  b{b2 ...  b  si,  y  sólo  si. 

(av  ar  „„  a)<  (bv  b2 . b)  o 

(av  ar  a)  =  (b]t  hr  ....  h()  y  m  <  h, 

donde  <  representa  el  orden  lexicográfico  en  S\  Hn  otras  palabras,  para  determinar  el  orden  rela¬ 
tivo  de  dos  cadenas  diferentes,  la  cadena  más  larga  se  trunca  a  la  longitud  de  la  cadena  más  corta 
para  ser  más  precisos  a  /  -  min(m,  /O  términos.  Entonces,  las  /-tupias  que  constan  de  los  /  prime¬ 
ros  términos  de  cada  cadena  se  comparan  entre  sí  usando  el  orden  lexicográfico  en  S\  Una  cadena 
es  menor  que  otra  cadena  si  la  /-tupia  correspondiente  a  la  primera  cadena  es  menor  que  la  /-tupía 
de  la  segunda  cadena  o  si  estas  dos  Muplas  son  iguales,  pero  la  segunda  cadena  es  mas  larga.  El 
comprobar  que  esto  es  un  orden  parcial  se  deja  como  ejercicio  para  ct  lector. 

EJEMPLO  10  Se  considera  el  conjunto  de  letras  minúsculas  del  alfabeto.  Podemos  construir  un  orden  lexicográ¬ 
fico  en  el  conjunto  de  cadenas  de  letras  usando  el  orden  de  las  letras  en  d  alfabeto.  Una  cadena  es 
menor  que  una  segunda  cadena  si  la  letra  de  la  primera  cadena  que  está  en  la  primera  posición  en 
que  difieren  ambas  cadenas  es  anterior  en  el  alfabeto  a  la  letra  de  la  segunda  cadena  que  está  en  esa 
misma  posición  o  si  la  primera  y  la  segunda  cadena  coinciden  en  lorias  las  posiciones,  pero  la  se¬ 
gunda  contiene  más  letras.  Este  orden  es  el  que  se  utiliza  en  los  diccionarios.  Por  ejemplo, 

discreta  <  discreto, 

ya  que  estas  cadenas  difieren  en  la  octava  posición,  y  a  <  o.  También, 
discreta  <  discretamente* 

ya  que  las  ocho  primeras  letras  coinciden,  pero  la  segunda  cadena  es  más  larga.  Además, 
discreta  <  di  seré  tizar. 
ya  que 

discreta  <  di  seré  ti.  ^ 


DIAGRAMAS  DE  HASSE 


Hay  muchas  aristas  del  grafo  dirigido  de  un  conjunto  finito  parcialmente  ordenado  que  no  hace  falta 
mostrar,  ya  que  por  fuerza  tienen  que  estar  presentes.  Por  ejemplo,  considera  el  grafo  dirigido  aso¬ 
ciado  al  orden  parcial  |  (at  b)  \  a  £  h  \  en  el  conjunto  |  L  2.  3. 4 ) .  que  aparece  en  la  Figura  2ta>.  Como 
esta  relación  es  un  orden  parcial,  es  reflexiva  y  su  grafo  dirigido  tiene  bucles  en  todos  los  vértices.  Por 
consiguiente,  no  tenemos  por  qué  mostrar  estos  bucles,  ya  que  sabemos  que  tienen  que  estar  presen¬ 
tes:  en  la  Figura  2(b)  ya  no  se  muestran  los  hueles.  Puesto  que  un  orden  parcial  es  transitivo,  no  hace 
falta  mostrar  las  aristas  que  tienen  que  estar  presentes  debido  a  la  transitividad.  Por  ejemplo,  en  la  Fi- 


l'igura  2.  Construcción  del  diagrama  de 
Has$e de  (¡  L 2*  3. 4 f  s). 
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gura  2(e)  ya  no  se  muestran  las  aristas  l  L  3),  (1 . 4)  y  (2, 4).  puesto  que  tienen  que  estar  presentes,  Sj 
suponemos  que  todas  las  aristas  apuntan  «hacia  arriba»  (tal  y  como  estaban  dibujadas  en  la  figura),  no 
tenemos  por  qué  mostrar  la  dirección  de  las  aristas:  la  Figura  2(c )  ya  no  muestra  direcciones. 

En  general,  podemos  representar  un  orden  parcial  en  un  conjunto  finito  utilizando  el  siguiente 
procedimiento.  Se  comienza  con  el  grato  dirigido  de  dicha  relación.  Puesto  que  un  orden  parcial  es 
reflexivo,  hay  un  bucle  en  cada  vértice.  Esos  hueles  se  eliminan.  Se  eliminan  todas  las  aristas  que 
tienen  que  estar  presentes  debido  a  la  transí  ti  v  i  dad,  ya  que  todo  orden  parcial  es  transitivo.  Por 
ejemplo,  si  [a,  h)  y  {ht  c)  están  en  el  orden  parcial,  se  elimina  la  arista  Uit  r),  ya  que  también  tiene 
que  estar.  Además,  si  (c,  d)  está  también  en  el  orden  parcial,  se  elimina  la  arista  { a ,  d )t  ya  que  tie¬ 
ne  que  estar  presente  también.  Finalmente,  se  dispone  cada  arista  de  manera  que  su  vértice  inicial 
quede  por  debajo  de  su  vértice  final  (al  dibujarlo  sobre  el  papel).  Se  eliminan  todas  las  flechas  de 
las  aristas  dirigidas,  puesto  que  todas  las  aristas  apuntan  «hacia  arriba»,  hacia  su  vértice  final.  (Las 
aristas  que  quedan  corresponden  a  pares  de  la  relación  de  cubrimiento  del  conjunto  parcialmente 
ordenado.  Véase  el  preámbulo  del  Problema  22), 

Estos  pasos  están  bien  definidos  y  solo  hace  falla  llevar  a  cabo  un  número  finito  de  ellos  si  el 
conjunto  parcialmente  ordenado  es  finito.  Cuando  se  han  llevado  a  cabo  lodos  los  pasos,  el  dia¬ 
grama  resultante  contiene  suficiente  información  para  determinar  el  orden  parcial.  Este  diagrama 
se  llama  diagrama  de  Hasse  en  honor  dd  matemático  alemán  del  siglo  XX  1  lelmnt  Hasse. 

EJEMPLO  1 1  Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  que  representa  al  orden  parcial  {(a,  h)  |  a  divide  a  fr]  en  1 1.  2. 3, 4,  ó,  8,  12}, 

Solución:  Se  comienza  con  el  grato  dirigido  de  este  urden  parcial,  como  se  muestra  en  la  Figu- 
ra  3(a).  Se  eliminan  todos  los  bucles,  como  se  muestra  en  la  Figura  3(bK  Después  ,se  eliminan  to¬ 
das  las  aristas  que  aparecen  debido  a  la  propiedad  transitiva.  Éstas  son  { 1 , 4),  (  L  ó),  (  L  8),  ( I,  12), 
(2,  8),  (2,  1 2)  y  (3,  12).  Se  disponen  todas  las  aristas  para  que  apunten  hacia  arriba  y  se  eliminan 
todas  las  flechas  para  obtener  el  diagrama  de  Hasse.  El  diagrama  de  Hasse  resultante  se  muestra  en 
la  Figura  3{c).  *4 


(a)  (b)  íc) 

Figura  3.  Constmction  dd  diagrama  de  Hasse  de  ( |  I,  2.  3,  4,  ó.  8.  12 ¡,  [). 


Enluces 


HELMIT  IIASSF  ( 189K-1979Í  Helimit  Hasse  nació  cu  K  as  sel,  Alemania,  Al  concluir  su  educación  secundaria,  ingresó 
en  Ja  Marina  alemana.  Comenzó  sus  estudios  universitarios  en  la  l  ¡mversidad  de  üulinga  en  1918,  trasladándose  en  1920 
a  la  Universidad  de  Marhurgo  para  estudiar  teoría  de  números  bajo  U  dirección  de  Kurt  í  ferrad,  fin  este  período,  Hasse  hizo 
contribuciones  fundamentales  a  la  teoría  algebraica  de  números.  Sucedió  a  Henset  en  Maiburgo.  convirtiéndose  más  ade¬ 
lante  en  director  dd  lamoso  instituto  matemático  de  Gol  inga  en  Í934  y  trasladándose  en  1950  a  la  Universidad  de  Harn 
burgo.  Hasse  fue  durante  cincuenta  años  uno  de  los  editores  ele  CreHe's  Journal,  una  famosa  revista  alemana  de  mate¬ 
máticas,  reemplazando  como  editor  principal  a  Hensd  cuando  los  nazis  lo  obligaron  á  dimitir  en  1936.  Duraiue  la 
Segunda  Guerra  Mundial.  Hasse  trabajó  para  la  Marina  alemana  llevando  a  cabo  investigación  en  matemática  aplicada. 
Destacaba  por  Ja  claridad  y  estilo  personal  de  sus  can  lerendas  y  se  dedicaba  con  intensidad  tanto  a  la  teoría  de  números 
como  a  sus  estudiantes.  (La  figura  de  Hasse  es  motivo  de  controversia  por  sus  conexiones  con  el  partido  nazi.  Investiga¬ 
ciones  recientes  han  demostrado  que  era  un  nacionalista  alemán  de  fuertes  convicciones,  pero  no  un  nazi  ferviente). 
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EJEMPLO  12 


EJEMPLO  U 


EJEMPLO  14 


[kc\ 


Figura  4,  El  diagrama  de  I  lasse  de  Figura  5,  El  diagrama  de  Hasse  de  un  conjunto 

(F(  j  u,  c) ),  C)*  parcialmente  ordenado. 


Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  para  el  orden  parcial  ( (A  B)  \  A  C  B  \  en  el  conjunto  de  parte*  P( S). 
siendo  S  -  (a,  h.  c) 

Solución:  El  diagrama  de  Hasse  para  este  orden  parcial  se  obtiene  a  partir  del  grafo  dirigido  aso¬ 
ciado  eliminando  todos  los  bucles  y  todas  las  aristas  que  aparecen  debido  a  la  transitividad,  a  saber, 
í 0.  tA b } ),  (0T  \ci>  c  1 ),  (0.  ( hr  c ] ),  (0,  ( a .  b .  c | ),  ( { a L  { h.  c J>*((ft|t  { cl  6,  t ))  y  ( | r L  [ a ,  Ik  c | ). 
Finalmente,  se  hace  que  todas  las  aristas  apunten  hacia  arriba  y  se  eliminan  todas  las  flechas.  El 
diagrama  de  Hasse  resultante  se  muestra  en  la  Figura  4,  ^ 


ELEMENTOS  MAXIM  ALES  Y  MINIMALES 


Los  elementos  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado  que  tienen  ciertas  propiedades  relacionadas 
con  su  carácter  de  extremos  son  importantes  en  muchas  aplicaciones.  Se  dice  que  un  elemento  de 
un  conjunto  parcialmente  ordenado  es  maximal  si  no  es  menor  que  ninguno  de  los  elementos  del 
conjunto,  Esto  es,  a  es  maxinuil  en  el  conjunto  parcialmente  ordenado  (5,  '  )  si  no  hay  ningún  h 
e  S  tal  que  a  <  h.  Análogamente,  se  dice  que  un  elemento  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado 
es  minimal  si  no  es  mayor  que  ninguno  de  los  elementos  del  conjunto.  Esto  es,  a  es  m  i  ni  n  mi  si  no 
hay  ningún  h  e  S  tal  que  h  <  a>  Los  elementos  maximales  y  minimales  son  fáciles  de  descubrir 
usando  el  diagrama  de  Hasse.  Son  los  elementos  «más  altos»  y  «más  bajos»  en  el  diagrama. 


¿Qué  elementos  del  conjunto  parcialmente  ordenado  ( 1 2,  4.  5,  10.  12,  20.  25  f,  [),  son  maximales 
y  cuáles  son  minimales? 


Solución:  EJ  diagrama  de  í  lasse  de  este  conjunto  parcialmente  ordenado  que  se  muestra  en  la  Fi¬ 
gura  5  nos  dice  que  los  elementos  maximales  son  12,  20  y  25  y  los  elementos  minimales  son  2  y  5. 
Como  se  ve  en  este  ejemplo,  un  conjunto  parcialmente  ordenado  puede  tener  más  de  un  cremento 
maximal  y  más  de  un  elemento  minimal. 

A  veces  hay  un  elemento  en  un  conjunto  parcialmente  ordenado  que  es  mayor  que  cualquier 
otro  elemento.  A  ese  elemento  se  le  llama  el  máximo.  Esto  es,  a  es  el  máximo  (o  ultimo  elemen¬ 
to)  del  conjunto  parcialmente  ordenado  (5,  <)  s¡  b  <  a  para  todo  h  c  S.  El  máximo  es  único  cuan¬ 
do  existe  (véase  el  Problema  34(a)  al  Final  de  esta  sección].  Análogamente,  se  dice  que  un  elemento 
es  d  mínimo  si  es  menor  que  cualquier  otro  demento  del  conjunto.  Esto  es,  a  es  el  mínimo  (o  pri¬ 
mer  demento)  de  ($>  <)  si  a  <  b  para  todo  b  e  S.  El  mínimo,  si  existe,  es  único  [véase  el  Proble¬ 
ma  34(b)  al  final  de  la  sección]. 


Deten  ni  na  cuáles  de  los  conjuntos  parcialmente  ordenados  representados  en  la  Figura  6  por  sus 
diagramas  de  Hasse  tienen  máximo  y  mínimo. 
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EJEMPLO  15 


EJEMPLO  16 


EJEMPLO  17 


o 


Figura  7.  El  dia¬ 
grama  de  Hasse 
de  luí  conjunto 
parcialmente 
ordenado. 

EJEMPLO  18 


(a) 


Figura  6.  Diagramas  de  Hasse  de  cuatro  conjuntos  parcialmente  ordenados. 


Solución:  El  mínimo  del  conjunto  parcialmente  ordenado  representado  por  el  diagrama  de  Hasse  (a) 
es  a.  Este  conjunto  no  tiene  máximo.  El  conjunto  parcialmente  ordenado  representado  por  el  dia¬ 
grama  de  Hasse  (b)  no  tiene  ni  mínimo  ni  máximo.  El  conjunto  parcialmente  ordenado  representa¬ 
do  por  el  diagrama  de  Hasse  (c)  no  tiene  mínimo.  El  máximo  es  d.  El  conjunto  parcialmente  orde¬ 
nado  representado  por  el  diagrama  de  Hasse  (d)  tiene  mínimo  y  es  a  y  su  máximo  es  d.  4 

Sea  S  un  conjunto.  Determina  sí  hay  o  no  un  máximo  y  un  mínimo  en  el  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado  (P(S),  C), 

Solución;  El  mínimo  es  el  conjunto  vacío,  ya  que  0  O  7  para  cualquier  subconjunto  /  de  S.  El 
conjunto  S  es  el  máximo  de  este  conjunto,  ya  que  T  C  S  sí  T  es  subcon junio  de  S.  4 

¿Hay  un  máximo  y  un  mínimo  en  eJ  conjunto  parcialmente  ordenado  (Z\  |j? 

Solución:  El  número  entero  i  es  el  mínimo,  ya  que  1  |  n  para  todo  entero  positivo  tt.  Como  no  hay 
ningún  entero  que  sea  divisible  por  todos  los  enteros  positivos,  no  hay  un  máximo,  4 

A  veces  se  puede  encontrar  un  elemento  que  es  mayor  que  todos  los  elementos  de  un  sub¬ 
conjunto  A  del  conjunto  parcialmente  ordenado  (S,  <).  Si  s  es  un  elemento  de  S  tal  que  a  <  s  para 
todos  los  elementos  a  f  A,  entonces  se  dice  que  s  es  una  cola  superior  de  A .  Análogamente,  pue 
de  haber  elementos  menores  que  todos  los  elementos  de  A,  Si  i  es  un  elemento  de  S  tal  que  i  <  a 
para  todos  los  elementos  a  e  A ,  entonces  se  dice  que  i  es  una  cota  inferior  de  A. 

Determina  las  cotas  inferiores  y  superiores  de  los  subconjuntos  \ar  b,  c j,  [/,  h\  y  \a,  c\  d,f]  del 
conjunto  parcialmente  ordenado  cuyo  diagrama  de  Hasse  se  muestra  en  la  Figura  7. 

Solución:  Las  cotas  superiores  de  \a.  b.  c\  son  e,ft)  y  h  y  su  única  cota  inferior  es  ti.  No  hay  cotas 
superiores  de  (/,/?(  y  sus  cotas  interiores  son  a ,  h,  c\  d.  e  y/.  Las  cotas  superiores  de  {a,  c,  dyf } 
son/,  h  y  j  y  su  cota  inferior  es  a,  4 

Se  dice  que  el  elemento  x  es  el  supremo  dei  subconjunto  A  si  x  es  cota  superior  y  es  menor 
que  cualquier  otra  cota  superior  de  A,  Como,  caso  de  existir,  sólo  puede  haber  un  elemento  como 
éste,  tiene  sentido  llamar  a  este  elemento  el  supremo  de  A  [véase  el  Problema  36(a)  al  final  de  esta 
sección |.  Esto  es,  x  es  el  supremo  de  A  ú  a  ^  y  para  todo  a  e  A  y  x  A  z  para  cualquier  cota  supe¬ 
rior  z  de  A ,  Análogamente,  se  dice  que  el  elemento  y  es  el  ínfimo  de  A  si  y  es  una  cota  interior  Je 
A  y  y  para  toda  cota  inferior  z  de  A.  El  ínfimo  de  A  es  único,  caso  de  existir  A  [véase  el  Pro¬ 
blema  3ó(b)  al  final  de  esta  sección ].  El  ínfimo  y  el  supremo  de  un  subconjunto  A  se  denotan  por 
inf(A)  y  sup(A),  respectivamente. 

Halla  el  ínfimo  y  el  supremo,  si  es  que  existen,  de  )  b,  dt  g  |  en  el  conjunto  parcialmente  ordenado 
que  se  muestra  en  la  Figura  7. 


Solución:  Las  cotas  superiores  de  [h>  (L  g  \  son  g  y  h.  Como  g  <  lu  g  es  el  supremo.  Las  cotas  in¬ 
feriores  de  ( h7  dT  g  [  son  a  v  b ,  Como  a  <  b,  b  es  el  ínfimo.  4 
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EJEMPLO  19 


EJEMPLO  20 


EJEMPLO  21 


EJEMPLO  22 


Halla  el  ínfimo  y  el  supremo,  si  es  que  existen,  de  los  conjuntos  1 3, 9.  12)  y  I  L  2. 4,  5,  10 1  en  el 
conjunto  parcialmente  ordenado  (Z*\  | ), 

Solución:  Un  número  entero  es  cota  inferior  de  [  3,  9,  121  si  3,  9  y  12  son  divisibles  por  ese  en¬ 
tero.  Los  únicos  enteros  que  cumplen  esto  son  el  1  y  el  3.  Como  l  |  3. 3  es  el  ínfimo  de  ¡  3.  9,  12 ) . 
La  única  cota  inferior  del  conjunto  {  L  2.4.  5,  10}  con  respecto  a  |  es  el  elemento  L  Por  tamo.  I  es 
el  ínfimo  de  |  L  2,  4,  5,  10} . 

Un  número  entero  es  cota  superior  de  1 3,  9*  1 2  }  si.  y  sólo  si,  es  divisible  por  3,  9  y  12.  Los 
enteros  con  esta  propiedad  son  los  divisibles  por  el  mínimo  común  múltiplo  de  3,  9  y  12,  que  es 
36.  Por  tanto,  36  es  el  supremo  de  13,  9.  12}.  Un  entero  positivo  es  una  cota  superior  del  conjun¬ 
to  [  L  2, 4,  5,  10}  si,  y  sólo  si,  es  divisible  por  L  2,  4,  5  y  10.  Los  enteros  con  esta  propiedad  son 
los  divisibles  por  el  mínimo  común  múltiplo  de  estos  enteros,  que  es  20.  Por  tanto,  20  es  el  su¬ 
premo  de  (1,2,4,  5,  10 L 


RETÍCULOS 


A  un  conjunto  parcialmente  ordenado  en  el  que  cada  par  de  elementos  tiene  tanto  un  supremo 
como  un  ínfimo  se  Le  llama  retículo.  Los  retículos  tienen  muchas  propiedades  especiales.  Ade¬ 
mas,  se  emplean  en  muchas  aplicaciones  diferentes,  como  en  modelos  de  flujo  de  información, 
y  desempeñan  un  importante  papel  en  las  algebras  de  Boole, 

Determina  sí  los  conjuntos  parcialmente  ordenados  representados  por  cada  uno  de  los  diagramas 
de  Hasse  de  la  Figura  8  son  o  no  retículos. 

Solución  Los  conjuntos  parcialmente  ordenados  representados  por  los  diagramas  de  Hasse  (a)  y  (c) 
son  retículos  porque  en  cada  uno  de  los  dos  conjuntos  cada  par  de  elementos  tiene,  como  el  lector 
debería  comprobar,  tanto  un  supremo  como  un  íntimo.  Por  otra  paite,  eí  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado  con  el  diagrama  de  Hasse  (b)  no  es  un  retículo,  ya  que  los  elementos  h  y  c  no  tienen  su¬ 
premo.  Para  verlo,  nótese  que  cada  uno  de  los  elementos  </.  e  y  fes  una  cota  superior,  pero  ninguno 
de  estos  tres  elementos  precede  a  los  dos  restantes  en  el  orden  de  este  conjunto.  4 

¿Es  un  retículo  el  conjunto  parcialmente  ordenado  (Z\  |)7 

Solución:  Sean  a  y  h  dos  enteros  positivos.  El  supremo  y  el  ínfimo  de  estos  dos  enteros  son.  res¬ 
pectivamente,  el  mínimo  común  múltiplo  y  el  máximo  común  divisor  de  estos  enteros,  como  de¬ 
bería  comprobar  el  lector.  Se  sigue  que  este  conjunto  parcialmente  ordenado  es  un  retículo.  4 

Determina  si  los  conjuntos  parcialmente  ordenados  <  ( I,  2,  3, 4, 5j,  |)  y  (( 1,  2,  4,  8, 16}, })  son  o  no 
retículos. 

Solución:  Como  2  y  3  no  tienen  cotas  superiores  en  ((  L  2,  3,  4, 5h  f),  ciertamente  no  tienen  su¬ 
premo.  Por  tanto,  el  primer  conjunto  no  es  un  retículo. 


Figura  8.  Diagramas  de  Hasse  de  tres  conjuntos 
p  a  re  i  a  ]  m e  n  te  o rd  e  n  ados . 
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EJEMPLO  23 


EJEMPLO  24 

Kn  lates 


Enlaces 


LEMA  1 


Cada  dos  elementos  del  segundo  conjunto  tienen  tanto  supremo  como  ínfimo.  El  supremo  de 
dos  elementos  de  este  conjunto  es  el  mayor  de  los  dos  y  el  ínfimo  de  dos  elementos  es  el  menor  de 
los  dos,  corno  el  lector  puede  comprobar.  Por  tanto,  este  segundo  conjunto  es  un  retículo.  <4 

Determina  si  (P(S)r  C )  es  o  no  un  retículo,  donde  S  es  un  conjunto  cualquiera. 

Solución:  Sean  A  y  B  dos  subconjuntos  de  .V,  El  supremo  y  el  ínfimo  de  A  y  B  son  A  U  B  y  A  n  ñ, 
respectivamente,  como  el  propio  lector  puede  comprobar.  Por  tanto,  (P(S),  C)  es  un  retículo.  ^ 

El  modelo  reticular  del  flujo  de  información  En  muchas  situaciones,  el  Ilujo  de  la  información 
que  una  persona  o  programa  informático  puede  enviar  se  ve  restringida  por  controles  de  seguridad. 
Podemos  utilizar  un  modelo  reticular  para  representar  las  diferentes  políticas  de  restricciones  en 
cuanto  al  flujo  de  información.  Por  ejemplo,  una  política  muy  común  para  gestionar  el  flujo  de  in- 
formación  es  la  política  de  seguridad  multinivei  empleada  en  sistemas  gubernamentales  y  mili¬ 
tares.  Cada  tramo  de  información  se  asigna  a  una  clase  de  seguridad  y  cada  clase  de  seguridad  se 
representa  mediante  un  par  (A,  C)  en  el  que  A  es  un  nivel  de  autoridad  y  C  es  una  categoría.  Se 
permite  a  las  personas  y  a  los  programas  informáticos  el  acceso  a  aquella  información  que  esté  en 
un  conjunto  restringido  específico  de  clases  de  seguridad. 

Los  niveles  de  autoridad  típicos  empleados  por  el  gobierno  de  Estados  Unidos  son:  no  cla¬ 
sificado  (0),  confidencial  ( 1 ),  secreto  (2)  y  alto  secreto  (3)  (en  inglés,  top  secrct).  Las  categorías 
empleadas  en  las  clases  de  seguridad  son  los  subconjuntos  del  conjunto  de  todos  los  comparti¬ 
mientos  relevantes  para  un  arca  concreta  de  interés.  Cada  compartimiento  representa  un  área 
particular.  Por  ejemplo,  si  e!  conjunto  de  compartimientos  es  |  espías,  ropos,  agentes  dobles } ,  etv 
toncos  hay  ocho  categorías  diferentes,  una  por  cada  uno  de  los  ocho  subconjuntos  del  conjunto  de 
compartimientos.  Una  seria,  por  ejemplo,  ( espías,  topos}. 

Podemos  ordenar  las  clases  de  seguridad  especificando  que  (Av  Cj  "  (A ,.  CJ  si,  y  sólo  si, 
A ]  ^  A,  y  C,  C  C ,  Se  permite  el  flujo  de  información  de  la  clase  de  seguridad  (Ar  C ¡ )  a  la  clase  de 
seguridad  (A  ,  CJ  si.  y  sólo  si.  (Av  Cj  <  (A,,  Cj.  Por  ejemplo,  se  permite  el  flujo  de  información 
de  la  clase  de  seguridad  (secreto,  |  espías  topos})  a  la  clase  de  seguridad  (alto  secreto ?  j  espías,  ro¬ 
pos.  agentes  dobles]),  mientras  que  no  se  permite  el  flujo  de  la  clase  de  seguridad  (alto  secreto . 
{ espías,  topos | )  n í  a  la  clase  (set reto,  {espías,  topos ,  agentes  dobles]  )  ni  a  la  clase  (alto secreto, 
{espías}). 

Dejamos  al  lector  (  véase  el  Problema  42  al  final  de  esta  sección)  el  demostrar  que  el  conjunto 
de  todas  las  ciases  de  seguridad  con  el  orden  definido  en  este  ejemplo  forma  un  retículo.  ^ 


ORDENACIÓN  TOPOLÓCIC A 


Supongamos  que  un  proyecto  consta  de  veinte  tareas  diferentes.  Algunas  tareas  sólo  pueden 
completarse  una  vez  que  otras  tareas  han  concluido.  ¿Cómo  se  puede  determinar  un  orden  para  es¬ 
tas  tareas?  Para  modelar  este  problema,  definimos  un  orden  parcial  en  el  conjunto  de  tareas,  de  tal 
forma  que  a  <  b  si.  y  sólo  sí,  a  y  h  son  tareas  tales  que  b  no  puede  iniciarse  hasta  que  no  se  haya 
completado  a.  Para  obtener  una  planificación  del  proyecto,  tenemos  que  construir  un  orden  para  las 
veinte  tareas  que  sea  compatible  con  este  orden  parcial.  Veremos  cómo  se  puede  hacer  esto. 

Comenzamos  con  una  definición.  Se  dice  que  un  orden  total  <  es  compatible  con  el  orden 
parcial  R  si  a  '  h  siempre  que  a  R  h  Al  hecho  de  construir  un  orden  total  compatible  a  partir  de 
un  orden  parcial  se  le  llama  ordenación  tipológica.  Necesitaremos  el  Lema  l. 


Todo  conjunto  parcialmente  ordenado  no  vacío  y  finito  (S,  <)  tiene  un  elemento  minimal. 


Demostración:  Elegimos  un  elemento  af)  de  S.  Si  c/0  no  es  minimal,  entonces  hay  un  elemento  */,  con 
a<.  aQr  Si  a]  no  es  minimal,  hay  un  elemento  a2  con  fi2<íle  Continuamos  este  proceso,  de  modo  que 
si  a  no  es  minimal,  hay  un  elemento  a  con  a  ,  <  a  .  Como  hay  sólo  un  número  finito  de  ele- 
memos  en  el  conjunto,  este  proceso  debe  concluir  produciendo  un  elemento  minimal  a  . 


Relaciones  4*H 


El  algoritmo  de  ordenación  topológica  que  describiremos  funciona  para  cualquier  conjunto  par¬ 
cialmente  ordenado  finito  y  no  vacío.  Para  definir  un  orden  total  en  el  conjunto  parcialmente  ordenado  (4, 
<),  elegimos  en  primer  lugar  un  elemento  minimal  ti,.  Tal  elemento  existe  en  virtud  del  Lema  I .  Nótese 
que  (4  Uq},  <)  es  también  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  como  debería  comprobar  el  lector.  Si 
es  no  vacío,  se  elige  un  elemento  minimal  a2  de  este  conjunta  Se  elimina  <¡}  también  y,  si  aún  quedan  ele¬ 
mentos,  se  elige  un  elemento  minimal  en  (4  -  {«,.«,!,  < ).  Se  prosigue  con  este  proceso  eligiendo  un 
elemento  minimal  aM  de  (4  -  (ti,,  a2 . at\,  <  )  mientras  siga  habiendo  elementos  entre  los  que  elegir. 

Como  4  es  finito,  este  proceso  debe  concluir.  El  resultado  final  es  una  sucesión  de  elementos 
arar ....  an.  El  orden  total  deseado  viene  definido  por 

a.  <  a,  <  —  a . 

I  2  n 

Este  arden  total  es  compatible  con  el  orden  parcial  de  partida.  Para  verlo,  nótese  que  si  h  <  c 
en  el  orden  parcial  de  partida,  c  se  elige  como  elemento  minimal  en  una  etapa  del  algoritmo  en  la 
que  h  ya  ha  sido  eliminado,  ya  que  en  caso  contrario  r  no  sería  elemento  minimal.  El  pseudoeó- 
dígo  para  esta  ordenación  topológica  se  muestra  en  el  Algoritmo  1 . 


ALGORITMO  l  Ordenación  topológica 


procedure  ordenación  topológica{S  :  conjunto  parcialmente  ordenado  finito) 
k  :=  1 

Avliile  S  *  fi 
begin 

ak  :=  un  elemento  minimal  de  S  (tal  elemento  existe  en  virtud  del  Lema  I ) 
S*5-{ak) 
k  ;=  k  +  1 

end  \av  ¿u,  u  es  un  orden  total  compatible  para  SI 


EJEMPLO  25  Halla  un  orden  total  compatible  para  el  conjunto  parcialmente  ordenado  \  t  L  2.  4.  5,  12.  20 1. 1). 

Solución:  El  primer  paso  es  elegir  un  elemento  minimal.  Éste  tiene  que  ser  I,  ya  que  es  el  tínico 
elemento  minimal.  A  continuación,  se  selecciona  un  elemento  minimal  de  ( |2,  4,  5.  12,  20 (,  |k 
Hay  dos  elementos  minimales  en  este  conjunto,  a  saber,  2  y  5,  Elegimos  el  5.  Los  elementos  que 
quedan  son  1 2,  4,  12,  20}.  El  único  elemento  minimal  en  esta  etapa  es  2.  A  continuación,  se  elige 
el  4,  ya  que  es  el  único  elemento  minimal  de  ( (4,  12,  20 K  |).  Dado  que  tanto  12  como  20  son  ele¬ 
mentos  minimales  de  ( 1 1 2,  20  (  ,  |),  cualquiera  de  los  dos  puede  elegirse  en  esta  etapa.  Escogemos 
d  20,  lo  que  deja  a  12  como  único  elemento  restante.  Esto  produce  el  orden  total 

I<5<2<4<20<  12. 

En  la  Figura  9  se  muestran  los  pasos  que  ha  seguido  este  algoritmo  de  ordenación.  < 

La  ordenación  topológica  puede  aplicarse  a  la  planificación  de  proyectos. 


Figura  LO.  El 

diagrama  de  Hassc  para 
siete  tareas. 


Figura  9,  Una  ordenación  topológica  de  ( j  1 , 2, 4, 5,  1 2, 20 1 .  |). 
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Figura  II.  Una  ordenación  tppológica  de  las  Careas. 


EJEMPLO  26  Un  proyecto  de  desarrollo  en  una  empresa  informática  requiere  llevar  a  cabo  siete  tareas.  Algunas 
de  estas  tareas  no  se  pueden  iniciar  hasta  que  no  haya  concluido  alguna  de  las  otras  tareas.  Se  de¬ 
fine  un  orden  parcial  de  tareas  considerando  que  tarea X  <  tarea  Y  si  la  tarea  Y  no  se  puede  iniciar 
hasta  que  no  se  completa  la  tarea  X.  El  diagrama  de  Hasse  para  las  siete  larcas  con  respecto  a  este 
orden  parcial  se  muestra  en  la  Figura  10.  Obten  un  orden  en  el  que  se  puedan  efectuar  estas  ta¬ 
reas  a  fin  de  completar  el  proyecto. 

Solución;  Puede  obtenerse  un  orden  para  las  tareas  llevando  a  cabo  una  ordenación  topologíca.  Se 
ilustran  las  etapas  de  la  ordenación  en  la  Figura  1 1 .  El  resultado  de  esta  ordenación,  A  <  C  <  B  < 
E  <  F  <  D  <  G?  nos  da  un  posible  orden  para  las  tareas.  <4 


Problemas 


L  ¿Cuáles  de  los  siguientes  son  conjuntos  parcialmente  or¬ 
denados? 

n)  (Z,=)  b)  (Z,*) 

c»  (2,2=)  c)  (Zt  X) 

2.  Determina  si  las  relaciones  representadas  por  las  si¬ 
guientes  matrices  booleanas  son  o  no  órdenes  parciales. 


5-o-^o  0^0 

(k  Sea  (£.  R)  un  conjunto  parcialmente  ordenado*  Demues¬ 
tra  que  (S.  R  l)  es  también  un  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado.  donde  R  l  es  la  inversa  de  R .  Al  conjunto  (5, 
R  }  \  se  le  llama  dual  de  (J,  Rí. 


1  0  1 

1  0 

Ü- 

a) 

1  t  0 

b) 

0  I 

0 

0  ()  ¡ 

1*0 

I 

I  O  \  O 
0  110 
0  0  1  I 
110  1 


7.  í  Lilla  ios  duales  de  los  siguientes  conjuntos  parcialmente 
ordenados. 


a)  ( ¡0.  I,  2(,  =*)  b)  (ZT  a) 
c)  (P( Z),D)  c)  (ZM) 


En  los  Problemas  3-5,  determina  si  la  relación  cuyo  grafo  diri¬ 
gido  se  muestra  es  o  no  una  relación  de  orden. 


8.  ¿Cuáles  de  estos  pares  de  elementos  son  comparables 
en  d  conjunto  parcialmente  ordenado  (ZM)? 

a)  5,  15  hi  6.9  c)  8*  16  d)  7,7 

9.  Encuentra  dos  elementos  no  comparables  en  cada  uno  de 
los  siguientes  conjuntos. 

a)  (/m  E  2|),  C)  b)  ({1,  2,4,6.  8h|) 

Ib.  Sea  S  -  1  1,  2.  3,  4}.  Con  respecto  al  orden  lexicográfico 
basado  en  la  relación  «mentir  que»  usual. 


lid  aciones 


af  halla  iodos  los  pares  de  S  x  S  menores  que  (2,  3) 
hí  determina  todos  los  pares  de  S  x  $  mayores  que  (3,  I ) 
el  dibuja  el  diagrama  de  Hasse  del  conjunto  parcial 
mente  ordenado  (5  x  S,  *£)* 

1 f  Ordena  estas  h- tupias  de  acuerdo  con  el  orden  lexicográ¬ 
fico 

a)  (1, 1,2),  (1,2, 1) 

b)  (0.  1,2,3).  (ft  K3t2) 

c>  (1, 0,1,0,  0,  (0,  L  1, 1,0) 

12,  Ordena  estas  cadenas  de  letras  minúsculas  de  acuerdo 
con  el  orden  lexicográfico 

a  )  can,  con (  consuegro t  convivir ,  canica 
b)  abrir t  abridor,  abril ,  abrigo,  abrid 
e )  z oo ,  z eta  t  zoom ,  wc dog  ía ,  zoológ ico 

13.  Ordena  de  acuerdo  con  el  orden  lexicográfico  las  cadenas 
de  bits  0,  01 ,  1 1. 001, 010,  01 1,  0001  y  0101  basándose 
en  d  orden  0  <  1 . 

í 4,  Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  de  la  relación  «mayor  o 
igual  que»  en  el  conjunto  (0,  1.2,  3, 4,5). 

15,  Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  de  la  relación  «menor  o 
igual  que»  en  el  conjunto  ( 0.  2,  5,  10,  11,  1 5 1  ♦ 

16,  Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  de  la  relación  de  divisibili¬ 
dad  en  e!  conjunto 

al  11,2,3,4,5,6) 
b)  1 3, 5,  7,  II,  13,  16,  I7( 
el  [2,3,5,  10,  ti,  15,25| 
d)  |1.3,9(27,81,243| 

17,  Dibuja  el  diagrama  de  1  Iasse  de  la  relación  de  divisibili¬ 
dad  en  el  conjunto 

a)  {1, 2, 3, 4,5,6, 7,8} 

b)  ( 1, 2, 3,  5,  7,  II,  13 1 

c)  {1,2,  3,  6*  1 2,  24,  36,  48) 

<l)  ( 1, 2.4, 8,  16,32, 641 

18*  Dibuja  el  diagrama  de  Hasse  de  la  relación  de  inclusión 
en  el  conjunto  P{S),  siendo  S ~  | a.  h,  c,d). 


Sea  (S,  <)  un  con  junto  parcialmente  ordenado.  Se  dice  que  un 
elemento  y  g  S  cubre  a  otro  elemento  v  g  £  si  i  <  y  y  no  hay 
ningún  demento  :e5  tal  que  _v  <  -  -  y.  El  conjunto  de  pares 
{xf  y)  tales  que  y  cubre  a  v  se  llama  relación  de  cubrí  míenlo 
de  (5,  <1 

22.  ¿Cuál  es  la  relación  de  cubrimiento  dd  orden  parcial 
|  {at  h)  |  a  divide  a  ó]  en  f  1 . 2.  3.,  4. 6,  1 2 1 7 

23.  ¿Cuál  es  la  relación  de  cubrimiento  del  orden  pardal 
\{A,  B)  |  A  C  /f  j  en  el  conjunto  de  las  parles  de  S.  siendo 

S=  UrAr)? 

24.  Demuestra  que  d  par  [x.  y)  pertenece  a  la  relación  tic  cu¬ 
brimiento  del  conjunto  finito  parcialmente  ordenado  iS. 
O  si,  y  sólo  si*  a  es  menor  que  y  y  hay  una  arista  que  co¬ 
necta  _v  e  y  en  el  diagrama  de  Hasse  dd  conjunto. 

25.  Demuestra  que  un  conjunto  parcialmente  ordenado  y  firmo 
se  puede  reconstruir  a  partir  de  su  relación  de  cubrimiento. 

26.  Responde  a  las  siguientes  cuesliunes  acerca  dd  orden 
parcial  representado  por  este  diagrama  de  Hasse. 


al  Halla  los  elementos  max míales. 
h  l  Halla  los  elementos  min  i  ma  les. 
el  ¿Hay  máximo? 
di  ¿Hay  mínimo? 

e)  Halla  todas  las  cotas  superiores  de  {a.  h>  c]. 

f)  Halla  el  supremo  de  |  av,  b .  c  j,  si  es  que  existe. 

g)  Halla  todas  las  colas  inferiores  de  \j\  g,  h\. 

h)  Halla  el  ínfimo  de  {/,  g ,  h),  si  es  que  existe. 


En  los  Problemas  19-21  se  pule  enumerar  todos  los  pares  or¬ 
denados  de  cada  uno  de  los  órdenes  pardales  que  corresponden 
a  los  diagramas  de  Hasse  que  se  muestran. 


27.  Responde  a  las  siguientes  cuestiones  acerca  del  conjunto 
parcialmente  ordenado  1 1 3*  5,  ó,  15,  24.  45  (,  |)* 

a l  Halla  los  elementos  max  ¡males, 
bl  Halla  los  elementos  minitnales. 
el  ¿Hay  máximo? 
di  ¿Hay  mínimo? 

el  Halla  todas  las  cotas  superiores  de  { 3,  5 1* 

D  1  latía  el  supremo  de  1 3.  5  ] ,  si  es  que  existe. 

g)  1  luí  la  tenias  las  cotas  inferiores  de  (15*  45  i . 

h)  Halla  el  ínfimo  de  ( 15,  45),  si  es  que  existe. 


21. 


28,  Responde  a  las  siguientes  cuestiones  acerca  del  conjunto 
parcialmente  ordenado  í  ( 2.  4,  6*  9.  1 2.  1 8,  27.  3ór  48, 60, 
72  U), 

a)  Halla  los  elementos  maximales. 
bl  Halla  los  elementos  minimales. 
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c)  ¿Hay  máximo? 

d)  ¿Hay  mínimo? 

e)  Halla  todas  las  cotas  superiores  de  j  2,  9}. 

f)  Halla  el  supremo  de  {  2,  9},  si  es  que  existe. 

g)  Halla  todas  las  cotas  inferiores  de  { 60,  72). 

h )  Halla  el  ínfimo  de  { 60,  72 ) ,  si  es  que  existe. 

29.  Responde  a  ¡as  siguientes  cuestiones  acerca  del  conjunto 
parcialmente  ordenado  ( { { 1  ]  ,  (2),  1 4  [ ,  {U2},  }1.4), 
{2,4},  {3,41.(1,3,41,  (2,3,41)  G* 

a )  1 1  a  lia  los  el  em  ent  os  max  im  ales  * 

b)  Halla  los  elementos  minimales. 

c)  ¿Hay  máximo? 

d)  ¿Hay  mínimo? 

e)  Halla  todas  las  cotas  superiores  de  { {  2  j  *  { 4 1 } . 

f)  Halla  el  supremo  de  \\  2  ¡T  (4 }  |,  si  es  que  existe. 

g)  Halla  todas  las  cotas  inferiores  de  ( { 1 , 3,  4 1 .  { 2,  3,  4  ¡  | , 

h )  Halla  e!  ínfimo  de  ( j"L  3,  4  ]• ,  f  2,  3T  4 }  ] ,  sí  es  que  existe. 

30,  Construye  un  conjunto  parcialmente  ordenado  que 

a)  tenga  un  elemento  minimal  y  no  tenga  ningún  de¬ 
mento  maximal 

b)  tenga  un  demento  maximal  y  no  tenga  ningún  ele¬ 
mento  minimal 

c)  no  tenga  ni  elementos  maxi  males  ni  elementos  míni¬ 
ma  les 

31»  Demuestra  que  el  orden  lexicográfico  es  un  orden  parcial 
en  el  producto  cartesiano  de  dos  conjuntos  parcialmente 
ordenados. 

32,  Demuestra  que  el  orden  lexicográfico  es  un  orden  parcial 
en  el  conjunto  de  cadenas  de  elementos  de  un  conjunto 
pa  re  i  a  luiente  urde  n  a  d  o . 

33,  Sean  (5,  =£  )  y  (T.  <  j  dos  conjuntos  parcialmente  orde¬ 
nados.  De  muestra  que  {S  x  T?  es  un  conjunto  par¬ 
cialmente  ordenado,  siendo  ($,  i)  <  (u.  v)  siT  y  sólo  si, 
s  u  y  /  v. 

34,  a)  Demuestra  que  hay  exactamente  un  máximo  en  un 

conjunto  parcialmente  ordenado,  si  es  que  esc  máxi¬ 
mo  existe. 

b)  Demuestra  que  hay  exactamente  un  mínimo  en  un 
conjunto  parcialmente  ordenado,  si  es  que  ese  míni¬ 
mo  existe. 

35 ,  a )  De  m  u e  stra  q  le  e  en  unco nj  u  nto  pa  re  i  a í  mente  orden a- 

do  que  tenga  máximo  hay  exactamente  un  elemento 
maximal. 

b)  Demuestra  que  en  un.  conjunto  parcialmente  ordenado 
que  tenga  mínimo  hay  exactamente  un  elemento  mí¬ 
nima!. 

36,  a)  Demuestra  que  el  supremo  de  un  subconjunto  de  un 

conjunto  parcialmente  ordenado  es  único,  caso  de 
existir. 

b)  Demuestra  que  el  ínfimo  de  un  subcoiijunto  de  un 
conjunto  parcialmente  ordenado  es  único,  caso  de 
existir. 

37,  Determina  si  los  conjuntos  parcialmente  ordenados  con 
estos  diagramas  de  Hasse  son  o  no  retículos. 


38.  Determina  si  estos  conjuntos  parcialmente  ordenados 
son  o  no  retículos 

a)  ({1,3,  ó,  9,  12),  |) 
bj  ({1,5, 25, 125),  |) 

c)  <Z,*3 

d)  (P( S),  QX  donde  P(S)  es  el  conjunto  de  las  partes  de 
un  conjunto  S . 

39,  Demuestra  que  todo  subconjunto  no  vacío  de  un  retículo 
tiene  un  supremo  y  un  ínfimo. 

49,  Demuestra  que  si  el  conjunto  parcialmente  ordenado  (Sh 
R)  es  un  retículo,  entonces  el  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado  dual  (S,  R~l)  es  también  un  retículo. 

41 .  En  una  empresa  se  utiliza  el  modelo  reticular  del  flujo  de 
información  para  controlar  información  confidencial  con 
las  clases  de  seguridad  representadas  por  pares  ( A t  C).  La 
componente  A  es  un  nivel  de  autoridad,  que  puede  ser  no 
propietario  (0),  propietario  ( 1 ),  restringido  (2)  o  registra¬ 
do  (3).  Una  categoría  C  es  un  subcoiijunto  del  conjunto 
de  todos  los  proyectos  {Guepardo,  Imputa,  Fuma  |  (los 
nombres  de  animales  se  usan  con  frecuencia  en  las  em 
presas  como  nombres  de  proyecto). 

ít)  ¿Está  permitido  el  flujo  de  información  de  (Propie¬ 
tario,  1  Guepardo.  Puma  })  a  (Restringido,  \  Puma ] )? 

b )  ¿  Es  t  á  pe  rm  irído  el  fli  i j  o  de  i  nf orm  a  c  i  ón  d  e  ( Rest r  i  rí¬ 
gido*  l Guepardo])  a  (Registrado,  { Guepardo,  lm- 
pala  \ )? 

c)  ¿Hacia  qué  clases  se  permite  el  flujo  de  información 
desde  (Propietario,  {Guepardo,  Puma}}! 

d)  ¿Desde  qué  clases  se  permite  que  fluya  la  informa¬ 
ción  hacia  la  clase  de  seguridad  (Restringido.  { ¡tapó¬ 
la,  Puma ) )? 

42*  Demuestra  que  el  conjunto  S  de  clases  de  seguridad  (A, 
C)  es  un  retículo,  siendo  A  un  entero  positivo  que  repre¬ 
senta  una  cíase  de  autoridad  y  C  un  subconjunto  de  un 
conjunto  finito  de  compartimientos,  con  (,4r  Cj)  <  (A., 
C2)  sí,  y  sólo  si.  A2  <  A ,  y  Cj  C  Cr  [Imite ación:  De¬ 
muestra  primero  que  (5,  <")  es  un  conjunto  parcialmente 
ordenado  y  muestra  después  que  el  supremo  y  el  ínfimo 
de  (Ar  Cj)  y  (Ar  C  )  son  (rna x(Ap  A,),  tj  U  C\)  y 
(min(Ar  A,),  í'.j  O  C?).  respectivamente. 

•  43.  Demuestra  que  el  conjumo  de  todas  ¡as  particiones  de  tm 
conjunto  S  con  la  relación  P[  P  P,  si  la  partición  P]  es  un 
refinamiento  de  la  partición  P2  es  un  retículo  (véase  el 
preámbulo  del  Problema  37  de  Ja  Sección  7.5), 

44.  Demuestra  que  lodo  conjunto  totalmente  ordenado  es  un 
retículo. 
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45,  Demuestra  que  todo  retículo  finito  tiene  un  máximo  y  un 
mínimo. 


M.  Demuestra  que  un  conjunto  parcialmente  ordenado  finito 
y  no  vacío  tiene  un  dememo  maximal. 


46.  Pon  un  ejemplo  de  retículo  infinito  que 

a)  no  tenga  ni  máximo  ni  mínimo 

b)  tenga  mínimo,  pero  no  máximo 

c)  tenga  máximo,  pero  no  mínimo 

d)  tenga  máximo  y  mínimo 

47-  Comprueba  que,  tal  y  como  se  anunció  en  d  Ejemplo  7, 
(Z‘  x  Z+,  es  un  conjunto  bien  ordenado,  siendo  <  el 
orden  lexÍcográfici>, 

4H,  Determina  si  cada  ujio  de  los  siguientes  conjuntos  par¬ 
cialmente  ordenados  es  o  no  nn  conjunto  bien  ordenado. 

a)  (S*ás),  siendo 5  =  j  10,  11,  12, 

b)  (Q  TI  [0,  1],  s)  (el  conjunto  de  Jos  números  racionales 
entre  0  y  1 ,  ambos  incluidos), 

el  (ó,  donde  S  es  el  conjunto  de  los  números  tacto- 
nales  positivos  con  denominadores  menores  o  iguales 
que  3, 

dt  (Z  .  donde  Z  es  el  conjunto  de  los  enteros  nega¬ 
tivos. 

Un  conjunto  parcialmente  ordenado  (£,  está  híen  funda¬ 
mentado  sí  no  hay  ninguna  sucesión  infinita  decreciente  de 
elementos  del  conjunto,  es  decir,  de  elementos  x  t  ....  x  , 
mies  que  —  <  xw<  <_v,  <  ,vr  Un  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado  (ó,  <)  es  denso  si  para  lodos  los  _v  é  S  e  y  e  S  tules 
que  x  <  y  existe  un  elemento  ze  S  tai  que  x  <  z  <  y. 


55.  Halla  un  orden  total  compatible  para  d  conjunto  par¬ 
cialmente  ordenado  cuyo  diagrama  de  Hasse  es  d  que  se 
m  u es  t  ra  e  n  c  I  P  rn  b  1  e m  a  2  6. 


56.  Halla  un  orden  total  compatible  pura  la  relación  de  divi¬ 
sibilidad  en  el  conjunto  |  1 . 2,  3,  6,  8,  12,  24,  36  j 

57.  Halla  un  orden  distinto  al  construido  en  eí  Ejemplo  26 
para  completar  las  larcas  del  proyecto  de  desarrollo. 


58.  Planifica  las  tareas  que  requiere  la  construcción  de  una 
casa  especificando  d  orden  en  que  se  realizan  si  d  dia¬ 
grama  de  Hasse  que  representa  estas  tarcas  es  el  que  se 
muestra  en  la  figura 


Enmoqueiar 
Poner  el  sudo 
Fontanería 


Terrmimión 

Detalle: 
Detalle: 


Detalles  interiores 
Detalles  exteriores 


Pintura  inlerior 


Pintura  exterior 
Tahicar 
Cablear 

Re  vestí  rme  n  to  exteri or 
Techar 

Construir  estructura 
Cimentar 


4 'K  Demuestra  que  el  conjunto  parcialmente  ordenado  <Z. 
donde  x  <  y  si,  y  sólo  sí,  ¡rj  <  [y|,  está  bien  fundamentado, 
pero  no  está  totalmente  ordenado. 

50.  Demuestra  que  un  conjunto  parcialmente  ordenado  denso 
con  al  menos  dos  elementos  no  está  bien  fundamentado, 

51-  Demuestra  que  el  conjunto  parcialmente  ordenado  de  los 
números  racionales  con  la  relación  «menor  o  igual  que» 
usual,  (Q,  <),  es  denso. 

f  52,  Demuestra  que  el  conjunto  de  cadenas  de  letras  minús¬ 
culas  dd  alfabeto  con  el  orden  lexicográfico  ni  es  denso 
ni  está  bien  fundamentado. 

53.  Demuestra  que  un  conjunto  parcialmente  ordenado  está 
bien  ordenado  sí,  y  sólo  si,  está  totalmente  ordenado  y 
bien  fundamentado. 


59.  I  latía  una  ordenación  para  las  larcas  de  un  proyecto  de 
software  si  el  diagrama  de  I  bsse  para  las  tareas  del  pro¬ 
yecto  es  el  siguiente 


Test  a 

Desarrollar  módu le  \ 

Escribir 
documentación 


De  sarri  >1 1  ¿ir  requ  isifns 
del  sistema 


Integrar  módulos 

Desarrollar  módulo 
Desarrollar  módulo  C 


Preparar 
entornos 
de  pruebas 

Escribir  requisitos  funcionales 


*  Determinar  necesidades  del  i 


Términos  clave  y  resultados 

términos 

relación  binaria  de  A  en  B:  un  subconjunto  de  A  x  B 
relación  en  .4:  una  relación  binaria  de  A  en  sí  mismo  (esto  es, 
un  subconjunto  de  A  x  A) 

S  '  R:  composición  de  R  y  S 


/?**:  relación  inversa  de  AJ 
Rn :  potencia  fl-ésúna  de  A1 

reflexiva:  una  relación  A*  en  A  es  reflexiva  si  (a.  a)  e  R  para 
todo  a  e  A 

simétrica:  una  relación  R  en  ,1  es  simétrica  si  (b.  a)  e  R  siem 
pre  que  (o.  h)  g  R 


4%  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


antisi  métrica:  una  relación  R  en  :\  es  a  mi  simétrica  si  a  -  b 
siempre  que  (a,  b)  e  R  y  (b,  u)£  R 
transitiva:  una  relación  A1  en  A  es  transitiva  si  (t?,  b)  €  R  y  (b. 
i  )  e  A  implican  que  (a,  c)  e  R 

relación  «-aria  en  Al?  A2*  un  subccmjunto  de /i1  ?<  47  x 
xA 

n 

modelo  relación  al  de  datos:  un  modelo  para  representar  bases 
de  datos  usando  relaciones  tr-arins 
clave  primaria:  un  dominio  de  una  relación  «-aria  tal  que 
una  «  tupia  está  unívocamente  determinada  por  su  valor  en 
dicho  dominio 

clave  compuesta:  el  producto  cartesiano  de  dominios  de  una 
relación  n-aria  tal  que  una  «  lupia  está  unívocamente  de- 
términada  por  sus  valores  en  dichos  dominios 
operador  de  selección:  una  función  que  selecciona  las  «-tu¬ 
pias  de  una  relación  «-aria  que  cumplen  una  condición  de¬ 
terminada 

proyección:  una  función  que,  a  partir  de  una  relación  «-aria, 
produce  relaciones  de  menor  grado  eliminando  campos 
reunión:  una  función  que  combina  relaciones  zí- arias  que  coin¬ 
ciden  en  ciertos  campos 

j*r:d'u  dirigido  o  digraío:  un  conjunto  de  elementos,  llamados 
vórtices,  y  de  pares  ordenados  de  esos  elementos,  llamados 
aristas 

bucle:  una  arista  de  la  forma  (at  a) 

cierre  (o  clausura)  de  una  relación  R  con  respecto  a  la  pro¬ 
piedad  /*:  la  relación  S  (si  es  que  existe),  que  contiene  a  A\ 
tiene  la  propiedad  P  y  está  contenida  en  cualquier  rela- 
vión  que  contenga  a  R  y  tenga  la  propiedad  P 
camino  en  un  grufo  dirigido:  una  secuencia  de  aristas  í«.  x(), 

(,v  O . (v  x  (-v  r  b)  tal  que  el  vértice  ti  nal  de  cada 

arista  es  el  vértice  inicial  de  la  siguiente  arista  de  la  se 
cuerda 

circuito  en  un  grato  dirigido:  un  camino  que  comienza  y 
acaba  en  el  mismo  vértice 

Rr  t relación  de  conexión):  Ja  relación  que  consiste  en  aquellos 
pares  ordenados  (af  h)  tales  que  hay  un  camino  de  a  a  b 
relación  de  equivalencia:  una  relación  reflexiva,  simétrica  y 
transitiva 

equivalente:  si  R  es  una  relación  de  equivalencia,  a  es  equi¬ 
valente  a  b  si  ti  R  h 

(dase  de  equivalencia  de  a  con  respecto  a  R):  el  con¬ 
junto  de  todos  los  dementas  de  A  que  son  equivalentes  a  a 
[tf]m  leíase  de  congruencia  modulo  y«l:  el  conjunto  de  mime- 
ros  enteros  congruentes  con  a  módulo  tu 
partición  de  un  conjunto  S:  una  colección  de  conjuntos  no 
vacíos  disjuntos  dos  a  dos  cuya  unión  es  S  * 

orden  parcial:  una  relación  que  es  reflexiva,  ant  i  simétrica  y 
transitiva 

conjunto  parcialmente  ordenado  iSy  R)\  un  conjunto  $  y  un 
orden  parcial  R  en  dicho  conjunto 
comparables:  los  elementos  a  y  b  del  conjunto  parcialmente 
ordenado  (A,  <)  son  comparables  sí  a  =£  b  □  h  <  a 
no  comparables:  elementos  de  un  conjunto  parcialmente  or¬ 
denado  que  no  son  comparables 
orden  total  (o  lineal}:  un  orden  parcial  en  d  que  cada  dos  de¬ 
mentas  cualesquiera  son  comparables 
conjunto  totalmente  (o  lineal  ni  ente)  ordenado:  un  conjunto 
parcialmente  ordenado  con  un  orden  i  o!  al  (o  lineal) 
conjunto  bien  ordenado:  un  conjunto  parcialmente  ordenado 


<5,  ^  )  tal  que  <  es  un  orden  total  y  cualquier  sube on junto 
no  vacío  de  S  tiene  mínimo 

orden  lexicográfico:  un  orden  parcial  para  productos  carte¬ 
sianos  o  cadenas  (véanse  las  páginas  483-485) 
diagrama  de  Hasse:  una  representación  gráfica  de  un  con  jun¬ 
to  parcialmente  ordenado  en  la  que  no  aparecen  ni  los  bu¬ 
cles  ni  las  aristas  que  se  deducen  de  la  propiedad  transitiva 
y  la  dirección  de  las  aristas  viene  indicada  por  la  posición 
de  los  vértices 

elemento  maximal:  un  elemento  de  un  conjunto  parcialmente 
ordenado  que  no  es  mentir  que  ningún  otro  elemento  de  di 
cho  conjunto 

elemento  minimal;  un  demento  de  un  conjunto  parcialmente 
ordenado  que  no  es  mayor  que  ningún  otro  elemento  de  di 
dio  conjunto 

máximo:  un  elemento  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado 
que  es  mayor  o  igual  que  cualquier  otro  elemento  de  dicho 
conjunto 

mínimo:  un  elemento  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado 
que  es  menor  o  igual  que  cualquier  otro  elemento  de  dicho 
conjuntó 

cota  superior  de  un  conjunto:  un  demento  de  un  conjunto 
parcialmente  ordenado  que  es  mayor  que  todos  los  ele¬ 
mentos  del  conjunto 

cota  interior  de  ti n  conjunto:  un  demento  de  un  conjunto 
parcialmente  ordenado  que  es  menor  que  todos  ios  ele¬ 
mentos  del  conjunto 

supremo  de  un  conjunto:  una  cota  superior  dd  conjunto  que 
es  menor  que  las  demás  cotas  superiores 
ínfimo  ele  un  conjunto:  una  cota  inferior  del  conjunto  que  es 
mayor  que  las  demás  colas  inferiores 
retículo:  un  conjuntó  parcialmente  ordenado  en  d  que  lodo  par 
de  elementos  tiene  un  supremo  y  un  ínfimo 
orden  total  compatible  con  tm  orden  parcial:  un  orden  total 
que  contiene  al  orden  parcial  dado 
ordenación  topo! ogiva:  la  construcción  de  un  orden  total  com¬ 
patible  con  un  orden  parcial  dado 

RESULTADOS 

El  cierre  reflexivo  de  una  relación  A1  en  el  conjunta  A  es  igual  a 
R  U  A,  donde  A  =  { {a,  o)  |  a  €  A  | . 

El  cierre  simétrico  de  una  relación  A  en  el  conjunto  A  es  igual 
a  R  U  R\  donde  R  1  =  \{h.  a)  ¡  Ut.  Me  R\. 

El  cierre  transitivo  Je  una  relación  coincide  con  la  relación  de 
c o  r  te  x  i  ón  q  ue  form  a  d i  c  h  a  re  I  ac  í  ó n 
El  algoritmo  de  Warshall  para  hallar  el  cierre  transitivo  de 
u  r  i  a  re  t  ac  i  ón  ( v  é  a  n  se  I  a  s  p  á  ginas  469-4 7 1 ) . 

Sea  R  una  relación  de  equivalencia.  Entonces  las  tres  siguientes 
afirmaciones  son  equivalentes:  { ! )  a  R  b:  (2)  [«]^  n  [H,  * 
(>:  |3)  ÍM*  ”  [ó|r 

!  as  clases  de  equivalencia  de  una  relación  de  equivalencia  en 
un  conjunto  A  forman  una  partición  de  A.  Recíprocamente, 
puede  construirse  una  relación  de  equivalencia  a  partir  de 
cualquier  partición  de  manera  que  las  clases  de  equivalen- 
c  i  a  se  a  n  1  os  s  u  bconj  u  n  t  os  de  1  a  p  artición. 

EJ  principio  de  inducción  sobre  conjuntos  bien  ordenados. 

H1  algoritmo  de  ordenación  (apológica  (véanse  las  páginas  490- 
492), 
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Cuestiones  de  repaso 


1 .  a)  ¿ Q u é  es  u n a  re  1  ación  en  u n  conj unto ? 

b)  ¿Cuántas  relaciones  hay  en  un  conjunto  con  n  ele¬ 
mentos? 

2.  a)  ¿Que  es  una  relación  reflexiva? 

b)  ¿Qué  es  una  relación  simétrica? 

c)  ¿Q  u  é  es  un  a  re  I  ac  i  ón  ant  i  s  i  m  étr  i  ca? 

d)  ¿Qué  es  una  relación  transitiva? 

3.  Pon  un  ejemplo  de  relación  en  el  conjunto  j  E  2,  3,  4¡  que 

a)  sea  reflexiva  y  simétrica,  pero  no  transitiva 

b)  se  a  sime  trie  a  y  tran  si  ti  va,  pero  no  refl  ex  i  v  a 

c )  se  a  re  fl  e  x  i  v  a ,  a  n  ti  simé  trica,  pero  no  transió  va 

d)  sea  reflexiva,  simétrica  y  transitiva 

e)  sea  reflexiva,  anlisimé  trica  y  transitiva 

4.  a)  ¿Cuántas  relaciones  reflexivas  hay  en  un  conjunto  con 

n  elementos? 

b)  ¿Cuántas  relaciones  simétricas  hay  en  un  conjunto  con 
n  elemento?? 

c)  ¿Cuántas  relaciones  antisimétricas  hay  en  un  conjunto 
con  n  elementos? 

5.  a)  Explica  cómo  se  puede  utilizar  una  relación  n-aria 

para  representar  la  información  que  una  universidad 
tiene  de  sus  estudiantes. 

b)  ¿Cómo  puede  usarse  la  relación  5 -aria  que  contiene 
nombres  de  estudiantes,  sus  direcciones,  números  de 
telefono,  las  titulaciones  en  las  que  se  han  matriculado 
y  sus  notas  medias  para  construir  una  relación  3- aria 
que  contenga  los  nombres  de  los  estudiantes,  las  tí  tu 
¡aciones  y  sus  notas  medias? 

c)  ¿Cómo  pueden  combinarse  para  formar  una  sola  rela¬ 
ción  n-aria  la  relación  4-aria,  que  contiene  nombres  de 
estudiantes,  su  dirección,  número  de  teléfono  y  titula¬ 
ción,  y  la  relación  4 -aria,  que  contiene  los  nombres  de 
los  estudiantes,  su  numero  de  identificación,  la  titulación 
y  el  número  de  créditos  de  los  que  se  han  matriculado? 

6.  a)  Explica  cómo  utilizar  una  matriz  booleana  para  repre¬ 

sentar  una  relación  en  un  conjunto  finito, 
b)  Explica  como  utilizar  la  matriz  booleana  que  repre¬ 
senta  a  una  relación  para  determinar  sí  la  relación  es  o 
no  reflexiva,  simétrica  y/o  antisimétrica, 

7.  a)  Explica  cómo  utilizar  un  grato  dirigido  para  represen¬ 

tar  una  relación  en  un  conjunto  finito, 
b)  Explica  cómo  utilizar  el  grafo  dirigido  que  representa 
a  una  relación  para  determinar  si  la  relación  es  o  no  re¬ 
flexiva,  simétrica  y/p  ant  i  si  métrica. 

8.  a)  Define  el  cierre  reflexivo  y  el  cierre  simétrico  de  una 

relación. 

b)  ¿Cómo  se  puede  construir  el  cierre  reflexivo  de  una  re¬ 
lación? 

c)  ¿C  ót  1 1  u  se  p  u  ede  c  o  n  s  t  mi  r  el  c  i  erre  s  i  me  t  n  c  o  de  mi  a 
relación? 

d)  llalla  el  cierre  reflexivo  y  el  cierre  simétrico  de  la  re¬ 
lación  {(1,2),  (2,  3),  (2,  41  {3.  1))  en  el  conjunto  j  I, 
2,3,4}. 

íjf  ñ )  Define  el  cierre  transitivo  de  una  relación. 

b)  ¿Puede  obtenerse  el  cierre  transitivo  de  una  relación 


incluyendo  todos  los  pares  (a,  c)  tales  que  (ti,  !>)  y  (br 
c)  pertenecen  a  la  relación? 

c )  Dése  ri  be  dos  ai  g  or  i  tm  os  p  ara  h  a  Mar  el  cíe  rre  tran  sitivo 
de  una  relación. 

d)  Halla  el  cierre  transitivo  de  la  relación  {  (L  1),  (■?,  3), 
(2,  1),  (2,3),  (2,4),  (3,  2),  (3,  4),  (4,  1)1, 

1 0.  a)  De  t  i  ne  q  u  é  es  u  n  a  re  1  ac  i  ón  eqiii  val  en  d  a . 

b)  ¿Cuáles  de  las  relaciones  en  el  conjunto  (u,  h,  t\  d] 
son  de  equivalencia  y  contienen  a  (a,  h)  y  a  ib.  d)7 

11.  a)  Demuestra  que  la  congruencia  módulo  m  es  tina  rela¬ 

ción  de  equivalencia  para  todo  entero  positivo  m. 
b  í  Demuestra  que  la  relación  1  { a7  b)  \a  =  ±  b  (rnod  7)  |  es 
una  relación  de  equivalencia  en  el  conjunto  de  los  nú¬ 
meros  enteros 

12,  a)  ¿Qué  son  las  clases  de  equivalencia  de  una  relación  de 

equivalencia? 

b)  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  la  relación 
d  e  co  ng  rué n  c  i  a  mód  u  I  o  5  ? 

c)  ¿Cuáles  son  las  clases  de  equivalencia  de  la  relación 
de  equivalencia  de  la  Cuestión  1 1  ( b)? 

13,  Explica  la  conexión  que  hay  entre  las  relaciones  de  equi¬ 
valencia  en  un  conjunto  y  las  particiones  de  ese  conjunto. 

J  4.  a)  De  11  ne  qué  es  u  n  o rd e  n  pa  rci  al . 

b)  Demuestra  que  la  relación  de  divisibilidad  en  el  con¬ 
junto  de  los  enteros  positivos  es  un  orden  parcial, 

15.  Explica  cómo  pueden  utilizarse  los  órdenes  parciales  en 
los  conjuntos  A  y  A  para  definir  un  orden  parcial  en  el 
conjunto  A }  xAr 

16.  a )  Explica  cómo  se  con  st  ruy  e  e  1  d  i  a  grat  i  \  a  de  1 1  as  se  d  e  u  n 

ore  I  e  n  pa  re  i  a  1  en  u  n  co  n j  u  n  tó  ti  n  i  to . 

b)  Dibuja  el  diagrama  de  Has  se  de  la  relación  de  divisi¬ 
bilidad  en  el  conjunto  (  2,  3,  5, 9,  12,  15,  (8 ). 

17.  a)  Define  elemento  maximal  y  máximo  de  un  conjunto 

pare ialmente  ordenado, 

bj  Pon  un  ejemplo  de  conjunto  parcialmente  ordenado 
con  tres  elementos  maxi males. 

c)  Pon  un  ejemplo  de  un  conjunto  pardal  mente  ordenado 
que  tenga  máximo, 

18.  a)  Define  qué  es  un  retículo. 

b  i  Da  un  ej  empl  o  de  u  n  co  n  j  u  n  t  o  p  a  re  i  a  1  ni  e  n  te  orden  i  i  do 
con  cinco  elementos  que  sea  un  retículo  y  un  ejemplo 
de  leu  conjunto  parcialmente  ordenado  con  cinco  ele¬ 
mentos  que  no  sea  un  retículo. 

19.  a )  Dem  ue  s  i  ra  q  u c  c u  a  1  q  u  i  e  r  s  u  be  o  nj  u  n  t o  t  i  n  ito  tle  u  n  re  - 

tículo  tiene  supremo  e  ínfimo, 
b )  De  m  uestra  q  ue  c  u  aíq  u  ier  re  tic u  1  o  e  or  i  u  n  n  ú  m  e  ro  fini¬ 
to  de  elementos  tiene  mínimo  y  máximo. 

20.  a )  De  f  i  n  e  qué  e  s  u  n  c o  nj  un  to  bien  o  rd  e  n  ado . 

b)  Describe  un  algoritmo  para  construir  tm  conjunto  bien 
ordenado  a  partir  de  un  conjunto  parcialmente  orde¬ 
nado 

e)  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  algoritmo  del  apar¬ 
tado  anterior  para  ordenar  las  tareas  de  un  proyecto  .si 
cada  tarea  puede  realizarse  sólo  si  una  o  más  de  las 
otras  tareas  se  barí  completado. 
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I*  Sea  5  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  letras  del  al¬ 
fabeto  español  Determina  si  las  siguientes  relaciones 
son  o  no  reflexivas,  irreflexivas,  simétricas,  am ¡simé¬ 
tricas  y  lo  transitivas, 

a)  R]  =  |  (a,  b)  \  a  y  b  no  tienen  letras  en  común ) * 

h)  A\  ”  |  (¿i,  b)  |  u  y  b no  tienen  la  misma  longitud), 

el  =  [ (í7,  b)  |  a  es  más  larga  que  h ) . 

2.  Construye  una  relación  en  el  conjunto  [a,  h.  c.  <J\  que 
a)  sea  reflexiva  y  simétrica,  pero  no  transitiva 
h)  sea  irreflexiva,  simétrica  y  transitiva 
c )  se  a  irre  fie  xivaT  aniisi  mé  trica  y  no  t  rans  i  ti  va 
rl)  sea  reflexiva,  no  sea  ni  simétrica  ni  an  ti  simétrica  y 
sea  transitiva 

e)  no  sea  ni  reflexiva,  ni  irreflexiva,  ni  simétrica,  ni  an- 
tí  simé  trica,  ni  transitiva, 

3<  Demuestra  que  la  relación  R  en  Z  x  Z  definida  por  {a. 
h)  R  (i\  d)  si.  y  sólo  si,  u  +  d  =  h  +  c  es  una  relación  de 
equivalencia. 

4.  Demuestra  que  un  subconjunto  de  tina  relación  antisi- 
mélricaes  también  una  relación  ant  i  simétrica. 

5.  Sea  R  una  relación  reflexiva  en  el  conjunto  *4.  Demues¬ 
tra  que  R  C  R 2 . 

6,  Supongamos  que  R{  y  A\  son  relaciones  reflexivas  en  un 
conjunto  A.  Demuestra  que  R]  ©  R  es  irreflexiva. 

7,  Supongamos  que  R}  y  R ,  son  relaciones  reflexivas  en  un 
conjunto  A.  ¿Es  R{  i )  R,  también  reflexiva?  ¿Es  R ¡  U 
Rn  también  reflexiva? 

S,  Supongamos  que  R  es  una  relación  simétrica  en  un  con¬ 
junto  4.  ¿Es  R  también  simétrica? 

*>.  Sean  A1,  y  R ,  relaciones  simétricas.  ¿Es  R,  fl  R.  también 
simétrica?  ¿Es  A(U  AE  también  simétrica? 


10*  Se  dice  que  una  relación  R  es  circular  si  a  R  b  y  h  R  e 
implican  que  c  R  íl  Demuestra  que  R  es  reflexiva  y 
circular  si,  y  sólo  su  es  una  relación  dé  equivalencia, 

1 1.  Demuestra  que  una  clave  primaria  de  una  relación  di¬ 
aria  es  clave  primaria  de  cualquier  proyección  de  dicha 
relación  que  contenga  a  esa  clave  como  uno  de  sus 
campos. 

12.  ¿Es  la  clave  primaria  de  una  relación  ^-aria  también 
clave  primaria  de  la  relación  más  grande  que  se  obtiene 
tomando  fa  reunión  <ie  dicha  relación  con  una  segunda 
relación? 

15.  Demuestra  que  el  cierre  reflexivo  del  cierre  simétrico  de 
una  relación  coincide  con  el  cierre  simétrico  de  su  cierre 
reflexivo. 

14.  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todos  los  matemáti¬ 
cos  que  contiene  al  par  ordenado  (at  b)  si,  y  sólo  si,  a  y 
b  han  escrito  un  artículo  juntos. 

a )  Describe  la  re  I  ac  i  ón  R: 
b  J  Desoí  be  1  a  re  I  ac  i  ón  R ' 

c)  FI  numero  de  Erddfcde  un  matemático  es  1  sí  di¬ 
cho  matemático  ha  escrito  un  artículo  con  el  pro* 
lírico  matemático  húngaro  Paul  Erdós;  es  2  si  el 
matemático  no  ha  escrito  un  artículo  conjunto  con 
Erdós,  pero  ha  escrito  un  artículo  conjunto  con 
alguien  que  escribió  un  artículo  conjunto  con 
Erdós,  y  así  sucesivamente  (excepto  que  el  nú¬ 
mero  de  Erdós  del  propio  Erdós  es  Ol  Da  una  de¬ 
finición  del  número  de  Erdós  en  términos  de  ca¬ 
minos  en  R. 

15.  a)  Construye  un  ejemplo  que  muestre  que  el  cierre 

transitivo  del  cierre  simétrico  de  una  relación  no  es 


Enlacia 


PAUL  ERDOS  (1913-19%)  Paul  Erdós,  nacida  en  Budapest.  Hungría,  era  hijo  de  dos  profesores  de  matemáticas  de 
enseñanza  secundaría.  Fue  un  niño  prodigio:  y  la  edad  de  Ires  años  podía  multiplicar  mentalmente  números  de  tres  cifras 
y  a  los  cuatro  descubrió  por  sí  solo  los  números  negativos.  La  mayor  parte  de  mi  educación  primaria  la  recibió  en  su  pro¬ 
pia  casa,  porque  su  madre  no  quería  exponerle  u  enfermedades  contagiosas.  A  los  diecisiete  años  ingresó  en  la  Univer¬ 
sidad  Eoivós.  graduándose  cuatro  años  después  con  urt  doctorado  en  matemáticas.  Después  de  doctorarse,  pasé  cuatro 
años  en  Manehestcr,  Inglaterra,  con  una  beca  poMiiocUmd  En  1938  se  marchó  a  Estados  Unidos  debido  a  la  difícil  si¬ 
tuación  política,  especialmente  para  los  judíos.  Vivió  mucho  tiempo  en  Estados  Unidos,  salvo  de  1943  a  I9A2,  período 
durante  el  cual  se  le  prohibió  la  entrada  al  pnis  como  parte  de  la  paranoia  de  la  era  McCarthy.  También  pasó  un  tiempo 
c on  si  de  ra  ble  en  I  srac  I . 

Erdós  hizo  muchas  contribuciones  relevante  i  a  la  combinatoria  y  a  la  teoría  de  números.  Uno  de  los  descubrimientos 
de  Sos  que  estaba  más  orgulloso  era  su  demostración  cíeme  ni  al  (en  eí  sentido  de  que  no  hace  liso  del  análisis  complejo)  del 
Teorema  de  los  números  primos,  que  da  una  estimación  del  número  de  primos  que  son  menores  o  iguales  que  un  entero  po¬ 
sitivo  dado.  También  participó  en  el  desarrollo  moderno  de  la  teoría  de  Ramsey 

Erdós  viajé  mucho  por  todo  d  mundo  colaborando  con  otros  matemáticos,  asistiendo  a  Congresos  y  visitando  uni¬ 
versidades  y  centros  de  investigación.  Se  dedicó  casi  por  entero  a  Jas  matemáticas,  visitando  a  matemático  tras  matemático, 
ante  los  que  proclamaba  Mi  cerebro  está  abierto».  Eróos  fue  autor  o  coautor  de  más  de  mil  quinientos  arriados  y  tuvo  mas 
de  quinientos  coautores  No  tenía  residencia  permanente.  Ron  Graham,  un  famoso  especialista  en  matemática  discreta  con 
d  que  Erdós  colaboró  con  frecuencia  y  que  se  treupaba  de  sus  necesidades  cotidianas,  guarda  copias  de  todos  sus  artículos. 

Erdós  ofrecía  premios,  que  podían  variar  desde  los  diez  hasta  ios  diez  mil  dólares,  por  resolver  problemas  que  el 
consideraba  de  especial  interés.  La  cuantía  del  premio  dependía  de  la  dificultad  del  problema.  Pagó  alrededor  de  cuatro 
mil  dólares  en  premios,  Erdós  tenía  su  idioma  puricular,  que  empleaba  términos  como  «tépsilon*  (niño),  «jefe*  (mujer  K 
«esclavo»  (hombre),  «capturado»  (casado X,  «liberado»  (divorciado)*  «Fascista  Supremo»  (Dios),  «Sam»  (Estados  Uni¬ 
dos)  y  «Joe*  (l  talón  Sov  iética).  Aunque  tenía  curiosidad  por  muchas  cosas,  concentró  casi  toda  su  energía  en  la  inves 
tigación  tríale  ni  ática.  No  tenía  otras  aficiones  ni  tampoco  puesto  fijo  de  trabajo.  Nunca  se  casó  y,  al  parecer,  se  mantu¬ 
vo  célibe,  Erdós  era  extremadamente  generoso;  gran  parte  del  dinero  que  reunió  a  base  de  premios,  distinciones  y 
honorarios  lo  donó  para  becas  y  otras  causas  altruistas.  Viajaba  ligero  de  equipaje  y  no  le  gustaba  tener  muchas  pose¬ 
siones  materiales. 
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necesariamente  igual  al  cierre  simétrico  de]  cierre 
transitivo  de  dicha  relación, 
b)  Demuestra  que,  no  obstante,  el  cierre  transitivo  del 
cierre  simétrico  de  una  relación  tiene  que  contener  al 
cierre  simétrico  del  cierre  transitivo  de  dicha  rela¬ 
ción. 

16,  a)  Sea  S  el  conjunto  de  subrutinas  de  un  programa  in¬ 

formático.  Se  define  la  relación  R  diciendo  que  P  R 
Q  si  la  subrutina  P  llama  durante  su  ejecución  a  la 
su  br  urina  Q.  Describe  el  cierre  transitivo  de  R. 

b)  ¿Para  qué  submtinas  P  pertenece  (P,  P)  al  cierre 
transitivo  de  R1 

c)  Describe  el  cierre  reflexivo  del  cierre  transitivo 
de  R. 

17.  S upón  que  S  y  R  son  relaciones  en  un  conjunto  A  con  R 
C  S  tales  que  existen  los  dos  cierres  de  R  y  de  S  con 
respecto  a  una  propiedad  P.  Demuestra  que  el  cierre 
de  R  con  respecto  a  P  es  un  subconjunto  del  cierre  de  S 
con  respecto  a  P. 

1S,  Demuestra  que  ei  cierre  simétrico  de  la  unión  de  dos  re¬ 
laciones  es  la  unión  de  sus  cierres  simétricos. 

*19.  Idea  un  algoritmo,  basado  en  el  concepto  de  vértice 
interior,  que  halle  la  longitud  del  camino  más  largo 
entre  dos  vértices  en  un  grafo  dirigido  o  que  determine 
que  hay  caminos  arbitrariamente  largos  entre  dichos 
vértices. 

20.  ¿Cuáles  de  entre  las  siguientes  son  relaciones  de  equi 
valencia  en  el  conjunto  de  todas  las  personas? 

a )  ¡  (a,  y)  |  a  e  y  tienen  el  mismo  signo  del  Zodíaco } 

b)  |  (x,  y)  |  xj  e  y  nacieron  en  el  mismo  año  \ 

c)  { U\  v)  I  x  e  y  han  estado  en  la  misma  ciudad ) 

*21,  ¿Cuántas  relaciones  de  equivalencia  con  exactamente 
Eres  clases  de  equivalencia  hay  en  un  conjunto  con  cinco 
elementos? 

22.  Demuestra  que  ¡  (xf  y)  \  x  -  y  £  Q  [  es  una  relación  de 
equivalencia  en  el  conjunto  de  los  números  reales,  don¬ 
de  Q  denota  al  conjunto  de  los  números  racionales.  De¬ 
termina  [1],  [4].  [ti]* 

23.  Supon  que  Pi  -  (A,,  A„  ....  AJ  y  P,  =  (¿ó,  Bv  ....  BJ 
son  dos  particiones  del  conjunto  S.  Demuestra  que  la 
colección  de  sube  onj  un  tos  no  vacíos  de  la  forma  A  O  B_ 
es  una  partición  de  S  que  es  un  refinamiento  tanto  de  P 
como  de  P ,  (véase  el  preámbulo  del  Problema  37  de  la 
Sección  7.5). 

*24,  Demuestra  que  el  cierre  transitivo  del  cierre  simétrico 
del  cierre  reflexivo  de  una  relación  R  es  la  relación  de 
equivalencia  más  pequeña  que  contiene  a  R. 

25.  Sea  R(ó)  el  conjunto  de  todas  las  relaciones  en  S,  Defi¬ 
ne  la  relación  -í  en  R(5)  mediante  R{  <  Ry  si  R  C  Ry 
donde  R[  y  R ,  son  relaciones  en  S.  Demuestra  que 
(RÍlS'K  <)  es  un  conjunto  parcialmente  ordenado. 

26.  Sea  P(ÓH)  el  conjunto  de  todas  las  particiones  de  un  con¬ 
junto  5.  Define  la  relación  ^  en  P{5)  mediante  P  <  P 
sí  P]  es  un  refinamiento  de  P}  (véase  el  Problema  37  de 
la  Sección  7.5).  Demuestra  que  (P($)>  -  )  es  un  conjun¬ 
to  parcialmente  ordenado. 

27.  Planifica  las  tareas  que  requiere  la  preparación  de  una 
com  ida  china  es  pe  a  íí  c  an  d  o  el  ord  en  c  n  q  u  e  se  rea  I  i  zan 
si  el  diagrama  de  Has  se  que  representa  estas  tareas  es  d 
que  se  muestra  en  la  figura. 


Se  dice  que  un  subconjunto  de  un  conjunto  parcialmente  orde¬ 
nado  es  una  cadena  si  dos  elementos  cualesquiera  del  sub¬ 
conjunto  son  siempre  comparables.  Se  dice  que  un  subcon- 
juntü  de  un  conjunto  parcialmente  ordenado  es  una  anttendena 
si  dos  elementos  cualesquiera  del  subconjunto  son  siempre  no 
comparables. 

2H.  Halla  todas  las  cadenas  que  hay  en  los  conjuntos  par¬ 
cialmente  ordenados  cuyos  diagramas  de  Hasse  son  los 
que  se  muestran  en  los  Problemas  19-21  de  la  Sec¬ 
ción  7.6. 

29.  llalla  todas  las  anticadenas  que  hay  en  los  conjuntos 
parcialmente  ordenados  cuyos  diagramas  de  Hasse  son 
los  que  se  muestran  en  los  Problemas  19-21  de  la  Sec¬ 
ción  7.6. 

30*  Halla  una  anticadena  con  el  mayor  número  posible  de 
elementos  en  eí  conjunto  parcialmente  ordenado  cuyo 
diagrama  de  Hasse  es  el  del  Problema  26  de  la  Sec¬ 
ción  7.6. 

31-  Demuestra  que  toda  cadena  maximal  de  un  conjunto 
parcialmente  ordenado  finito  (ó?  <0  contiene  un  ele¬ 
mento  mínima!  de  5  (una  cadena  maximal  es  una  cade¬ 
na  que  no  es  subconjunto  de  ninguna  cadena  más  larga). 
**32,  Demuestra  que  un  conjunto  parcialmente  ordenado 
puede  descomponerse  en  k  cadenas*  siendo  k  el  número 
máximo  de  elementos  de  las  an  tí  cadenas  del  conjunto. 

*33»  Demuestra  que  en  cualquier  grupo  de  mn  +  1  personas 
hay  bien  una  lista  de  m  r  I  personas  tal  que  cada  per¬ 
sona  de  la  lista  (excepto  para  la  primera  de  la  lista)  es 
descendiente  de  la  persona  anterior  de  la  lista  o  bien  n  \- 
\  personas  tales  que  ninguna  de  dichas  personas  es  des¬ 
cendiente  de  ninguna  de  las  n  personas  restantes  ( Indi¬ 
cación :  Utiliza  eJ  Problema  32). 

Supongamos  que  [$,  <)  es  un  conjunto  parcialmente  ordenado 
bien  fundamentado*  El  principia  de  inducción  sobre  conjuntos 
bien  fundamentados  afirma  que  P{x)  es  cierta  para  todo  x  e  S 
si  Va(  Vy  (y  <  x  >  P[y))  -t  P(x)). 
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34.  Demuestra  que  no  hace  falta  imponer  un  paso  base  por 
separado  para  el  principio  de  inducción  sobre  conjuntos 
bien  fundamentados.  Esto  es,  P(u)  es  verdadera  para 
Lodo  elemento  mi  ni  mal  u  de  S  si  Vx(Vy  (y  <  x  ->  P(y)) 

*35.  Demuestra  que  el  principio  de  inducción  sobre  conjun¬ 
tos  bien  fundamentados  es  val  ido. 

Una  relación  R  es  un  cuasi  orden  en  A  si  R  es  reflexiva  y 
transitiva. 

36,  Sea  R  la  relación  en  el  conjunto  de  todas  las  funciones 
de  Z+  en  Z+  tal  que  (/’,  g)  pertenece  a  R  si.  y  sólo  si, /es 
O(g).  Demuestra  que  R  es  un  cuasi  orden. 

37.  Sea  R  u  n  cuasi  orden  en  un  conjunto  A  Demuestra  que 
R  D  R~[  es  una  relación  de  equivalencia, 

*38.  Sea  R  un  cuasi  orden  y  sea  S  la  relación  en  el  conjunto 
de  las  clases  de  equivalencia  de  R  H  R  1 2 3 4  tal  que  (C  D) 
pertenece  a  S ,  siendo  C  y  D  clases  de  equivalencia  de  R. 
si  y  sólo  hay  elementos  c  de  C  y  d  de  D  tales  que  fe,  d) 
pertenece  a  R.  Demuestra  que  S  es  un  orden  parcial. 

Sea  L  un  retículo.  Se  definen  las  operaciones  de  intersección 
(a)  y  de  unión  (v)  como  x  a  y  =  inffjq  y)  y  x  v  y  =  sup{x,  y). 

39.  Demuestra  que  se  cumplen  las  siguientes  propiedades 
para  todos  los  elementos  x,  y,  z  de  un  retículo  L. 

a)  x  a  y  =  y  a  x  y  x  v  y  =  y  v  a  (leyes  conmutativas) 

b )  U  a  v)  =  a  a  (y  a  ¿ i  y  (v  v y)  ví  =  x  v  (y  v  ¿)  (le- 

yes  asociativas} 

c)  x  a  (x  v_v)  x  y  x  v  {x  a  y)  =  x  (leyes  de  absorción) 

d)  x  a  x  -  x  y  x  v  x  =  x  (  leves  i dem potentes) 

4th  Demuestra  que  si  x  e  v  son  elementos  de  un  retículo  Z., 
entonces  xvy  =  y  si,  y  sólo  si.  x  a  y  -  x. 


Se  dice  que  un  retículo  está  acotado  si  tiene  tanto  una  cota  su¬ 
perior,  denotada  por  1 .  tal  que  i  ^  1  para  todo  v  e  i  como  una 
cota  inferior,  denotada  por  0,  tal  que  0  <  v  para  todo  x  e  L 

41.  Demuestra  que  sí  L  es  un  retículo  acotado  con  cota  su¬ 

perior  1  y  cota  inferior  0,  entonces  se  cumplen  las  si¬ 
guientes  propiedades  para  todos  los  elementos  x  &  L. 
a)  x  v  1  -  I  b)  x  a  l  =  x 

c)  xv0  =  x  d)  x a 0  =  0 

42.  Demuestra  que  todo  retículo  finito  está  acotado. 

Se  dice  que  un  retículo  es  distributivo  si  tvívaz)  ~  (xvy) 
a  (x  v  z)  y  x  a  (y  vi)  -  (x  Ay)  v (x  a  z)  para  todos  los x,  y,  z  de  L 

*43.  Da  un  ejemplo  de  un  retículo  que  no  sea  distributivo. 

44.  Demuestra  que  el  retículo  (P(S),  C),  donde  P(S)  es  el 
conjunto  de  las  partes  de  un  conjunto  finito  S\  es  distri¬ 
butivo. 

45.  ¿Es  distributivo  el  retículo  (Z+, })? 

E!  complemento  de  un  elemento  a  de  un  retículo  acotado  LT 
con  cota  superior  l  y  cota  inferior  0.  es  un  elemento  b  tal  que 
a  v  h  =  1  y  a  a  b  =  0.  Un  retículo  como  éste  se  dice  comple¬ 
mentado  si  cada  elemento  del  retículo  tiene  complemento. 

46.  Pon  tm  ejemplo  de  retículo  finito  en  el  que  al  menos  un 
elemento  tiene  más  de  un  complemento  y  hay  al  menos 
un  elemento  que  no  tiene  complemento, 

47.  Demuestra  que  el  retículo  (P(S),  C)„  donde  P(S)  es  el 
conjunto  de  las  partes  fie  un  conjunto  finito  S,  es  com¬ 
plementado. 

*48.  Demuestra  que  si  L  es  un  retículo  distributivo  finito, 
entonces  cada  elemento  de  í  tiene  a  lo  sumo  un  com¬ 
plemento. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  V  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


1.  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  determina  sí  la  relación  es  o  no  reflexiva  y/o 
irreflexiva. 

2.  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  determina  si  la  relación  es  o  no  simétrica  y/o 
antisimétrica, 

3.  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  determina  si  la  relación  es  o  no  transitiva. 

4.  Dado  un  entero  positivo  n,  muestra  todas  las  posibles  re 
laciones  en  un  conjunto  con  n  elementos. 

*5.  Dado  un  entero  positivo  n,  determina  el  número  de  rela¬ 
ciones  transitivas  en  un  conjunto  con  n  elementos. 

*6.  Dado  un  entero  positivo  n,  determina  el  número  de  rela¬ 
ciones  de  equivalencia  en  un  conjunto  con  n  elementos. 

*7.  Dado  un  entero  positivo  n,  muestra  todas  las  posibles  re¬ 
laciones  de  equivalencia  en  el  conjunto  de  los  n  enteros 
positivos  más  pequeños. 


8 .  D  ad  a  un  a  re  I  ac  i  ó  n  n- aria,  halla  1  a  proy  e  e c  í  ón  de  e  sa  re  1  a- 
eión  cuando  se  eliminan  los  campos  especificados. 

9.  Dudas  una  relación  w-aria,  una  relación  «-aria  v  un  con¬ 
junto  de  campos  comunes  a  ambas,  halla  la  reunión  de 
dichas  relaciones  con  respecto  a  esos  campos  comunes. 

lü,  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  halla  la  matriz  que  representa  al  cierre  refle¬ 
xivo  de  dicha  relación. 

1 1,  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  halla  la  matriz  que  representa  al  cierre  simé¬ 
trico  de  dicha  relación. 

12.  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con 
junto  finito,  halla  la  matriz  que  representa  al  cierre  transi¬ 
tivo  de  dicha  relación  calculando  la  unión  de  las  potencias 
de  la  matriz  que  representa  a  la  relación. 

13*  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con 
junto  finito,  halla  Ja  matriz  que  representa  al  cierre  transí- 
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tivo  de  dicha  relación  utilizando  el  algoritmo  de  Wars¬ 
hall. 

.14.  Dada  la  matriz  que  representa  a  una  relación  en  un  con¬ 
junto  finito,  halla  la  matriz  que  representa  a  la  relación 


de  equivalencia  más  pequeña  que  contiene  a  esa  rela¬ 
ción. 

15.  Dado  un  orden  parcial  en  un  conjunto  finito,  halla  un  orden 
total  compatible  con  él  empleando  la  ordenación  topológica. 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


1.  Construye  todas  las  relaciones  distintas  en  un  conjunto 
con  cuatro  elementos. 

2.  Construye  todas  las  relaciones  reflexivas  y  simétricas  dis¬ 
tintas  en  un  conjunto  con  seis  elementos. 

3.  Construye  todas  las  relaciones  reflexivas  y  transitivas  dis¬ 
tintas  en  un  conjunto  con  cinco  elementos. 

*4.  Determina  cuántas  relaciones  transitivas  hay  en  un  con¬ 
junto  con  n  elementos  para  lodos  los  enteros  positivos  n 
con  n  z  7. 

5.  Halla  el  cierre  transitivo  de  la  relación  que  tu  elijas  en  un 
conjunto  con  al  menos  veinte  elementos.  Puedes  usar  bien 
una  relación  que  corresponda  a  enlaces  directos  en  una  red 


concreta  de  transporte  o  de  comunicaciones  o  bien  una 
relación  generada  al  azar. 

6.  Calcula  el  numero  de  relaciones  de  equivalencia  distin¬ 
tas  que  puede  haber  en  un  conjunto  con  n  elementos 
para  todos  ios  enteros  positivos  n  con  n  menor  o  igual 
que  20. 

7.  Construye  todas  las  posibles  relaciones  de  equivalencia 
en  un  conjunto  con  siete  elementos. 

*8.  Construye  todos  los  posibles  órdenes  parciales  en  un  con¬ 
junto  con  cinco  elementos. 

*9,  Construye  todos  los  retículos  en  un  conjunto  con  cinco 
elementos. 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  UN  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


t .  De  ser  i  be  el  c  once  pío  de  reí  ac  i  ón  d  i  fu  su .  ¿Córr  lo  se  utili  zan 
las  relaciones  difusas? 

2.  Describe  los  principios  básicos  de  las  bases  de  datos  rela¬ 
ciónales  más  allá  de  lo  visto  en  la  Sección  7.2.  ¿Está  muy 
difundido  el  uso  de  bases  de  datos  relaciónales  comparado 
con  el  de  otros  tipos  de  bases  de  datos? 

3.  Consulta  los  artículos  originales  de  Warshall  (en  ingles)  y 
de  Roy  (en  trances)  en  los  que  desarrollan  algoritmos  para 
hallar  cierres  transitivos.  Describe  sus  enfoques.  ¿Porqué 
supones  que  Jo  que  hoy  llamamos  algoritmo  de  Warshall 
fue  descubierto  de  forma  independiente  por  más  de  una 
persona? 

4.  Describe  cómo  pueden  emplearse  las  clases  de  equiva¬ 
lencia  para  definir  los  números  racionales  como  clases  de 
pares  de  enteros  y  cómo  pueden  definirse  de  acuerdo  con 
este  enfoque  las  operaciones  aritméticas  básicas  sobre 
números  racionales  (véase  el  Problema  10  en  la  Sec¬ 
ción  7.5). 


5.  Explica  cómo  utilizó  Helmut  Has  se  lo  que  hoy  llamamos 
diagramas  de  Hasse. 

ó.  Describe  algunos  de  los  mecanismos  que  se  emplean  para 
hacer  respetarlas  restricciones  del  flujo  de  información  en 
los  sistemas  operativos  de  ordenadores, 

7.  Describe  cómo  se  utiliza  la  técnica  Program  Evalúa  fian 
and  Review  Technique  (PERT)  para  planificar  las  tareas  de 
un  proyecto  largo  y  complicado.  ¿Está  muy  difundido  el 
uso  de  PERT? 

8.  Describe  cómo  se  utiliza  el  método  Critical  Path  Method 
(CPM)  para  hallar  el  tiempo  mínimo  de  finalización  de  un 
proyecto.  ¿Está  muy  difundido  eJ  uso  de  CPM? 

9.  Describe  el  concepto  de  dualidad  en  un  retículo.  Explica 
c ón io  utili za r  1  a  du alid ad  pa ra  estab  1  ecer  res u  1 1 ad o s  n ue v os. 

10.  Explica  el  sígni  f  i  c  ad  o  d e  1  a  ex  pre  s  i  ón  reí ícul  o  mod  1 1 1 di\ 
Describe  algunas  de  las  propiedades  de  los  retículos  mo¬ 
dulares  y  describe  cómo  aparecen  los  retículos  modulares 
en  el  estudio  de  la  geometría  provecí  i  va. 
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a  teoría  de  grafos  es  una  disciplina  antigua  con  muchas  aplicaciones  modernas*  Sus  ideas 


básicas  las  introdujo  el  gran  matemático  suizo  Leonhard  Euler  en  el  siglo  xvitl  Eider  utilizó 


*1  Los  grafos  para  resolver  el  famoso  problema  de  los  puentes  de  Konigsberg,  que  estudiare¬ 
mos  en  este  capítulo. 

Los  grafos  se  emplean  para  resolver  problemas  de  diversas  áreas.  Pueden  utilizarse,  por  ejem¬ 
plo,  para  determina!  si  se  puede  o  no  implementar  un  circuito  sobre  una  placa  de  una  sola  capa* 
Podemos  diferenciar  dos  compuestos  químicos  que  tengan  la  misma  fórmula  molecular,  pero  dis¬ 
tinta  estructura  por  medio  de  grafos.  También  se  pueden  usar  los  grafos  para  estudiar  la  estructu¬ 
ra  de  la  Red  de  Internet.  Podemos  determinar  si  dos  ordenadores  están  conectados  o  no  por  un  en¬ 
lace  empleando  modelos  de  grafos  para  redes  informáticas.  Podemos  utilizar  grafos  ponderados 
(esto  es,  grafos  a  cada  una  de  cuyas  aristas  se  les  asigna  un  peso)  para  resolver  problemas  como  el 
de  hallar  el  camino  más  corto  entre  dos  ciudades  en  una  red  de  transportes.  También  se  pueden  uti¬ 
lizar  los  grafos  para  programar  exámenes  y  para  asignar  canales  a  las  emisoras  de  televisión. 


8.1  Introducción  a  los  grafos 


Los  grafos  son  estructuras  discretas  que  constan  de  vértices  y  de  aristas  que  conectan  entre  sí  esos 
vértices.  Hay  varios  tipos  distintos  de  gralbs,  que  se  diferencian  entre  sí  por  el  tipo  y  el  numero  de 
aristas  que  pueden  conectar  cada  par  de  vértices.  Los  problemas  que  se  pueden  resolver  con  téc¬ 
nicas  de  la  teoría  de  grafos  aparecen  en  prácticamente  cualquier  disciplina.  Veremos  ejemplos  de 
cómo  utilizar  tos  grafos  corno  modelos  en  diversas  áreas.  Por  ejemplo,  veremos  cómo  se  usan  los 
grafos  para  representar  la  competición  de  especies  distintas  en  un  mismo  nicho  ecológico,  cómo 
emplear  grafos  para  representar  quién  influye  sobre  quién  en  una  organización  y  cómo  usar  grafos 
para  representar  los  resultadas  de  un  torneo  deportivo.  Más.  adelante  veremos  cómo  utilizar  los  gra¬ 
tos  para  resolver  otros  muchos  tipos  de  problemas,  como  el  de  calcular  eí  numero  de  combina- 
clones  diferentes  de  vuelos  entre  dos  ciudades  de  una  red  aérea*  el  de  determinar  si  es  posible  o  no 
recorrer  todas  las  calles  de  una  ciudad  sin  pasar  dos  veces  por  la  misma  calle  y  e!  de  hallar  el  nu¬ 
mero  de  colores  que  se  necesitan  para  colorear  las  regiones  de  un  mapa. 


Vamos  a  presentar  los  diferentes  tipos  de  grafos  mostrando  la  forma  en  que  se  puede  utilizar 
cada  uno  de  ellos  para  modelar  una  red  i nlómiáüca.  Supongamos  que  una  red  consta  de  orde¬ 
nadores  y  de  líneas  telefónicas  que  conectan  esos  ordenadores.  Podemos  representar  cada  or* 
denador  mediante  un  punto  y  cada  línea  telefónica  mediante  m  segmento,  tal  y  como  se  mues¬ 
tra  en  la  Figura  L 

En  la  red  de  la  Figura  f  hay  a  lo  sumo  una  línea  telefónica  entre  cada  dos  ordenadores,  cada 
línea  opera  en  ambas  direcciones,  y  ningún  ordenador  tiene  una  línea  telefónica  que  ío  conecte 
consigo  mismo.  Por  tanto,  esta  red  se  puede  modelar  usando  un  grafo  simple,  que  consta  de  vér¬ 
tices  que  representan  a  los  ordenadores  y  de  aristas  no  dirigidas  que  representan  a  [as  líneas  te¬ 
lefónicas.  Cada  arista  conecta  dos  vértices  distintos  y  no  hay  dos  aristas  que  conecten  un  mismo 
par  de  vértices. 
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DEFINICIÓN  2 
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Figura  L  Una  red  informática. 


Un  grafo  simple  G  =  (V-',  E)  consta  de  V,  un  conjunto  no  vacío  de  vértices,  y  de  E.  un  conjunto 
de  pares  no  ordenados  de  elementos  di  si  i  utos  de  V.  A  estos  pares  se  les  llama  aristas. 


Cuando  hay  mucho  tráfico  de  información,  puede  haber  líneas  telefónicas  múltiples  entre  los  or¬ 
denadores  de  la  red.  como  se  muestra  en  ¡u  Figura  2.  Los  grafos  simples  no  bastan  para  modelar 
esta  situación,  En  lugar  de  grafos  simples,  emplearemos  multigrafos,  que  constan  de  vértices  y  de 
aristas  no  dirigidas  entre  esos  vértices,  pero  admitiendo  la  existencia  de  aristas  múltiples  entre  pa¬ 
res  de  vértices.  Todo  grafo  simple  es  un  multjgrafo.  Sin  embargo,  no  todos  los  mulligrafos  son  gra¬ 
fos  simples,  puesto  que  en  un  multigrafo  puede  haber  dos  o  más  aristas  conectando  un  mismo  par 
de  vértices. 

No  podemos  usar  simplemente  un  par  de  vértices  para  especificar  la  arista  de  un  grafo  si  hay 
aristas  múltiples.  F.sto  hace  que  la  definición  formal  de  multigrafo  sea  un  poco  más  complicada. 


. 


Un  multigrafo  O  =  (l\  E)  consta  de  un  conjunto  V  de  vértices;  un  conjunto  /:  de  aristas  y  una 
función/ de  E  en  |  [  uf  v  j  1  ut  ve  V ,  //  *  v) .  Se  dice  que  las  aristas  y  e2  son  aristas  múltiples 
o  paralelas  si  f(e})  ~f(e2). 


El  lector  debería  observar  que  las  aristas  múltiples  en  un  multigrafo  están  asociadas  a  un  mis¬ 
ino  par  de  vértices.  No  obstante,  diremos  que  {n,  v)  es  una  arista  del  grafo  G  -  i  \  .  E)  si  hay  al 
menos  una  arista  e  cmf(e)  =  )  u.  v).  No  haremos  distinciones  entre  la  arista  e  y  el  conjunto  |  ti, 
v  |  asociado  a  no  ser  que  la  identidad  de  alguna  de  las  aristas  múltiples  en  concreto  sea  impor¬ 
tante* 

Una  red  informática  puede  contener  una  línea  telefónica  que  conecte  un  ordenador  consigo 
mismo  (a  efectos  de  diagnóstico,  quizá),  como  se  ilustra  en  la  Figura  3.  No  podemos  usar  mulli¬ 
grafos  para  representar  estas  redes,  ya  que  no  se  admiten  hueles  (esto  es.  aristas  que  conectan  un 
vértice  consigo  mismo)  en  un  multigrafo.  En  lugar  de  mulligrafos,  utilizaremos  pseudografos,  que 
son  más  generales  que  los  muí  tigra  fos,  ya  que  una  arista  de  un  pseudografo  puede  conectar  un  vér¬ 
tice  consigo  mismo, 

A  fin  de  definir  formalmente  los  pseudografos,  necesitamos  asociar  aristas  a  conjuntos  que 
eohtengan  un  solo  vértice. 


Figura  2.  Una  red  informática  con  líneas  múltiples. 
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Figura  3.  Una  red  informática  con  lincas  de  diagnóstico. 


DEFINICION  3  Un  pseudógntfo  G  -  (V\  E)  consta  de  un  conjunto  Udc  vértices,  un  conjumo  E  de  alistas  y 
una  función/ de  E  en  { vj  ¡  w,  v  e  Yh  Una  arista  e  es  un bucle,  o  lazo t  si  f(e)  =  {u,  u]  = 
{¿¿1  para  algún  u  e  V\ 

Puede  que  tas  líneas  telefónicas  de  una  red  infonoática  no  operen  en  las  dos  direcciones.  Por  ejem¬ 
plo,  en  la  Figura  4.  el  ordenador  que  está  en  Nueva  York  sólo  puede  recibir  datos  de  otros  orde¬ 
nadores.  pero  no  puede  enviar  dalos.  Otras  líneas  telefónicas  que  sí  funcionan  en  ambas  direc¬ 
ciones  se  representan  por  medio  de  pares  de  aristas  en  direcciones  opuestas. 

Utilizamos  grafos  dirigidos  (que  ya  hemos  estudiado  en  el  Capítulo  7)  para  modelar  redes  de 
este  tipo.  Las  aristas  de  un  grafu  dirigido  son  pares  ordenados.  Se  admiten  los  bucles,  pares  orde¬ 
nados  con  sus  dos  elementos  iguales,  pero  no  se  admiten  aristas  múltiples  en  la  misma  dirección 
entre  dos  vértices*  Recordemos  la  definición. 


DEFINICIÓN  4  Un  grafo  dirigido  (V,  E)  consta  de  un  conjunto  V  de  vértices  y  de  un  conjunto  de  aristas, 
que  son  pares  ordenados  de  elementos  de  V. 


Utilizamos  una  flecha  apuntando  desde  u  hacia  v  para  indicar  la  dirección  de  la  arista  («,  v). 

Finalmente,  puede  haber  líneas  múltiples  en  la  red  informática,  de  modo  que  haya  varias  lí¬ 
neas  unidireccionales  desde  cada  nodo  en  dirección  al  ordenador  de  Nueva  York  y  quizá  más  de 
una  línea  de  vuelta  a  cada  nodo  desde  Nueva  York,  como  se  muestra  en  la  Figura  3,  Utilizaremos 
iimll  igra  fus  dirigidos,  que  pueden  tener  aristas  dirigidas  múltiples  desde  un  vértice  a  un  segundo 
vértice  (que,  cventuaimente,  puede  coincidir  con  el  primero),  para  representar  este  tipo  de  redes. 
Presentamos  a  continuación  la  definición  formal  de  multígrafo  dirigido. 


DEFINICION  s  Un  multígrafo  dirigido  G  =  (V\  E)  consta  de  un  conjunto  V  de  veri  ices,  un  conjunto  /:  de  aris¬ 
tas  y  una  función /de  E  en  {(u,  v)  \ u,  v  e  V¡.  Se  dice  que  las  aristas  et  y  e2  son  aristas  múlti¬ 
ples  si  fíe  f -f(e2). 


Figura  4.  U  na  red  i  n  form  alie  a  co  n  l  incas  te  tefón  i  cas  u  n  id  i  rccc  tonales. 
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Figura  5.  Una  red  informática  con  líneas  unidireccionales  múltiples. 


El  lector  debería  observar  que  las  aristas  dirigidas  múltiples  están  asociadas  a  un  mismo  par  de  ver 
tices.  No  obstante*  diremos  que  (u,  v)  es  una  arista  de  G  =  ( Vf  E)  siempre  que  haya  al  menos  una 
arista  e  con  f(e)  =  (».  v>.  No  haremos  distinciones  entre  la  arista  e  y  el  par  ordenado  Or*  v)  a  no  ser 
que  b  identidad  de  alguna  de  las  aristas  múltiples  en  particular  sea  importante. 

La  Tabla  1  resume  la  terminología  que  se  emplea  para  los  diferentes  tipos  de  grafos,  Utili¬ 
zaremos  la  palabra  grato  para  describir  grafos  con  aristas  dirigidas  o  no  dirigidas,  con  o  sin  bucles 
y  aristas  múltiples.  Emplearemos  los  términos  grafo  no  dirigido  o  pseudografo  para  indicar  gra¬ 
fos  no  dirigidos  que  pueden  tener  aristas  múltiples  y  bucles.  Siempre  usaremos  el  adjetivo  dirigido 
al  referimos  a  grafos  cuyas  aristas  estén  asociadas  a  pares  ordenados. 

Debido  a  que  cl  interés  por  la  teoría  de  grafos  es  relativamente  reciente,  y  a  que  tiene  apli 
Kulaks  camones  en  disciplinas  muy  diversas,  en  la  teoría  de  grillos  se  emplean  muchas  terminologías  dis¬ 
tintas*  Cada  vez  que  encuentre  en  sus  lecturas  alguno  de  los  términos  del  párrafo  anterior,  el  lec¬ 
tor  haría  bien  en  cerciorarse  del  sentido  que  se  le  da  exactamente. 


MODELOS  CON  GRAFOS 


Los  gratos  se  emplean  en  una  gran  variedad  de  modelos.  Presentamos  aquí  unos  pocos,  escogidos 
Enlaces  de  diversas  áreas.  Otros  se  irán  presentando  en  secciones  posteriores,  tanto  de  este  capítulo  como 
de  los  siguientes. 


EJEMPLO  l  Grafos  de  solapamiento  de  nichos  en  Ecología  í  ,os  grafos  se  empican  en  muchos  modelos  que 
tienen  que  ver  con  las  interacciones  entre  especies  animales  distintas.  Por  ejemplo,  la  competición 
entre  especies  en  un  ecosistema  puede  representarse  mediante  un  graío  de  solapamiento  de  ni¬ 
chos.  Cada  especie  se  representa  por  un  vértice.  Una  arista  no  dirigida  conecta  dos  vértices  si  las 
dos  especies  representadas  por  esos  vértices  compiten  entre  sí  (esto  es,  si  algunas  de  las  fuentes  de 
alimento  de  las  que  se  nutren  son  las  mismas).  El  grafo  de  la  Figura  6  representa  el  ecosistema  de 
un  bosque.  Vemos  en  este  grafo  que  las  ardillas  y  los  inapaches  compiten  entre  sí.  mientras  que  los 
cuervos  y  las  musarañas  no  lo  hacen.  4 


EJEMPLO  2 


EnJiicc^ 


Grafos  de  conocidos  Podernos  usar  modelos  de  grafos  para  representar  relaciones  entre  perso¬ 
nas.  Por  ejemplo,  podemos  usar  un  grafo  para  representar  el  hecho  de  que  dos  personas  se  co¬ 
nozcan*  Cada  persona  de  un  grupo  Concreto  se  representa  mediante  m  vértice.  Se  utiliza  una  aris¬ 
ta  no  dirigida  p^a  conectar  dos  personas  cuando  esas  dos  personas  se  conocen.  En  la  Figura  7  se* 
muestra  un  peqt  eño  grafo  de  conocidos.  El  grafo  que  corresponde  a  toda  la  población  mundial  tie¬ 
ne  más  de  6  iniP  millones  de  vértices  y,  probablemente,  ¡más  de  un  billón  de  aristas!  Seguiremos 
analizando  estos  grafos  en  la  Sección  S.4,  4 


Tabla  1.  Terminología  en  teoría  de  grafos* 

Tipos 

Aristas 

¿Se  admiten  aristas  múltiples 

¿Se  admiten  bucles? 

Grafo  simple 

No  dirigidas 

No 

No 

M  Litógrafo 

No  dirigidas 

Sí 

No 

Pseudografo 

No  dirigidas* 

Sí 

Sí 

Grafo  dirigido  * 

Dirigidas 

No 

Sí 

Muí  ti  grafo  dirigido 

Dirigidas 

Sí 

Sí 

a 
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T 


Mapuche 


Musaraña 


carpintero 


Zarigüeya 


Cuervo 


Figura  6.  Un  grato  de  soíapamiento  de  nichos. 


Hduardci 


EJEMPLO  3  Grafos  de  influencias  Se  ha  observado  en  estudios  del  comportamiento  de  grupos  que  ciertas 
personas  pueden  influir  en  la  forma  en  que  piensan  otras  personas.  Puede  usarse  un  grato  diri¬ 
gido,  llamado  grato  de  influencias,  para  representar  este  comportamiento.  Cada  persona  del  gru¬ 
po  se  representa  por  un  vértice.  Hay  una  arista  dirigida  del  vértice  a  al  vértice  h  si  la  persona  re¬ 
presentada  por  el  vértice  a  influye  sobre  la  persona  representada  por  el  vértice  b»  En  la  Figura  8 
se  muestra  un  ejemplo  de  grato  de  influencias  para  las  personas  de  un  grupo,  Deborah  puede  in¬ 
fluir  sobre  Brian,  Fred  y  Linda,  pero  nadie  puede  influir  eri  ella.  Yvonne  y  Brian  se  influyen  mu¬ 
tuamente,  ^ 


EJEMPLO  4  LI  gnifo  de  Hollywood  El  grato  de  Hollywood  representa  a  los  actores  como  vértices  y  conecta 
dos  vértices  si  los  actores  representados  por  dichos  vértices  han  trabajado  juntos  en  alguna  película. 
Según  la  Internet  Movie  Database,  en  noviembre  de  2001  el  grato  de  Hollywood  tenía  574724  vér¬ 
tices,  que  representaban  a  actores  que  habían  aparecido  en  292,609  películas,  y  tenía  más  de  16  mi¬ 
llones  de  aristas.  Hablaremos  de  ciertos  aspectos  del  grafo  de  Hollywood  en  la  Sección  8,4,  M 


EJEMPLO  5  Torneos  de  Indos  contra  todos  Un  torneo  en  el  que  cada  equipo  se  enfrenta  exactamente  una 
vez  a  cada  uno  de  los  restantes  se  llama  torneo  de  lodos  contra  todos.  Estos  torneos  se  pueden  re¬ 
presentar  usando  grafos  dirigidos  en  ios  que  cada  equipo  se  representa  mediante  un  vértice.  Nótese 
que  ( a .  h)  es  una  arista  si  el  equipo  a  vence  al  equipo  b  En  la  Figura  9  se  muestra  un  grafo  de  este 
tipo.  Vemos  que  el  Equipo  1  ha  salido  invicto  del  torneo,  a  diferencia  del  Equipo  3.  que  no  ha  ven¬ 
cido  a  ningún  otro  equipo,  ^ 


EJEMPLO  6  Grafos  de  colaboración  Los  llamados  grafos  de  colaboración  sirven  para  modelar  !a  coauto¬ 
ría  de  artículos  académicos.  En  un  grafo  de  colaboración,  los  vértices  representan  personas  (res¬ 
tringidas,  quizá,  a  una  cierta  comunidad  científica)  y  una  arista  conecta  a  dos  personas  si  éstas  han 
escrito  conjuntamente  un  artículo.  Se  ha  estimado  que  el  grafo  de  colaboración  de  las  personas  que 
colaboran  en  artículos  de  investigación  matemática  tiene  más  de  337.000  vértices  y  496.000 
aristas.  Veremos  este  grafo  con  mayor  detalle  en  la  Sección  8,4.  ^ 


Equipo  Equipo 
J  2 


Figura  8,  Un  grafo  de  influencias. 


F  i  gura  9,  Un  modelo  de  un  torneo  de  todos  contra  lodos. 
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732*555  1001 


732  555-1001 


732-555*6666 

<*) 


732-555*6666 

ib) 


Figura  10*  Un  grato  de  llamadas. 

EJEMPLO  7  <  ; rufos  de  llamadas  Los  gratas  se  pueden  utilizar  para  representar  las  llamadas  telefónicas  he¬ 


chas  en  una  red,  por  ejemplo  en  una  red  telefónica  de  larga  distancia.  En  particular,  puede  usarse 
un  mu  ¡tigra  fo  dirigido  para  representar  llamadas:  cada  vértice  representa  un  numero  de  teléfono  y 
cada  arista  representa  una  llamada.  La  arista  que  representa  una  llamada  sale  del  número  de  telé¬ 
fono  desde  el  que  se  hace  la  llamada  y  llega  al  número  de  teléfono  que  la  recibe. 

La  Figura  10(a)  muestra  un  pequeño  grato  de  llamadas  telefónicas  que  representa  siete  nú¬ 
meros  de  teléfono.  Este  grafo  muestra,  por  ejemplo,  que  se  han  hecho  tres  llamadas  telefónicas 
desde  el  732-555-1234  al  732-555-9876  y  dos  en  el  sentido  opuesto,  pero  que  no  se  ha  hecho  Ma¬ 
mada  alguna  del  732-555-4444  a  ninguno  de  los  otros  seis  números,  salvo  al  732-555-001 1. 
Cuando  sólo  nos  importa  si  ha  habido  o  no  alguna  llamada  entre  dos  números,  empleamos  un  gra¬ 
to  no  dirigido  tal  que  una  arista  conecta  dos  números  de  teléfono  si  se  ha  hecho  alguna  llamada  en¬ 
tre  dichos  números.  Esta  versión  del  grafo  de  llamadas  se  muestra  en  la  Figura  Í0(b). 

Los  gratos  de  llamadas  que  representan  la  actividad  telefónica  real  pueden  ser  gigantescos. 
Por  ejemplo,  un  grato  de  llamadas  estudiado  en  AT&T  que  representaba  las  llamadas  hechas  en  un 
período  de  20  días  tenía  alrededor  de  290  millones  de  vértices  y  4  mil  millones  de  aristas.  Habla¬ 
remos  más  acerca  de  los  gratos  de  llamadas  en  la  Sección  8.4. 


EJEMPLO  8  El  grafo  de  la  Red  La  Red  de  Internet  (en  inglés,  World  Wide  Web)  se  puede  representar  por 


medio  de  un  grato  dirigido  en  el  que  cada  página  web  esta  representada  por  un  vértice  y  en  ci  que 
una  arista  comienza  en  la  página  a  y  termina  en  la  página  h  si  hay  un  enlace  en  la  página  a  que 
conduce  a  la  página  Como  cada  segundo  se  crean  páginas  web  nuevas  y  oirás  desaparecen,  el 
grafo  de  la  Red  se  encuentra  en  estado  de  cambio  perpetuo.  El  grafo  de  la  Red  tiene  actualmente 
más  de  mil  millones  de  vértices  y  decenas  de  miles  de  millones  de  aristas.  Hay  muchas  personas 
estudiando  las  propiedades  del  grafo  de  la  Red  para  entender  mejor  la  naturaleza  de  la  Red  de  Iti 
lemet  Explicaremos  en  eJ  Capítulo  9  cómo  utilizan  los  buscadores  el  grato  de  la  Red  para  crear  ín¬ 
dices  de  páginas  web. 


S't,  f  -  c  *  ti 


Si  e-=d+  1 


S, 


S- 


Figura  11.  Un  grafo  de  precedencia. 
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K.JEMIM.O  y  Grafos  de  precedencia  y  procesamiento  concurrente  Los  programas  informáticos  pueden  eje¬ 
cutarse  mis  rápidamente  si  ciertas  semencias  se  ejecutan  simultáneamente,  hs  importante  no 
ejecutar  sentencias  que  requieran  el  resultado  de  sentencias  aún  no  ejecutadas.  1.a  dependencia  de 

Enlaces  *  ^  .  ,  ..  1 . .  , 

sentencias  con  respecto  a  sentencias  previas  se  puede  representar  par  medio  de  un  grato  dirigido. 
Cada  sentencia  se  representa  por  un  vértice,  y  hay  una  arista  de  un  vértice  a  un  segundo  vértice  si 
la  sentencia  representada  por  ci  segundo  vértice  no  puede  ejecutarse  hasta  que  la  sentencia  repre¬ 
sentada  por  el  primero  se  ha  ejecutado.  A  este  tipo  de  gntfo  se  le  llama  grato  de  precedencia.  En 
la  Figura  1 1  se  muestra  un  programa  informático  junto  con  su  grato.  Por  ejemplo,  el  grafo  nos  dice 
que  la  sentencia  S 5  no  se  puede  ejecutar  hasta  que  Sr  S2  y  hayan  sido  ejecutadas,  ^ 


Problemas 


I,  Dibuja  modelos  de  gratos,  especificando  el  tipo  de  grafo 
que  utilizas,  para  representar  un  sistema  de  rutas  aéreas 
en  e]  que  cada  día  hay  cuatro  vuelos  de  Boston  a  Ne¬ 
wark.  dos  vuelas  de  Newark  a  Boston,  tres  vuelos  de 
Newark  a  Miami  dos  vuelos  de  Miarni  a  Newark,  un 
vuelo  de  Newark  a  Detroit,  dos  vuelos  de  Detroit  a  Ne¬ 
wark,  tres  vuelos  de  Newark  a  Washington,  dos  vuelos 
de  Washington  a  Newark  y  un  vuelo  de  Washington  a 
Miarni.  de  modo  que 

al  Hay  una  arista  conectando  cada  par  de  vértices  que 
representan  ciudades  para  tas  que  hay  algún  vuelo 
de  la  una  a  la  otra  (en  cualquiera  de  los  dos  senti¬ 
dos). 

h)  í  lay  una  arista  conectando  dos  ciudades  por  cada  vue¬ 
lo  que  opere  entre  las  dos  ciudades  (en  cualquiera  de 
los  dos  sentidos). 

ct  Hay  una  arista  conectando  dos  ciudades  por  cada 
vuelo  que  opere  entre  las  dos  ciudades  (en  cualquie¬ 
ra  de  los  dos  sentidos)  mas  un  bucle  que  representa 
una  excursión  turística  que  despega  y  aterriza  en 
Miami. 

d)  Hay  una  arista  que  sale  de  cada  vértice  asociado  a 
una  ciudad  de  la  que  despega  algún  vuelo  y  que  llega 
al  vértice  correspondiente  a  la  Ciudad  en  que  aterriza 
d  vuelo. 

e)  Hay  una  arista  por  cada  vuelo,  que  sale  del  vértice 
que  representa  a  La  ciudad  en  que  se  inicia  d  vuelo 
y  llega  al  vértice  que  representa  a  la  ciudad  en  que 
aterriza. 


2.  ¿Qué  tipo  de  grifo  se  puede  utilizar  para  representar  uri 
sistema  de  uuto|  istas  entre  grandes  ciudades  si 
aj  Hay  una  ar  Oa  entre  los  vértices  que  representan  a 
dos  ciudades  si  hay  una  autopista  que  las  conecta? 
Hay  una  arista  entre  los  vértices  que  representan  a 
dos  ciudades  por  cada  autopista  que  las  conecte? 

Hay  una  arista  entre  los  vértices  que  representan  a 
dos  ciudades  por  cada  autopista  que  las  conecte  y  hay 
un  huele  en  el  vértice  que  representa  a  una  ciudad  si 
hay  una  autopista  que  rodea  a  la  dudad? 


h) 


c) 


Eti  los  Problemas  3-9,  determina  si  el  grajo  que  se  muestra  es 
un  grato  simple,  un  multigrafn  (y  no  un  ^Vafo  simple),  un 
pseudografo  (y  no  uft  muí  lignito),  un  grafo  dirigido  o  un  inul- 
tigraío  dirigido  (y  no  un  grafo  dirigido). 


10.  Para  cada  grato  no  dirigido  de  los  Problemas  3-9  que  no 
sea  grato  simple,  halla  un  conjunto  de  aristas  tal  que  si  se 
eliminan  esas  aristas  el  grato  se  convierte  en  simple, 

I  L  F.I  grafo  de  intersección  de  una  colección  de  conjuntos 
A  .  A  , ....  A*  es  el  grafo  que  tiene  un  vértice  por  cada  con¬ 
junto  y  que  tiene  una  arista  entre  los  vértices  que  repre¬ 
sentan  a  dos  conjuntos  si  esos  dos  conjuntos  tienen  Ínter 
sección  no  vacía.  Construye  el  grafo  de  intersección  de  las 
siguientes  colecciones  de  conjuntos: 

a)  A,  =  { 0t 2*4* 6, 8  }„  A3  =  f 0,  1,2,  3,4), 

A^=  { l ,  3,  5,  7,  9 1 ,  A~  -  1 5t  6,  7,  8,  9 1 , 

A5=|0,  I,8,9| 
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l»l  4,=  |..„-4,-3f-2t-1.0}, 

Aj=  -1,0,  i, 2,  ...|, 

A,=  | . -6.  -4,-2, 0,  2. 4. 6. 

^=(...,-5.-3,  1,  1,3,5, 

A;  -6, -3.0,  %  6,...}, 

c)  Al  =  \x\x<  0| 

A2  =  |jf|-  1  <.r<0(, 

A]=  |x| 0 <  ,v <  1), 

A4=  |jr|-  I  <Jf<  1  j, 

Aj=  ¡a|  j>  -  1 1, 

12.  Utiliza  el  grafo  de  solapamienío  de  nichos  de  Ja  Figu¬ 
ra  6  para  determinar  las  especies  que  compiten  con  los 
halcones. 

13.  Construye  un  grafo  de  soiapumiento  de  nichos  para  seis 
especies  de  pájaros  si  el  zorzal  compite  con  el  petirrojo  y 
con  el  arrendajo,  el  pelirrojo  compite  también  con  el  sin¬ 
sonte,  el  sinsonte  compite  también  con  el  arrendajo  y  el 
trepador  compile  con  el  pájaro  carpintero, 

14,  Dibuja  un  grato  que  represente  el  que  Toril  y  Patricia, 
Tom  y  Hope,  Tom  y  Sandy,  Tom  y  Amy*  Tom  y  Marika, 
leff  y  Patricia.  Je  ti  y  Mary,  Patricia  y  Hope.  Amy  y  Hope 
y  Amy  y  Mari k a  se  conocen,  pero  que  ningún  otro  par  de 
las  personas  enumeradas  se  conoce. 

15.  Podemos  emplear  un  grato  para  representar  el  hecho  ele 
que  dos  personas  estuvieran  vivas  al  mismo  tiempo.  Di 
bu  ja  un  grato  de  este  tipo  que  represente  si  cada  dos  ma 
temáticos  o  infotmáticos  cuyas  biografías  se  incluyen  en 
los  cuatro  primeros  capítulos  de  este  libro  y  que  murieron 
antes  de  1900  eran  o  no  contemporáneos  (diremos  que 
dos  personas  estuvieron  vivas  al  mismo  tiempo  si  hay  al¬ 
gún  año  en  que  ambas  personas  estuvieron  vivas). 

16,  ¿Quién  puede  influir  en  Frcd  y  a  quién  puede  influir  f  red 
en  el  grafo  de  influencias  del  Ejemplo  37 

17,  Construye  un  grafo  de  influencias  para  la  junta  directiva 
de  una  empresa  si  el  presidente  puede  influir  en  d  director 
de  investigación  y  desarrollo,  en  el  director  de  marketing  y 
en  el  director  de  operaciones;  el  director  de  investigación  y 
desarrollo  puede  influir  en  el  director  de  operaciones;  el 
director  de  marketing  puede  influir  en  et  director  de  ope¬ 
raciones,  y  nadie  puede  influir  en  el  director  financiero  m 
tampoco  ser  influido  por  éf 

18,  ¿A  qué  otros  equipos  venció  el  Equipo  4  y  qué  equipos 
vencieron  al  Equipo  4  en  el  torneo  de  todos  contra  todos 
representado  por  el  grafo  de  la  Figura  9? 

19.  En  un  torneo  de  todos  contra  todos,  los  Tigers  vencieron  a 
los  Bine  Juys,  las  Tigers  vencieron  a  los  Cardinal  los  Tí- 
gers  vencieron  a  (os  Orioles,  los  Blue  Javs  vencieron  a  los 
Cardínals,  los  Blue  Jays  vencieron  a  los  Orioles  y  los  Car¬ 
dinal  vencieron  a  ios  Orioles,  Representa  estos  resultados 
usando  un  grafo  dirigido. 


20,  Dibuja  el  grafo  de  llamadas  para  los  números  de  teléfono 
555-00!  1 ,  555- 1221. 555- 1333, 555-8888, 555-222 2,  555- 
0091  y  555-1200  sí  hubo  tres  llamadas  del  555-001 1  al 
555  8888  y  dos  del  555-8888  al  555  001 1 1  dos  llamadas 
Jel  555-2222  al  555-0091,  dos  llamadas  dd  555-1221  a 
cada  uno  de  los  demás  números  y  una  llamada  del  555- 
1333  a  cada  uno  de  los  números  siguientes:  555-001 1. 
555-1221  y  555-1200. 

21,  Explica  cómo  se  puede  n  utilizar  dos  g  ra  f os  de  I  la  ni  ad  a  s , 
uno  con  las  llamadas  hechas  durante  el  mes  de  enero  y  el 
otro  con  las  hechas  durante  el  mes  de  febrero,  para  deter 
minar  el  nuevo  número  de  teléfono  de  las  personas  que  ha¬ 
yan  cambiado  de  número. 

22,  al  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  los  gratas  para  repre¬ 

sentar  los  mensajes  de  correo  electrónico  en  una  red, 
Iri  Describe  un  grafo  que  represente  los  mensajes  de 
correo  electrónico  enviados  en  una  red  a  lo  largo  de 
una  semana  concreta. 

23,  ¿Cómo  se  puede  utilizar  un  grafo  que  represente  los  men¬ 
sajes  de  correo  electrónico  enviados  en  una  red  para  en¬ 
contrar  a  personas  que  hayan  cambiado  recientemente  su 
v  l  i  rece  ion  principal  de  correo  e  lee  tronico  ? 

24,  ¿Cómo  se  puede  utilizar  un  grafo  que  represente  los  men¬ 
sajes  de  correo  electrónico  enviados  en  una  red  para  en¬ 
contrar  listas  de  correo  electrónico  que  se  emplean  para 
enviar  el  mismo  mensaje  a  muchas  direcciones  de  correo 
e  I  ect  rónico  disti  ni  as? 

25,  Describe  un  grafo  que  represente  matrimonios.  ¿Tiene 
este  grato  alguna  propiedad  especial? 

26,  ¿Qué  sentencias  tienen  que  ejecutarse  antes  de  ejecutar 
S{t  en  el  programa  del  Ejemplo  9?  (emplea  el  grafo  de  pre¬ 
cedencia  de  la  Figura  1 1 ). 

27,  Construye  un  grató  de  precedencia  para  d  siguiente  pro¬ 
grama: 

¿V  X 0 
S2:  x  :=  x  +  l 
Sy  y  :=  2 

■v  z:=y 

Sy  x  :=  x  +  2 
S. :  v  :=  x  + 1 
.9,:  _-:=4 

2j¡í.  Describe  una  estructura  discreta  basada  en  un  grafo  que  se 
pueda  utilizar  para  representar  rutas  aéreas  y  sus  horarios  de 
vuelo,  {indicación:  Dota  de  estructura  a  un  grafo  dirigido). 

29.  Describe  una  estructura  discreta  basada  en  un  grafo  que  se 
pueda  utilizar  para  representar  relaciones  entre  pares  de  in¬ 
dividuos  de  un  grupo  suponiendo  que  cada  individuo  pue¬ 
de  serie  simpático,  antipático  o  indiferente  a  cada  uno  de 
los  demás  individuos  y  que  las  relaciones  pueden  no  ser 
recíprocas  {¡ndkación;  Dota  de  estructura  a  un  grafo  din 
gido.  Trata  por  separado  las  aristas  con  direcciones  opues¬ 
tas  entre  vértices  que  representen  a  dos  individuos). 
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8.2  Terminología  en  teoría  <le  grafos 


INTRODUCCIÓN 

Introducimos  en  esta  sección  parte  del  vocabulario  básico  de  la  teoría  de  grafos.  Utilizaremos  este 
vocabulario  para  resolver  muchos  tipos  distintos  de  problemas,  lino  de  ellos  trata  de  determinar  si 
un  grafo  se  puede  dibujar  o  no  en  el  plano  de  manera  que  sus  aristas  no  se  corten.  Otro  proble¬ 
ma  es  el  de  decidir  si  hay  alguna  biyección  entre  los  vértices  de  dos  grafos  que  determine  una 
correspondencia  biyectiva  entre  las  aristas  de  los  grafos.  También  introduciremos  varias  familias 
importantes  de  grafos  que  se  usan  con  frecuencia  en  ejemplos  y  modelos. 


TERMINOLOGIA  BÁSICA 

Veamos  en  primer  lugar  la  terminología  que  describe  los  vértices  y  las  aristas  de  los  grafos  no  dirigidos. 


DEFINICIÓN  1  Se  dice  que  dos  vértices  u  y  v  de  un  grafo  no  dirigido  G  son  adyacentes  (o  vecinos)  en  G  si 
|  u7  v  ¡  es  una  arista  de  G.  Si  e  —  {/*,  v|,  se  dice  que  la  arista  e  es  incidente  con  los  vértices  u 
y  v.  también  se  dice  que  la  arista  e  conecta  u  y  v.  Se  dice  que  los  vértices  u  y  v  son  extremos 
de  la  arista  er 

Para  seguirle  la  pista  a  cuántas  aristas  son  incidentes  con  un  vértice,  introducimos  la  siguiente  de¬ 
finición. 

DEFINICION  2  El  grado  de  un  vértice  de  un  grafo  no  dirigido  es  el  número  de  aristas  incidentes  con  él,  ex¬ 
ceptuando  los  bucles,  cada  uno  de  los  cuales  contribuye  con  dos  unidades  al  grado  del  vérti¬ 
ce.  El  grado  del  vértice  v  se  denota  por  5ív), 

EJEMPLO  1  ¿Cuáles  son  los  grados  de  los  vértices  de  los  grafos  G  y  H  que  se  muestran  en  la  Figura  I? 

Solución:  En  G\  8(a)  =  2,  S (h)  =  8 (c)  =  §(/)  =  4,  8 {el)  =  I .  $(e)  -  3  y  S(g)  =  0.  En  //,  5{a)  -  4. 
8{b)  =  5(e)  =  6,  8(r)  =  1  y  5 (d)  “  5.  ^ 

A  los  vértices  de  grado  cero  se  les  llama  aislados.  Claramente,  un  vértice  aislado  no  es  adya¬ 
cente  a  ningún  vértice.  El  vértice  g  del  grafo  G  del  Ejemplo  I  es  un  vértice  aislado.  Se  dice  que  un 
vértice  es  colgante,  o  que  es  una  hoja,  si.  y  sólo  si,  tiene  grado  uno.  Por  tanto,  una  hoja  es  adyacente 
a  exactamente  un  vértice  distinto  de  ella.  El  vértice  d  del  grafo  G  del  Ejemplo  1  es  una  hoja, 

¿Qué  obtenemos  cuando  sumamos  los  grados  de  todos  los  vértices  de  un  grafo  G  =  (l\  £)? 
Cada  arista  eonfribuye  con  dos  unidades  a  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices,  ya  que  cada  aris¬ 
ta  es  incidente  enn  dos  vértices  (posiblemente  iguales).  Esto  significa  que  la  suma  de  los  grados  de* 
los  vértices  es  el  doble  del  numero  de  aristas.  Enunciamos  este  resultado  en  el  Teorema  E  al  que 
también  se  conoce  como  teorema  de  los  apretones  de  manos,  debido  a  la  analogía  entre  los  dos  ex¬ 
tremos  que  tiene  cada  arista  y  las  dos  manos  que  se  estrechan  cuando  dos  personas  se  saludan. 


TEOREMA  I  EL  TEOREMA  DE  LOS  A PRETONES  DE  MANOS  Sea  G  =  ( W  E)  un  grafo  no  dirigido 
con  e  ansias.  Entonces, 

2e=  2¡KV). 

iW  & 

'¡ 

(Nótese  que  esto  es  cierto  incluso  cuando  hay  aristas  múltiples  y  bucles  en  el  grafo). 
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EJEMPLO  2 


TEOREMA  2 


DEFINICIÓN  3 


DEFINICIÓN  4 


ti 

m 


aje# 


G 

Figura  1.  Los  gratos  no  dirigidos  G  y  IL 


¿Cuántas  aristas  hay  en  un  grafo  con  diez  vértices,  cada  uno  de  los  cuales  tiene  grado  seis? 

Solución:  Como  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices  es  6  ■  10  =  60,  se  sigue  que  2e  =  60.  Por  tan¬ 
to,  e  -  30,  ^ 

El  Teorema  l  nos  dice  que  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices  de  un  grafo  no  dirigido  es  un 
numero  par.  Este  hecho  tiene  muchas  consecuencias,  una  de  las  cuales  se  da  en  el  Teorema  2. 


Todo  grafo  no  dirigido  tiene  un  número  par  de  vértices  de  grado  impar. 


De mostración:  Sean  Vj  y  V7  el  conjunto  de  vértices  de  grado  par  y  el  conjunto  de  vértices  de  gra¬ 
do  impar,  respectivamente,  de  un  grafo  no  dirigido  G  =  (V  .  £).  Entonces, 

2e-  ^6(v)=  ^6(v)+  ^ñ(v'). 

V&\  V0'’2 

Como  5(v)  es  par  si  v  e  lr  el  primer  sumando  del  término  de  la  derecha  de  la  ultima  igualdad  es 
par.  Además,  la  suma  de  los  dos  sumandos  de  dicho  termino  es  par,  puesto  que  esa  suma  es  2c.  Por 
tanto,  el  segundo  sumando  es  también  par.  Como  lodos  los  términos  que  se  suman  en  ese  segun¬ 
do  sumando  son  impares,  tiene  que  haber  un  número  par  de  ellos.  Por  tanto,  hay  un  número  par  de 
vértices  de  grado  impar.  <] 

La  terminología  para  gratos  dirigidos  refleja  el  hecho  de  que  a  las  aristas  de  un  grafo  dirigi¬ 
do  se  les  asigna  un  sentido. 


Si  {a,  v)  es  una  arista  del  grafo  dirigido  G,  se  dice  que  u  es  adyacente  a  v  y  que  v  es  adyacente 
desde  u.  AI  vértice  u  se  le  Mama  vértice  ¡nidal  de  (uf  v)  y  a  v  se  le  llama  vértice  final  o  ter¬ 
minal  de  (¿6  v).  Los  vértices  inicial  y  final  de  un  bucle  coinciden. 


Como  las  aristas  de  un  grafo  dirigido  son  pares  ordenados,  podemos  re  linar  la  definición  de  gra¬ 
do  de  un  vértice  a  fin  de  reflejar  el  número  Je  aristas  que  tienen  a  ese  vértice  como  vértice  inicial 
o  como  vértice  final. 


En  uu  grafo  dirigido,  el  grado  de  entrada  de  un  vértice  v,  denotarlo  por  5  (v),  es  el  número  de 
aristas  que  tienen  a  v  como  vértice  final  El  grado  de  salida  de  un  vértice  v,  denotado  por 
S+(v>,  es  el  número  de  aristas  que  tienen  a  v  como  vértice  inicial  (nótese  que  up  bucle  con¬ 
tribuye  con  una  unidad  tanto  al  grado  de  entrada  como  al  grado  de  salida  del  vértice  corres¬ 
pondiente). 


■ 

Wz 
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EJEMPLO  3 


TEOREMA  3 


EJEMPLO  4 

EJEMPLO  5 
EJEMPLO  6 


r; 

Figura  2.  F.l  gnifo  dirigido  (7. 


Halla  los  grados  de  entrada  y  de  salida  de  cada  vértice  del  grato  dirigido  G  que  se  muestra  en  la  Figura  2. 

Solución:  Los  grados  de  entrada  de  G  son:  6  (o)  =  2, 8  \b)  =  2, 5~(r)  =  3, 5'{d)  =  2,  5  (?)  =  3  y  6  (J) 
-  0,  Los  grados  de  salida  son:  5+(íí)  =  4,  5+(7>)  -  1 , 5+(f)  =  2,  8+(d)  =  2,  5+(e)  -  3  y  &*{/ )  -  0.  A 

Como  cada  arista  tiene  un  vértice  inicial  y  un  vértice  final.  la  suma  de  los  grados  de  entrada 
y  la  suma  de  los  grados  de  salida  de  todos  los  vértices  del  grato  dirigido  coinciden.  Ambas  sumas 
son  iguales  al  número  de  aristas  que  tiene  el  graío.  Enunciamos  este  resultado  como  Teorema  3. 


Sea  G  =  (V,  E)  un  grato  dirigido.  Entonces, 

p-(v)+2<V(vHK. 


Hay  muchas  propiedades  de  un  grafo  dirigido  que  no  dependen  de  la  dirección  de  sus  aristas. 
En  consecuencia,  a  veces  conviene  ignorar  esas  direcciones.  Al  grafo  no  dirigido  que  resulta  de  ig¬ 
norar  las  direcciones  de  las  aristas  se  le  llama  grato  no  dirigido  subyacente.  Un  grafo  dirigido  y 
su  grafo  no  dirigido  subyacente  tienen  el  mismo  número  de  aristas. 


FAMILIAS  DISTINGUIDAS  DE  GRAFOS  SIMPLES 


Introduciremos  a  continuación  varias  clases  de  grafos  simples.  Estos  grafos  se  usan  con  frecuen¬ 
cia  como  ejemplos  y  aparecen  en  muchas  aplicaciones. 

Grafos  completos  HJ  grafo  completo  de  n  vértices,  que  se  denota  por  A\  es  el  grafo  simple  que 
contiene  exactamente  una  arista  entre  cada  par  de  vértices  distintas*  En  la  Figura  3  se  muestran  los 
grafos  Kn  para  n  —  1 ,  2, 3, 4,  5.6.  4 


Ciclos  Ei  ciclo  Crt,  n  ^  3,  consta  de  n  vértices  v]t  vv  vn  y  aristas  ( vp  v,J,  ( v,,  v,  (T \vn  .  r[ 
y  |  v  f  Vj  ¡ .  En  la  Figura  4  se  muestran  los  ciclos  Cy  C4,  Cs  y  Cft.  4 


Ruedas  Obtenemos  la  rueda  cuando  añadimos  un  vértice  adicional  al  ciclo  Cnf  para  n  >  3,  y 
conectamos  este  nuevo  vértice  con  cada  uno  de  los  n  vértices  de  í '  mediante  una  nueva  arista.  En 

n 

la  Figura  5  se  muestran  las  ruedas  IV,,  VV,.  VV,  y  W  6. 


K , 


K, 


*6 


Figura  3.  Los  grafos  Kn  para  1  <ns  6. 
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EJEMPLO  7 


I  aluces 


DEFINICIÓN  5 


Figura  4*  Los  ciclos  Cr  C4,  C5  y  C6. 


n-Cubus  til  cubo  /¡-dimensional,  o  /i-cubo,  denotado  por  O 'nf  es  el  grato  cuyos  vértices  repre¬ 
sentan  las  2*  cadenas  de  bits  de  longitud  n.  Dos  vértices  son  adyacentes  si,  y  sólo  si,  las  cadenas  de 
bits  a  las  que  representan  difieren  exactamente  en  un  bit.  En  la  Figura  6  se  muestran  los  grafios  Qr 
Q2  y  Qy  Nótese  que  se  puede  construir  el  (n  +  1  )-cubo  Qn]  a  partir  del  H-cubo  Qn  haciendo  dos  co¬ 
pias  de  Qn,  anteponiendo  un  0  a  cada  una  de  las  etiquetas  de  los  vértices  de  una  de  las  copias  de 
Qn ,  anteponiendo  un  l  en  la  oira  copia  y  añadiendo  aristas  que  conecten  dos  vértices  cuyas  eti¬ 
quetas  se  diferencien  únicamente  en  el  primer  bit.  En  la  Figura  ó,  Qx  se  construye  a  partir  de  (?_,  co¬ 
locando  dos  copias  de  Q2  como  las  cafas  superior  e  inferior  de  Qv  añadiendo  un  0  al  principio  de 
la  etiqueta  de  cada  vértice  de  la  cara  inferior  y  añadiendo  un  1  al  principio  de  la  etiqueta  de  cada 
vértice  de  la  cara  superior.  <4 


GRAFGS  HIPAR TITOS 


Hay  ocasiones  en  que  un  grafio  tiene  la  propiedad  de  que  su  conjunto  de  vértices  se  puede  dividir 
en  dos  subconjuntos  disjuntos  tales  que  cada  arista  conecta  un  vértice  de  uno  de  esos  subconjun¬ 
tos  con  un  vértice  del  otro  subconjunto.  Por  ejemplo,  consideremos  el  grafio  que  representa  ma¬ 
trimonios  entre  las  personas  de  un  pueblo.  En  el.  cada  persona  se  representa  mediante  un  vértice  y 
cada  matrimonio  se  representa  mediante  una  arista.  Además,  cada  arista  conecta  un  vértice  del  sub- 
eonjunto  de  vértices  que  representan  a  los  hombres  con  un  vértice  de)  subconjunto  de  vértices  que 
representan  a  las  mujeres  del  pueblo.  Esto  nos  lleva  a  la  Definición  5. 


Se  dice  que  un  grafio  simple  G  es  bipartito  si  su  conjunto  de  vértices  V  se  puede  dividir  en  dos 
conjuntos  disjuntos  l  j  y  Vy  tales  que  cada  arista  deí  grafio  conecta  un  vértice  de  Vj  con  un  vér¬ 
tice  de  (de  manera  que  no  haya  ninguna  arista  que  conecte  entre  sí  jjos  vértices  de  V\  ni 
tampoco  dos  vértices  de  VA 
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Figura  6.  Los  n- cubos  Qn,  para  n  —  I,  2  y  3. 
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EJEMPLO  8 


EJEMPLO  9 


EJEMPLO  10 


EJEMPLO  II 


Figura  7.  El  ciclo  Cft  es  hipan  tío. 


Figura  8.  Los  grafos  no  dirigidos  G  y  H 


Veremos  en  el  Ejemplo  8  que  C6  es  bipartito  y  en  el  Ejemplo  9  que  no  es  bipartito, 

C6  es  bipartito,  como  se  muestra  en  la  Figura  7,  ya  que  su  conjunto  de  vértices  puede  dividirse  en 
dos  conjuntos,  -  jv]7  vy  vs  \  y  V,  -  |vr  u4,  vj,  y  cada  arista  de  C6  conecta  un  vértice  de  V  con 
un  vértice  de  Vr  + 

no  es  bipartito.  Para  verlo,  nótese  que  si  partimos  el  conjunto  de  vértices  de  K s  en  dos  conjun¬ 
tos  disjuntos,  uno  de  los  dos  conjuntos  debe  contener  dos  vértices.  Si  el  grafo  fuese  bipartito,  esos 
dos  vértices  no  podrían  estar  conectados  por  ninguna  arista,  pero  en  cada  vértice  está  conecta¬ 
do  con  cualquier  otro  vértice  por  medio  de  una  arista.  M 

¿Son  bipartitos  los  grafos  G  y  tí  que  se  muestran  en  !a  Figura  8? 

Solución;  El  grafo  G  es  bipartito,  puesto  que  su  conjunto  de  vértices  es  la  unión  de  dos  conjuntos 
disjuntos,  { a ,  b ,  t/}  y  {&  e9f¿g)«  y  cada  arista  conecta  un  vértice  de  uno  de  estos  subconjuntos  con 
un  vértice  del  otro  subconjunto  (nótese  que  para  que  G  sea  bipartito  no  es  necesario  que  cada  vér- 
1  ice  tic  \a .  bul)  sea  adyacente  a  un  vértice  de  |  c .  e t  f.  g).  Por  ejemplo,  b  y  g  no  son  adyacentes). 

El  grafo  //  no  es  bipartito,  yaque  su  conjunto  de  vértices  no  se  puede  dividir  en  dos  sub¬ 
conjuntos  de  modo  que  las  aristas  no  conecten  ningún  par  de  vértices  de  un  mismo  subconjunto  (el 
lector  debería  comprobarlo  considerando  los  vértices  a .  b  yj).  ^ 

Un  grafo  es  bipartito  sí,  y  sólo  si.  se  pueden  colorear  los  vértices  del  grafo  con  dos  colores  de 
modo  que  ningún  par  de  vértices  adyacentes  sean  del  mismo  color.  Estudiaremos  el  coloreado  de 
grafos  en  la  Sección  8,8.  También  un  grafo  es  bipartito  si,  y  sólo  sí,  es  imposible  comenzar  en  un 
vértice  y  regresar  a  ese  mismo  vértice  después  de  recorrer  un  número  impar  de  aristas  distintas.  Pre¬ 
cisaremos  más  estas  nociones  en  la  Sección  8.4  cuando  hablemos  de  caminos  y  circuitos  en  grafos, 

Grafos  bipartitos  completos  F.I  grafo  bipartito  completo  Km  n  es  el  grafo  cuyo  conjunto  de  vér¬ 
tices  está  formado  por  dos  su beonj untos  con  m  y  n  vértices,  respectivamente,  y  hay  una  arista  entre 
dos  vértices  si,  y  sólo  si,  un  vértice  está  en  el  primer  subconjunto  y  eí  otro  vértice  está  en  el  segun¬ 
do  subconjunto.  En  la  Figura  9  se  muestra  los  gratos  bipartitos  completos  Jt,  y  K,  y  K 5  5  y  /f  fe.  ^ 


Figura  9.  Algunos  grafos  completos  bipartitos. 
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ALGUNAS  APLICACIONES  DE  TIPOS  ESPECIALES  DE  GRAFOS 


Vamos  a  ver  cómo  se  utilizan  algunos  tipos  especiales  de  gratos  en  modelos  para  la  comunicación 
de  datos  y  e!  procesamiento  en  paralelo. 


EJEMPLO  1 2  Redes  de  área  local  Los  ordenadores  que  hay  en  un  mismo  edificio,  a]  igual  que  los  periféricos, 
como  impresoras  o  trazadores  gráficos,  se  pueden  conectar  entre  sí  por  medio  de  una  red  de  área 
local .  Algunas  de  estas  redes  se  basan  en  una  topología  en  estrella 7  en  la  que  todos  los  dispositi¬ 
vos  están  conectados  a  un  dispositivo  central  de  control  Puede  representarse  una  red  de  área  local 
usando  un  grato  bipartito  completo  K\  ^  como  se  muestra  en  la  Figura  10(a)  Los  mensajes  se  en¬ 
vían  de  máquina  a  máquina  a  través  del  dispositivo  central  de  control 

Otras  redes  de  área  local  se  basan  en  una  topología  en  anillo ,  en  la  que  cada  dispositivo  se  co¬ 
necta  con  exactamente  otros  dos.  Las  redes  de  área  local  con  topología  en  anillo  se  representan  uti¬ 
lizando  ciclos  C,  como  se  muestra  en  la  Figura  K){b).  Los  mensajes  se  envían  de  máquina  a  má¬ 
quina  siguiendo  el  ciclo  hasta  que  se  alcanza  el  dispositivo  que  debe  recibir  el  mensaje. 

Finalmente,  algunas  redes  de  área  local  emplean  un  híbrido  de  ambas  topologías.  Los  men¬ 
sajes  se  pueden  enviar  a  lo  largo  del  anillo  o  a  través  de  un  dispositivo  central  Esta  redundancia 
hace  que  la  red  sea  más  fiable.  Las  redesde  área  local  con  este  tipo  de  redundancia  se  pueden  re¬ 
presentar  por  medio  de  ruedas  W ,  a  mío  se  muestra  en  la  Figura  IG(e).  < 


EJEMPLO  13  Redes  de  interconexión  para  el  cálculo  en  paralelo  Hasta  hace  poco,  los  ordenadores  ejecu¬ 
taban  ios  programas  realizando  las  operaciones  una  a  una.  En  consecuencia,  los  algoritmos  que  re¬ 
solvían  los  problemas  estaban  diseñados  para  llevar  a  cabo  un  solo  paso  cada  vez.  Este  tipo  de  al¬ 
goritmos  son  lo  que  se  conoce  como  algoritmos  secuenciales  (casi  todos  los  algoritmos  descritos 
en  este  libro  son  secuenciales).  Sin  embargo,  muchos  problemas  cuya  resolución  es  computacio- 
nalmente  muy  costosa,  como  la  simulación  climatológica,  el  tratamiento  de  imágenes  en  medici¬ 
na  y  el  criptoanalisis,  no  pueden  resolverse  en  un  período  razonable  de  tiempo  por  medio  de  ope¬ 
raciones  secuenciales,  ni  siquiera  utilizando  un  superordenador.  Además,  hay  un  límite  físico  para 
la  velocidad  a  la  que  un  ordenador  puede  realizar  las  operaciones  básicas,  de  modo  que  siempre 
habrá  problemas  que  no  se  puedan  resolver  en  un  período  razonable  de  tiempo  mediante  opera¬ 
ciones  secuenciales. 

El  procesamiento  en  paralelo,  que  utiliza  ordenadores  construidos  con  muchos  procesado¬ 
res  distintos,  cada  uno  con  su  propia  memoria,  ayuda  a  superar  las  limitaciones  de  los  ordenadores 
secuenciales.  Pueden  diseñarse  algoritmos  en  paralelo  para  resolver  problemas  con  rapidez 
usando  un  ordenador  con  múltiples  procesadores.  Estos  algoritmos  dividen  un  problema  en  varios 
subproblemas  que  se  pueden  resolver  al  mismo  tiempo.  En  un  algoritmo  en  paralelo,  la  ejecución 
del  algoritmo  es  controlada  por  un  tínico  flujo  de  instrucciones,  que  envía  subproblemas  a  los  dis¬ 
tintos  procesadores  v  dirige  los  datos  de  entrada  v  de  salida  de  estos  subproblemas  al  procesador 
apropiado. 

Cuando  se  procesa  en  paralelo  puede  que  un  procesador  necesite  como  dato  de  entrada  la  sá¬ 
bela  de  otro  procesador.  Por  tanto,  estos  procesadores  tienen  que  estar  inierconectados.  Podemos 
utilizar  un  tipo  adecuado  de  grato  para  representar  la  red  de  interconexión  de  los  procesadores  de 
un  ordenador  con  procesadores  múltiples,  A  continuación,  vamos  a  describir  los  tí  jos  más  fre¬ 
cuentes  de  redes  de  interconexión  para  procesadores  en  paralelo.  El  tipo  de  red  de  interconexión 


Figura  10,  Topologías  en  estrella,  en  anillo  c  híbrida  para  redes  de  área  local. 
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Figura  II.  Una  disposición  lineal  con 
seis  procesadores. 


Figura  12*  Una  red  de  malla  con 
Ift  procesadores. 


que  se  use  para  implemcntar  luí  algoritmo  en  paralelo  concreto  depende  de  las  necesidades  de  in¬ 
tercambio  de  datos  entre  los  procesadores,  la  velocidad  deseada  y,  por  supuesto,  del  hardware  dis¬ 
ponible. 

La  red  de  interconexión  de  procesadores  más  sencilla,  pero  también  la  más  costosa,  incluye 
un  enlace  bidireccional  entre  cada  par  de  procesadores.  Esta  red  se  puede  representar  por  medio  de 
Kn,  el  grato  completo  de  n  vértices,  donde  n  es  el  número  de  procesadores.  Sin  embargo,  este  tipo 
de  red  de  interconexión  presenta  serios  problemas  debido  al  gran  numero  de  conexiones  que  re¬ 
quiere.  En  la  práctica,  el  número  de  conexiones  directas  con  un  procesadores  limitado,  de  modo 
que  sí  hay  gran  número  de  procesadores,  cada  uno  de  ellos  no  puede  conectarse  directamente  con 
todos  los  demás.  Por  ejemplo,  si  hay  64  procesadores,  harían  falla  C(64,  2  )  =  2.016  conexiones  y 
cada  procesador  tendría  que  estar  directamente  conectado  con  otros  63. 

Por  otra  parte,  quizá  la  manera  más  sencilla  de  conectar  entre  sí  n  procesadores  es  utilizar  lo 


que  se  conoce  como  una  disposición  línea!  ten  inglés,  linear  a  mi  y).  Cada  procesador  P  que  no 
sea  P,  ni  P  está  conectado  con  sus  vecinos  P  .  v  P  .  mediante  un  enlace  bidireccional.  P  está  ecv 
nectado  sólo  con  P,  y  P  lo  está  sólo  con  P  En  la  Figura  1 1  se  muestra  Ja  disposición  lineal  con 
seis  procesadores.  La  ventaja  de  una  disposición  lineal  es  que  cada  procesador  tiene  a  lo  sumo  dos 
conexiones  directas  con  otros  procesadores.  La  desventaja  es  que  a  veces  hace  falta  emplear  un 
gran  número  de  enlaces  intermedios,  llamados  saltos,  para  que  los  procesadores  compartan  la  in¬ 
formación. 

La  red  de  mulla  o  disposición  hidimensionul  t  en  inglés,  mesh  network)  es  una  red  de  inter¬ 
conexión  que  se  emplea  a  menudo.  En  esta  red,  el  número  de  procesadores  es  un  cuadrado  perfecto, 
digamos  n  -  m \  Los  n  procesadores  se  etiquetan  como  P(itj ),  0  s  t  s  m  -  1 , 0  sj  <  m- 1,  El  pro¬ 
cesador  P(¡\J)  está  conectado  mediante  enlaces  bidireec ¡ojíales  con  sus  cuatro  vecinos.  Pu  ±  L/l 
y  P{i,  j  ±  1 ),  a  no  ser  que  alguno  de  estos  procesadores  no  esté  en  Ja  malla  (nótese  que  hay  cuatro 
procesadores,  los  de  las  esquinas  de  la  malla,  que  sólo  tienen  dos  procesadores  adyacentes,  y  otros 
procesadores  dd  borde  tienen  sólo  tres  vecinos.  A  veces  se  lisa  una  variante  de  la  red  de  malla  en  la 
que  cada  procesador  tiene  exactamente  cuatro  conexiones:  véase  el  Problema  52  al  final  de  esta  sec¬ 
ción).  La  red  de  malla  limita  el  mi  mero  de  enlaces  para  cada  procesador.  La  comunicación  entre  es¬ 
tos  procesadores  requiere  Oí  V  n  )  -  O(m)  enlaces  intermedio*  (véase  el  Problema  53  al  final  de  esta 
sección).  En  la  Figura  12  se  muestra  el  grafo  que  representí  la  red  de  malla  con  16  procesadores. 

Un  Upo  importante  de  red  de  interconexión  es  d  hipe  rabo.  En  esta  red,  el  numero  de  pro¬ 
cesadores,  n  =  2m,  es  una  potencia  de  2,  Los  n  procesadores  se  etiquetan  como  Ptí,  Pr  ....  P :  r 
Cada  procesador  tiene  conexiones  bidireccionales  con  otros  m  procesadores.  El  procesador  P 
está  conectado  con  los  procesadores  cuyo  índice  tiene  una  representación  binaria  que  difiere  ríe 
la  representación  binaria  de  i  exactamente  en  un  bit.  La  red  de  hipcrcubo  logra  un  equilibrio  en¬ 
tre  el  número  de  conexiones  directas  para  cada  procesador  y  el  número  de  conexiones  interme¬ 
dias  que  se  requieren  para  que  los  procesadores  puedan  comunicarse  entre  sí.  Se  han  construido 
muchos  ordenadores  empleando  una  red  de  hipcrcubo  V  se  han  ideado  muchos  algoritmos  en  pu~ 


mielo  que  utilizan  una  red  de  hipcrcubo.  El  grafo  Qt  .  el  «-cubo,  representa  a  la  red  de  hipercu- 
bo  con  n  procesadores  (la  Figura  13  muestra  una  forma  de  dibujar  distinta  a  &a  que  vimos  en 
la  Figura  6).  * 
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GRAFOS  DEFINIDOS  A  PARTIR  DE  OTROS 


Hay  ocasiones  en  que  sólo  necesitamos  pane  de  un  grafo  para  resolver  un  problema.  Por  ejemplo, 
puede  que  sólo  estemos  interesados  en  aquella  parte  de  una  gran  red  informática  que  involucre  los 
centros  informáticos  de  Nueva  York,  Denver,  Detroit  y  Atlanta.  En  ese  caso,  podremos  ignorar  to¬ 
dos  los  demás  centros  informáticos,  así  como  las  líneas  telefónicas  que  no  conecten  entre  sí  dos  de 
esos  cuatro  centros  informáticos.  En  el  grafo  que  representa  la  red  total  podemos  eliminar  los  vér¬ 
tices  que  corresponden  a  todos  los  centros  informáticos,  salvo  los  cuatro  en  los  que  estamos  inte¬ 
resados,  y  podemos  suprimir  todas  las  aristas  que  son  incidentes  con  alguno  de  los  vértices  des¬ 
cartados.  Una  vez  eliminados  estos  vértices  y  aristas  del  grafo,  sin  eliminar  ningún  extremo  de  las 
aristas  que  quedan,  se  obtiene  un  grafo  más  pequeño.  Se  dice  que  este  grafo  es  un  sub grafo  del 
grafo  original. 


DEFINICIÓN  6 


Un  suhgrafo  de  un  grafo  G  (V.  E)  es  mi  grafo  H  =  (VV\  P)  con  W  C  V  y  F  C  E. 


y, 


¿£¿5;  frsCiSijP?.  & 


.  '  -v 


EJEMPLO  14  El  grafo  G  que  se  muestra  en  la  Figura  1 4  es  un  subgrafo  de  Ky  ^ 

Podemos  combinar  dos  o  más  grafos  de  varias  formas.  El  nuevo  grafo  que  contiene  todos  los 
vértices  y  todas  las  aristas  de  estos  grafos  se  llama  unión  de  los  grafos.  Veamos  una  definición 
más  formal  para  la  unión  de  dos  grafos  simples. 


DEFINICIÓN  7 


-•'-u  '  ,  ,  ,  _  ' 

La  unión  de  dos  gratos  simples  Gl  -  (Vp  £¿)  y  G2  =  (V^  Ej  es  el  grafo  simple  cuyo  conjunto 
de  vértices  es  V\  U  V2y  cuyo  conjunto  de  aristas  es  E¡  U  Er  La  unión  de  G-  y  G,  se  denota  por 


-*«■  “  i  V  -rí. 

: 


..  '  '  ■ 


...  .. 

r ■- 


EJEMPLO  15  Halla  la  unión  de  ¡os  grafos  G(  y  G2que  se  muestran  en  la  Figura  15(a). 

Solución:  El  conjunto  de  vértices  de  la  unión  Gt  U  G2  es  la  unión  de  los  dos  conjuntos  de  vértices, 
a  saber,  |  a,  b ,  c,  d,  eTf}.  El  conjunto  de  aristas  de  la  unión  es  la  unión  de  los  dos  conjuntos  de  aris¬ 
tas.  La  unión  se  muestra  en  la  Figura  15(b). 


Figura  15.  (a)  Los  grafos  simples  G.  y  G2 ;  (b)  Su  unión  G1  U  Gr 
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Problemas 


Hn  los  Problemas  1-3*  halla  el  número  de  vértices*  el  número 
de  aristas  y  el  grado  de  cada  vértice  del  grato  no  dirigido  co¬ 
rrespondiente.  Identifica  todos  los  vértices  aislados  y  las  hojas* 


b  r  d 


G 


X 


J 

4,  Halla  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices  para  cada 
grato  de  los  Problemas  1-3  y  comprueba  que  coincide 
con  el  doble  del  número  de  aristas  dd  grato, 

5.  ¿Puede  existir  un  grafo  con  15  vértices*  cada  uno  de 
ellos  de  grado  5? 

fi.  Para  cada  una  de  las  personas  que  asisten  a  una  tiesta  se 
considera  el  número  de  personas  a  las  que  ha  saludado 
dándoles  la  mano.  Demuestra  que  la  suma  de  todos  esos 
números  es  un  número  par.  Se  supone  que  nadie  se  da  la 
mano  a  sí  misino. 

En  los  Problemas  7-9,  determina  el  número  de  vértices  y  de 
aristas  y  halla  Jos  grados  de  entrada  y  de  salida  de  cada  uno  de 
los  vértices  del  muítigrafo  dirigido  correspondí  eme. 

o Mí 

d  c 


10.  Para  cada  uno  de  los  grafos  de  los  Problemas  7-9*  de* 
termina  la  suma  de  los  grados  de  entrada  y  la  suma  de 
los  grados  de  salida  de  los  vértices.  Comprueba  que 
ambos  son  iguales  al  número  de  aristas  que  hay  en  el 
grato. 

11.  Construye  el  grato  no  dirigido  subyacente  para  el  grafo 
dirigido  de  la  Figura  2. 

12.  ¿Qué  representa  el  grado  de  un  vértice  en  el  grafo  de 
conocidos  cuyos  vértices  representan  a  tenias  las  personas 
dd  mundo?  ¿Qué  representan  los  vértices  aislados  y  las 
hojas?  En  un  estudio  se  estimó  que  e!  grado  promedio  de 
un  vértice  de  este  grafo  es  LOGO.  ¿Qué  significa  esto  en 
términos  del  modelo? 

13.  ¿Qué  representa  el  grado  de  un  vértice  en  un  grafo  de  co¬ 
laboración?  ¿Qué  representan  los  vértices  aislados  y  las 
hojas? 

14.  ¿Qué  representa  el  grado  de  un  vértice  en  el  grafo  de 
Hollywood?  ¿Qué  representan  los  vértices  aislados  y  las 
hojas? 

15.  ¿Qué  representan  el  grado  de  entrada  y  d  grado  de  salida 
de  un  vértice  en  un  grafo  de  llamadas  telefónicas  como  el 
descrito  en  el  Ejemplo  7  de  la  Sección  K.  1?  ¿Qué  repre¬ 
senta  d  grado  de  un  vértice  en  la  versión  no  dirigida  de 
este  grafo? 

1 6.  ¿Qué  representan  el  grado  de  enfraila  y  el  grado  de  salida 
de  un  vértice  cu  el  grafo  de  la  Red  descrito  en  el  Ejem¬ 
plo  8  de  la  Sección  8,1? 

1 7.  ¿Qué  representan  el  grado  de  entrada  y  el  grado  de  salida 
de  un  vértice  en  un  grafo  dirigido  que  represente  un  tor¬ 
neo  de  todos  contra  todos? 

18.  Dibuja  los  siguientes  grafos 

K?  b)  c )  K44 

d)  CT  e)  W’  f)  QÁ 

En  los  Problemas  19-23.  determina  si  cada  uno  de  los  grafos  es 
o  no  bipartito. 
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24, 

25, 

26, 

27, 

28. 


20, 


30. 

31. 

32, 

33, 


¿Para  qué  valores  de  n  son  bipartitos  los  siguientes  grafos? 
a)  b)  C„  c>  W'  d)  Qn 

¿Cuántos  vértices  y  cuántas  aristas  tiene  cada  uno  de  es¬ 
tos  grafos? 

a)  K  b)  C  c)  IV 

«  < .  e>  0, 

¿Cuántas  aristas  tiene  un  grafo  si  los  grados  de  sus  veli¬ 
ces  son  4,  3,  3,  2,  2?  Dibuja  un  grafo  que  verifique  lo  an¬ 
terior. 

¿Cuántas  aristas  tiene  un  grafo  si  los  grados  de  sus  vérti¬ 
ces  son  5,  2.  2,  2.  2.  17  Dibuja  un  grafo  que  verifique  lo 
anterior. 

¿Existe  algún  grafo  simple  de  seis  vértices  con  los  grados 
siguientes?  Si  es  así,  dibuja  un  grafo  con  esa  propiedad. 

a)  0,  l,  2,  3,  4,  5  bl  L  2,  3,  4,  5,  6 

c)  2,2, 2, 2t  2t  %  d>  3,2,3,2,12 

e)  3, 2.  2, 2, 2,  3  I)  K  L  I,  1,1,  1 

g»  3,  3,  3,  3,  3,  5  hj  1.2,3, 4,  5,  5 

¿Existe  algún  grafo  simple  de  cinco  vértices  con  los  gra¬ 
dos  siguientes?  Si  es  así,  dibuja  un  grafo  con  esa  propie¬ 
dad. 

a)  3, 3,  3, 3,  2  b)  1,2,14.5 
c)  1,2,3, 4,4  d)  14,143 
el  0,  1,2, 2,  3  0  I,  L  E  1,1 

¿Cuántos  subgrafos  con  al  menos  un  vértice  tiene  A .? 

¿Cuantos  su bg rufos  con  al  menos  un  vértice  tiene  A  ,? 

¿Cuántos  subgmfos  con  ai  menos  un  vértice  tiene  H  .? 

Dibuja  todos  los  subgrafos  del  siguiente  grato. 


34,  Sea  fí  un  grafo  con  v  vértices  y  e  aristas.  Sea  M  el  máxi¬ 
mo  grado  enlrc  los  vértices  de  G  y  sea  m  el  mínimo  gra¬ 
do  entre  los  vértices  de  G.  Demuestra  que 

a|  2e/v  s  m 
b>  letvxM, 

Se  dice  que  un  grafo  simple  es  regular  si  lodos  los  vértices  del 
grafo  tienen  el  mismo  grado.  Se  dice  que  un  grafo  regular  es  n- 
rcgular  si  lodos  los  vértices  del  grafo  tienen  grado  n. 

35,  ¿Para  qué  valores  de  n  son  regulares  los  si  guíenles 
grafos? 

al  b)  C  c)  Wñ  d)  fí. 

36,  ¿Para  qué  valores  de  m  y  n  es  regular  Kn  n! 

37,  ¿Cuántos  vértices  tiene  un  grafo  regular  de  grado  4  con 

1 0  aristas? 

En  los  Problemas  38-40.  halla  la  unión  del  correspondiente 
par  de  gratos  simples  (supon  que  dos  aristas  con  los  mismos 
extremos  son  iguales), 

38, 


39.  a 


•  - 

c 


*  e 


41 .  El  grafo  complementario  G  de  un  grafo  simple  G  tiene 
los  mismos  vértices  que  G.  Dos  vértices  son  adyacentes 
en  G  M.  y  sólo  si,  nu  son  adyacentes  en  G,  Halla  los  si¬ 
guientes  grafos. 

a)  K  w  a  r  d)  q„ 

42.  Si  (7  es  un  grafo  simple  con  15  aristas  y  G  tiene  13  aris¬ 
tas,  ¿cuántos  vértices  tiene  G? 

43.  Si  el  grafo  simple  G  tiene  v  vértices  y  e  aristas,  ¿cuántas 
aristas  tiene  G  ? 

*44.  Demuestra  que  si  G  es  un  grafo  bipartito  simple  con  v 
vértices  y  e  aristas,  entonces  e  ^  G/4. 

45,  Demuestra  que  si  G  es  un_gTafo  simple  con  n  vértices, 
entonces  la  unión  de  G  y  G  es  K 
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*46.  Describe  un  algoritmo  para  decidir  si  un  grate  es  o  no  bu 
partí  to, 

El  recíproco  de  un  grato  í  ti  rígido  G  =  {V.  /;),  que  se  denota  G  . 
es  el  grafo  dirigido  (Vr  F)  tal  que  lu  v)e  F  si.  y  sólo  si,  (v,  u)e  E 

47.  Dibuja  d  recíproco  de  cada  uno  de  los  grafos  de  los  Pro¬ 
blemas  7-9  de  la  Sección  8.1. 

48.  Demuestra  que  (G  r  =  G  para  todo  grafo  dirigido  G. 

49.  Demuestra  que  el  grafo  G  coincide  con  su  propio  recí¬ 
proco  si.  y  sólo  si,  la  relación  asociada  a  G  (véase  la 
Sección  7.3)  es  simétrica. 

51),  Extiende  la  definición  de  recíproco  de  un  grafo  dirigido  a 
Ja  noción  de  recíproco  de  un  multigmfc)  dirigido. 


51*  Dibuja  la  red  de  malla  para  conectaren  paralelo  nueve 
procesadores. 

52.  En  una  variante  de  una  red  de  malla,  para  conectar  entre 
sí  n  nr  procesadores,  el  procesador  P(iJ)  está  conec¬ 
tado  con  los  cuatro  procesadores  P((i  ±  t )  mod  m,  J), 
P(E  0  f  1 )  mod  m),  de  modo  que  las  conexiones  rodean 
los  bordes  de  la  malla.  Dibuja  esta  varíame  de  la  red  de 
malí  a  pa ra  1 6  proces ado  re  s . 

53.  Demuestra  que  se  puede  comunicar  cada  par  de  procesa¬ 
dores  de  una  red  de  malla  con  n  -  m  procesadores  utili¬ 
zando  0{yf  n )  =  0(tn)  saltos  entre  procesadores  conecta¬ 
dos  directamente. 


8.3  Representación  de  gratos  e  isomorfísmo  de  grafos 


INTRODUCCIÓN 


Hay  muchas  maneras  driles  de  representar  los  grafos.  Como  veremos  a  lo  largo  de  este  capítulo,  al 
trabajar  con  un  grafo  conviene  tener  la  posibilidad  de  elegir  su  representación  más  conveniente.  En 
esla  sección  veremos  cómo  representar  gratos  de  varias  maneras  distintas. 

A  veces,  dos  gratos  tienen  exactamente  la  misma  forma,  en  el  sentido  de  que  hay  una  bi- 
yeccíón  entre  sus  conjuntos  de  vértices  que  preserva  las  aristas.  En  tal  caso,  decimos  que  los  dos 
gratos  san  isomorfos.  El  determinar  si  dos  grafos  son  isomorlbs  o  no  es  un  problema  importante 
en  la  teoría  de  grafos  que  estudiaremos  en  esta  sección. 


REPRESENTACIÓN  DE  (¡RAEOS 


Una  forma  de  representar  grafos  sin  aristas  múltiples  es  enumerar  todas  las  aristas  de!  grafo.  Otra 
forma  de  representar  grafos  sin  aristas  múltiples  es  utilizar  listas  de  adyacencia,  que  especifican 
los  vértices  que  son  adyacentes  a  cada  uno  de  los  vértices  del  grafo. 

EJEMPLO  1  Utiliza  listas  de  adyacencia  para  describir  el  grafo  simple  de  la  Figura  1. 


Solución:  La  Tabla  1  lista  los  vértices  que  son  adyacentes  a  cada  uno  de  los  vértices  del  grafo.  ^ 

EJEMPLO  2  Representa  el  grafo  dirigido  de  la  Figura  2  enumerando  todos  ¡os  vértices  que  son  vértices  finales 
de  las  aristas  que  salen  de  cada  uno  íle  los  vértices  del  grafo. 

Solución:  La  Tabla  2  representa  el  grafo  dirigido  que  se  muestra  en  la  Figura  2. 


MATRICES  DE  ADYACENCIA 


Ejecutar  algoritmos  para  grafos  utilizando  la  representación  de  los  grafos  por  medio  de  listas  de 
aristas,  o  por  medio  de  listas  de  adyacencia,  puede  ser  complicado  si  el  grafo  tiene  muchas  aristas. 
Para  simplificar  los  cálculos,  conviene  representar  los  grafos  por  medio  de  matrices.  Presentaremos 
dos  tipos  de  matrices  que  se  utilizan  con  frecuencia  para  representar  grafos.  Uno  se  basa  en  la  ad¬ 
yacencia  de  vértices  y  el  otro  se  basa  en  la  incidencia  entre  vértices  y  aristas. 
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Figura  L  Un  grafo  simple.  Figura  2.  Un  grafo  dirigido. 


Tabla  I .  Una  lista  de  aristas  para 
un  grafo  simple. 

Vértices 

Vértices 

adyacentes 

a 

b.  ct  e 

h 

a 

c 

a,  d .  e 

d 

c,e 

e 

a,  c\  d 

Tabla  2.  Una  lista  de  aristas  para 

un  grafo  dirigido. 

Vértice 

Vértices 

inicial 

finales 

a 

b.  c,  d.  e 

b 

b,d 

c 

a,  c,  e 

4 

e 

h.  c.  d 

■■■ 

EdUccs 


Supongamos  que  G  -  (V>  E)  es  un  grafo  simple  con  |  Vj  =  th  Supongamos  que  los  vértices  de 
G  se  enumeran  de  manera  arbitraria  como  v|t  \\t vh.  La  matriz  de  adyacencia  A  (o  Ac)  de  G 
con  respecto  a  este  listado  de  los  vértices  es  la  matriz  booleana  n  x  //  que  tiene  un  1  en  la  posición 
(í.  j)f  si  r.  y  v.  son  adyacentes,  y  tiene  un  0  en  la  posición  (ij)t  si  v  y  r  no  son  adyacentes.  En  otras 
palabras,  si  su  matriz  de  adyacencia  es  A  -  \a  \ ,  entonces 


í  1  si  [vr  v  |  es  una  arista  de  G, 
|0  en  caso  contrario. 


Nótese  que  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  depende  del  orden  elegido  para  los  vértices.  Por 
tanto,  hay  n\  matrices  de  adyacencia  distintas  para  un  grafo  de  n  vértices,  puesto  que  hay  /í!  or¬ 
denaciones  distintas  de  los  n  vértices. 

La  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  simple  es  simétrica,  esto  es.  a  =  aj¡t  puesto  que  ambos 
elementos  son  1 ,  si  v.  y  v.  son  adyacentes,  y  ambos  son  0  en  caso  contrario.  Además,  como  un  gra¬ 
fo  simple  no  contiene  bucles,  cada  elemento  rr  es  0  para  í  =  1,  2,  3 . n. 

Nótese  que  sí  hay  relativamente  pocas  aristas  en  el  grafo,  la  matriz  de  adyacencia  es  una  ma¬ 
triz  poco  densa,  esto  es,  una  matriz  con  pocos  elementos  no  nulos.  Hay  técnicas  especiales  para  re¬ 
presentar  estas  matrices,  así  como  para  realizar  cálculos  con  ellas*  También  hay  ocasiones  en  que 
puede  ser  más  eficiente  trabajar  con  listas  de  aristas  a  la  hora  de  representar  y  tic  trabajar  con  este 
tipo  de  grafos. 


EJEMPLO  3  Utiliza  una  matriz  de  adyacencia  para  representar  el  grafo  que  se  muestra  en  la  Figura  3, 


Figura  3.  Un  grafo 
simple. 


Solución:  Ordenamos  los  vértices  de  la  forma  a ,  h,  c,  d.  La  maínz  que  representa  a  este  grafo  es 

"0  i  1  r 

10  10 

1  10  0' 

10  0  0  44 
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EJEMPLO  4 


a  b 


d  C 


Figura  4,  Un  grato 
con  la  matriz  de  ad¬ 
yacencia  dada. 


EJEMPLOS 


FiguraS.  Un 
pseudografo. 


Dibuja  un  grafo  con  matriz  de  adyacencia 

rü  f  !  0‘ 

1  0  0  I 
1  0  0  1 
0  110 

con  respecto  a  la  ordenación  de  vértices  a t  h<  c.  d. 

Solución:  En  ía  Figura  4  se  muestra  un  grafo  con  esta  matriz  de  adyacencia,  <4 

Las  matrices  de  adyacencia  pueden  usarse  también  para  representar  grafos  no  dirigidos  con 
bucles  y  con  aristas  múltiples.  Un  bucle  en  el  vértice  a  se  representa  por  medio  de  un  I  en  la  po¬ 
sición  (i.  i)  de  la  matriz  de  adyacencia.  Cuando  hay  ansias  múltiples,  la  matriz  de  adyacencia  deja 
de  ser  booleana,  ya  que  el  elemento  en  la  posición  (/,/)  de  esta  matriz  es  igual  al  numero  de  aris¬ 
tas  asociadas  con  |a,  a  }.  Todos  los  grafos  no  dirigidos,  incluyendo  multígrafos  y  pseudografos, 
tienen  matrices  de  adyacencia  simétricas. 


Utiliza  una  matriz  de  adyacencia  para  representar  el  pseudografo  que  se  muestra  en  la  Figura  5, 
Solución:  l  a  matriz  de  adyacencia  con  respecto  al  orden  a,  b,  cf  d  es 

0  3  0  2; 

3  0  11 

0  112' 

2  12  0  * 

Hemos  empleado  matrices  boolcanas  en  el  Capítulo  7  para  representar  grafos  dirigidos.  La 
matriz  de  un  grafo  dirigido  G  -  (V7,  E)  tiene  un  1  en  su  posición  (ó  j)  sí  hay  una  arista  de  v  a  v, 
siendo  vJt vft  un  listado  arbitrario  ele  los  vértices  del  grafo  dirigido.  En  otras  palabras,  sí  A  = 
p/J  es  la  matriz  de  adyacencia  del  grafo  dirigido  con  respecto  a  esta  ordenación  de  los  vértices,  en¬ 
tonces 


Íl  si  (v.,  Vj  (  es  una  arista  de  G , 

0  en  caso  contrario. 

La  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  dirigido  no  tiene  por  qué  ser  simétrica,  ya  que  puede  no  haber 
una  arista  de  a  a  a  cuando  ha v  una  arista  de  a  a  a , 

/  (  J  i  J 

Las  matrices  de  adyacencia  se  pueden  emplear  también  para  representar  multígrafos  dirigidos. 
De  nuevo,  estas  matrices  ya  no  son  booleanas  si  hay  aristas  múltiples  en  el  mismo  sentido  conec¬ 
tando  dos  vértices.  En  la  matriz  de  adyacencia  de  un  multigrafo  dirigido,  a  es  igual  al  número  de 
aristas  asociadas  con  (v.,  v ). 


MATRICES  DE  INCIDENCIA 


Otra  representación  de  grafos  que  se  usa  con  frecuencia  es  la  que  emplea  matrices  de  incidencia. 

Sea  G  -  (F,  E)  un  grafo  no  dirigido.  Supongamos  que  vp  vr v  son  los  vértices  y  er  e\ . e 

las  aristas  de  G.  Entonces,  la  matriz  de  incidencia  con  respecto  a  este  ordenamiento  de  V  y  de  E  es 
la  matriz  ¡VI  -  [m  \  de  n  x  m  dada  por 


{I  si  la  arista  et  es  incidente  con  v- , 
0  en  caso  contrario. 
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EJEMPLO  6 


v4  v5 

Figura  ft,  Un  grafo 
no  dirigido. 


EJEMPLO  7 


H 

Figura  7,  Un  pseu- 
dogi  afu. 


DEFINICIÓN  1 


Representa  por  medio  de  una  matriz  de  incidencia  et  grafo  que  se  muestra  en  la  Figura  6. 
Solución  La  matriz  de  incidencia  es 


H  *4  *3  ^ 


V2 

V3 

Vt4 


I  i 

0  o 
Ü  o 
1  o 
0  1 


o 

1 

o 

1 

o 


0  ó  o 
I  o  t 
0  l  I 

o  o  o 

I  1  o 


Las  matrices  de  incidencia  pueden  usarse  también  para  representar  aristas  múltiples  y  bucles. 
Las  aristas  múltiples  se  representan  en  la  matriz  de  incidencia  mediante  columnas  con  lodos  sus 
elementos  idénticos,  puesto  que  dichas  aristas  son  incidentes  con  el  mismo  par  de  vértices.  Los  hu¬ 
eles  se  representan  por  medio  de  una  columna  con  un  único  elemento  igual  a  1.  que  corresponde  al 
vértice  con  el  que  es  incidente  el  bucle. 


Representa  el  pseudografo  que  se  muestra  en  la  Figura  7  usando  una  matriz  de  incidencia. 


Solución:  La  matriz  de  incidencia  para  este  grafo  es 

*i  *2  *3  e4  e5  e7  e% 

v,fl  l  10  0  0  0  0’ 

v2  0  I  1  í  ü  1  I  0 

v3  0  0  0  1  10  0  0 

v4  0  0  0  0  0  0  1  1 

v5  0  ü  0  0  I  10  ü 


ISOMORFISMO  1>F  GRAFOS 


A  menudo  queremos  saber  si  es  posible  o  no  dibujar  dos  grafos  de  la  misma  forma.  En  la  química, 
por  ejemplo,  se  utilizan  los  gratos  para  representar  compuestos.  Diferentes  compuestos  pueden  te¬ 
ner  la  misma  fórmula  molecular,  pero  distinta  estructura.  Estos  compuestos  se  representaran  por 
medio  de  grafos  que  no  se  puedan  dibujar  de  la  misma  manera.  Pueden  utilizarse  los  grafos  que  re¬ 
presentan  compuestos  ya  conocidos  para  determinar  si  un  compuesto  supuestamente  nuevo  ya  ha 
sido  estudiado  antes  o  no. 

Disponemos  de  una  terminología  muy  útil  para  los  grafos  que  tienen  la  misma  estructura. 


Los  grafos  simples  Gl  =  (Fp  £j)  y  Gz  =  (V  „  E2 )  son  isomorfos  si  hay  una  función  biyccliva 
/de  í  j  en  V  con  la  propiedad  de  que.  para  cada  par  de  vértices  u ,  v  e  F  u  y  v  son  adya¬ 
centes  en  G}  si,  y  sólo  si  ,/(w)  y  f(y)  son  adyacentes  en  Gr  Se  dice  que  esta  función  /es  un 
isomorfismo  \ 


En  otras  palabras,  cuando  dos  grafos  simples  son  isomorfos,  hay  una  función  biyectiva  entre  los 
vértices  de  los  dos  grafos  que  preserva  la  relación  de  adyacencia.  El  isomorfismo  de  grafos  simples 
es  una  relación  de  equivalencia  (dejamos  el  comprobarlo  como  Problema  45  al  final  de  esta  sec¬ 
ción). 


La  palabra  isomorfismo  proviene  de  las  raíces  griegas  ¡sos.  que  significa  «igual»,  y  morfos,  que  significa  «¡forma». 


■ 
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EJEMPLO  K  Demuestra  que  tas  gratas  G  -  ( V\  E)  y  //  -  ( W t  /■')  que  se  muestran  en  la  Figura  8  son  isomorfos. 


Figura  8.  Los 

gratas  G  y  //, 


Enlace? 


Solución:  La  función /con /Oq )  =  vis/{w2)  =  v4,/(h3)  =  v3  y/(w4)  =  v,  es  una  fundón  biyeetiva  en¬ 
tre  V  y  W.  Para  ver  que  esta  función  preserva  la  adyacencia,  nótese  que  los  pares  adyacentes  en  G 
son  ut  y  ur  w,  y  wít  u2  y  h4í  y  «3  y  «4.  y  cada  uno  de  tas  pares /(«,)  =  v,  y/(i*3)  =  v+,/(«,)  -  v,  y 
/í«3)  -  vy/ÍM.,)  =  r4  y/(w4)  =  vrf(uj  -  v y  y  f(uj  =  v;  son  adyacentes  en  /Y.  ^ 

A  menudo  es  difícil  determinar  ú  dos  gratas  simples  son  o  no  isomorfos.  May  n\  posibles  bi- 
yecciones  entre  los  conjuntos  de  vórtices  de  dos  gratas  simples  de  n  vértices.  Comprobar  cada  una 
de  estas  funciones  para  ver  si  preserva  o  no  las  adyacencias  es  un  método  poco  práctico  cuando  n 
es  grande. 

Sin  embargo,  con  frecuencia  podemos  demostrar  que  dos  gratas  no  son  isomorfos  de¬ 
mostrando  que  no  comparten  alguna  propiedad  que  dos  gratas  isomorfos  deberían  tener  en  co¬ 
mún.  A  tales  propiedades  se  les  llama  invariantes  bajo  isomorfismo  de  gratas  simples.  Por 
ejemplo,  dos  gratas  simples  isomorfos  tienen  que  tener  el  mismo  número  de  vértices,  puesto  que 
hay  una  biyección  entre  los  conjuntos  de  vértices  de  los  gratas.  Dos  gratas  isomorfos  deben  te¬ 
ner  también  el  mismo  número  de  aristas,  ya  que  la  biyección  entre  los  vértices  establece  una  apli¬ 
cación  biyeetiva  entre  las  aristas.  Además,  los  grados  de  los  vértices  de  dos  gratas  simples  iso~ 
morios  tienen  que  coincidir,  Esto  es,  un  vértice  v  de  grado  g  en  G  tiene  que  corresponder  a  uo 
vértice /(v)  de  grado  g  en  //,  ya  que  un  vértice  w  de  G  es  adyacente  a  v  si,  y  sólo  si ,/(v)  y/(>r) 
son  adyacentes  en  //, 


EJEMPLO  9  Demuestra  que  los  gratas  que  se  muestran  en  la  Figura  9  no  son  isomorfos. 


Solución:  Panto  G  como  H  tienen  cinco  vértices  y  seis  aristas.  Sin  embargo,  //  tiene  un  vértice  de 
grado  uno,  más  concretamente  el  vértice  c\  mientras  que  G  no  tiene  vértices  de  grado  uno.  Se  sigue 
que  G  y  ti  no  son  isomorfos*  ^ 

El  número  de  vértices,  el  número  de  aristas  y  los  grados  de  las  aristas  son  invariantes  bajo 
isomorfismo.  Si  cualquiera  de  estas  cantidades  toma  valores  distimos  en  dos  gratas  simples,  dichos 
gratas  no  pueden  ser  isomorfos.  Sin  embargo,  el  que  esos  invariantes  coincidan  no  quiere  decir  que 
esos  dos  gratas  sean  necesariamente  isomorfos.  iln  la  actualidad,  no  se  conoce  ningún  conjumo  de 
invariantes  que  pueda  usarse  para  determinar  si  dos  gratas  simples  son  o  no  isomorfos. 


EJEMPLO  10 


Determina  si  los  gratas  que  se  muestran  en  la  Figura  10  son  o  no  isomorfos. 


Solución:  Ambos  gratas  G  y  //  tienen  ocho  vértices  y  diez  aristas.  Ambos  tienen  también  cuatro 
vértices  de  grado  dos  y  cuatro  de  grado  tres.  Como  todos  estos  invariantes  coinciden,  podemos 
pensar  que  estos  gratas  son  isomorfos, 

Sin  embargo,  G  y  H  no  son  isomorfos  Para  verlo,  nótese  que  como  5uri  -  2  en  C.  a  debería 
corresponder  a  uno  de  los  vértices  t,  u,  x  o  y  de  H ,  ya  que  éstos  son  los  vértices  de  grado  dos  de  tL 
Sin  embargo,  cada  uno  de  estos  cuatro  vértices  de  H  es  adyacente  a  otro  vértice  de  grado  dos  de  H. 
lo  que  no  es  cierto  para  a  en  el  grata  G 


Figura  9,  Los  gratas  (i  y  H. 


Figura  10.  Los  gratas  G  y  // 
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EJEMPLO  1 1 


V 


Figura  11,  Los 

subgraíos  de  G  y  de 
H  formados  por  los 
vértices  de  grado 
tres  y  por  las  ansias 
que  los  conectan 
entre  sí. 


Otra  fbnna  de  ver  que  G  y  H  no  son  isomorfos  es  observar  que  Jos  subgraíos  de  G  y  de  //  for¬ 
mados  por  sus  vértices  de  grado  tres  y  por  las  aristas  que  los  conectan  deberían  ser  isomorfos  si  los 
dos  grafos  fueran  isomorfos  (el  lector  debería  comprobar  esto).  Sin  embargo,  estos  subgraíos  no 
son  isomorfos,  como  se  ve  en  la  Figura  l  L 

Para  demostrar  que  una  función /del  conjunto  de  vértices  del  grafo  G  en  el  conjunto  de  vér¬ 
tices  de  H  es  un  isotnojfismo,  tenemos  que  demostrar  que / presen- a  la  adyacencia.  Una  manera 
apropiada  de  hacerlo  es  usando  matrices  de  adyacencia.  En  particular  para  demostrar  que /es  mi 
isomorfismo,  podemos  demostrar  que  la  matriz  de  adyacencia  de  G  coincide  con  la  matriz  de  ad¬ 
yacencia  de  H  si  etiquetamos  las  filas  y  columnas,  de  tal  forma  que  se  correspondan  con  las  imá¬ 
genes  por /de  los  vértices  de  G  que  son  etiquetas  de  esas  filas  y  columnas  de  la  matriz  de  adya¬ 
cencia  de  G.  Este  proceso  se  ilustra  en  el  Ejemplo  1  1. 


Determina  si  los  gratos  6'  y  //  que  se  muestran  en  la  Figura  12  son  o  no  isomorfos. 

Solución:  Tanto  G  como  H  tienen  seis  vértices  y  siete  aristas.  Ambos  tienen  cuatro  vértices  de  gra¬ 
do  dos  y  dos  vértices  de  grado  tres.  También  es  fácil  ver  que  los  subgraíos  ele  G  y  de  H  formados 
por  los  vértices  de  grado  dos  v  por  las  aristas  que  los  conectan  son  isomorfos  (como  el  lector  pue¬ 
de  comprobar).  Como  G  y  H  tienen  estos  invariantes  en  común,  es  razonable  tratar  de  encontrar  un 
¡somorfismo/. 

Vamos  a  definir  una  función  f  y  después  determinaremos  si  es  un  ísoniorfismo  o  no. 
Como  Stiq)  =  2  y  w  no  es  adyacente  a  ningún  otro  vértice  de  grado  dos,  la  imagen  de  u  tiene 
que  ser  bien  ir4  o  bien  v6,  los  únicos  vértices  de  grado  dos  en  H  que  no  son  adyacentes  a  ningún 
otro  vértice  de  grado  dos.  Asignamos,  arbitrariamente,  f[ u  )  -  vy  TSi  viéramos  más  adelante  que 
esta  elección  no  conduce  a  un  isomorfismo,  lo  intentaríamos  con  jíu})  -  v  j.  Como  u2  es  adya¬ 
cente  a  uv  las  posibles  imágenes  de  u %  son  v3  y  vy  Asignamos,  arbitrariamente,  j{u2)  -  vy  Si 
continuamos  de  esta  manera,  tomando  como  guía  la  adyacencia  de  vértices  y  los  grados,  asig¬ 
namos /iri/  =  v  ,/(í¿4)  =  vv/(m  5)  -  v  y  -  vr  Ya  tenemos  una  función  biyectiva  entre  el  con¬ 
junto  de  vértices  de  G  y  ci  conjunto  de  vértices  de  //,  a  saber:  /O/)  =  v6,  f{u2)  “  iq, 
jiu?)  -  v41j(u  )  =  vyf{uj  -  vT  yf{uj  =  vT  Para  ver  si /preserva  o  no  la  adyacencia,  examinamos 
la  matriz  de  adyacencia  de  G, 


: 


m 

ll  -  . 


H,  U2  «3  «4  U5  Uf, 


C 

¡ 

0 

o 


I  o 

0  I 

1  o 

0  I 

o  o 
1  o 


!  0  ü 
0  0  1 
l  0  Ü 

0  1  o 

I  0  1 

0  I  o 


y  la  matriz  de  adyacencia  de  H  con  sus  lilas  y  columnas  etiquetadas  con  las  imágenes  de  los  vér¬ 
tice^  correspondientes  de  G\ 


G 


H 


Figura  12.  Los  gratos  íí  y  //. 
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V4  V5  V,  V2 

0  10  0 
10  0  1 
0  10  0 
10  10 
0  10  1 
0  0  10 

Como  A0  —  A^,  se  sigue  que  /  preserva  La  adyacencia.  Concluimos  que  fe  s  un  isomorfismo,  de 
modo  que  G  y  H  son  isomorfos.  Nótese  que  si/  hubiese  resultado  no  ser  un  isomorfismo,  no  ha¬ 
bríamos  establecido  que  G  y  H  no  son  isomorfos,  ya  que  podría  haber  alguna  oirá  corresponden¬ 
cia  entre  los  vértices  de  G  y  de  //  que  sí  fuese  un  isomorfismo.  4 

Los  mejores  algoritmos  conocidos  para  determinar  si  dos  gratos  son  o  no  isomorfos  tienen 
hniüces  complejidad  exponencial  (en  el  numero  de  vértices  de  los  gratos)  en  el  peor  caso.  No  obstante,  se 
conocen  algoritmos  de  complejidad  polinómica  en  el  caso  promedio  que  resuelven  el  problema  y 
aun  hay  esperanzas  de  hallar  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  en  eS  peor  caso  para  deter¬ 
minar  si  dos  grafos  son  isomorfos  o  no.  El  mejor  algoritmo  en  la  práctica,  llamado  NAUTY,  pue¬ 
de  usarse  para  determinar  en  menos  de  un  segundo  de  cálculo  en  un  PC  moderno  si  dos  gralbs  con 
menos  de  100  vértices  son  o  no  isomorfos.  El  software  de  NAUTY  se  puede  descargar  de  Internet 
para  experimentar  con  él. 


A„~ 


0  1 
1  o 
0  1 
1  o 
o  o 
0  1 


Problemas 


En  los  Problemas  1-4.  utiliza  una  lista  de  adyacencia  para  re¬ 
presentar  el  grato  de  la  figura. 


2. 


5,  Representa  d  grafo  del  Problema  l  mediante  una  matriz 
de  adyacencia. 

6.  Representa  el  grafo  del  Problema  2  mediante  una  matriz 
de  adyacencia. 


8.  Representa  el  grafo  del  Problema  4  mediante  una  matriz 
de  adyacencia. 

9.  Representa  cada  tino  de  los  siguientes  gratos  medíanle 
una  matriz  de  adyacencia. 

a»  Ka  b!  Ki  4  c)  K,  5 

d)  C4  e)  W4  f)  Q\ 

En  los  Problemas  10-12.  dibuja  un  grafo  cuya  matriz  de  adya¬ 
cencia  es  la  que  se  da. 


10. 

0 

t 

0 

1L 

0 

0 

1 

r 

1 

0 

1 

0 

0 

I 

{) 

0 

1 

0 

l 

l 

0 

1 

l 

1 

1 

0 

12. 

■1 

1 

i 

0 

0 

0 

1 

0 

i 

0 

1 

0 

1 

I 

1 

0 

7. 


Representa  el  grafo  del  Problema  3  mediante  una  matriz 
de  adyacencia. 


En  los  Problemas  13-15,  representa  el  grafo  correspondiente 
usando  una  matriz  de  adyacencia. 
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En  los  Problemas  16-18,  dibuja  un  grafo  no  dirigido  repre¬ 
sentado  por  la  matriz  de  adyacencia  correspondiente. 


16. 


1  3  21 
3  0  4 

2  4  0 


17. 


12  0  1 
2  0  3  0 
0  3  11 
10  10 


18. 


0  1  3  0  4' 

12  13  0 

3  110  1 
0  3  0  0  2 

4  0  12  3 


1  0  r 

23* 

1 

2 

r 

24. 

0 

2 

3 

Ü‘ 

Ü  ü  \ 

2 

0 

0 

1 

o 

2 

i 

1  1  1 

0 

2 

2 

2 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

2 

25.  ¿Es  cualquier  matriz  bordean  a  cuadrada  y  simétrica  con 
ceros  en  la  diagonal  la  matriz  de  adyacencia  de  algún 
grato  simple? 

26.  Utiliza  una  matriz  de  incidencia  para  representar  los  gra¬ 
tos  de  los  Problemas  1  y  2. 

27.  Utiliza  una  matriz  de  incidencia  para  representar  los  gra¬ 
tos  de  los  Problemas  13-15. 

*28.  ¿Cuánto  suman  los  elementos  de  una  misma  fila  de  la 
matriz  de  adyacencia  de  un  grato  no  dirigido?  ¿Y  los  de 
un  grato  dirigido? 

*29.  ¿Cuánto  suman  los  elementos  de  una  misma  columna 
de  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  no  dirigido?  ¿Y 
los  de  un  grafo  dirigido? 

30.  ¿Cuánto  suman  los  elementos  tic  una  misma  lila  de  la 
matriz  de  incidencia  de  un  grafo  no  dirigido',’ 

31*  ¿Cuánto  suman  los  elementos  de  una  misma  columna 
de  la  matriz  de  incidencia  de  un  grafo  no  dirigido? 

*32,  Malla  la  matriz  de  adyacencia  para  cada  uno  de  estos 
gratos. 

a)  K  b)  C  c)  W'  d  )Q  e)  O, 

*33*  Halla  la  matriz  de  incidencia  para  los  gratos  en  los  apar¬ 
lados  (a)-(d)  del  Problema  32. 

En  los  Problemas  34-44.  determina  si  el  par  de  gratos  corres¬ 
pondiente  es  o  no  isomorfo.  Construye  un  isomorfismo  o  pro¬ 
porciona  un  argumento  riguroso  que  demuestre  que  no  existe 
ninguno. 


En  los  Problemas  19-21.  halla  la  matriz  de  adyacencia  del 
muí  ti  grafo  dirigido  correspondiente. 


En  los  Problemas  22-24,  dibuja  el  grato  representado  por  la 
matriz  de  adyacencia  correspondiente. 
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45.  Demuestra  que  el  isomoiíismo  de  grafos  simples  es  una 
relación  de  equivalencia. 

46.  Supon  que  G  y  //  son  grafos  simples  isomorfas.  De¬ 
muestra  que  sus  grafos  complementarios  G  y  H  son  tam¬ 
bién  isomorfos. 


47.  Dada  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo,  describe  la  fila 
y  la  columna  correspondientes  a  un  vértice  aislado. 

48.  Dada  la  matriz  de  incidencia  de  un  grato,  describe  la  fila 
correspondiente  a  un  vértice  aislado. 

49.  Demuestra  que  los  vértices  de  un  grafo  bipartito  con  dos 
o  más  vértices  se  pueden  ordenar  de  tal  manera  que  su 
matriz  de  adyacencia  tenga  la  forma 

i)  A 
¡  H  II 

donde  ios  cuatro  elementos  que  aparecen  son  bloques 
rectangulares. 

Se  dice  que  un  grafo  simple  G  es  auioiontplemen  tu  rio 
si  G  y  G  son  isomorfos. 

5ft.  Demuestra  que  este  grato  es  autocomplementario. 

a  fí 

? - - - 1 


é  é 

d  c 


Halla  un  grafo  simple  autocomplementario  con  cinco 
vértices. 


530  Matemática  discreta  y  sus  api  unciones 


*52.  Demuestra  que  si  C  es  un  grafo  autocomplementario 
simple  con  v  vértices,  entonces  v  =  0  o  1  (mod  4), 

53 1  ¿para  qué  números  enteros  es  CH  autocomplementario? 

54,  ¿Cuántos  grafos  simples  no  isomorfos  hay  con  n  vértices 
si  n  es  igual  a 

a)  2?  b)  3?  c)  4? 

55,  ¿Cuántos  grafos  simples  no  isomorfos  hay  con  cinco 
vértices  y  tres  aristas? 

56,  ¿Cuántos  grafos  simples  no  isomorfos  hay  con  sets  vér¬ 
tices  y  cuatro  aristas? 


57.  ¿Son  isomorfos  los  grafos  simples  cuyas  matrices  de  ad¬ 
yacencia  son  las  siguientes? 


0 

0 

1 

0 

1 

r 

0 

0 

t 

T 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

] 

0 

i 

i 

i 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

i 

t 

o 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

í 

i 

1 

0 

0 

1 

1 

0” 

'0 

i 

0 

I 

\ 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

¡  f 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

o 

i 

0 

58,  Determina  si  son  isomorfos  o  no  los  grafos  sin  bucles  cu¬ 
yas  matrices  de  incidencia  son  las  siguientes 


1 

0 

1 

l 

1 

tr 

0 

l 

1 

¡  l 

1 

0 

i 

1 

1 

0 

0 

l 

i 

l 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

i' 

t 

0 

1 

0 

1 

0 

i 

1 

\ 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

¥ 

i 

o 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

l 

0 

i 

o 

1 

0 

i 

59.  Extiende  l  a  definición  de  i  somorí Istmo  de  grafos  simples 
a  grafos  no  dirigidos  que  contengan  bucles  y  aristas  múl¬ 
tiples, 

60.  Define  d  isomorfismo  de  grafos  dirigidos. 

En  los  Problemas  61-64,  determina  si  el  par  correspondiente  de 
grafos  dirigidos  es  o  no  ísomorfo. 


61 


65.  Demuestra  que  si  G  y  //  son  grafos  dirigidos  isomorfos. 
entonces  los  recíprocos  de  G  y  de  //  (definidos  en  ei 
preámbulo  del  Problema  47  de  la  Sección  8.2)  son  tam¬ 
bién  isomorfos. 

*66*  ¿Cuántos  grafos  dirigidos  simples  no  isomorfos  hay  con 
n  vértices  si  n  es  igual  a 

a)  2? 

b)  3? 

c)  4? 

*67.  ¿Cuál  es  d  producto  de  la  matriz  de  incidencia  de  un 
grafo  no  dirigido  por  su  traspuesta? 

*68.  ¿Cuánto  espacio  se  requiere  para  almacenar  un  grafo 
simple  de  n  vértices  y  u  aristas  usando 

a )  listas  de  ad  y  acen  c  i  a? 
h )  un  a  m  a  tr  i  /.de  ady  ac  e  n  c  i  a? 
c)  una  matriz  de  incidencia? 

Un  contrafije mplo  para  un  supuesto  test  de  isomorfismo  es 
un  par  de  gratos  no  isomorfos  tal  que  el  test  es  incapaz  de 
demostrar  que  no  lo  son. 

69.  Halla  un  contraejemplo  para  el  test  que  examina  la  suce¬ 
sión  de  grados  de  los  vértices  de  dos  grafos  para  asegu¬ 
rarse  de  que  coinciden. 
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8.4  Conexión 


INTRODUCCIÓN 

Huy  muchos  problemas  que  se  pueden  representar  por  medio  de  caminos  que  se  forman  al  ir  re¬ 
corriendo  tas  aristas  de  un  grafo.  Por  ejemplo,  el  problema  de  determinar  si  se  puede  enviar  o  no 
un  mensaje  entre  dos  ordenadores  usando  enlaces  intermedios  puede  estudiarse  utilizando  un  mo¬ 
delo  de  grafos.  Los  problemas  de  planificar  de  forma  eficiente  las  rutas  de  distribución  de  correo, 
de  recogida  de  basuras,  los  diagnósticos  en  redes  de  ordenadores  y  muchos  otros  pueden  resolverse 
utilizando  modelos  que  involucran  caminos  definidos  sobre  grafos. 


CAMINOS 


De  manera  informal,  un  camino  es  una  secuencia  de  aristas  que  comienza  en  un  vértice  del  grato 
y  recorre  ciertas  aristas  del  grafo  siempre  conectando  pares  de  vértices  adyacentes.  En  la  Defini¬ 
ción  1  se  da  una  definición  formal  de  los  caminos,  así  como  cierta  terminología  relacionada  con 
ellos. 


DEFINICIÓN  I  Sea  n  un  entero  no  negativo  y  sea  íí  un  grafo  no  dirigido.  { fu  camino  de  longitud  n  de  n  a  v 
en  G  es  una  secuencia  de  n  aristas  av  av  ...,  an  de  G  tal  que /(«,}  -  [xQt  xy  }  J{a2)  -  \xp  x2 | 
f(an)  -  {¿r  ,  .vj,  donde  xt)  ==  u  yr  -  v\  Si  el  grafo  es  simple,  denotamos  este  camino  por  su 
secuencia  de  vértices  ,v  xr  .y  (ya  que  el  enumerar  estos  vértices  determina  el  camino  de 
forma  única).  El  camino  es  un  circuito  si  comienza  y  termina  en  el  mismo  vértice,  esto  es,  si 
u  =  v,  y  tiene  longitud  mayor  que  cero.  Se  dice  que  el  camino  o  circuito  pasa  por  los  vértices 
xr  xr  r  _,  o  también  que  recorre  las  aristas  a  ,  a. —  a  .  Un  camino  o  circuito  es  simple  si 
no  contiene  la  misma  arista  más  de  una  vez. 


Cuando  no  es  necesario  distinguir  entre  aristas  múltiples,  denotaremos  el  camino  a  .  a ,, a  f  don¬ 
de  fia)  -  |x  v  (  para  i  -  I .  2, n,  por  su  secuencia  de  vértices  _v[},  \  |7 ....  ,tf.  Esta  notación  iden¬ 
tifica  un  camino  mediante  los  vértices  por  los  que  pasa.  Puede  haber  más  de  un  camino  que 
pase  por  esa  secuencia  de  vértices.  Nótese  que  un  camino  de  longitud  cero  consiste  en  un  único 
vértice. 


EJEMPLO  I  En  el  grafo  simple  que  se  muestra  en  la  Figura  1,  a,  d.  cj\  e  es  un  camino  simple  de  longitud  4,  ya 
que  \a,  d\,  \d.  c),  (rf/j  y  {/,  e\  son  aristas.  Sin  embargo,  d,  e,  c,  a  no  es  un  camino,  ya  que  je,  c\ 
no  es  una  arista.  Nótese  que  />.  c,ft  e.  he  s  un  circuito  de  longitud  4.  ya  que  j  ¿m  (,  I  <\/},  |/,  e  \  y 
{c(  h\  son  aristas,  y  este  camino  comienza  y  tennina  en  b.  El  camino  a,  b ,  t\  d.  a ,  bT  que  tiene  lon¬ 
gitud  5*  no  es  simple,  ya  que  contiene  dos  veces  la  arista  \a,  h}.  <4 

En  el  Capítulo  7  ya  introdujimos  los  caminos  y  circuitos  en  gralós  dirigidos.  Ahora  de  fui  irnos 
los  caminos  en  mu  lógralos  dirigidos. 


abe 


Figura  L  Un  grafo  simple. 
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DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  2 

Enlaces 


EJEMPLO  3 

Enlaces 


EJEMPLO  4 

K  nJaccs 


Sean  n  un  entero  no  negativo  y  G  un  multigrafo  dirigido*  Un  camino  de  longitud  n  de  a  a  v  en 
G  es  una  secuencia  de  aristas  av  a ,,  ....  ar  de  G  tal  que  /Uq)  =  (x0,  jc,),/(#7)  =  (xr  x2),  ....  f  (a J 
-  (xn  r  _v ),  donde  j  -  ti  y  a  -  v.  Sí  no  hay  aristas  múltiples  en  el  grafo  dirigido,  denotamos 
este  camino  por  su  secuencia  de  vértices  xir  xr  xn.  Un  camino  de  longitud  mayor  que  cero 
que  comienza  y  termina  en  el  mismo  vértice  es  un  circuito.  Se  dice  que  un  camino  o  circuito 
es  simple  si  no  contiene  la  misma  arista  más  de  una  vez. 


Nótese  que  el  vértice  final  de  una  arista  de  trn  camino  es  el  vértice  inicial  de  la  siguiente  arista  del 
camino.  Cuando  no  es  necesario  distinguir  entre  aristas  múltiples,  denotaremos  el  camino  av  rx, 
ati,  donde  f(a.)  -  (x  v  x)  para  /  =  1, 2, n,  por  su  secuencia  de  vértices  v(j,  xv  ....  x¿  Esta  notación 
identifica  un  camino  medíante  los  vértices  por  los  que  pasa.  Puede  haber  más  de  un  camino  que 
p  a  s  e  por  esa  see  ue  nc  i  a  de  vé  rt  i  ces . 

Los  caminos  representan  información  tiiil  en  muchos  modelos  de  gratos,  como  se  muestra  en 
los  Ejemplos  del  2  al  4. 

Caminas  en  gratos  de  conocidos  En  un  grafo  de  conocidos  hay  un  camino  entre  dos  personas 
si  existe  una  cadena  de  personas  que  las  conecta,  de  manera  que  cada  dos  personas  adyacentes  en 
la  cadena  se  conocen  entre  sí.  Por  ejemplo,  en  la  Figura  7  de  iu  Sección  8.1  hay  una  cadena  de  seis 
personas  que  conecta  a  Kamini  con  Ching.  Muchos  sociólogos  han  conjeturado  que  casi  cualquier 
par  de  personas  del  mundo  están  conectadas  entre  sí  por  una  cadena  corta  de  personas,  que  con¬ 
tiene  quizá  cinco  personas  o  menos.  Esto  querría  decir  que  casi  cualquier  par  de  vértices  del  gra¬ 
to  de  conocidos  que  contiene  a  todas  las  personas  del  mundo  está  conectado  por  un  camino  de  lon¬ 
gitud  menor  o  igual  que  cuatro.  La  obra  de  teatro  Six  Degrees  of  Separarían,  de  John  Guare,  se 
basa  en  esta  idea.  M 

Caminos  en  gratos  de  colaboración  En  un  grato  de  colaboración,  dos  vértices  a  y  h .  que  repre¬ 
sentan  autores,  están  conectados  por  un  camino  si  hay  una  sucesión  de  autores  comenzando  por  a  y 
terminando  en  h  tal  que  ios  autores  representados  por  los  dos  extremos  de  cada  arista  han  escrito  un 
artículo  conjunto.  En  el  grafo  de  colaboración  de  todos  los  matemáticos,  el  número  de  Erdós  de  un 
matemático  m  (que  ya  se  definió  en  términos  de  relaciones  en  el  Problema  complementario  14  del 
Capítulo  7)  es  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  m  y  el  vértice  que  representa  al  extraordina¬ 
riamente  prolílico  matemático  Paul  Erdós  (que  murió  en  1996).  Esto  es,  el  número  de  Erdós  de  un 
matemático  es  la  longitud  de  la  cadena  más  corta  de  matemáticos  que  comienza  en  Paul  Erdós  y 
termina  en  dicho  matemático,  donde  cada  par  de  matemáticos  adyacentes  han  publicado  un  ar¬ 
ticulo  conjunto.  En  la  Tabla  1  se  muestra  cuántos  matemáticos  tienen  un  número  de  Erdós  dado, 
según  los  datos  de  que  disponía  el  Erdós  Number  Project  en  noviembre  de  2001. 

Caminos  en  el  grafo  de  Hollywood  En  el  grafo  de  Hollywood  (véase  el  Ejemplo  4  de  la  Sec¬ 
ción  8.1),  dos  vértices  a  y  b  están  conectados  si  hay  una  cadena  de  actores  conectando  a  y  b  de  modo 
que  dos  actores  adyacentes  en  la  cadena  han  actuado  en  la  misma  película.  En  el  grafo  de  Hollywood, 
el  número  de  Bacán  de  un  actor  c  se  define  como  la  longitud  del  camino  más  corto  que  conecta  c  con 
el  conocido  actor  Kevin  Bacon.  A  medida  que  se  hacen  nuevas  películas,  incluyendo  algunas  en  las  que 
participa  Kevin  Bacon,  ei  número  de  Bacon  de  los  actores  puede  variar.  En  la  Tabla  3  se  muestra  cuán¬ 
tos  actores  tienen  un  número  de  Bacon  dado,  según  los  datos  de  que  disponía  la  página  web  Oracle  of 
Bacon  en  noviembre  de  20ÜL  < 
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¿Cuándo  tiene  una  red  informática  la  propiedad  de  que  dos  ordenadores  cualesquiera  pueden 
compartir  información  si  pueden  enviarse  mensajes  a  través  de  uno  o  más  ordenadores  intermedios? 
Sí  se  utiliza  un  grafo  para  representar  esta  red  informática,  con  los  vértices  representando  ordena- 
dores  y  las  aristas  representando  enlaces  de  comunicación,  la  pregunta  se  conviene  en  la  siguiente: 
¿bajo  qué  condiciones  existe  siempre  un  camino  entre  dos  vértices  cualesquiera  del  grafo? 
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DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  5 


TEOREMA  I 


lubina 

EJEMPLO  6 


Tabla  1.  El  número  de  matemátí- 

COSCOfi  un  número  de  Eráós  dado. 

Número 

Numero 

ele  Erdos 

de  personas 

0 

1 

1 

502 

2 

713 

3 

26.422 

4 

62.136 

5 

66.157 

6 

32.280 

7 

10.431 

8 

3*214 

9 

953 

10 

262 

U 

94 

12 

23 

13 

4 

14 

7 

15 

1 

Tabla  2.  Ei  numero  de  actores 

con  un  número  de  Bacon  dado 

Número 

Número 

de  Bacon 

de  personas 

0 

1 

1 

i  .479 

2 

I !  5.204 

3 

285.9® 

4 

65,021 

5 

4.535 

6 

534 

7 

81 

8 

28 

9 

1 

10 

1 

Se  ti  ice  que  un  grato  no  dirigido  es  conexo  si  hay  un  camino  entre  cada  par  de  vértices  dis¬ 
tintos  del  grillo. 


Por  tanto,  cada  dos  ordenadores  de  la  red  pueden  comunicarse  entre  sí  si.  y  sólo  si.  el  grafo  de  esta 
red  es  conexo. 

L)  grafo  Gt  de  la  Figura  2  es  conexo,  ya  que  para  cada  par  de  vértices  distintos  hay  un  camino  en¬ 
tre  ellos  (el  lector  debería  comprobarlo.!.  Sin  embargo,  el  grato  G.  de  la  Figura  2  no  es  conexo.  Por 
ejemplo,  no  hay  ningún  camino  en  (7 ,  entre  a  y  d.  ^ 

Necesitaremos  el  siguiente  teorema  en  el  Capítulo  9. 


I  lay  un  camino  simple  entre  cada  par  de  vértices  distintos  de  un  grafo  no  dirigido  conexo. 


Demostración:  Sean  n  y  v  dos  vértices  distintos  del  grafo  no  dirigido  conexo  G  -  (Y,  E ) .  Como  G 

es  conexo,  hay  al  menos  un  camino  entre  «  y  v.  Sea  .y  *, . \  .  con  _ifl  =  u  y  X*  =  v.  la  secuencia  de 

vértices  de  un  camino  de  longitud  mínima.  Este  camino  de  mínima  longitud  es  simple.  Para  verlo, 
supongamos  que  no  es  simple.  Entonces,  x.  =  .r  para  algunos  i  y  j  con  0  <  i  <  /,  Esto  significa  que 

hay  un  camino  de  u  a  v  de  menor  longitud  con  secuencia  de  vértices .r, . v.  t,.v, ....  x  que  se 

obtiene  eliminando  las  aristas  que  corresponden  a  los  vértices  i . v  f. 

Un  grafo  que  no  es  conexo,  es  la  unión  de  dos  o  más  subgrafos  conexos  que  dos  a  dos  no  tie¬ 
nen  ningún  vértice  en  común,  A  estos  subgrafos  conexos  disjuntos  se  les  llama  componentes  co¬ 
nexas  del  grafo. 

¿Cuáles  son  las  componentes  conexas  del  grafo  II  de  la  Figura  3? 

Solución:  El  grafo//  es  la  unión  de  tres  subgrafos  conexos  disjumos,  //,.//,  y  // .  que  se  muestran 
en  la  Figura  3.  Estos  tres  subgrafos  son  las  componentes  conexas  de  H.  -4 
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EJEMPLO? 

MnEnces 


EJEMPLO  8 


DEFINICIÓN  4 


DEFINICIÓN  5 


Componentes  conexas  del  grafo  de  llamadas  Dos  vértices  a  e  y  están  en  la  misma  componente 
conexa  de  un  grafo  de  llamadas  telefónicas  (véase  el  Ejemplo  7  de  la  Sección  8.1)  si  hay  una  se¬ 
cuencia  de  llamadas  telefónicas  que  comience  en  x  y  acabe  en  y.  En  cierta  ocasión  se  analizó  el 
grafo  de  llamadas  de  las  llamadas  telefónicas  realizadas  a  lo  largo  de  un  día  concreto  en  la  red  de 
AT&T  en  Estados  Unidos  con  el  siguiente  resultado:  el  grafo  tenía  53.767,087  vértices,  más  de 
170  millones  de  aristas  y  más  de  3J  millones  de  componentes  conexas.  La  mayor  pane  de  estas 
componentes  eran  pequeñas:  aproximadamente  tres  cuartas  partes  de  ellas  representaban  pares  de 
números  de  teléfono  que  sólo  se  habían  llamado  entre  su  Et  grafo  tenía  una  componente  conexa  gi¬ 
gantesca  con  44.989.297  vértices,  que  comprendía  más  del  80%  del  total.  Además,  cada  vértice  de 
esta  componente  podía  conectarse  con  cualquier  otro  vértice  por  medio  de  un  camino  de  no  más  de 
20  llamadas.  ^ 

A  veces,  eliminar  un  vértice  y  todas  las  aristas  incidentes  con  é!  produce  un  subgrafo  con  más 
componentes  conexas  que  las  que  tenía  d  grafo  original,  A  esos  vértices  se  tes  llama  vértices  de 
corte  (o  puntos  de  articulación).  Eliminar  un  vértice  de  corte  de  un  grafo  conexo  produce  un  sub- 
grafo  que  no  es  conexo.  Análogamente,  una  arista  cuya  eliminación  produce  un  grafo  con  más 
componentes  conexas  que  el  grafo  original  se  llama  arista  de  curte  o  puente, 

1  talla  los  vértices  de  corte  y  las  aristas  de  corte  del  grató  G  de  la  Figura  4. 

Solución:  Los  vértices  de  corte  de  G  son  ó,  r  y  e.  Eliminar  uno  de  estos  vértices  (y  sus  aristas  ad¬ 
yacentes)  desconecta  al  grafo.  Las  aristas  de  corte  son  \a,  h  \  y  (r,  e },  Eliminar  cualquiera  de  es¬ 
tas  aristas  desconecta  a  G.  *4 


CONEXIÓN  EN  (¡RAEOS  DIRIGIDOS 


Hay  dos  nociones  de  conexión  cu  grafos  dirigidos,  dependiendo  de  si  se  considera  o  no  la  direc¬ 
ción  de  las  aristas. 


Se  dice  que  un  grafo  dirigido  es  fitertemettie  conexo  si  hay  un  camino  de  a  a  b  y  un  camino  de 
h  a  a  para  cualesquiera  dos  vértices  a  y  h  del  grató. 


Para  que  un  grato  dirigido  sea  fuertemente  conexo  tiene  que  haber  una  secuencia  de  aristas  diri¬ 
gidas  desde  cualquier  vértice  del  grató  a  cualquier  litro  vértice.  Un  grafo  dirigido  puede  no  ser 
fuertemente  conexo,  pero  estar  formado  por  una  sola  pieza.  La  Definición  5  precisa  esta  idea. 


Se  dice  que  un  grafo  dirigido  es  débilmente  conexo  sí  hay  un  camino  entre  cada  dos  vértices 
del  grafo  no  dirigido  subyacente. 
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Figura  4.  L!  grato  (i 


Figura  5,  Los  gratos  dirigidlos  G  y  ¡i. 


Esto  es.  un  grai’u  dirigido  es  débilmente  conexo  si,  y  soto  si,  hay  siempre  un  camino  entre  dos  vér¬ 
tices  cuando  se  ignoran  tas  direcciones  de  las  aristas.  Claramente,  cualquier  grato  dirigido  iner¬ 
temente  conexo  es  también  débilmente  conexo. 

EJEMPLO  9  ¿Son  fuertemente  conexos  los  gratos  dirigidos  G  y  //  de  la  Figura  5?  ¿Son  débilmente  conexos'? 

Solución:  G  es  fuertemente  conexo  porque  hay  un  camino  entre  cada  dos  vértices  de  este  grato  di¬ 
rigido  (el  lector  debería  comprobarlo).  Por  tanto,  G  es  también  débilmente  conexo.  El  grato  //  no 
es  fuertemente  conexo.  No  hay  ningún  camino  dirigido  de  a  a  h  en  este  grato.  Sin  embargo.  //  es 
débilmente  conexo,  ya  que  hay  un  camino  entre  cada  dos  vértices  en  el  grato  no  dirigido  subya¬ 
cente  a  //  (el  lector  debería  comprobarlo).  A 

A  aquellos  subgrafos  de  un  grafo  dirigido  G  que  son  fuertemente  conexos,  pero  que  no  están 
contenidos  en  ningún  subgrafo  fuertemente  conexo  mayor,  se  les  llama  componentes  fuertemente 
conexas  o  componentes  fuertes  de  G, 

EJEMPLO  Ift  El  grafo  //  de  la  Figura  5  tiene  tres  componentes  fuertemente  conexas.  La  primera  consta  del  vér¬ 
tice  a.  La  segunda  consta  de!  vértice  e.  La  tercera  es  el  grafo  formado  por  los  vértices  b.  c  y  d  y  por 
las  aristas  (b,  c)f  (c,  d)  y  (d,  h).  A 

EJEMPLO  11  Las  componentes  fuertemente  conexas  del  grafo  de  la  Red  El  grafo  de  la  Red  que  intro¬ 
dujimos  en  el  Ejemplo  K  de  la  Sección  8.1  representa  las  páginas  web  por  medio  de  vértices  y  los 
enlaces  por  medio  de  aristas  dirigidas.  Una  instantánea  de  la  Red  produjo  cu  1999  un  grato  con 
más  de  200  millones  de  vértices  y  más  de  1 .500  millones  de  aristas  (véase  |  Brüü]  para  mas  de¬ 
talles).  El  grafo  no  dirigido  subyacente  a  este  grafo  no  es  conexo  y  tiene  una  componente  conexa 
que  incluye  aproximadamente  al  90%  de  los  vértices  dd  grafo.  El  subgrafo  cid  grafo  dirigido 
original  que  corresponde  a  esta  componente  conexa  dd  grato  no  dirigido  subyacente  (esto  es.  el 
subgrafo  con  los  mismos  vértices  y  con  todas  las  aristas  dirigidas  que  conectan  entre  sí  a  los  vér¬ 
tices)  tiene  una  sola  componente  fuertemente  conexa  muy  grande  y  muchas  otras  pequeñas.  A  la 
primera  se  le  llama  componente  fuertemente  conexa  gigantesca  (también  conocida  como 
GSCC,  siglas  de  m  nombre  en  inglés,  giuni  strtmgly  connected  component)  dd  grafo  dirigido. 
Puede  llegarse  a  una  página  web  de  esta  componente  siguiendo  enlaces  que  comiencen  en 
cualquier  otra  página  de  la  misma  componente.  La  GSCC  del  grató  de  la  Red  que  se  encontró  en 
este  estudio  tenía  más  de  53  millones  de  vértices.  Los  restantes  vértices  de  la  componente  conexa 
grande  dd  grafo  no  dirigido  corresponden  a  tres  tipos  distintos  de  páginas  web:  páginas  a  las  que 
se  llega  desde  una  página  de  la  GSCC,  pero  desde  las  que  no  se  puede  regresar  a  dicha  página, 
ni  siquiera  mediante  otros  enlaces  intermedios:  páginas  desde  las  que  se  puede  llegar  a  una  pá¬ 
gina  de  la  GSCC  siguiendo  una  serie  de  enlaces,  pero  a  las  que  no  se  puede  llegar  siguiendo  en¬ 
laces  a  partir  de  ninguna  página  de  la  GSCC:  y  páginas  tales  que  ni  se  puede  llegar  a  ellas  par¬ 
tiendo  de  páginas  de  la  GSCC  ni  tampoco  se  puede  llegar  a  ninguna  página  de  la  GSCC 
partiendo  de  ellas.  En  el  estudio  se  estimó  que  cada  uno  de  estos  tres  conjuntos  tenía  aproxi¬ 
madamente  44  millones  de  vértices  (es  bastante  sorprendente  que  estos  tres  conjuntos  sean  de  ta¬ 
maños  tan  parecidos),  A 
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EJEMPLO  12 


EJEMPLO  13 


CAMINOS  E  ISOMORFISMO 


Hay  muchas  maneras  en  las  que  los  caminos  y  circuitos  pueden  ayudamos  a  determinar  si  dos  gra¬ 
fios  son  o  no  isomorfos.  Por  ejemplo,  la  existencia  de  un  circuito  simple  de  una  longitud  concreta 
es  un  invariante  útil  que  se  puede  emplear  a  la  hora  de  mostrar  que  dos  grafios  no  son  isomorfos. 
Además,  podemos  hacer  uso  de  los  caminos  a  la  hora  de  construir  posibles  ¡somorfismos* 

Como  ya  hemos  dicho,  un  invariante  bajo  isomorfismo  titi!  para  grafios  simples  es  la  existen¬ 
cia  de  un  circuito  simple  de  longitud  i,  siendo  k  un  entero  positivo  mayor  que  2  (la  demostración  de 
que  esto  es  un  invariante  se  deja  como  Problema  44  al  final  de  esta  sección),  El  Ejemplo  12  ilustra 
cómo  se  puede  utilizar  este  invariante  para  demostrar  que  dos  grafios  no  son  isomorfos. 

Determina  si  los  grafios  G  y  //  de  la  Figura  ó  son  o  no  isomorfos. 

Solución:  Tanto  G  como  H  tienen  sets  vértices  y  ocho  aristas.  Ambos  tienen  cuatro  vértices  de 
grado  tres  y  dos  vértices  de  grado  dos.  Por  tanto,  los  tres  i n vanantes  (número  de  vértices,  número 
de  aristas  y  grados  de  los  vértices)  coinciden  en  los  dos  grafios.  Sin  embargo,  //  contiene  un  cir¬ 
cuito  simple  de  longitud  tres,  a  saber*  vr  \'r  v(3  mientras  que  G  no  contiene  ningún  circuito  sim¬ 

ple  de  longitud  tres,  lo  que  puede  comprobarse  por  inspección  (todos  los  circuitos  simples  de  <7  tie¬ 
nen.  longitud  al  menos  cuatro).  Como  la  existencia  de  un  circuito  simple  de  longitud  tres  es  un 
invariante  bajo  isomorfismo,  G  y  //  no  son  isomorfos.  4 

Hemos  visto  cómo  puede  utilizarse  la  existencia  de  un  tipo  de  camino,  más  concretamente  de 
un  circuito  simple  Je  una  longitud  concreta,  para  demostrar  que  dos  grafios  no  son  isomorfos.  Tam¬ 
bién  podemos  utilizar  caminos  para  encontrar  aplicaciones  que  sean  posibles  ¡somorfismos. 

Determina  si  los  gratos  G  y  //  de  la  Figura  7  son  o  no  isomorfos. 

Solución:  Tanto  G  como  //  tienen  cinco  vértices  y  seis  aristas,  ambos  tienen  dos  vértices  de  gra¬ 
do  tres  y  tres  vértices  de  grado  dos.  y  ambos  contienen  un  circuito  simple  de  longitud  tres,  un  cir¬ 
cuito  simple  de  longitud  cuatro  y  un  circuito  simple  de  longitud  cinco*  Como  todos  estos  inva¬ 
riantes  coinciden,  G  y  H  pueden  ser  isomorfos.  Para  hallar  un  posible  isomorfismo,  podemos  seguir 
caminos  que  pasen  por  todos  los  vértices  de  manera  que  los  vértices  correspondientes  tengan  el 
mismo  grado  en  los  dos  grafios.  Por  ejemplo,  los  caminos  ¿q.  ur  it  en  G  y  vv  v„  v r  vy  v4  en 
//  pasan  por  todos  los  vértices  del  grafio,  comienzan  en  un  vértice  de  grado  tres,  pasan  por  vértices 
de  grados  dos,  tres  y  dos,  respectivamente,  y  acaban  en  un  vértice  de  grado  dos.  Siguiendo  estos 
caminos,  uno  en  cada  grafio,  definimos  la  aplicación/de  la  forma/Uq)  =  v?1/{w4)  -  vr/{w5)  -  rt, 
f(it2)  -  v.  y  f(u  )  =  v4.  El  lector  puede  demostrar  que /es  un  isomorfismo  entre  G  y  H  bien  de¬ 
mostrando  que  /mantiene  las  adyacencias  o  bien  demostrando  que,  para  ordenaciones  adecuadas 
de  los  vértices,  las  matrices  de  adyacencia  de  G  y  de  H  son  iguales.  ^ 


EL  NÚMERO  DE  CAMINOS  ENTRE  DOS  VÉRTICES 


El  número  de  caminos  que  hay  entre  dos  vértices  de  un  grafio  se  puede  determinar  usando  su  ma¬ 
triz  de  adyacencia. 


'i 


G 


Figura  6.  Los  grafios  G  y  H 


Figura  7,  Los  grafios  G  y  // 


■M 


-M i 
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TEOREMA  2 


EJEMPLO  14 


u  h 


d  c 


Figura  8.  El 

grato  G* 


Enlaces 


m, . 


Sea  G  un  grato  y  sea  A  su  matriz  de  adyacencia  can  respecto  a  la  ordenación  v  ,  v  v  (se 
admiten  aristas  dirigidas  o  no  dirigidas,  aristas  múltiples  o  bucles).  El  número  de  canúnosdis- 
ti ritos  de  longitud  r  de  v.  a  y,  siendo  r  un  entero  positivo,  es  igual  ai  elemento  en  la  posición 
(ij)  de  la  matriz  Ar, 


Demostración:  Demostraremos  el  teorema  por  inducción.  Sea  G  un  grafo  con  matriz  de  adya¬ 
cencia  A  (se  supone  que  el  orden  de  los  vértices  de  G  es  y,  v2,  y),  El  número  de  caminos  de 

longitud  1  de  v.  a  vz  es  el  elemento  en  la  posición  (ij)  de  la  matriz  A.  ya  que  dicho  elemento  es  el 
número  de  aristas  que  van  de  y  a  vy 

Supongamos  que  el  elemento  en  la  posición  ij,  j)  de  la  matriz  A'  es  el  número  de  caminos  de 
longitud  r  de  v  a  y  Esta  es  la  hipótesis  de  inducción.  Como  Ar+I  -  ArA.  el  elemento  en  la  posición 
(i;J)  de  A"+1  es  igual  a 


h,iau  +  Va +  -  +  KQ*r 

donde  btk  es  el  elemento  en  la  posición  (/T  k)  de  A  .  Por  la  hipótesis  de  inducción,  i  es  el  número 
de  caminos  de  longitud  r  de  y  a  y. 

Un  camino  de  longitud  /■  +  1  de  y  a  y  está  formado  por  un  camino  de  longitud  r  de  y  a  algún 
vértice  intermedio  y.  y  por  una  arista  de  y  a  y  Por  la  regla  del  producto,  el  número  de  caminos  de 
ese  tipo  es  el  producto  del  número  de  caminos  de  longitud  r  de  y  a  y,  que  es  hv  por  el  número  de 
aristas  de  \\  a  y.  que  es  a  AI  sumar  lodos  esos  productos  para  todos  los  posibles  ven  ices  inter¬ 
medios  y,  se  obtiene  el  resultado  que  buscamos  en  virtud  de  la  regla  de  la  suma. 

¿Cuantos  caminos  de  longitud  4  hay  entre  a  y  d  en  el  grafo  simple  de  la  Figura  8? 


Solución:  La  matriz  de  adyacencia  de  G  (ordenando  los  vértices  de  la  forma  </,  h,  t\  d)  es 

0  i  I  0' 

10  0  1 
A  = 

I  0  0  1 
0  110 

Por  lamo,  el  número  de  caminos  de  longitud  4  entre  a  y  d  es  el  demento  (1.4)  de  AL  Como 


A4 


’8  0  0  8' 

0  8  8  0 

0  8  8  0 

8  0  0  8 , 


hay  exactamente  ocho  caminos  de  longitud  4  entre  a  y  d.  Por  inspección  dd  grafo,  vemos  que  a, 
b,  a,  h,  d;  a ,  />.  a,  c.  d;  a}  bT  d,  b.  d;  a ,  h,  dt  c,  ti  cl  c,  a,  h>  d;  a,  t\  a.  ct  d:  a,  c\  d,  ht  d  y  atc,d.c,  d 
son  los  ocho  caminos  entre  a  y  d .  m 


Puede  utilizarse  el  Teorema  2  para  hallar  la  longitud  dd  camino  más  corto  entre  dos  vértices 
de  un  grafo  (véase  el  Problema  40)  y  también  para  determinar  si  un  grafo  es  o  no  conexo  (véanse 
los  Problemas  45  y  46). 
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Problemas 


L  ¿Forma  mi  camino  cada  una  de  estas  listas  de  vértices 
en  el  grafo  siguiente?  ¿.Qué  caminos  son  simples? 
¿Cuáles  son  circuitos?  ¿Qué  longitud  tienen  los  que 
son  caminos? 

a)  a,  e,  bt  c,  b  b)  a.  e.  a,  d.  h.  c.  a 

c)  e.  h.  a ,  dt  bf  e  (I)  r,  b,  d.  ü ,  e,  c 

a  h  c 


está  en  la  misma  componente  conexa  que  d  vértice 
que  representa  a  Paul  Ffd<fe  si  y  solo  si,  el  matemático 
tiene  un  número  de  Erdos  finito, 

10,  ¿Cuándo  está  el  vértice  que  representa  a  un  actor  en 
d  grato  de  Hollywood  (véase  d  Ejemplo  4  de  la  Sec 
don  8. 1 )  en  la  misma  componente  conexa  que  d  vér¬ 
tice  que  representa  a  Kevin  Bacon? 

1 1,  ¿Qué  representan  las  componentes  conexas  de  un  gra¬ 
fo  de  llamadas  telefónicas? 

12,  llalla  las  componentes  fuertemente  conexas  de  cada 
uno  de  estos  gmfos. 


2.  ¿Forma  un  camino  cada  una  de  estas  listas  de  vértices 
en  d  grafo  siguiente?  ¿Qué  caminos  son  simples? 
¿Cuáles  son  circuitos?  ¿Qué  longitud  tienen  los  que 
son  caminos? 

a)  £¡t  bt  et  cP  b  bl  a,  d.  a.  d,  a 

c)  af  d p  bt  e ,  a  d )  a,  b ,  e,  t\  b ,  d.  a 


En  los  Problemas  3-5,  determina  si  el  grafo  dado  es  o  no  conexo. 


4, 


ó. 


Cuántas  componentes  conexas  tiene  cada  uno  de  los 
rafos  de  los  Problemas  3-5?  Para  cada  grafo,  halla 


cada  una  de  sus  componentes  conexas. 


7.  ¿Qué  representan  las  componentes  conexas  de  un  gra¬ 
jo  de  conocidos? 


8p  ¡.Qué  representan  tas  componentes  conexas  de  un  gra^ 
f 0  de  c  o  I  aborac  i  ón? 

9,  Explica  pór  qué  en  el  grafo  de  colaboración  entre  ma¬ 
temáticos  un  vértice  que  representa  a  un  matemático 


13.  Halla  las  componentes  fuertemente  conexas  de  cada 
uno  de  estos  grafos. 
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14,  Demuestra  que  todos  tos  vértices  visitados  por  un  ca¬ 
mino  dirigido  que  conecta  dos  vértices  de  la  misma 
componente  fuertemente  conexa  de  un  grafo  dirigido 
están  también  en  esa  misma  componente  fuertemente 
conexa, 

15,  Halla  el  número  de  caminos  de  longitud  n  entre  dos 
vértices  diferentes  de  K4  si  n  es 

a)  2,  b)  3.  c)  4,  d)  5, 

16,  Halla  el  número  de  caminos  de  longitud  n  entre  dos 
vértices  adyacentes  cualesquiera  de  A'  , _  para  los  valo¬ 
res  de  n  que  se  dan  en  el  Problema  1 5, 

17,  Halla  el  número  de  caminos  de  longitud  n  entre  dos 
vértices  no  adyacentes  cualesquiera  de  K 1  para  los 
valores  de  n  que  se  dan  en  el  Problema  1 5. 

18,  I  latía  el  número  de  caminos  entre  c  y  d  en  el  grafo  de 
la  Figura  I  que  tengan  longitud 

a)  2.  b)  3.  c)  4,  ú)  5-  e)  6,  0  7. 

19,  Halla  el  número  de  caminos  de  a  a  c  en  el  grafo  diri¬ 

gido  del  Problema  2  que  tengan  longitud 

a}  2.  h>  3,  c)  4,  ti)  5,  e)  6.  f)  7, 

*2ÍL  Demuestra  que  un  grafo  conexo  con  n  vértices  tiene  al 

menos  n  -  1  aristas, 

21,  Sea  G  -  i  t E)  un  grafo  simple.  Sea  R  una  relación  en 
Y  que  comiste  en  los  pares  de  vértices  (m  v)  tales  que 
bien  u  =  v  u  bien  hay  un  camino  de  u  a  v.  Demuestra 
que  R  es  una  relación  de  equ  i  valencia. 

*22,  Demuestra  que  en  cualquier  grafo  simple  hay  un  ca¬ 
mino  de  cualquier  vértice  de  grado  impar  a  algún  otro 
vértice  de  grado  impar. 

En  los  Problemas  23-25,  halla  todos  los  vértices  de  corte  de  tos 
gratos  dados. 


26,  llalla  todas  las  aristas  de  corte  en  los  graíbs  de  los 
Problemas  23-25. 

o 

*27,  Sea  v  un  extremo  de  una  arista  de  corte.  Demuestra  que  v 
es  un  vértice  de  corte  si,  y  sólo  si  v  no  es  una  hoja. 


*28,  Demuestra  que  un  vértice  c  de  un  grafo  simple  eo- 
nexo  G  es  un  vértice  de  corte  si,  y  sólo  si,  hay  vértices 
M  y  v*  mbo&  distintos  de  r.  tales  que  todo  camino  en¬ 
tre  it  y  v  pasa  por  t\ 

29,  Demuestra  que  un  grafo  simple  con  al  menos  dos  vér¬ 
tices  tiene  al  menos  dos  vértices  que  no  son  de  corte. 

*30,  Demuestra  que  una  arista  de  un  grafo  simple  es  arista 
de  corte  si.  y  sólo  si,  no  forma  parte  de  ningún  circui¬ 
to  simple  del  grafo, 

31.  En  una  red  de  comunicaciones,  aquellos  enlaces 
cuya  inutilización  pueda  hacer  imposible  el  envío  de 
mensajes  deben  estar  provistos  de  un  enlace  de  re 
serva.  Para  cada  tina  de  las  redes  de  comunicaciones 
que  se  muestran  en  (a)  y  en  ib),  determina  cuales 
son  los  enlaces  que  deberían  contar  con  un  enlace 
de  reserva. 

a) 


h) 


Bimgor 


Los  City 
Ángeles 

Una  base  de  vértices  de  un  grafo  dirigido  es  un  conjunto  de 
vértices  tal  que  para  cualquier  vértice  del  grafo  que  no  esté  en 
ese  conjunto  hay  un  camino  que  llega  a  él  partiendo  de  algún 
vértice  del  conjunto  y  rio  hay  ningún  camino  de  un  vértice  del 
conjunto  a  otro  vértice  de!  conjunto. 

32.  Halla  una  base  de  vértices  para  cada  uno  de  los  grafos 
dirigidos  de  los  problemas  7-9  de  la  Sección  8,2, 

33.  ¿Qué  significado  tiene  una  base  de  vértices  en  un  gra¬ 
fo  de  influencias  (descrito  en  el  Ejemplo  3  de  la  Sec¬ 
ción  K,  I )?  Halla  una  base  de  vértices  para  el  grafo  de 
i  n  fl  üfinc  i  as  de  e  se  e  ¡em  p  lo. 

e  34,  Demuestra  que  si  un  grafo  conexo  simple  G  es  la 
unión  de  los  gratos  C(  y  Gr  entonces  G  y  G  tienen  al 
menos  un  vértice  en  común. 

*35,  Demuestra  que  si  un  grafo  simple  G  tiene  k  compo¬ 
nentes  conexas  y  estas  componentes  tienen,  respecti¬ 
va  me  ule.  n.  vértices,  entonces  el  número  de 

aristas  de  G  es  menor  o  igual  que 
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j?C(n,,2). 

*36.  Utiliza  el  Problema  35  para  demostrar  que  un  grato 
simple  con  n  veri  ices  y  k  componentes  conexas  tiene  a 
lo  sumo  (n-k){n  k+  l )/2  aristas  [Indicación:  De¬ 
muestra  primero  que 

i 

s  ir  -  (A  -  l)(2n-  A), 

donde  /i  es  d  número  de  vértices  de  la  Uc sima  compu 
nenie  conexa]. 

*37.  Demuestra  que  si  un  grato  simple  con  n  vértices  tiene 
más  de  (n  -  l)(/t  -  2)/2  aristas  entonces  es  conexo. 

3S.  Describe  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  con  n 
componentes  conexas  si  los  vértices  del  grafo  se  or 
denan  de  manera  que  los  vértices  de  cada  una  de  las 
componentes  conexas  aparecen  consecutivamente. 

39.  ¿Cuántos  grafos  simples  conexos  con  n  vértices  hay, 
salvo  i somorfi sm os,  para  n  igual  a 

a)  2?  I>)  3?  c)  4?  ti)  57 

40.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  d  Teorema  2  para  ha¬ 
llar  la  longitud  del  camino  más  cono  de  un  vértice  v  a 
un  vértice  w  de  un  grato. 


41.  Utiliza  el  Teorema  2  para  calcular  la  longitud  del 
camino  más  corlo  de  a  a  f  en  el  multigrafo  de  la 
Figura  L 

42.  Utiliza  ei  Teorema  2  para  calcular  ki  longitud  del  ca¬ 
mino  más  corlo  de  a  a  c  en  el  grató  dirigido  del  Pro¬ 
blema  2, 

43.  Sean  y  dos  caminos  simples  entre  los  vértices  u  y 
v  de  un  grafo  simple  G  que  no  contienen  el  mismo 
conjunto  de  aristas.  Demuestra  que  hay  un  circuito 
simple  en  G, 

44.  Demuestra  que  la  existencia  de  un  circuito  simple  de 
longitud  k\  siendo  k  un  entero  positivo  mayor  que  2,  es 
u  i  v  a  ri  ar  i  te  pe  iris  orno  rfi  &  mo . 

45.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  Teorema  2  para 
determinar  si  un  grafo  es  o  no  conexo. 

46.  Utiliza  el  Problema  45  para  demostrar  que  d  grafo  G 
de  la  Figura  2  es  conexo,  mientras  que  d  grafo  H  de 
esa  misma  Figura  no  lo  es. 

47.  Demuestra  que  un  grafo  simple  es  bipartito  si.  y  sólo  si, 
no  contiene  circuitos  con  un  numero  impar  de  aristas. 


8.5  Caminos  eider  i  a  nos  y  hamiltonianos 


INTRODUCCIÓN 


¿Podemos  movemos  por  las  aristas  de  un  grafo  comenzando  en  un  vértice  y  volviendo  a  el  después  de 
haber  pasado  porcada  arista  dd  grafo  exactamente  una  vez?  Análogamente,  ¿podemos  desplazamos  por 
las  aristas  de  un  grafo  comenzando  en  un  vértice  y  volviendo  a  él  después  de  haber  visitado  cada  vértice 
del  grafo  exactamente  una  vez?  Aunque  estas  preguntas  parecen  similares,  la  primera  de  ellas,  que  pre¬ 
gunta  si  el  grato  contiene  lo  que  se  llama  un  circuito  eider  ¡ano,  puede  resolverse  fácilmente  para 
cualquier  grafo,  mientras  que  la  segunda  cuestión,  la  de  sí  el  grafo  contiene  o  no  lo  que  se  llama  un  cir¬ 
cuito  hamiltonkmo,  es  bastante  difícil  de  resolver.  En  esta  sección  analizaremos  ambas  preguntas  y  es¬ 
tudiaremos  las  dificultades  que  se  presentan  a  la  hora  de  resolverlas.  Aunque  ambas  preguntas  tienen 
muchas  aplicaciones  prácticas  en  diferentes  áreas,  ambas  surgieron  a  partir  de  antiguos  pasatiempos.  I  la- 
hlaremos  íc  estos  pasatiempos,  así  como  de  sus  aplicaciones  prácticas  en  la  actualidad. 

CAMINOS  Y  CIRCUITOS  EliLERIANOS 


La  ciudad  prusiana  de  Konigsberg  (que  hoy  día  se  llama  Kalin ingrado  v  forma  parte  de  Rusia) 
“ww  estaba  dividida  en  cuatro  partes  por  los  dos  brazos  en  los  que  se  bifurca  el  rio  Pregel.  Estas  cuatro 
partes  eran  las  dos  regiones  a  orillas  del  rio  Pregel,  la  isla  de  Rneiphof  y  la  región  que  quedaba  en¬ 
tre  ambos  brazos  dd  Pregel.  Siete  puentes  conectaban  entre  sí  estas  regiones  en  el  siglo  xviil.  La 
Figura  I  dusira  las  regiones  y  los  puentes. 

Los  habitantes  de  Kónigsberg  solían  dar  largos  paseos  por  la  ciudad  los  domingos.  Hubo 
quien  se  preguntó  si  seria  posible  comenzar  el  paseo  en  algún  sitio  de  la  ciudad,  atravesar  lodos  los 
pueriles  sin  cruzar  ninguno  dos  veces  y  regresar  al  punto  de  partida. 


Grafos  5-11 


El  matemático  suizo  Lconhard  Euler  resolvió  este  problema.  Su  solución,  publicada  en 
1736,  es  posiblemente  la  primera  ocasión  en  que  se  utilizó  la  teoría  de  grafos.  Euler  estudió 
el  problema  usando  el  mu  lógralo  que  se  obtiene  si  se  representan  las  cuatro  regiones  me¬ 
diante  vértices  y  los  siete  puentes  mediante  aristas.  Este  multigrafo  se  muestra  en  la  Fi¬ 
gura  2. 

El  problema  de  recorrer  todos  los  puentes  sin  cruzar  ninguno  de  ellos  más  de  una  vez  puede 
replantearse  en  términos  de  este  modelo.  La  pregunta  se  convierte  entonces  en  la  de  si  hay  o  no  al¬ 
gún  circuito  simple  en  el  multigrafo  que  contenga  a  todas  las  aristas  del  grafo. 


DEFINICIÓN  1 


Un  circuito  euleríano  de  un  grafo  C  es  un  circuito  simple  que  contiene  a  todas  las  aristas  de  G. 
Un  camino  euleríano  es  un  camino  simple  que  contiene  a  todas  las  aristas  de  O. 


Los  Ejemplos  1  y  2  ilustran  los  conceptos  de  camino  y  de  circuito  eu  i  en  anos. 

EJEMPLO  1  ¿Cuáles  de  las  grafos  no  dirigidos  de  la  Figura  3  contienen  un  circuito  euleríano?  Entre  aquellos 
que  no  lo  contienen,  ¿cuáles  contienen  un  camino  euler  i  ano? 

Solución:  F1  grafo  G¡  contiene  un  circuito  euleríano,  por  ejemplo,  a,  e,  c,  el  e,  b,  a.  Ni  G,  ni  G, 
contienen  un  circuito  euleríano  (el  lector  debería  comprobarlo).  No  obstante,  G,  contiene  un  ca¬ 
mino  euleríano,  a  saber,  a ,  t\  df  c,  h ,  a,  h>  El  grafo  G,  no  contiene  ningún  camino  euleríano 
(como  el  lector  puede  comprobar).  4 


EJEMPLO  2 


Kjt'fljptos 

adictonaltís 


¿Cuáles  de  los  grafos  dirigidos  de  la  Figura  4  contienen  un  circuito  euleríano?  Entre  aquellos  que 
no  lo  contienen,  ¿cuáles  contienen  un  camino  euleríano? 

Solución:  El  grafo  //,  contiene  un  circuito  euleríano,  por  ejemplo,  a ,  g*  c.  b,  g.  e,  d.  f\  a ,  Ni  //,  ni 
//3  contienen  un  circuito  euleríano  (el  lector  debería  comprobarlo)' El  grato  // ;J)  contiene  un  cami¬ 
no  euleríano,  a  saber,  t\  ct,  h.  cr  d,  h,  pero  //  no  (como  el  lector  puede  comprobar).  4 


Figura  3,  Los  grafos  dirigidos  G..  G ,  y  Gy 
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Figura  4.  Los  grafo®  dirigidos  Hr  //,  y  //,. 


CONDICIONES  NECESARIAS  V  SUFICIENTES  PARA  LA  EXISTENCIA  DE  CIRCUI¬ 
TOS  Y  CAMINOS  El  FERIANOS  Hay  criterios  sencillos  para  determinar  si  un  multigrafo 
contiene  irn  circuito  o  un  camino  euleriano.  Euler  los  descubrió  al  resolver  el  famoso  problema  de 
los  puentes  de  Kbnigsberg.  Supondremos  que  todos  los  grafos  que  aparecen  en  esta  sección  tienen 
un  número  finito  de  vértices  y  de  aristas. 

¿Qué  podemos  decir  de  un  multigrafo  conexo  si  contiene  un  circuito  euleriano?  Lo  que  po¬ 
demos  demostrar  es  que  todos  los  vértices  tienen  grado  par.  Para  ver  esto*  observamos  primero  que 
un  circuito  euleriano  se  inicia  en  un  vértice  a  y  continúa  con  una  arista  incidente  con  a ,  digamos 
(¿i.  b\.  La  arista  {f¿  b)  contribuye  con  uno  al  grado  de  íl  Cada  vez  que  el  circuito  pasa  por  un  vér¬ 
tice  contribuye  con  dos  unidades  al  grado  de  ese  vértice,  ya  que  d  circuito  entra  en  el  vértice  por 
una  arista  incidente  con  ese  vértice  y  sale  de  él  por  medio  de  otra  arista  incidente.  Finalmente,  d 
circuito  termina  donde  comenzó,  de  nuevo  contribuyendo  con  una  unidad  al  grado  tie  a.  Por 
tanto,  &(a)  tiene  que  ser  par,  puesto  que  el  circuito  contribuye  con  uno  cuando  comienza,  con  uno 
cuando  acaba  y  con  dos  cada  vez  que  pasa  por  a  {si  es  que  lo  hace).  Un  vértice  distinto  de  a  tiene 
grado  par  porque  el  circuito  contribuye  con  dos  a  su  grado  cada  vez  que  pasa  por  el  vértice.  La 
conclusión  es  que  si  un  grafo  conexo  contiene  un  circuito  euleriano,  entonces  todos  su  ventees  lle¬ 
nen  grado  par. 

¿Hsla  condición  necesaria  para  la  existencia  de  un  circuito  euleriano  es  también  suficiente?  Esto 
es,  ¿tiene  que  existir  un  circuito  euleriano  en  un  multigrafo  conexo  con  todos  los  vértices  de  grado 
par?  Vamos  a  responder  afimialivainenle  a  esta  pregunta  por  medio  de  un  argumento  constructivo. 

Supongamos  que  G  es  un  multigrafo  conexo  y  que  el  grado  de  cada  uno  de  los  vértices  de  G  es 
par.  Vamos  a  formar  un  circuito  simple  que  comienza  en  un  vértice  arbitrario  a  de  G.  Sea  =  a.  Pri¬ 
mero  elegimos  arbitrariamente  una  arista  (.v(1,  .v,  |  incidente  con  a .  Continuamos  construyendo  un  ca¬ 
mino  simple  ),  j.v.,  j,  { v  r  aJ  tan  largo  como  sea  posible.  Por  ejemplo,  en  el  grafo  de  la 
Figura  5  comenzamos  en  a  y  elegimos  sucesivamente  las  aristas  {a,  /},  {/,  c¡,  |t\  h\  y  \hl 

El  camino  se  acaba  puesto  que  el  grato  tiene  un  número  finito  de  aristas.  Comienza  en  </  con 
una  arista  de  la  forma  |r/.  a  }  y  termina  en  a  con  una  arista  de  la  forma  {y,  a] *  Esto  es  así  porque 
cada  vez  que  el  camino  atraviesa  un  vértice  con  grado  par  usa  una  sola  arista  cuando  entra,  de  ma¬ 
nera  que  queda  al  menos  otra  arista  para  que  el  camino  abandone  ese  vértice.  Puede  que  este  ca¬ 
mino  haga  uso  de  todas  las  aristas  o  puede  que  no. 
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I  iEONHARÍ)  El  LLR  ( 1 707- 178  0  León  haré  Euler  era  el  hijo  Je  un  pastor  calvinista  de  un  pueblo  cercano  a  Basilea, 
en  Suiza.  A  ios  trece  anos  de  edad  pgresó  en  la  Universidad  de  Basilea  para  estudiar  teología,  siguiendo  los  deseos  de  su 
padre.  En  la  universidad.  Euler  fue  discípulo  de  Joharm  BemoullL  uno  de  tos  miembros  de  la  lamosa  familia  Bcmoulli  de 
matemáticos.  Su  interés  y  eapacidaí  le  llevaron  a  abandonar  sus  estudios  teológicos  y  a  dedicarse  a  las  matemáticas,  Euler 
defendió  su  tesis  de  grado  a  3a  edad  de  dieciséis  anos.  En  1727.  Pedro  el  Grande  le  invitó  a  incorporarse  a  la  Academia  de 
San  Petershurgn,  En  1741  se  trasladó  a  la  Academia  de  Berlín,  donde  permaneció  hasta  1766.  Regresó  entonces  a  San 
Ueters  burgo,  donde  permaneció  el  resto  de  su  vida. 

Eider  era  increíblemente  proldko  y  contribuyó  a  much;i&  áreas  de  las  matemáticas,  incluyendo  la  teoría  de  números, 
la  combinatoria  y  el  análisis  También  contribuyó  a  sus  aplicaciones  en  áreas  lates  como  la  música  y  la  arquitectura  naval. 
Escribió  más  de  I  *100  libros  y  arriados  y  dejó  tantos  sin  publicar  que  hicieron  falta  cuarenta  y  siete  años  después  de  su 
muerte  para  poder  publicar  lodos  sus  trabajos.  Los  artículos  que  escribía  se  acumulaban  tan  rápidamente  que  siempre  man¬ 
tenía  una  pila  de  ellos  en  espera  de  publicación.  La  Academia  de  Berlín  publicaba  los  artículos  de  la  pila  comenzando  por 
los  de  arriba,  modo  que  a  menudo  se  publicaban  resultados  recientes  antes  que  otros  resultados  de  los  que  aquellos  de¬ 
pendían  o  a  los  que  aquéllos  mejoraban.  Eider  tuvo  1 1  hijos  \  <9ra  capa/  de  continuar  trabajando  mientras  uno  o  dos  de  sus 
hijos  jugaban  sentados  en  sus  rodillas.  Estuvo  ciego  los  últimos  diecisiete  años  de  su  vida,  pero,  gracias  a  su  fantástica  me¬ 


moria,  ello  no  menguó  su  producción  maiemátiea.  El  proyecto  de  publicar  sus  obras  completas,  gestionado  por  la  Sociedad 
Su  i/a  de  Ciencias  Naturales,  aún  no  ha  concluido  y  ocuparé  más  de  75  volúmenes. 
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TEOREMA  1 


u  —  b 


G  H 

Figura  5.  Construcción  de  un  circuito  euleriano  en  G, 


Si  se  han  usado  todas  las  aristas,  entonces  hemos  construido  un  circuito  euleriano.  De  no  ser 
así,  consideramos  el  subgrafo  H  que  se  obtiene  de  G  ai  eliminar  las  aristas  ya  utilizadas  y  los  vér¬ 
tices  que  rio  son  incidentes  con  ninguna  de  las  aristas  que  quedan.  Cuando  eliminamos  el  circuito 
a,/,  r,  b ,  a  del  grafo  tic  la  Figura  5  obtenemos  el  subgrafo  designado  por  H . 

Como  G  es  conexo,  H  tiene  al  menos  un  vértice  en  común  con  d  circuito  t|ue  se  ha  elimina¬ 
do.  Sea  w  ese  vértice  (en  nuestro  ejemplo,  el  vértice  es  c). 

Tocios  los  vértices  de  H  tienen  grado  par  (porque  todos  los  vértices  ríe  G  tenían  grado  par  y  en 
cada  uno  de  ellos  se  han  eliminado  aristas  por  parejas  para  formar  H ).  Nótese  que  //  puede  no  ser  co¬ 
nexo.  Construimos,  comenzando  en  wt  un  camino  simple  en  //  eligiendo  tantas  aristas  como  sea  po¬ 
sible,  tal  y  como  hicimos  antes  en  G.  Este  camino  tiene  que  acabar  en  u .  Por  ejemplo,  cy  d.  c,  ¿-  es  un 
camino  en  Hf  como  se  ve  en  la  Figura  5.  A  continuación,  formamos  un  circuito  en  G  concatenando 
el  circuito  en  H  con  d  circuito  original  en  G  (esto  puede  hacerse  porque  w  es  uno  de  los  vértices  de 
este  circuito).  Al  hacer  esto  en  d  grato  de  la  Figura  5,  obtenemos  el  circuito  a\J\  r.  d  e,  < .  h.  a. 

Este  proceso  continúa  hasta  que  se  utilizan  todas  las  aristas  (el  proceso  tiene  que  acabar  ya 
que  hay  un  número  finito  de  aristas  en  d  grafo).  Esto  produce  un  circuito  euleriano.  La  construc¬ 
ción  demuestra  que  si  todos  los  vértices  de  un  multigrafo  conexo  tienen  grado  par.  entonces  d  gra¬ 
fo  contiene  un  circuito  euleriano. 

Resumimos  estos  resultados  en  el  Teorema  I . 


Un  multigrafo  conexo  Contiene  un  circuito  euleriano  sí,  y  sólo  si.  cada  uno  de  sus  vértices  tie¬ 
ne  grado  par. 


Ya  podemos  resolver  el  problema  de  los  puentes  de  Kónigsberg.  Dado  que  el  multigrafo  que 
representa  a  estos  puentes,  que  se  muestra  en  la  Figura  2,  tiene  cuatro  vértices  de  grado  impar,  no 
contiene  ningún  circuito  euleriano.  No  hay  ninguna  forma  de  comenzar  en  un  punto,  cruzar  cada 
puente  exactamente  una  vez  y  regresar  al  punto  de  partida. 

El  Algoritmo  I  implementa  d  procedimiento  constructivo  para  hallar  circuitos  culérrimos  que 
hemos  descrito  en  el  argumento  previo  al  Teorema  1  (como  los  circuitos  se  eligen  de  forma  arbi¬ 
traria,  hay  una  cierta  ambigüedad  en  el  proceso.  No  vamos  a  preocuparnos  de* eliminar  esta  am¬ 
bigüedad  especificando  de  forma  más  precisa  los  pasos  del  procedimiento). 


ALGORITMO  i  Construcción  de  circuitos  enjértanos 


procedure  Euler(G\  multigrafo  conexo  con  todos  los  vértices  de  grado  par) 
circuito  un  circuito  en  G  que  comienza  en  un  vértice  del  grafo  elegido  arbitrariamente  y 
cuyas  aristas  se  van  añadiendo  de  maneta  consecutiva  para  formar  un  camino  que 
regrese  a  dicho  vértice 

H  el  grafo  que  se  obtiene  al  eliminar  de  G  las  aristas  de  circuito 
vv hite  //  tiene  aristas 
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EJEMPLO  3 


TEOREMA  2 


c 


Figura  6,  Las  cimitarras  de  \3  ah  orna. 


begin 

sube  ircuito  un  circuito  en  //  que  comienza  en  un  vértice  de  H  que  sea  también 

extremo  de  alguna  arista  de  circuito 

//  :=  ei  grafo  que  se  obtiene  al  eliminar  de  //  las  aristas  de  subcircuito  y  todos  los 
vértices  aislados 

t  ■  i rati to  :  =  vi r c t í ito  c o n  s uhc i rcu i to  insert  ac lo  en  d  v é  rt ice  a  prop  i ad o 
end  ( circuito  es  un  circuito  euleriano] 


El  siguiente  ejemplo  muestra  cómese  pueden  utilizar  los  circuitos  y  caminos  culerianos  para 
resolver  un  pasatiempo. 


En  muchos  pasatiempos  se  pide  dibujar  una  figura  con  un  solo  trazo  continuo  sin  levantar  c)  lápiz 
de!  papel  y  sin  repetir  ningún  trazo.  Estos  pasatiempos  se  pueden  resolver  utilizando  circuitos  y  ca¬ 
minos  culerianos.  Por  ejemplo,  ¿pueden  dibujarse  así  las  cimitarras  de  M ahorna,  que  se  muestran 
en  la  Figura  6,  comenzando  y  terminando  el  dibujo  en  un  mismo  punto? 

Solución:  Podemos  resolver  este  problema,  ya  que  el  grafo  G  de  la  Figura  6  contiene  un  circuito 
euleriano.  Lo  contiene  porque  lodos  los  vértices  tienen  grado  par.  Usaremos  el  Algoritmo  1  para 
construir  un  circuito  euleriano.  En  primer  lugar,  formamos  el  circuito  a,  b,  d,  cr  h ,  ef  t\  /'  et  a. 
Obtenemos  el  subgrafo  H  eliminando  las  aristas  de  este  circuito  junto  con  todos  los  vértices  que 
quedan  aislados  al  eliminar  las  aristas.  Después  formamos  el  circuito  d.  gt  hj,  i.  Il  k.  gTJ\  d  en  H. 
Para  formar  este  circuito  ya  hemos  empleado  todas  las  aristas  de  G.  Ai  intercalar  este  nuevo  cir¬ 
cuito  en  el  lugar  apropiado  del  primer  circuito  se  obtiene  d  circuito  a,  br  d .  gf  h,  /.  í,  ht  L  df  <\ 
b,  e,  i,  ft  e,  a.  Este  circuito  nos  proporciona  una  manera  de  dibujar  las  cimitarras  sin  levantar  el  lá¬ 
piz  del  pape!  ni  repetir  trazo  alguno  del  dibujo,  4 


En  los  problemas  al  final  de  esta  sección  se  describe  otro  algoritmo  para  construir  circuitos 
culerianos,  llamado  algoritmo  de  Fleury. 

Demostraremos  ahora  que  un  multigrafo  conexo  contiene  un  camino  euleriano  (y  no  un 
circuito  euleriano)  si,  y  sólo  si,  tiene  exactamente  dos  vértices  de  grado  impar  Primero,  supon¬ 
gamos  que  un  multigrafo  conexo  contiene  un  camino  euleriano  de  a  a  b.  pero  no  contiene  ningún 
circuito  euleriano.  La  primera  arista  dd  camino  contribuye  con  uno  al  grado  de  a .  Cada  vez  que  el 
camino  atraviesa  a  se  hace  una  cofilr  bueión  de  dos  al  grado  de  o,  La  última  arista  contribuye  con 
uno  al  grado  de  b>  Cada  vez  que  el  camino  atraviesa  h  se  hace  una  contribución  de  dos  al  grado  de 
Por  tanto,  ambos  vértices  a  y  h  tienen  grado  impar.  Cualquier  otro  vértice  tiene  grado  par,  ya 
que  d  camino  contribuye  con  dos  al  grado  de  un  vértice  cada  vez  que  lo  atraviesa. 

Consideremos  ahora  el  recíproco.  Supongamos  que  un  grafo  tiene  exactamente  dos  vértices 
de  grado  impar,  digamos  a  y  h.  Consideramos  el  grafo  que  se  obtiene  al  añadirle  al  grafo  original 
una  arista  [a7  6},  Cada  vértice  de  este  nuevo  grafo  tiene  grado  par,  por  lo  que  contiene  un  circui¬ 
to  euleriano.  Eliminando  de  ese  circuito  la  nueva  arista,  se  obtiene  un  camino  euleriano  en  el  gra¬ 
fo  original.  El  Teorema  2  resume  estos  resultados. 


Un  multigrafo  conexo  contiene  un  camino  euleriano,  peroro  un  circuito  euleriano,  si,  y  sólo  si. 
tiene  exactamente  dos  vértices  de  grado  impar. 
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EJEMPLO  4 


FjerapJ<»s 

jdivjlufKilt-*- 


Knlacvs 


DEFINICIÓN  2 


Figura  7*  Tres  gratos  no  dirigidos. 


¿Cuales  de  los  grafos  de  la  Figura  7  contienen  un  camino  eul enano? 

Solución:  G{  tiene  exactamente  dos  vértices  de  grado  impar,  que  son  h  y  d,  Por  tanto,  contiene  un 
camino  euleriano  de  extremos  b  y  d Un  camino  euleriano  con  esos  extremos  es  d,  a ,  b,  c,  d,  h. 
Análogamente,  G ,  tiene  exactamente  dos  vértices  de  grado  impar,  que  son  h  y  d.  Por  tanto,  con¬ 
tiene  un  camino  eu feriarlo  cuyos  extremos  son  h  y  d.  I  Jn  camino  euleriano  con  esos  extremos  es  h. 
a.  #,/,  e,  d.  i\  g ,  b ,  (\  f,  d.  El  grafo  G ,  no  contiene  ningún  camino  euleriano  porque  tiene  seis  vér¬ 
tices  de  grado  impar.  -4 


Volviendo  al  Konigsberg  del  siglo  xvm,  ¿puede  comenzarse  a  caminar  en  algún  punto  de  la 
ciudad,  atravesar  todos  los  puentes  y  acabar  en  algún  otro  punto  de  la  ciudad?  Puede  contestarse  a 
esta  pregunta  determinando  si  hay  o  no  un  camino  euleriano  en  el  grafo  que  representa  los  puen¬ 
tes  de  Konigsberg.  Como  hay  cuatro  vértices  de  grado  impar  en  ese  mulligrafo,  no  hay  ningún  ca¬ 
mino  euleriano,  de  modo  que  un  paseo  como  el  descrito  es  imposible. 

Las  condiciones  necesarias  y  suficientes  para  la  existencia  de  caminos  y  circuitos  eulerianos 
en  grafos  dirigidos  se  presentan  en  los  problemas  al  final  de  esta  sección. 

Los  caminos  y  circuitos  eulerianos  pueden  utilizarse  para  resolver  muchos  problemas  prác¬ 
ticos.  Por  ejemplo,  en  muchas  aplicaciones  se  requiere  hallar  un  camino  o  circuito  que  pase 
exactamente  una  vez  por  cada  una  de  las  calles  de  una  barriada,  por  cada  una  de  las  carreteras  de 
una  red  viaria.  por  cada  una  de  las  conexiones  de  una  red  de  distribución  de  agua  o  por  cada  uno 
de  los  enlaces  de  una  red  de  comunicaciones.  Hallar  un  camino  o  un  circuito  euleriano  en  un  mo¬ 
delo  apropiado  de  grafos  puede  resolver  este  tipo  de  problemas.  Por  ejemplo,  si  un  cartero  puede 
hallar  un  camino  euleriano  en  el  grafo  de  las  calles  por  las  que  debe  repartir  la  correspondencia, 
este  camino  produce  una  ruta  que  pasa  por  cada  calle  exactamente  una  vez.  Si  no  hay  ningún  ca¬ 
mino  euleriano,  el  cartero  tendrá  que  pasar  más  de  una  vez  por  alguna  de  las  calles.  Este  problema 
se  conoce  como  el  problema  del  cartero  chino  en  honor  de  Cuan  Meigu,  que  lo  propuso  en 
1%2.  Puede  consultarse  [MiRo91]  pura  recabar  más  información  acerca  de  la  solución  del  pro¬ 
blema  del  cartero  chino  en  el  caso  en  que  no  existan  caminos  eulerianos. 

Otras  áreas  en  las  que  se  aplican  los  circuitos  y  caminos  eulerianos  son  el  diseño  de  circuitos 
impresos,  las  redes  de  mu It ¡difusión  y  también  la  biología  molecular,  donde  se  utilizan  los  cami¬ 
nos  eulerianos  para  secuenciar  el  ADN. 


CAMINOS  Y  CIRCUITOS  HAMILTONIANOS 


J  lentos  obtenido  condiciones  necesarias  y  suficientes  para  la  existencia  de  caminos  y  circuitos  que 
contienen  a  cada  una  de  las  aristas  de  un  mulligrafo  exactamente  una  vez,  ¿Podemos  hacer  lo  mis¬ 
mo  con  caminos  y  circuitos  simples  que  pasen  exactamente  una  vez  por  cada  vértice  del  grato? 


Se  dice  que  un  camino  xn,  xp  ...,  xti  r  ,vn  dei  grafo  G  -  (V,  E)  es  un  camino  hamiltoniana  sí 
V  =  \xp  xr  mmmy  r  xn  1  y  r  *  a.  para  0</<  j  s  n.  Sé  dice  que  un  circuito .v(V  a  r  ....  r  a0 
(con  n  >  1)  dd  grafo  G  -  (V\  ¿Tes  un  circuito  hamikoniano  si  x(J,  jrr  Ar  ,  .v  es  un  camino 
hatnihoniano. 


546  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Figura  3S.  El  juego  de  «Ln  vuelta  ni  mundo»  de 
Hámiltmi, 


Figura  9*  Una  solución  al  juego  de 
«  La  vuelta  a!  mundo»  de  Mam  ilion. 


El  origen  de  esta  terminología  es  un  juego,  el  juego  ¡cosí  a  no.  inventado  en  1 857  por  el  matemático 
irlandés  Sir  Wílliam  Rowan  Hamilton.  Consistía  en  un  dodecaedro  de  madera  [un  poliedro  de  12 
caras,  cada  una  de  las  cuales  es  un  pentágono  regular,  como  se  ve  en  la  Figura  8(a)|  con  un  alfiler 
saliendo  de  cada  vértice  del  dodecaedro  y  en  un  trozo  de  cuerda.  Los  20  vértices  dd  dodecaedro 
estaban  etiquetados  con  el  nombre  de  distintas  ciudades  del  mundo.  El  objetivo  dd  juego  era  co¬ 
menzar  en  una  ciudad,  viajar  siguiendo  las  aristas  de!  dodecaedro  visitando  cada  una  de  las  otras 
lL)  ciudades  exactamente  una  vez  y  terminare!  viaje  en  la  primera  ciudad.  El  circuito  seguido  se 
marcaba  utilizando  la  cuerda  y  los  alfileres. 

Como  d  autor  no  puede  darle  a  cada  lector  un  dodecaedro  de  madera  con  alfileres  y  cuerda, 
consideraremos  la  siguiente  pregunta,  que  es  equivalente:  ¿hay  algún  circuito  en  el  grafo  que  se 
muestra  en  la  Figura  8tb)  que  pase  por  cada  vértice  exactamente  una  vez?  Esto  resuelve  el  juego, 
puesto  que  este  grafo  es  isomorfo  al  grafo  que  consta  de  los  vértices  y  aristas  dd  dodecaedro.  En 
la  Figura  L)  se  muestra  una  solución  dd  juego  de  l  lamilton. 


EJEMPLO  5 


¿Cuáles  de  los  gratos  simples  de  la  Figura  10  contienen  un  circuito  ham i í tornarlo  o,  si  no.  un  ca¬ 
mino  hamilton  rano? 


Ejemplo* 

*id  ¡arma  les 


Solución:  Gx  contiene  un  circuito  hamilton iano:  af  h ,  c  d.  c\  a.  No  hay  circuitos  hamiltomanos  en  G, 
t  esto  puede  verse  porque  cualquier  circuito  que  pase  por  todos  los  vértices  tiene  que  contener  dos 


Enlaces 


VY IL1JAM  ROVY  VN  HAMILTON  í  1805-1865}  Wrlliam  Rowim  Hamilton,  el  científico  irlandés  más  famoso  de  todos 
los  tiempos,  nació  en  Dubiín  en  1 805.  Su  padre  era  un  abobado  de  renombre,  su  madre  venía  de  una  familia  conocida  por  la 
inteligencia  de  sus  miembros  y  él  fue  un  niño  prodigio.  A  la  edad  de  tres  años  ya  era  un  lector  excelente  y  dominaba  la  arif 
niel  te»  avanzada.  Por  ser  tan  bollante,  se  te  envió  a  vivir  con  su  lio  James,  un  Famoso  lingüista.  A  los  ocho  años,  Hamilton 
ya  había  aprendido  el  latín,  el  griego  y  et  hebreo;  a  los  diez,  había  aprendido  también  italiano  y  francés,  y  comenzó  su  es 
nidio  de  las  lenguas  orientales,  entre  ellas  ct  arabo,  el  sánscrito  y  el  persa.  Durante  osle  período  se  jo  ciaba  de  habí  ¿ir  tantos 
idiomas  como  años  tenia.  A  los  diecisiete,  no  estando  ya  interesado  en  aprender  nuevos  idiomas  y  habiendo  dominado  tan¬ 
to  el  cálculo  infinitesimal  como  gran  parte  de  lu  astronomía  matemática,  comenzó  a  producir  trabajos  originales  en  óptica  y 
encontró  un  importante  error  en  los  trabajos  di'  I  aph.ee  sobre  la  mecánica  celeste.  Antes  de  ingresaren  el  Trínirv  College  de 
Duhlirr  a  la  edad  de  dieciocho  años*  Hamilton  no  hebia  asismdo  a  ninguna  escuela;  había  recibido  su  educación  de  tutores 
parí iadures.  En  Trinity  destacó  como  estudiante  lamo  de  las  achetas  como  de  los  clásicos.  Antes  de  graduarse,  fue  nom¬ 
brado,  gracias  a  su  brillantez,  astrónomo  real  de  irlanda,  siendo  elegido  por  delante  de  varios  astrónomos  famosos.  Mantuvo 
este  puesto  hasta  su  muerte,  viviendo  y  trabajando  en  el  Observatorio  Dunsink,  a  las  afueras  de  Dtiblfn,  Hamilton  hizo  un 
pórtenles  contribuciones  a  la  óptica,  al  álgebra  abstracta  y  a  la  dinámica,  inventó  objetos  algebraicos  llamados  cu alern iones 
como  ejemplo  de  un  sistema  m>  conmutativo  Descubrió  la  forma  apropiada  de  multiplicar  cuatcm iones  mientras  estaba  ca 
minando  junto  a  un  canal  en  Dubfín.  En  estado  de  excitación,  grabó  como  pudo  las  fórmulas  en  la  piedra  de  un  puente  que 
cruzaba  el  canal.  Ese  lugar  este  marcado  actualmente  con  una  placa.  Posteriormente,  Hamilton  siguió  obsesionado  con  los 
eiMicTn iones,  esforzándose  en  aplicados  a  otras  áreas  de  las  matemáticas  en  lugar  de  abrir  nuevas  lineas  de  investigación. 

En  1 N57,  Hamilton  inventó  el  «juego  veosiano».  que  se  basaba  en  sus  trabajos  sobre  álgebra  no  conmutativa.  Vendió 
ta  idea  por  25  libras  a  un  vendedor  de  juegos  y  rompecabezas  (como  el  juego  nunca  se  vendió  bien,  esto  resultó  ser  una 
mala  inversión  por  parte  dd  vendedor).  El  «Dodecaedro  del  viajero»,  también  llamado  «La  vuelta  al  mundo»,  el  rompe 
cabezas  descrito  en  esta  sección,  es  una  variante  de  ese  juego. 

Hamilton  se  caso  con  su  tercera  novia  en  1833.  pero  su  matrimonio  no  funcionó,  ya  que  su  csjhisj,  casi  inválida,  era 
incapaz  de  hacerse  cargo  de  los  asuntos  domésticos.  Ham ilion  fue  alcohólico  y  vivió  recluido  las  dos  últimas  décadas  de 
su  vida.  Murió  debido  a  la  gota  en  1865,  dejando  montanas  decápeles  que  contenían  resultados  sin  publicar  de  sus  in¬ 
vestigaciones.  Mezclados  con  los  papeles  había  un  gran  número  de  platos,  muchos  de  ellos  con  los  restos  resecos  de  chu¬ 
letas  que  Hamilton  ni  había  tocado. 
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EJEMPLO  6 


EJEMPLO? 


veces  a  la  arista  [a.  h ] ),  pero  G}  contiene  un  camino  hamiltoniano,  que  es  cl  Ik  c  d  El  grafo  (K  no  con¬ 
tiene  ni  un  circuito  hamiltoniano  ni  un  camino  hamiltoniano,  ya  que  cualquier  camino  que  pase  por  to¬ 
dos  los  vértices  tiene  que  contener  más  de  una  vez  a  una  de  la  aristas  \a.  hfi  f  c\ /)  y  |  c.  d\.  4 

¿Hay  alguna  forma  sencilla  de  determinar  si  un  grafo  contiene  o  no  un  camino  o  un  circuito 
hamiltoniano?  A  primera  vista,  parece  que  debería  haber  alguna  manera  sencilla  de  hacerlo,  ya  que 
hay  una  manera  sencilla  de  responder  a  la  pregunta  similar  de  si  un  grafo  contiene  o  no  un  circuito 
euleriano.  Sorprendentemente,  no  se  conocen  condiciones  necesarias  y  suficientes  sencillas  para  la 
existencia  de  circuitos  hamiltonianos,  No  obstante,  se  conocen  muchos  teoremas  que  dan  condi¬ 
ciones  suficientes  para  la  existencia  de  circuitos  hamiltonianos.  También  hay  ciertas  propiedades 
que  se  pueden  utilizar  para  demostrar  que  un  grafo  no  contiene  ningún  circuito  hamiltoniano.  Pnr 
ejemplo,  un  grafo  con  un  vértice  de  grado  uno  no  puede  contener  un  circuito  hamiltoniano,  ya  que 
en  un  circuito  hamiltoniano  cada  vértice  es  incidente  con  dos  aristas  del  circuito. 

Además,  si  un  vértice  del  grafo  tiene  grado  dos,  entonces  las  dos  aristas  que  son  incidentes 
con  ese  vértice  tienen  que  formar  parte  de  cualquier  circuito  hamiltoniano.  También  observamos 
que  cuando  se  construye  un  circuito  hamiltoniano  y  este  circuito  ha  pasado  por  un  vértice,  pueden 
descartarse  todas  las  aristas  incidentes  con  ese  vértice  que  no  sean  las  dos  usadas  en  el  circuito. 
Además,  un  circuito  hamiltoniano  no  puede  contener  un  circuilo  más  pequeño  dentro  de  él. 


Demuestra  que  ninguno  de  los  gratos  que  se  muestran  en  la  Figura  1 1  contiene  un  circuito  ha- 
mi  llon  i  ano. 


Solución:  No  hay  ningún  circuito  hamiltoniano  en  G,  ya  que  íí  tiene  un  vértice  de  grado  uno,  que 
es  e.  En  cuanto  a  Hy  como  los  vértices  a,  h ,  d  y  e  son  todos  de  grado  dos,  cualquier  arista  incidente 
con  estos  vértices  tiene  que  formar  parte  de  cualquier  circuito  hamiltoniano.  Ahora  es  fácil  ver  que 
no  puede  existir  ningún  circuito  hamiltoniano  en  H,  ya  que  cualquier  circuito  hamiltoniano  tendría 
que  contener  cuatro  aristas  incidentes  con  r,  lo  que  es  imposible.  4 


Demuestra  que  Kn  contiene  un  circuito  hamiltoniano  para  todo  n  >  3. 


Solución:  Podemos  formar  un  circuito  hamiltoniano  en  Kr  comenzando  por  cualquiera  de  sus  vér¬ 
tices.  El  circuito  se  construye  visitando  los  vértices  en  cualquier  orden  que  elijamos  siempre  que  el 
camino  comience  y  termine  m  el  mismo  vértice  y  que  visite  a  cada  uno  de  los  vértices  restantes 
exactamente  una  ve/.  Esto  eí ,  posible  puesto  que  en  h  hay  aristas  entre  cada  dos  vértices.  4 


Figura  1 1.  Dos  gratos  que  no  Contienen 
circ  u  i  tos  harnilt  on  í  a  n  os . 
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TEOREM  A  A 


TEOREMA  4 
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EJEMPLO  H 


Aunque  tío  se  conocen  condiciones  necesarias  y  suficientes  útiles  para  la  existencia  de  circuí 
ios  hamiltonianos.  se  han  encontrado  bastantes  condiciones  suficientes.  Nótese  t|ue  cuantas  más  aris¬ 
tas  tenga  un  gruía  más  probable  es  que  exista  algún  circuito  hamiltoniano.  Además,  añadir  aristas 
(sin  añadir  vértices)  a  un  grato  con  un  circuito  hamiltoniano  produce  un  grato  con  el  mismo  circui- 
to  hamiltoniano.  Por  tanto,  a  medida  que  añadimos  aristas  a  un  grafo*  especialmente  si  nos  asegu¬ 
ramos  de  añadir  aristas  a  todos  los  vértices,  vamos  haciendo  más  y  más  probable  que  exista  un  cir¬ 
cuito  hamiltoniano  en  ese  grato.  Por  ello,  es  de  esperar  que  haya  condiciones  suficientes  para  la 
existencia  de  circuitos  hamiltonianos  que  dependan  de  que  el  grado  de  los  vértices  sea  suficiente¬ 
mente  grande.  Enunciamos  a  continuación  dos  de  las  condiciones  suficientes  más  importantes.  Es¬ 
tas  condiciones  fueron  descubiertas  por  Gabriel  A.  Dirac  en  1952  y  por  Oystein  Ore  en  1960. 


TEOREMA  DE  DIRAC  Sea  G  un  grafo  simple  con  n  vértices  para  n  >  3  tal  que  todos  los  vér¬ 
tices  de  G  tienen  grado  mayor  o  igual  que  ni 2,  Entonces,  G  contiene  un  circuito  hamiltoniano. 


TEOREMA  DE  ORE  Sea  G  un  grafo  simple  con  n  vértices  parar;  >  3  tal  que  ó(íí)  -i-  8{v)  ;>  /; 
pata  cada  par  de  vértices  no  adyacentes  u  y  v  de  G.  Entonces,  G  contiene  un  circuito  hamil- 
toniano. 


La  demostración  del  Teorema  de  Ore  se  esboza  en  el  Problema  65  af  final  de  esta  sección.  El 
Teorema  de  Dirac  se  puede  demostrar  como  corolario  del  Teorema  de  Ore,  ya  que  ¡as  condiciones 
del  Teorema  de  Dirac  implican  las  condiciones  del  Teorema  de  Ore. 

Ambos  teoremas,  el  de  Ore  y  el  de  Dirac.  nos  proporcionan  condiciones  suficientes  para  que 
un  grafo  simple  contenga  un  circuito  hamiltoniano.  Sin  embargo,  estos  teoremas  no  dan  condi¬ 
ciones  necesarias  para  la  existencia  de  un  circuito  hamiltoniano.  Por  ejemplo,  el  grafo  C5  contie¬ 
ne  un  circuito  hamiltoniano,  pero  no  cumple  las  hipótesis  ni  del  Teorema  de  Ore  ni  del  Teorema  de 
Dirac,  como  el  lector  puede  comprobar. 

Los  mejores  algoritmos  que  se  conocen  para  encontrar  un  circuito  hamiltoniano  en  un  grafo 
o  determinar  que  tal  circuito  no  existe  tienen  complejidad  exponencial  en  el  peor  caso  (en  el  nu¬ 
mero  de  vértices  del  grafo).  Es  poco  probable  que  exista  un  algoritmo  con  complejidad  polinomio» 
en  el  peor  caso  que  resuelva  este  problema,  ya  que  se  ha  demostrado  que  este  problema  es  NP- 
completo  (véase  la  Sección  2,3).  Por  tanto,  la  existencia  de  ese  algoritmo  implicaría  que  muchos 
otros  problemas  que  se  cree  que  son  intratables  podrían  resolverse  utilizando  algoritmos  con 
complejidad  polinómica  en  el  peor  caso  , 

Los  caminos  y  circuitos  hamiltonianos  pueden  emplearse  para  resolver  problemas  prácticos. 
Por  ejemplo,  muchas  aplicaciones  requieren  encontrar  un  camino  o  circuito  que  visite  cada  uno  de 
los  cruces  entre  las  calles  de  una  ciudad,  cada  una  de  las  intersecciones  entre  las  tuberías  de  un  sis¬ 
tema  de  conducciones  o  cada  nodo  de  una  red  de  comunicaciones  exactamente  una  vez.  Hallar  un 
camino  o  circuito  hamiltoniano  en  el  modelo  de  gratos  apropiado  puede  resolver  este  tipo  de  pro¬ 
blemas.  El  famoso  problema  del  viajante  pregunta  cuál  es  la  ruta  raás  corta  que  debe  seguir  un 
viajante  para  visitar  un  conjunto  de  ciudades.  Este  problema  se  reduce  al  de  hallar  un  circuito  ha¬ 
miltoniano  en  un  grafo  completo  de  forma  que  el  peso  total  de  sus  aristas  sea  tan  pequeño  como 
sea  posible.  Volveremos  sobre  esta  cuestión  en  la  Sección  KA 

A  continuación  describiremos  una  aplicación  menos  obvia  de  los  circuitos  hamiltonianos  a  la 
codificación. 


t  odigo.s  de  Gray  La  posición  de  una  aguja  giratoria  se  puede  representar  de  manera  digital.  Una 
forma  de  hacerlo  es  dividir  el  círculo  en  2n  arcos  de  la  misma  longitud  y  asignarle  una  cadena  de 
hits  de  longitud  n  a  cada  arco.  En  la  I  ¡gura  12  se  muestran  dos  formas  distintas  de  hacer  esto  uti 
fizando  cadenas  de  bits  de  longitud  iros. 

Puede  determinarse  la  representación  digital  de  la  posición  de  la  aguja  por  medio  de  ifn  con¬ 
junto  de  n  contactos.  Cada  contacto  se  usa  para  leer  un  bit  de  la  representación  digital  de  la  posi¬ 
ción.  Esto  se  ilustra  en  la  Figura  1 3  para  las  dos  asignaciones  de  la  Figura  1 2. 
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Figura  12.  Conversión  a  forma  digital  de  la  posición  de  una  aguja. 


Aquí  el  tercer  hit  es  l 


Cuando  la  aguja  está  cerca  de  la  línea  divisoria  entre  dos  arcos,  puede  haber  un  error  ai  leer 
esa  posición.  Esto  puede  dar  lugar  a  un  error  grave  a  la  hora  de  leer  la  cadena  de  hits.  Por  ejemplo, 
en  el  esquema  de  codificación  de  la  Figura  12{a),  si  se  comete  un  pequeño  error  al  determinar  la 
posición  de  fa  aguja,  se  lee  la  cadena  de  hits  100  en  lugar  de  011.  ¡Los  tres  bits  son  incorrectos! 
Para  minimizar  el  efecto  de  un  error  al  determinar  la  posición  de  la  aguja,  dehe  hacerse  la  asig¬ 
nación  de  tas  cadenas  de  hits  a  los  2  *  arcos  de  manera  que  dos  cadenas  de  hiis  que  correspondan  a 
arcos  adyacentes  se  diferencien  en  m  solo  bit.  Esta  es  exactamente  la  situación  en  el  esquema  de 
codificación  de  la  Figura  I  2(b).  Un  error  al  determinar  la  posición  de  la  aguja  nos  da  la  cadena  de 
bits  010  en  lugar  de  01 1 .  Hay  un  solo  bit  incorrecto. 

Un  código  de  ( ¡rav  es  un  forma  de  etiquetar  los  ateos  de  la  circunferencia  de  modo  que  arcos  ad¬ 
yacentes  tengan  etiquetas  que  difieran  exactamente  en  un  bit.  La  asignación  de  la  Figura  1 2  (b)  es  un 
código  de  Cray.  Puede  hallarse  un  código  de  Gray  sin  más  que  enumerar  todas  las  cadenas  de  bus  de 
longitud  n  de  modo  que  caita  cadena  difiera  exactamente  en  un  bit  de  ta  cadena  que  le  precede  y  que  la 
ultima  cadena  difiera  de  la  primera  exactamente  en  una  posición.  Podemos  representar  este  problema 
utilizando  el  thcubo  Q  Lo  que  necesitamos  para  resolver  este  problema  es  un  circuito  hamiltoniano  en 
Qn.  Estos  circuitos  hamiltonianos  pueden  encontrarse  fácilmente.  Por  ejemplo,  en  la  Figura  14  se  mues¬ 
tra  un  circuito  hamiltoniano  en  Qy  I  a\  secuencia  de  cadenas  de  bils  que  difieren  exactamente  en  un  bit 
producida  por  este  circuito  hamiltoniano  es  000, 001 , 01 L  010.  110,  III,  101. 100, 
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Figura  14,  Un  circuito  hámiltomano  en 


Los  códigos  de  Cray  deben  su  nombre  a  Frank  Cray,  quien  los  inventó  en  los  años  cuarenta  en  los 
laboratorios  AT&T  Bell  ;t  fin  de  minimizar  el  efecto  de  los  errores  en  la  transmisión  de  señales  digitales. 


Problemas 


En  tos  Problemas  I-H,  determina  si  el  grafo  correspondiente 
contiene  o  no  un  circuito  e  ule  nano.  Construye  uno  en  d  caso 
de  que  exista.  Si  no  existe  ningún  circuito  euleriano,  determina 
si  el  grafo  contiene  o  no  un  camino  eider  ¡ano  y  construye  uno 
en  e]  caso  de  que  exista. 


L 


2. 


4>.  En  Kaliiüngrado  (el  nombre  ruso  de  la  ciudad  de  Kónigs- 
berg)  hay  dos  puentes  adicionales  además  de  los  siete  que 
había  en  el  siglo  xvhl  Estos  nuevos  puentes  conectan  las 
regiones  B  y  C  y  las  regiones  B  y  i),  respectivamente. 
¿Pueden  cruzarse  los  nueve  puentes  de  Kaliníngrado  exac¬ 
tamente  una  vez  y  volver  al  punto  de  partida? 

10*  ¿Pueden  cruzarse  todos  los  puentes  que  se  muestran  en  este 
mapa  exactamente  una  vez  y  volver  al  punto  de  partida? 
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11*  ¿Cuándo  se  podrán  pintar  las  líneas  que  separan  ios  ca¬ 
rriles  de  las  caites  de  una  ciudad  sin  pasar  más  de  una 
vez  por  cada  calle?  (supon  que  todas  las  calles  son  de 
doble  sentido)* 

12.  Idea  un  procedimiento,  similar  al  Algoritmo  l*  para 
construir  caminos  eulerianos  en  muliigrafos* 

Bn  los  Problemas  1 3-15.  determina  si  se  puede  o  no  trazar  el 
dibujo  correspondiente  con  un  lápiz  de  manera  continua  sin 
levantar  el  lápiz  del  papel  y  sin  repetir  ningún  trazo. 


*36*  Demuestra  que  un  multigrafo  dirigido  sin  vértices  ais¬ 
lados  contiene  un  circuito  eulcriano  ú,  y  sólo  si,  el 
grafo  es  débilmente  conexo  y  los  grados  de  entrada  y 
de  salida  coinciden  para  cada  tino  de  los  vértices. 

*17.  Demuestra  que  un  multigrafo  dirigido  sin  vértices  ais¬ 
lados  contiene  un  camino  eulcriano,  pero  no  un  cir- 
cuito  eulcriano,  si*  y  sólo  si.  el  grafo  es  débilmente 
conexo  y  los  grados  de  entrada  y  de  salida  coinciden  en 
cada  uno  de  los  vértices  con  dos  únicas  excepciones: 
un  vértice  cuyo  grado  de  entrada  es  una  unidad  mayor 
que  el  de  salida  y  otro  cuyo  grado  de  salida  es  una 
unidad  mayor  que  el  de  entrada. 

En  los  Problemas  18-23,  determina  sí  d  grafo  dirigido  corres¬ 
pondiente  contiene  o  no  un  circuito  eulcriano.  Construye  uno 
en  el  caso  de  que  exista.  Si  no  existe  ningún  circuito  eulcriano* 
determina  si  el  grato  dirigido  contiene  o  no  un  camino  eulcriu- 
no.  Construye  un  camino  eulcriano  en  el  caso  de  que  ex  i  si  a. 

b  19* 


d  e 


i 


i 

*24*  idea  un  algoritmo  para  construir  circuitos  euleríanos  en 
gratos  dirigidos. 

25*  Idea  un  algoritmo  para  construir  caminos  eule nanos 
en  grafos  dirigidos. 

26*  ¿Para  qué  valores  de  n  contienen  los  siguientes  gratos 
un  circuito  eulcriano? 
a)  Kn  h>  C  e)  IV  d)  Qt 

27*  ¿Para  qué  valores  de  n  contienen  los  gratos  del  Pro¬ 
blema  Eó  un  camino  eulcriano*  pero  no  un  cimillo  ca¬ 
lerían  o? 

28*  ¿Para  qué  valores  de  m  y  de  /i  contiene  el  grato  bipar¬ 
tito  completo  K  f  un 
¿i  i  circu i(o  cu Icriano? 
h )  c ain  i  no  eu  I  eri  ano  ? 

29*  Halla  el  número  mínimo  de  veces  que  hay  que  levantar 
un  lápiz  del  papel  para  dibujar  cada  uno  de  los  gratos 
de  los  Problemas  1-7  sin  repetjf  ningún  trazo, 

En  íos  Problemas  30-36*  determina  si  el  grato  correspondiente 
contiene  o  nu  un  circuito  hamilloniano*  Si  es  así,  halla  uno  En 
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caso  contrario,  argumenta  por  qué  no  existe  ningún  circuito  ha- 
millón  i  ano. 
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37.  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  30  un  camino  hamil¬ 
toniano?  Si  es  así,  encuentra  uno.  En  caso  contrario, 
argumenta  por  qué  no  existe  ningún  camino  hamilto- 
níano. 


38.  ¿Contiene  el  grafo  dd  Problema  31  un  camino  hamilio- 
niano?  Si  es  así,  encuentra  uno,  En  caso  contrario,  argu¬ 
menta  por  qué  no  existe  ningún  camino  hamiltoniano, 

y).  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  32  un  camino  hamil¬ 
toniano?  Si  es  así,  encuentra  uno.  En  caso  contrario, 
argumenta  por  qué  no  existe  ningún  camino  hamd ro¬ 
mano. 

40.  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  33  un  camino  hamil¬ 
toniano?  Sí  es  así,  encuentra  uno.  En  caso  contrario, 
argumenta  por  qué  no  existe  ningún  caminó  humillo- 
ni  ano. 

*41.  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  34  un  camino  bañil  1  to¬ 
man  o?  Si  es  así,  encuentra  uno.  En  caso  contrario,  argu¬ 
menta  por  qué  no  existe  ningún  camino  hamilioniano, 

42.  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  35  un  camino  hamil- 
toniano?  Si  es  así,  encuentra  uno.  En  caso  contrario, 
argumenta  por  qué  no  existe  ningún  camino  tumulto- 
niano. 

43.  ¿Contiene  el  grafo  del  Problema  36  un  camino  hamilto¬ 
niano?  Si  es  así.  encuentra  uno.  En  caso  contrario,  argu¬ 
menta  por  qué  no  existe  ningún  camino  hamiltoniano. 

44.  ¿Para  qué  valores  de  n  contienen  los  graíos  del  Proble¬ 
ma  26  un  circuito  hamiltoniano? 

45.  ¿Para  qué  valores  de  m  y  de  n  contiene  el  grato  biparti¬ 
to  completo  K  un  circuito  hamiltoniano? 

*46,  Demuestra  que  d  grafo  de  Petersen,  que  se  muestra  en 
la  figura  siguiente,  no  contiene  un  circuito  hanii Itonia- 
no.  pero  que  el  subgraio  que  se  obtiene  al  eliminar  un 
vértice  v  y  todas  las  aristas  incidentes  con  v  sí  que  con¬ 
tiene  luí  circuito  hamiltoniano. 


47. 


Para  cada  uno  de  estos  gratos,  determina  í  i)  si  se  puede 
o  no  utilizar  el  Teorema  de  Dirac  para  demostrar  que  el 
grafo  contiene  un  circuito  hamiltoniano;  (ii)  si  se  puede 
o  no  utilizare!  Teorema  de  Ore  para  demostrar  que  el 
grafo  contiene  un  circuito  hamiltoniano,  y  ti»)  si  el  grafo 
contiene  o  no  un  circuito  hamiltoniano. 


Grafos  553 


4H.  ¿Puedes  hallar  un  grafo  simple  de  n  vértices  con  n  s  3 
que  no  contenga  ningún  circuito  hamiltonkno.  pero  tal 
que  todos  los  vértices  tengan  grado  mayor  o  igual  que 

*49,  Demuestra  que  hay  un  código  de  Cray  de  orden  n  pat  a 
iodo  entero  positivo  n.  o,  de  forma  equiv  alente,  que  el 
«-cubo  Q  contiene  siempre  un  circuito  hamiltoniano 
para  todo  n  >  I.  (Indicación :  Demuéstralo  por  induc¬ 
ción,  Muestra  cómo  se  puede  obtener  un  código  de 
Cray  de  orden  /?  a  partir  de  uno  de  orden  n  I ). 

íEl  algoritmo  de  Fie  un  para  construir  circuitos  en  lo¬ 
ríanos  comienza  en  un  vértice  arbitrario  de  un  mu  It  ¡grafo  co¬ 
nexo  y  forma  un  circuito  eligiendo  aristas  sucesivamente.  Una 
vez  que  se  ha  elegido  una  arista,  ésta  se  elimina.  Las  aristas  se 
eligen  sucesivamente  de  manera  que  cada  arista  comienza  don¬ 
de  acaba  la  anterior  y  de  modo  que  la  arista  elegida  no  sea  aris¬ 
ta  de  corte  salvo  que  no  haya  otra  alternativa, 

50,  Utiliza  d  algoritmo  de  Fleury  para  hallar  un  circuito  cú¬ 
ter  iano  en  el  grafo  G  de  la  Figura  5, 

*51.  K x pre sa  e!  al gori t mo  de  Heu ry  e n  p se u doccjdi go , 

**52.  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Fleury  produce  siempre 
un  circuito  eu  le  nano, 

*53.  Da  una  variante  del  algoritmo  de  Fleury  que  construya 
caminos  eulerianos. 

54,  Un  mensaje  de  diagnóstico  puede  enviarse  en  una  red 
informática  para  comprobar  el  buen  funcionamiento 
de  todos  los  enlaces  y  de  lodos  los  aparatos,  ¿Qué  tipo 
de  caminos  debería  utilizarse  para  comprobar  el  fun¬ 


cionamiento  de  todos  los  enlaces?  ¿Y  de  todos  los 
aparatos? 

55.  Demuestra  que  un  grafo  bipartito  con  un  número  im¬ 
par  de  vértices  no  contiene  ningún  circuito  hamilto¬ 
niano. 

Un  caballo  es  una  pieza  de  ajedrez  que  puede  moverse  bien 
dos  casillas  en  horizontal  y  una  en  vertical  o  bien  una  casilla  en 
horizontal  y  dos  en  vertical.  Esto  es,  un  caballo  que  este  en  la 
casilla  (x,  y)  puede  moverse  a  cualquiera  de  las  ocho  casillas  (jr 
±  2.  v  ±  1 ),  U  ±  1 .  y  i  2)  si  estas  casillas  están  en  el  tablero,  tal 
y  como  se  ilustra  debajo. 


Una  ronda  de  caballo  es  una  secuencia  de  movi¬ 
mientos  válidos  del  caballo  de  ajedrez  que  comienza 
en  una  de  las  casillas  y  visita  cada  casilla  del  tablero  exac¬ 
tamente  una  vez.  Se  dice  que  una  ronda  de  caballo  es  cíclica 
sj  hay  un  movimiento  válido  que  permite  al  caballo  regresar 
de  la  última  casilla  de  la  ronda  a  la  casilla  donde  comenzó. 
Podemos  representar  las  rondas  de  caballo  utilizando  el  gra¬ 
to  que  tiene  un  vértice  por  cada  casilla  del  tablero  con  una 
arista  conectando  dos  vértices  siempre  que  el  movimiento 
del  caballo  entre  las  dos  casillas  representadas  por  esos  vér¬ 
tices  sea  válido. 

5b.  Dibuja  el  grato  que  representa  los  movimientos  válidos 
de  un  caballo  en  un  tablero  3  x  3. 

57,  Dibuja  el  grafo  que  representa  los  movimientos  válidos 
de  un  caballo  en  un  tablero  3x4. 


L ni aces 


I!  1,1  US  PF  IT’K  UHKISTIAN  PKTFlRSKíS  ( 1839-  PHD}  Julias  Pctcrsen  nació  en  la  ciudad  danesa  de  Sote.  Su  padre 
se  dedicaba  a  tos  times  hn  1X54,  sus  padres  no  podían  permitirse  pagar  sus  gastas  de  eseotarización,  asi  que  entró  a  trabajar 
como  aprendiz  en  la  tienda  de  abastos  cíe  su  lúe  Cuando  su  lío  falleció,  k  dejó  a  Peiersen  suficiente  diñen?  para  volver  a  la 
escuela.  Después  de  graduarse,  comenzó  estudios  de  ingeniería  en  la  Escuela  Politécnica  de  Copenhague,  aunque  mas  lar¬ 
de  decidió  concentrarse  en  las  matemáticas.  Publicó  su  primer  libro  Je  texto,  un  libro  sobre  logaritmos,  en  1858.  Cuando 
se  te  acabó  et  dinero  de  la  herencia,  tuvo  que  dar  clases  para  mantenerse.  De  1 859  a  1871,  Peiersen  impartió  clases  en  un 
prestigioso  instituto  de  enseñanza  secundaria  de  Copenhague,  Mientras  lamo,  continuó  sus  estudios,  ingresando  en  Ea  Uni- 


f lijas,  dos  niños  y  una  niña. 

187JL  ambos  por  la  Universidad  de 


versidud  de  Copenhague  en  E8ó2.  Se  casó  con  Laura  Bertclsen  en  1862;  m vieron  tro: 

Peiersen  obtuvo  uu  título  en  matemática*  en  I8fr6  y,  finalmente,  su  doctorado  ei 
Copenhague.  Tros  recibir  su  doctorado,  dio  clases  en  una  academia  politécnica  militar  ¡  f  en  1887  fue  nombrado  profesor  de 
l,i  Universidad  de  Copenhague,  Petersen  era  conocido  en  Dinamarca  como  autor  de  una  colección  tic  libros  de  texto  para 
la  enseñanza  tanto  secundaria  como  universitaria.  Lino  de  sus  libros,  M ¿unios  y  teorías  pata  ía  re  so  i  unan  de  problemas,  de 
canstrucdón  geométrica*  se  tradujo  a  ocho  idiomas.  La  versión  inglesa  se  reeditó  cu  1960  y  la  versión  francesa  se  lia  re¬ 
editado  muy  reciente  mente,  en  1990,  más  de  un  siglo  después  de  su  fecha  de  publicación  origina!. 

Petersen  hizo  contribuciones  a  una  gru  i  variedad  de  áreas,  incluyendo  el  álgebra,  el  análisis,  la  criptografía,  la 
geometría,  la  mecánica,  la  economía  matemática  y  Ja  teoría  de  números.  Sus  trabajos  más  conocidos  son  ios  dedicados  n  la 
teoría  Je  gratos,  entre  ellos  los  relativos  a  gratos  regulares  Petersen  destacaba  por  su  claridad  de  exposición,  capacidad  para 
resolver  problemas,  originalidad,  sentido  del  humor,  vigor  y  también  por  fas  clases  que  impartía,  I  In  hecho  interesante  acer¬ 
ca  de  Petersen  es  que  prefería  no  leer  Eos  escritos  de  oíros  matemáticos.  Esto  le  llevó  con  frecuencia  4  redescubrir  resultados 
ya  demostrados  por  otros,  a  veces  con  consecuencias  embarazosas.  No  obstante,  ¡Petersen  se  enfadaba  a  inenudg  cuando 
otros  matemáticos  no  leían  sus  escritos! 

La  muerte  de  Peí er sen  fue  noticia  de  primera  página  en  Copenhague.  Un  periódico  de  la  época  le  describió  como  el 
Hatis  Christian  Andersen  de  la  ciencia,  un  hijo  del  pueblo  que  triunfó  cu  el  mundo  académico. 
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58,  aj  Demuestra  que  hallar  una  ronda  de  caballo  en  un  ta¬ 
blero  m  x  n  es  equivalente  a  hallar  un  camino  ha- 
miltoniáno  en  el  grafo  que  representa  los  movi¬ 
mientos  válidos  de  un  caballo  en  ese  tablero, 
b)  Demuestra  que  hallar  tina  ronda  cíclica  de  caballo 
en  un  tablero  m  x  n  es  equivalente  a  hallar  un  cir- 
cuito  hamil ion  taño  en  el  grabo  correspondiente, 

*59.  Demuestra  que  hay  una  ronda  de  caballo  en  un  tablero  3  x  4 

*60.  Demuestra  que  no  hay  ninguna  ronda  de  caballo  en  un 
tablero  3  x  3. 

*61.  Demuestra  que  no  hay  ninguna  ronda  de  caballo  en  un 
tablero  4x4. 

62.  Demuestra  que  el  grafo  que  represe ma  los  movimientos 
válidos  de  un  caballo  en  un  tablero  m  X  n  es  bipartito 
para  m  y  n  enteros  positivos  cualesquiera. 

63.  Demuestra  que  no  hay  ninguna  ronda  de  caballo  cíclica 
en  un  tablero  m  X  n  cuando  m  y  tt  son  ambos  impares. 

*64*  Demuestra  que  hay  una  ronda  de  caballo  en  un  tablero 
8  x  8,  (Indicación:  Puedes  construir  una  ronda  de  caba¬ 
llo  utilizando  un  método  inventado  por  H.  C.  Warns- 
dorfíen  1823:  se  comienza  en  cualquier  casilla  y  a  par- 
tir  de  ese  momento  se  mueve  siempre  a  una  casilla  que 
esté  conectada  con  el  menor  número  posible  de  casillas 
aún  por  utilizar.  Aunque  esle  método  no  siempre  pro¬ 
duce  una  ronda  de  caballo,  si  lo  hace  con  frecuencia). 


65.  Los  apartados  de  este  problema  esbozan  la  demostración 
del  Teorema  de  Ore.  Sea  G  un  grafo  simple  con  n  vértices, 
n  2  3  y  5(.v>  +  S(y)  ^  n  para  cada  dos  v  értices  no  adyacen¬ 
tes  *  e  y  de  (7.  El  Teorema  de  Ore  afirma  que  en  estas  con¬ 
diciones  G  contiene  un  circuito  haimkonianu. 

a)  Demuestra  que  si  G  no  contiene  ningún  circuito  ha- 
mi  komano,  entonces  existe  otro  gralo  //  con  los 
mismos  vértices  que  G,  que  puede  construirse  aña¬ 
diendo  aristas  a  G  y  tal  que  el  añadir  una  sola  arista 
produciría  un  circuito  hamiltoniano  en  //  {Indica¬ 
ción;  Añude  sucesivamente  en  cada  vértice  de  G 
tantas  aristas  como  sea  pasible  sin  producir  un  eir- 
cuito  hamihoniano), 

b)  Demuestra  que  hay  un  camino  hamihoniano  en 

c)  Sea  v  vr  v  un  camine)  hamihoniano  en  //.  De¬ 
muestra  que  5(v  )  4  8(v )  a  n  y  que  hay  a  lo  sumo 
6(v3)  vértices  no  ad  yac  entes  a  vn  ( incluyendo  al  pro- 
pió  v  ). 

d  )  Sea  S  el  conjunto  de  vértices  que  preceden  en  d  ca¬ 
mino  hamiltomano  a  los  vértices  adyacentes  a  v  . 
Demuestra  que  S  contiene  S(v  )  vértices  y  que  v  £  S. 
el  Demuestra  que  S  contiene  un  vértice  v  adyacente  a 
v  .  lo  que  implica  que  hay  aristas  que  conectan  v 
con  v  y  y.  con  v  , 

J  J.  n 

f  I  De  ni  u  e  st  ra  q  ue  e  1  apartad  o  í  c  J  implica  q  ue  v  \ 1 . 

vur  ijr  vn,  r  ,  .w,  vt+|í  v(  es  un  circuito  hamiltoniano 
en  G.  Concluye  de  esta  contradicción  que  se  cumple 
el  Teorema  de  Ore, 


8.6  Camino»  de  longitud  mínima 


INTRODUCCIÓN 


Muchos  problemas  se  pueden  representar  utilizando  graíos  en  los  que  se  asigna  un  peso  a  cada  una 
de  las  aristas.  Consideremos,  a  modo  de  ilustración*  la  forma  en  que  se  representa  el  sistema  de  vue¬ 
los  de  una  línea  aérea.  Construimos  el  modelo  básico  representando  las  ciudades  mediante  vértices 
y  los  vuelos  mediante  aristas.  Los  problemas  relacionados  con  distancias  pueden  representarse 
asignándoles  a  las  aristas  las  distancias  entre  ciudades.  Los  problemas  relacionados  con  tiempos  de 
vuelo  se  pueden  representar  asignándoles  a  las  aristas  los  tiempos  de  vuelo  correspondientes.  Los 
problemas  relacionados  con  tarifas  de  vuelos  pueden  representarse  asignándoles  costes  a  ¡as  aristas. 
Fn  la  Figura  1  se  muestran  tres  asignaciones  diferentes  de  pesos  a  las  aristas  de  un  grafo.  represen¬ 
tando  distancias,  tiempos  de  vuelo  y  tarifas,  respectivamente. 

Llamamos  grafios  ponderados  a  ios  grafios  en  los  que  se  asigna  un  número  a  cada  una  de  tas 
aristas.  Los  grafios  ponderados  se  utilizan  para  representar  redes  informáticas  y  pueden  emplearse 
para  estudiar  los  costes  de  comunicación  (como,  por  ejemplo,  el  coste  mensual  de  alquilar  una  lí¬ 
nea  telefónica),  los  tiempos  de  respuesta  de  los  ordenadores  o  la  distancia  entre  ordenadores.  Fn  la 
Figura  2  se  muestra  tres  formas  de  asignar  pesos  a  las  aristas  del  grafo  de  tina  red  informática  que 
corresponden  a  distancias,  tiempos  de  respuesta  y  costes. 

Hay  diversos  problemas  relacionados  con  los  grafios  ponderados  que  aparecen  con  frecuencia. 
Uno  de  ellos  es  el  de  determinar  un  camino  de  longitud  mínima  entre  dos  verdees  de  una  red.  Más 
concretamente,  definimos  la  longitud  de  un  cantillo  en  un  grafo  ponderado  como  la  suma  de  los 
pesos  de  las  aristas  de  ese  camino  (el  lector  debería  tener  en  cuenta  que  este  uso  de  la  palabra  lon¬ 
gitud  es  diferente  del  uso  de  longitud  para  denotar  el  número  de  aristas  de  un  camino  en  un  grafo 
sin  ponderar).  La  pregunta  es;  ¿cuál  es  el  camino  más  corto,  esto  es,  el  camino  de  longitud  míni- 
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Figura  1.  Gratos  ponderados  que  representan  el  sistema  de  una  línea  aérea. 


nía,  entre  dos  vértices  dados?  (aunque  ese  camino  puede  no  ser  único,  lo  seguiremos  llamando  el 
camino  más  corto  a  fin  de  simplificarla  presentación).  Por  ejemplo,  en  el  sistema  aéreo  repre¬ 
sentado  por  el  grato  ponderado  de  la  Figura  1 ,  ¿cuál  es  el  camino  más  cono  en  distancia  aérea  en¬ 
tre  Boston  y  Los  Ángeles?  ¿Qué  combinación  de  vuelos  tiene  el  menor  tiempo  total  dd  vuelo  (esto 
es,  el  tiempo  total  en  el  aire  sin  contar  el  tiempo  entre  vuelo  y  vuelo)  entre  Boston  y  Los  Ángeles? 
¿Cuál  es  la  tarifa  más  barata  entre  esas  dos  ciudades?  En  la  red  informática  de  la  Figura  2*  ¿cuál  es 
el  conjunto  más  barato  de  líneas  telefónicas  entre  iodos  los  que  conectan  los  ordenadores  de  San 
Francisco  con  tos  de  Nueva  York  ?  ¿Que  conjunto  de  líneas  telefónicas  proporciona  una  respues¬ 
ta  más  rápida  al  comunicarse  entre  San  Francisco  y  Nueva  York?  ¿Qué  conjunto  de  líneas  cubre 
menor  distancia  en  total? 

Otro  problema  importante  que  involucra  grafos  ponderados  pide  determinar  un  circuito  de 
longitud  total  mínima  que  visite  exactamente  una  vez  cada  uno  de  los  vértices  de  un  grato  com¬ 
pleto,  Este  es  et  famoso  problema  del  viajante*  que  pregunta  cuál  es  el  orden  en  el  que  un  viajan¬ 
te  debería  visitar  exactamente  una  vez  cada  una  de  las  ciudades  de  su  ruta  cíe  manera  que  la  dis¬ 
tancia  total  recorrida  sea  mínima.  Volveremos  sobre  el  problema  del  viajante  más  adelante  en  esta 
misma  sección. 
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Figura  2*  Gratos  ponderados  que  representan  una  red  informática. 


UN  ALGORITMO  PARA  CALCULAR  CAMINOS 
DE  LONGITUD  MÍNIMA 


Hay  diferentes  algoritmos  para  hallar  utt  camino  de  longitud  mínima  entre  dos  vértices  de  un  grato 
ponderado.  Presentaremos  un  algoritmo  descubierto  por  el  matemático  holandés  Edsger  Dijkstra 
en  1959,  La  versión  que  describiremos  resuelve  este  problema  para  gratos  ponderados  no  dirigidos 
si  todos  los  pesos  son  positivos,  Este  algoritmo  puede  adaptarse  fácilmente  para  resolver  proble¬ 
mas  de  caminos  de  longitud  mínima  en  gratos  dirigidos. 

Antes  de  presentar  el  algoritmo  formalmente,  veremos  un  ejemplo  a  modo  de  motivación. 


Enlaces 


LDSCi  K  R  VV  Y  lí  í  M !  .J  K  S  T  R  A  i  1 93Í  I-  li  M 12 )  IZdsgo  r  I )  i  |  k  s  i  ra ,  n  ac  i  do  en  H  o  I  and  a.  a  n  nen/ó  a  progra  rr  t  a  r  ord  enad  o  res  e  t  \ 
los  primeros  años  cincuenta  mientras  estudiaba  tísica  teórica  en  la  Universidad  de  Le  t  den.  Kn  1952*  dándose  cuenta  de  que 
estaba  interesado  por  la  programación  que  por  h  física*  completó  rápidamente  mi  licenciatura  en  física  \  comenzó  >u 
carrera  como  programador,  aunque  por  aquel  entonces  ta  programación  no  era  una  profesión  reconocida  como  tal  (en  1957, 
las  autoridades  de  Amsterdam  se  negaron  a  aceptar  «programador*  como  profesión  en  ta  licencia  de  matrimonio  de  Dijkstra. 
Sin  embargo,  cuando  éste  la  cambió  por  «físico  teórico»*  las  autoridades  ta  aceptaron), 

Dijkstra  ha  sido  una  de  las  personas  que  con  más  firmeza  hn  propuesto  que  se  considere  a  la  programación  como 
una  disciplina  científica,  lia  hecho  contribuciones  fundamentales  al  área  de  sistemas  operativos,  incluyendo  el  problema 
de  evitar  las  concurrencias  o  punios  muertos;  a\  área  de  lenguajes  de  programación,  incluyendo  la  noción  de  progra 
macion  estructurada,  y  al  área  de  algoritmos.  Ln  1972  se  le  concedió  el  Premio  Turing  de  la  Associution  for  Cotnputing 
M achine ry,  uno  de  los  premios  de  mayor  prestigio  en  el  área  de  la  informática.  Dijkstra  fue  nombrado  BmTough.N 
Research  Fe  lio  w  en  1973  v  ganó  una  cátedra  en  informática  en  la  Lí  Diversidad  lIc  Texas,  en  Austin,  en  1984. 
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Figura  3.  Un  grafo  ponderado  simple. 


EJEMPLO  I  ¿Cuál  es  ¡a  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y  ¿  en  el  grato  ponderado  de  la  Figura  3? 

Solución:  Aunque  puede  hallarse  fácilmente  el  camino  más  corto  por  simple  inspeción*  vamos  a 
desarrollar  algunas  ideas  que  nos  serán  titiles  para  entender  el  algoritmo  de  Dijkstra.  Resolveremos 
este  problema  hallando  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima  de  a  a  cada  uno  de  los  vér¬ 
tices  sucesivos  hasta  que  lleguemos  a  :. 

Los  únicos  caminos  que  comienzan  en  a  y  no  contienen  más  vértices  que  a  antes  de  alcanzar 
el  vértice  Final  son  af  b  y  o.  d.  Como  las  longitudes  de  n,  h  y  a,  d  son  4  y  2,  respectivamente,  se  si¬ 
gue  que  d  es  el  vértice  más  cercano  a  a. 

Podemos  hallar  el  siguiente  vértice  más  cercano  examinando  lodos  los  caminos  que  pasan 
soto  por  a  y  por  d  antes  de  alcanzar  el  vértice  final.  De  entre  éstos,  el  camino  más  corto  a  h  sigue 
siendo  at  b .  con  longitud  4,  y  el  camino  más  corto  a  e  es  at  d ,  e  con  longitud  5,  Por  tanto,  el  si¬ 
guiente  vértice  más  cercano  a  ú  es  b. 

Para  hallar  el  tercer  vértice  más  próximo  a  a ,  tenemos  que  examinar  únicamente  aquellos  ca¬ 
to  mos  que  pasan  sólo  por  a,  d  y  h  antes  de  alcanzar  el  vértice  final.  í  tay  un  camino  de  longitud  7 
a  r,  que  es  a .  /?,  t\  y  un  camino  de  longitud  6  a  que  es  a *  dt  et  z.  Por  tanto,  z  es  el  siguiente  vér¬ 
tice  más  cercano  a  a,  y  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima  a  z  es  6.  ^ 

El  Ejemplo  I  ilustra  los  principios  generales  que  se  utilizan  en  el  algoritmo  de  Dijkstra.  Nó¬ 
tese  que  podríamos  haber  hallado  el  camino  más  corto  de  a  a  z  por  pura  inspección.  Sin  embargo, 
la  inspección  no  sirve  ni  para  las  personas  ni  para  los  ordenadores  sí  et  grafo  tiene  muchas  aristas. 

Consideremos  ahora  el  problema  general  de  determinar  la  longitud  de  un  camino  de  longitud 
mínima  entre  a  y  z  en  un  grafo  ponderado  simple  no  dirigido.  N  algoritmo  de  Dijkstra  procede  de¬ 
terminando  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  a  y  un  primer  vértice,  la  longitud 
de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  a  y  un  segundo  vértice,  v  asi  sucesivamente,  hasta  deter¬ 
minar  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  ay  z. 

El  algoritmo  actúa  realizando  una  serie  de  iteraciones.  Se  construye  un  conjunto  distinguido 
de  vértices  al  que  se  añade  un  vértice  en  cada  iteración.  También  se  lleva  a  cabo  en  cada  iteración 
un  proceso  de  etiquetado.  En  este  proceso,  a  cada  vértice  w  se  le  pone  una  etiqueta  que  es  la  lon¬ 
gitud  de  un  camino  cuya  longitud  es  mínima  entre  la  de  los  caminos  de  a  a  u-  que  sólo  pasan  por 
veri  ices  que  ya  estén  en  el  conjunto  distinguido.  El  vértice  que  se  añade  al  conjunto  distinguido  es 
cualquiera  cuya  etiqueta  sea  mínima  entre  los  vértices  que  aún  no  están  en  eí  conjunto* 

Veamos  ahora  con  detalle  el  algoritmo  de  Dijkstra*  Se  comienza  asignándole  a  a  la  etiqueta 
0  y  a  ¡os  demás  vértices  la  etiqueta  Utilizamos  la  notación  L^a)  -  0  y  Lu(v)  -  para  estas  eti¬ 
quetas  antes  de  haber  llevado  a  cabo  ninguna  iteración  (el  subíndice  0  indica  la  iteración  «0-csÍ- 
ma»>*  Estas  etiquetas  son  las  longitudes  de  los  caminos  más  cortos  entre  a  y  cada  uno  de  los  ver¬ 
dees.  tomando  el  mínimo  entre  aquellos  caminos  que  sólo  contienen  al  vértice  a  (como  todavía  no 
existe  ningún  camino  entre  a  y  un  vértice  distinto  de  a,  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y 
cada  vértice  distinto  de  él  es 

El  algoritmo  de  Dijkstra  prosigue  formando  un  conjunto  distinguido  de  verilees.  Sea  S.  esc 
conjunto  al  cabo  de  k  iteraciones  del  proceso  de  etiquetado.  Comenzamos  con  Sn  -  Í1  El  conjunto 
se  forma  a  partir  de  St  ,  añadiendo  un  vértice  u  cuya  etiqueta  sea  mínima  entre  ios  vértices  que 
no  están  en  Sk  r  Una  vez  añadido  u  a  Sv  actualizamos  las  etiquetas  de  todos  ios  vértices  que  no  es¬ 
tán  en  Sr  de  modo  qu la  etiqueta  del  vértice  v  en  el  paso  k ,  es  la  longitud  de  un  camino  de 


558  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


longitud  mínima  entre  a  y  v  que  sólo  contiene  vértices  de  S,  (esto  es.  los  vértices  que  ya  estaban  en 
el  conjunto  distinguido  junto  con  u). 

Sea  v  un  ventee  que  no  está  en  Sr  Para  actualizar  la  etiqueta  de  \\  observamos  que  ¿  (v)  es  ía 
longitud  del  camino  más  cono  entre  a  y  v  que  sólo  pasa  por  vértices  de  St  .  La  actualización  se  pue¬ 
de  llevar  a  cabo  de  forma  eficiente  si  hacemos  uso  de  la  siguiente  observación:  el  camino  más  cor¬ 
to  de  a  a  v  que  sólo  pasa  por  vértices  de  es  bien  el  camino  más  corto  entre  a  y  v  que  sólo  pasa 
por  véniees  de  St  f  (esto  es.  ios  vértices  distinguidos  exceptuando  /i)  o  bien  es  el  resultado  de  aña¬ 
dirle  la  arista  (w,  v)  ai  camino  más  coito  entre  a  y  u  obtenido  en  el  paso  k  -  1 .  En  otras  palabras, 

Lk(a,  v)  -  min| Lk_x{a.  v),  Lt  í(a,  u)  +  w(u,  v)  J. 

Este  proceso  se  repite  añadiendo  vértices  sucesivamente  al  conjunto  distinguido  hasta  que  se 
añade  el  vértice  z.  Cuando  se  añade  z  al  conjunto  distinguido,  su  etiqueta  es  la  longitud  del  cami¬ 
no  más  corto  entre  a  y  z.  Describimos  el  algoritmo  de  Dijkstra  en  el  Algoritmo  l.  Más  adelante  de¬ 
mostraremos  que  este  algoritmo  es  correcto. 


ALGORITMO  i  Algoritmo  de  Dijkstra 


proceda  re  Díjkstra(G:  grato  ponderado  simple  y  conexo,  con  todos  los  pesos  positivos) 

{ (7  tiene  vértices  a  —  vü,  vp  -  z  y  pesos  w(v.,  v ), 
donde  wr(y,  v )  =  «>  si  {v,  v  |  no  es  una  arista  tic  G  \ 
for  i 1  to  n 
L(v.) :=« 

Lia)  :=  0 
S  :=  (i 

1  los  valores  iniciales  de  las  etiquetas  se  asignan  de  modo  que  la  etiqueta  de  a  es  0  y  todas  fas 
demás  etiquetas  son  «  y  5  es  el  conjunto  vacío! 

Yvhile  z  €  S 
begin 

tt vértice  con  L(u)  mínima  entre  los  vértices  que  no  están  en  S 
S  S  U  |  ííJ 

for  todos  los  vértices  v  que  no  están  en  S 

if  L(u)  -¥  v)  < L(v)  then  L( v)  :=  L(h)  +  w(u,  v) 

[esto  añade  a  S  un  vértice  con  etiqueta  mínima  y  actualiza  las  etiquetas  de  los  vértices 
que  no  están  en  S } 

end  |  L(z)  -  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y  :  ] 


El  Ejemplo  2  ilustra  cómo  funciona  el  algoritmo  de  Dijkstra.  Más  adelante  demostraremos 
que  este  algoritmo  siempre  produce  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  dos  vértices  de  un  gra- 
fo  ponderado.  De  hecho,  el  algoritmo  puede  modificarse  fácilmente  para  que,  además  de  la  lon¬ 
gitud  del  camino  más  corto,  calcule  el  árbol  de  caminos  mínimos,  esto  es,  el  conjunto  de  caminos 
más  cortos  entre  un  vértice  prefijado  y  el  resto  de  los  vértices  del  grata 

EJEMI’I  ( t  2  Utiliza  el  algoritmo  de  Dijkstra  para  hallar  un  camino  de  longitud  mínima  entre  los  vértices  a  y  r 
del  grato  ponderado  de  la  Figura  4(a). 

Solución:  En  la  Figura  4  se  muestran  los  pasos  que  sigue  el  algoritmo  de  Dijkstra  para  determinar 
un  camino  de  longitud  mínima  entre  a  y  z.  En  cada  iteración  del  algoritmo  los  vértices  de!  conjun¬ 
to  Sk  aparecen  encerrados  en  un  círculo.  En  cada  iteración  se  indica  un  camino  de  longitud  mínima 
entre  a  y  cada  uno  de  los  vértices  que  sólo  contiene  vértices  de  Sk.  El  algoritmo  termina  cuando  se 
encierra  en  un  círculo  a  z.  El  camino  de  longitud  mínima  de  a  a  z  que  se  obtiene  es  a,  c.  hf  dT  ef  z,  de 
longitud  13,  A 

Observación:  Al  aplicar  el  algoritmo  de  Dijkstra,  suele  ser  más  conveniente  mantener  las  etiquetas 
de  los  vértices  en  cada  paso  utilizando  una  tabla  en  lugar  de  volver  a  dibujar  el  grató  en  cada  paso. 
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I*  ij*urü  4,  Aplicación  del  algoritmo  de  Dijkstra  para  hallar  un  camino  de  longitud  mínima  de  a  a 


A  continuación  haremos  uso  tic  un  argumento  inductivo  para  demostrar  que  el  algoritmo  de 
Dijkstra  produce  la  longitud  del  camino  más  cono  entre  dos  vértices  ay  z  de  un  grato  ponderado 
conexo  y  no  dirigido.  Tomaremos  como  hipótesis  de  inducción  h  siguiente  afirmación:  en  la  ite¬ 
ración  ¿-csima 

(0  la  etiqueta  de  cada  vértice  v  que  eslá  en  S  es  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y 
dicho  vértice,  y 

(¡i)  la  etiqueta  de  cada  vértice  que  no  está  en  S  es  ¡a  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y 
dicho  vértice  que  sólo  contiene  (exceptuando  al  propio  vértice)  vértices  de  A, 

Cuando  k  =  0,  antes  de  llevar  a  cabo  ninguna  iteración,  S  =  0,  por  lo  que  la  longitud  del  camino 
más  corto  entre  a  y  cualquier  otro  vértice  es  »  Por  tanto*  el  caso  ha  se  es  verdadero. 

Supongamos  que  la  hipótesis  de  inducción  se  cumple  para  la  A-csima  iteración.  Sea  v  el  vér¬ 
tice  que  se  añade  a  S  en  la  (k  +  I  }-éstma  iteración,  esto  es,  v  es  un  vértice  cuya  etiqueta  es  mínima 
entre  las  de  los  vértices  que  no  estaban  en  S  al  concluir  la  pésima  iteración  (en  caso  de  empate, 
puede  elegirse  cualquiera  de  los  vértices  con  etiqueta  mínima). 

De  la  hipótesis  de  inducción  se  sigue  que  los  vértices  que  estaban  en  S  antes  de  la  iteración 
(k  +  l)-ésima  llevan  como  etiqueta  la  longitud  del  camino  más  corto  desde  el  vértice  a.  Además,  v 
debe  llevar  como  etiqueta  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  a  y  v,  De  no  ser  así,  al  cabo  de  la 
iteración  Uésirnu  habría  un  camino  de  longitud  menor  que  Lk(v)  que  pasa  por  un  vértice  que  no  está 
en  5  (ya  que  Lt(v)  es  la  longitud  del  camino  más  cono  entre  a  y  v  que  sólo  contiene  vértices  que  es¬ 
tán  en  S  al  cabo  de  la  iteración  A-ésima).  Sea  u  el  primer  vértice  de  ese  camino  que  no  esta  en  A  En¬ 
tonces,  hay  un  camino  de  a  a  u  de  longitud  menor  que  Lk(v)  que  contiene  sólo  vértices  de  S.  Esto 
contradice  la  elección  de  v.  Por  tanto,  (i)  sigue  cumpliéndose  al  final  de  la  iteración  ik  +  1  Pésima, 

Sea  it  un  vértice  que  no  está  en  S  al  cabo  de  k  +  I  iteraciones.  Un  camino  de  a  a  u  de  longitud 
mínima  entre  los  que  sólo  contienen  elementos  de  S  puede  contener  o  no  al  vértice  v.  Si  no  con¬ 
tiene  a  vf  entonces,  según  la  hipótesis  de  inducción,  su  longitud  es  ¿  (h),  Si  contiene  a  v,  entonces 
tiene  que  constar  de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  a  y  v  que  sólo  contenga  elementos  de  S 
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TEOREMA  1 


TEOREMA  2 
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distintos  de  v  seguido  de  una  arista  de  r  a  En  tal  caso,  su  longitud  sería  Lt(v)  +  \v(v,  ti).  Esto  de* 
muestra  que  se  cumple  (ti),  ya  que  /-4+l(tf)  =  minjLt(«),  Lk{v)  +  u’(v,  «)). 

Esto  concluye  la  demostración  dd  Teorema  1. 


El  algoritmo  de  Dijkstra  determina  la  longitud  del  camino  más  corto  entre  dos  vértices  de  un 
graio  ponderado  simple,  conexo  y  no  dirigido. 

Y  1  !  '  ¡f  -  YY  -  '  +-  *  &  :  '  ‘  Y  v- 


Podemos  estimar  la  complejidad  computacíonal  dd  algoritmo  de  Dijkstra  (en  términos  de  sumas  y 
comparaciones).  El  algoritmo  realiza  a  lo  más  n  -  I  iteraciones,  ya  que  en  cada  iteración  se  añade  un 
vértice  al  conjunto  distinguido.  Para  estimar  el  numero  total  de  operaciones  basta  estimar  d  nume¬ 
ro  de  operaciones  que  se  llevan  a  cabo  en  cada  iteración.  Podemos  identificar  el  vértice  con  la  me¬ 
nor  etiqueta  entre  los  que  no  están  en  Sk  realizando  n—  1  comparaciones  o  menos.  Después  hacemos 
una  suma  y  una  comparación  para  actualizar  la  etiqueta  de  cada  uno  de  los  vértices  que  no  están  en 
Sr  Por  tanto,  en  cada  iteración  se  realizan  a  lo  sumo  2 (n  -  1)  operaciones,  ya  que  no  puede  haber 
más  de  n  -  I  etiquetas  por  actualizar  en  cada  iteración.  Como  no  se  realizan  más  de  //  -  t  iteraciones, 
cada  una  de  las  cuales  supone  a  lo  mus  2 (n  -  1 )  operaciones,  llegamos  al  siguiente  teorema. 

El  algoritmo  de  Dijkstra  realiza  0(n2)  operaciones  (sumas  y  comparaciones)  para  determinar 
la  longitud  dd  camino  más  corto  entre  tíos  vértices  de  un  grafo  ponderado  simple,  conexo  y 
no  dirigido  con  n  vértices. 


EL  PROBLEMA  DEL  VIAJANTE 


Analizaremos  ahora  un  importante  problema  relacionado  con  los  grafos  ponderados.  Se  considera  d 
siguiente  problema:  un  viajante  quiere  visitar  exactamente  una  vez  cada  ciudad  de  un  conjunto  de  n 
ciudades  para  finalmente  regresar  al  pumo  de  partida.  Por  ejemplo,  supongamos  que  d  viajante  quie¬ 
re  visitar  Detroit,  Toledo,  Saginaw,  Grand  Rapids  y  Kalamuzoo  (véase  la  Figura  5).  ¿En  qué  orden 
debería  visitar  estas  ciudades  para  recorrer  la  mínima  distancia  total?  Para  resolver  el  problema  su¬ 
ponemos  que  el  viajante  comienza  por  Detroit  (ya  que  Detroit  tiene  que  formar  parle  dd  circuito)  y 
examinamos  todas  las  posibles  formas  en  que  puede  visitar  las  otras  cuatro  ciudades  y  regresar  a  De¬ 
troit  (comenzar  por  cualquier  otra  ciudad  produciría  los  mismos  circuitos).  Hay  un  total  de  24  cir¬ 
cuitos  posibles,  pero  como  al  recorrer  un  circuito  en  orden  inverso  se  recorre  la  misma  distancia,  bas¬ 
ta  considerar  12  circuitos  diferentes  para  determinar  la  mínima  distancia  total  que  el  viajante  debe 
recorrer.  Enumeramos  estos  12  circuitos  distintos  y  la  distancia  total  que  se  recorre  en  cada  circui¬ 
to.  Corno  puede  verse  en  la  lista,  la  distancia  total  mínima  de  458  millas  se  recorre  eligiendo  el  cir¬ 
cuito  Detroit-Toledo-Kdamazoo-Grand  Rapids-Saginaw- Detroit  (o  el  circuito  inverso). 


Rata 

Distancia  total  (en  millas) 

I3et  roil  -  T o  le  úo-G  rand  R ;  ipi  ds- Sagina  w -  K  al  amazoo -  De troi  t 

610 

Detroit  -  Tu  1  cdt  i  T  i  ra  mi  R  a  pi  d  s  -  K  al  am  a  n  >o  ■  Sa  gi  n  aw  -Del  roí  t 

516 

De  troit  -To  ledo-  K  al  am  a  zoo  -Sagina  w-í  ¡  ro  nd  Rapi  d  s-  De  tro  i  t 

588 

Detroit-T o  1  edo-  K  alamazoo  -  Grand  Rapids- Sagina  w- 1  )c  troit 

458 

Detroii-Toícdo- Sagina w  K  alamazoo- Grand  Rapids- Detroit 

540 

Del roit-T ol edo -Sag i na  w - ( S rand  Rapids  Kalamazoo- Detroit 

504 

í  )e  í  roit  -  Sa  g  i  n  a  w-T ot  e  du  G  ra  ji  á  Ra  p  i  d  s-K  aJam  azoo-  De  tro  i  t 

598 

Detro  i  t-S  agina  w  -To  1  ed  o  K  a  l  arr la  zoo  -  C  i  rand  R  a  p  i  d$  De  t  ro  i  i 

576 

De  t  roi  t-  Sagina  w ' -  K  al  am  a  zoo-  ío  1  ed  o  í  i  ran  d  R  a  p  ids  ■  De  t  roit 

682 

De  troit  - Sa  g  i  r  ta  w  -  Grand  R  o p  kh- To led i >-  K  a lam  azoo-  De  i  ro  i  t 

646 

De  i  roi  i-G  ran  d  R  a  pid  s-  S  ag  i  na  w  -Tu  ledo  K  a  1  am  a  zoo  -  De  i  m  i  t 

670 

De  t  roi  t-G  raí  i  d  Rap  id  s  -  To  I  edo-  S  agí  n  a  w-  K  al  a  m  a  zoo  -  De  troit 

728 

1 


Grafos  5í»I 


Grand  Rapids 


Sapnaw 


Detroit 


Kalamu/w 


Toledo 

Figura  5,  El  grafo  con  las  distancias  entre  cinco  ciudades. 


Acabamos  de  describir  un  caso  particular  del  llamado  problema  del  viajante.  El  problema 
del  viajante  pide  determinar  el  circuito  de  peso  total  mínimo  de  un  grafo  ponderado,  completo  y  no 
dirigido  que  visita  cada  vértice  exactamente  una  vez  y  regresa  al  punto  de  partida.  Esto  es  equi¬ 
valente  a  hallar  un  circuito  hamiltoniano  con  peso  total  mínimo  cu  el  grafo  completo,  ya  que  cada 
vértice  se  visita  exactamente  una  vez  en  el  circuito. 

La  forma  mas  directa  de  resolver  un  caso  particular  del  problema  del  viajante  es  examinar  lo¬ 
dos  los  posibles  circuitos  hamiltoniauos  y  elegir  uno  de  longitud  total  mínima.  ¿Cuántos  circuitos 
tenemos  que  examinar  para  resolver  el  problema  si  hay  n  vértices  en  el  grafo?  Una  vez  elegido  el 
punto  de  partida,  hay  (n  -  I)!  circuitos  hamiltomanos  distintos  que  examinar,  puesto  que  hay  /;  - 
I  posibles  elecciones  para  el  segundo  vértice,  n  -  2  para  el  tercer  vértice  y  así  sucesivamente. 
Como  un  circuito  hamiltoniano  se  puede  recorrer  en  orden  inverso,  sólo  tenemos  que  examinar 
(n  1  }!/2  circuitos  para  hallar  la  solución.  Nótese  que  (n  I  >1/2  crece  muy  rápidamente.  Tratar 
de  resolver  de  esta  forma  un  problema  del  viajante  cuando  hay  sólo  unas  pocas  docenas  de  vérti¬ 
ces  es  ya  poco  menos  que  imposible.  Por  ejemplo,  con  25  vértices  habría  que  considerar  un  total 
de  241/2  (aproximadamente,  3,1  x  I(P)  circuitos  hamiltonianos  diferentes.  Aunque  sólo  llevase  un 
nanosegundo  (10  '•  segundos)  examinar  cada  circuito  hamiltoniano,  haría  falla  un  total  de  aproxi¬ 
madamente  diez  millones  de  años  para  encontrar  el  circuito  hamiltoniano  de  peso  mínimo  en  este 
grafo  empleando  técnicas  exhaustivas  de  búsqueda. 

Dado  que  ei  problema  del  viajante  tiene  importancia  tanto  desde  el  punto  de  vista  práctico 
como  desde  el  teórico,  se  ha  hecho  un  gran  esfuerzo  para  idear  algoritmos  eficientes  para  re¬ 
solverlo.  Sin  embargo,  no  se  conoce  ningún  algoritmo  de  complejidad  polín  árnica  en  el  peor 
caso  que  lo  resuelva.  Además,  si  se  descubriese  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  en  el 
peor  caso  para  el  problema  del  viajante,  muchos  otros  problemas  difíciles  serían  también  reso¬ 
lubles  empleando  algoritmos  de  complejidad  polinómica  en  el  peor  caso  (uno  de  ellos  es  el  pro¬ 
blema,  descrito  en  el  Capítulo  1,  de  determinar  si  una  proposición  en  //  variables  es  o  no  una  tau¬ 
tología).  Esto  es  una  consecuencia  de  la  teoría  de  NP-completitud  (para  más  información, 
consúltese  [GaJo79]). 

Un  enfoque  práctico  para  resolver  el  problema  del  viajante  cuando  hay  muchos  vértices  que 
visitar  es  utilizar  un  algoritmo  de  aproximación.  Estos  son  algoritmos  que  no  necesariamente 
producen  la  solución  exacta  del  problema,  pero  sí  garantizan  que  la  solución  que  producen  está 
cerca  de  la  solución  exacta.  Esto  es.  pueden  producir  un  circuito  hamiltoniano  con  peso  total  U  '  tal 
que  W  <  W'  £  rVF.  siendo  W  la  longitud  total  de  la  solución  exacta  y  c  una  constante.  Por  ejemplo, 
hay  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  en  el  peor  caso  que  funciona  con  r  =  3/2  si  el  grafo 
ponderado  cumple  la  desigualdad  triangular.  Para  grafos  ponderados  en  general  y  para  cada  nú¬ 
mero  real  positivo  A,  no  se  conoce  ningún  algoritmo  que  proporcione  siempre  una  solución  cuyo 
peso  total  sea  menor  o  igual  que  k  veces  el  peso  total  de  una  solución  óptima.  Si  tal  algoritmo  exts- 
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fiera,  se  demostraría  que  la  clase  P  coincide  con  la  clase  NP,  lo  que  constituye  quizá  el  problema 
abierto  más  famoso  de  la  teoría  de  complejidad  de  algoritmos  (véase  la  Sección  2.3). 

lin  k\  práctica,  se  han  desarrollado  algoritmos  que  son  capaces  de  resolver  problemas  del  via¬ 
jante  de  hasta  L000  vértices  en  unos  pocos  minutos  de  tiempo  de  cálculo  que  producen  soluciones 
que  difieren  a  lo  más  en  un  2ck  de  la  solución  exacta.  Para  más  información  acerca  del  problema 
del  viajante,  incluyendo  historia,  aplicaciones  y  algoritmos,  véase  el  capítulo  dedicado  a  este  pro- 
hlema  en  Applications  of  Discrete  Mathemalics  [MiRo91  ]. 


Problemas 


1.  Describe  un  modelo  a  base  de  gratos  ponderados  que  se 
pueda  utilizar  para  resolver  cada  uno  de  los  siguientes 
problemas  acerca  de  un  sistema  de  metro, 

a)  Dadas  dos  estaciones  de  metro,  ¿cuál  es  el  tiempo 
mínimo  que  se  requiere  para  viajar  entre  ellas? 
h\  Dadas  dos  estaciones  de  metro,  ¿cuál  es  la  distancia 
mínima  que  se  debe  viajar  para  llegar  a  una  partiendo 
de  la  otra? 

c)  Dadas  dos  estaciones  de  metro,  ¿cuál  es  el  coste  mí¬ 
nimo  de  viajar  de  la  una  a  la  otra  sí  el  coste  total  del 
billete  se  obtiene  sumando  el  coste  de  todos  los  tra~ 
yectos  entre  estaciones  contiguas? 

En  los  Problemas  2-  i,  determina  la  longitud  de  un  camino  de 
longitud  mínima  entre  a  y  i  en  el  grato  ponderado  correspon¬ 
diente, 

2 


b  5  d 


3.  Determina  un  camino  de  longitud  mínima  entre  a  y  z  en 
cada  uno  de  los  gratos  ponderados  de  los  Problemas  2-4. 


6.  Determina  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima 
entre  estos  pares  de  vértices  en  el  grato  ponderado  del 
Problema  3. 

a)  a  y  d 

b)  ayf 

c)  cyf 

d)  hyz 

7.  Determina  caminos  de  longitud  mínima  en  el  grafo  pon¬ 
derado  del  Probluma  3  entre  los  pares  de  vértices  del 
Problema  (>. 

8.  Determina  un  camino  de  longitud  mínima  (en  millas  > 
entre  cada  uno  de  los  siguientes  pares  de  ciudades  en  el 
sistema  aéreo  de  la  Figura  l 

a)  Nueva  York  y  Los  Angeles 
h)  Boston  y  San  Francisco 

c)  Miami  y  Den  ver 

d)  Miami  y  Los  Ángeles 

9.  Determina  una  combinación  de  vuelos  con  tiempo  total 
de  vuelo  mínimo  entre  los  pares  de  ciudades  del  Proble¬ 
ma  8  empleando  los  tiempos  de  vuelo  que  se  muestran  en 
la  Figura  I . 

10,  Determina  la  combinación  más  barata  de  vuelos  entre 
las  que  conectan  a  cada  uno  de  los  pares  de  ciudades  del 
Problema  K  empleando  las  tarifas  que  se  muestran  en  la 
Figura  I, 

11,  Determina  la  ruta  más  corra  entre  los  centros  informan- 
eos  de  cada  uno  de  los  siguientes  pares  de  ciudades  en  la 
red  de  comunicaciones  de  la  Figura  2, 

a)  Boston  y  Los  Angeles 
h)  Nueva  York  y  San  Francisco 
el  Dallas  y  San  Francisco 
d )  Den  ver  y  Nueva  York 

12.  Determina  una  ruta  con  tiempo  de  respuesta  mínimo  en¬ 
tre  los  pares  de  centros  informáticos  del  Problema  1 1 
empleando  los  tiempos  de  respuesta  que  se  muestran  en 
la  Figura  2. 

13.  Determina  una  ruta  de  coste  mínimo,  en  términos  de  al¬ 
quiler  mensual,  entre  los  pares  de  centros  informáticos 
del  problema  1 1  empleando  los  alquileres  mensuales  que 
se  muestran  en  la  Figura  2. 
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14.  Explica  cómo  hallar  un  camino  con  el  menor  número  de 
aristas  entre  dos  vértices  de  un  grafo  no  dirigido  consi¬ 
derándolo  como  un  problema  de  caminos  de  longitud 
mínima  en  un  grato  ponderado. 

15.  Extiende  el  algoritmo  de  Dijkstra  para  hallar  la  longitud 
de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  dos  vértices  de 
un  grato  ponderado  simple  y  conexo  de  manera  que  cal¬ 
cule  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima  entre 
el  vértice  a  y  cada  uno  de  los  demás  vértices  del  grato. 

16*  Extiende  el  algoritmo  de  Dijkstra  para  hallar  la  longitud  de 
un  camino  de  longitud  mínima  entre  dos  vértices  de  un 
gralo  ponderado  simple  y  conexo  de  manera  que  constru¬ 
ya  un  camino  de  longitud  mínima  entre  esos  vértices. 

17.  Los  gratos  ponderados  de  las  siguientes  figuras  muestran 
algunas  de  las  principales  carreteras  de  Nueva  Jersey. 
La  Figura  (a)  muestra  las  distancias  entre  ciudades  si¬ 
guiendo  estas  carreteras:  la  Figura  (b)  muestra  el  coste  de 
los  peajes. 


a)  Determina  una  ruta  de  distancia  mínima  entre  Ne- 
wark  y  C; miden  y  entre  Newark  y  Cape  May  utili¬ 
zando  estas  carreteras. 

h)  Halla  una  ruta  de  coste  mínimo  en  términos  del  cos¬ 
te  total  del  peaje  utilizando  las  carreteras  del  grafio 
entre  los  pares  de  ciudades  dd  apartado  (a)  de  este 
problema. 


1S.  ¿Puede  haber  mas  de  un  camino  de  longitud  mínima  en¬ 
tre  dos  vértices  de  un  grafo  ponderado  si  ios  pesos  de  las 
aristas  son  todos  distintos? 

!*>.  Describe  algunas  aplicaciones  en  la  que  sea  necesario 
determinar  la  longitud  de  un  camino  simple  de  longitud 
máxima  entre  dos  vértices  de  un  grufo  ponderado. 

20.  ¿Cuál  es  la  longitud  de  un  camino  simple  de  longitud 
máxima  entre  ay  z  en  el  grufo  ponderado  de  la  Figura  4? 
¿Y  entre  c  y  z? 

El  Algoritmo  de  Floyd,  cuyo  pseudocódjgo  mostramos 
como  Algoritmo  2.  puede  emplearse  para  determinar  la 
longitud  del  camino  más  corto  entre  cada  par  de  vértices  de  un 
grafo  ponderado  simple  y  conexo.  Además,  este  algoritmo  se 
puede  modificar  de  modo  que  calcule  el  camino  más  corto 
entre  cada  par  de  vértices.  Para  más  detalles,  véase  fCoLe- 
RiStOl]. 


ALGOR I TMO  2  Algoritmo  de  Floyd 


procedurc  Floyé(G:  grafo  ponderado  simple) 

|G  tiene  vértices  vv  ....  vfl  y  pesos  u'(v,  y) 
donde  w{vr  v )  =  «  si  ( v .  v.)  no  es  una  arista  ] 

for  i  :=  1  lo  n 
for  j I  to  n 

í/(v’,  v  ):=  U'(v.  V.) 
for  i 1  lo  n 
for  / 1  to  n 
for  k  :=  l  to  n 

íf  d(vf  v  )  +  <Hv.  vj  <  d{\r  i.) 
tfien  d(v„  vA) d(\\,  c )  +  d(v  T  vp 
\d(  v  .  r  )  es  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  mínima 
entre  v  y  v  i 

t  J  JT* 


21.  Utiliza  el  algoritmo  de  Floyd  para  hallar  la  distancia  entre 
todos  los  pares  de  vértices  del  graFo  ponderado  de  la  Fi¬ 
gura  4(a). 

*22.  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Floyd  determina  la  dis¬ 
tancia  mínima  entre  todos  los  pares  de  vértices  de  un 
grafo  ponderado  simple. 

*23,  Da  una  estimación  en  notación  O  dd  número  de  operacio¬ 
nes  (comparaciones  y  sumas)  que  realiza  d  algoritmo  de 
Floyd  para  determinar  la  distancia  mínima  entre  cada  par 
de  vértices  de  un  grato  ponderado  simple  con  n  vértices 

*24.  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Dijkstra  puede  no  fun¬ 
cionar  sí  las  aristas  pueden  tener  pesos  negativos, 

25.  Resuelve  el  problema  del  viajante  para  d  siguiente  grafo 
calculando  d  peso  total  de  lodos  los  circuitos  hamilto- 
n  i  anos  y  determinando  un  circuito  con  peso  total  mínimo. 


a  3  b 
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26.  Resuelve  el  problema  del  viajante  para  el  siguiente  grafo 
calculando  el  peso  total  de  todos  los  circuitos  hítmil to¬ 
ril  anos  y  determinando  un  circuito  con  peso  total  mínimo. 


a  3  b 


27*  Determina  una  ruta  de  coste  total  mínimo  que  visite  todas 
las  ciudades  de  este  grafo  si  d  peso  de  cada  arista  es  d 
precio  mínimo  de  los  vuelos  disponibles  entre  las  dos 
ciudades. 


28.  Determina  una  ruta  de  coste  total  mínimo  que  visite  todas 
las  ciudades  de  este  grafo  si  el  peso  de  cada  arista  es  el 


precio  mínimo  de  los  vuelos  disponibles  entre  las  dos 
ciudades. 


29.  Construye  un  grafo  ponderado  no  dirigido  tal  que  el  peso 
total  mínimo  entre  los  circuitos  que  visitan  todos  los  vór¬ 
tices  al  menos  una  ve?,  se  alcanza  en  un  circuiro  que  vi¬ 
sita  algún  vértice  mis  de  una  vez.  {Indicación:  Hay  ejem¬ 
plos  con  tres  vértices). 

30*  Demuestra  que  el  problema  de  determinar  un  circuito  de 
peso  total  mínimo  que  visite  cada  vértice  de  un  grafo 
ponderado  al  menos  una  vez  se  puede  reducir  al  proble¬ 
ma  de  determinar  un  circuito  de  peso  letal  mínimo  que 
visite  cada  vértice  de  un  grafo  ponderado  exactamente 
una  vez*  Hazlo  construyendo  un  nuevo  grafo  ponderado 
con  los  mismos  vértices  y  aristas  que  el  grafo  original, 
pero  tal  que  el  peso  de  La  arista  que  conecta  los  vértices  u 
\  v  sea  igual  al  peso  total  mínimo  de  un  camino  de  u  a  r 
en  el  grafo  original* 


8.7  Grafos  planos 


INTRODUCCIÓN 


Consideramos  el  problema  de  conectar  tres  casas  con  las  tomas  de  electricidad,  agua  y  gas,  ral  y 
Kniítivs  como  se  nuieslm  en  la  Figura  I .  ¿Es  posible  conectar  estas  casas  con  las  tres  tomas  de  modo  que 
ninguna  de  las  conexiones  se  cruce  con  otra  conexión?  Este  problema  se  puede  modelar  utilizan¬ 
do  el  grato  bipartito  completo  v  La  pregunta  inicial  se  puede  reformular  de  la  siguiente  mane¬ 
ra:  ¿puede  dibujarse  en  el  plano  de  forma  que  ningún  par  de  aristas  se  corten? 

En  esta  sección  estudiaremos  la  cuestión  de  si  un  grafo  puede  o  no  dibujarse  en  el  plano  de 
forma  que  ningún  par  de  aristas  se  corte*  En  particular,  resolveremos  el  problema  de  las  casas  y  las 
tomas. 

Siempre  hay  muchas  maneras  de  representar  un  grafo.  ¿Bajo  qué  condiciones  se  puede  en¬ 
contrara)  menos  una  forma  de  representar  el  grafo  en  el  plano  sin  que  se  corte  ningún  par  de  aristas? 

DEFINK  )N  1  Se  dice  que  un  grafo  es  plano  si  puede  dibujarse  en  el  plano  de  manera  que  ningún  par  de  sus 
aristas  .se  corte  (por  corte  de  aristas  se  entiende  la  intersección  de  las  líneas  que  representan  a 
las  aristas  en  un  punto  distinto  de  sus  extremos)*  A  ese  dibujo  se  le  llama  representación  pla¬ 
na  del  grato. 


Un  grafo  puede  ser  plano  aunque  hábil  utilmente  se  dibuje  con  cortes  de  aristas,  ya  que  cabe  la  po¬ 
sibilidad  de  que  se  pueda  dibujar  de  manera  diferente  sin  ningún  corte* 

EJEMPLO  1  ¿Hs  K4  (que  aparece  en  la  Figura  2  con  dos  cortes  de  aristas)  un  grató  plano? 
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Figura  I .  Tres  casas  y  sus  conexiones  a  electricidad,  agua  y  gas. 


Solución:  K4  es  piano,  ya  que  se  puede  dibujar  sin  cortes,  como  se  ve  en  la  Figura  3.  ^ 

EJEMPLÍ  >  2  ¿Es  el  grafo  Qv  que  aparece  en  la  Figura  4,  un  grato  plano? 

Solución;  es  plano,  porque  se  puede  dibujar  sin  ningún  corte,  como  se  ve  en  la  Figura  3.  ^ 

Podemos  demostrar  que  un  grafo  es  plañí)  mostrando  una  representación  plana.  Más  difícil  es 
demostrar  que  un  grafo  no  es  plano.  Vamos  a  dar  un  ejemplo  que  muestra  cómo  se  puede  hacer 
esto  mediante  un  argumento  arf  hoc  Más  adelante  desarrollaremos  resultados  generales  que  se 
pueden  utilizar  para  este  fin. 

EJBMPM 1  3  ¿Es  el  grafo  y  que  aparece  en  la  Figura  6.  un  grafo  plano? 

Solución:  Cualquier  intento  de  dibujar  K ;  5  en  el  plano  sin  cortes  de  aristas  está  abocado  al  fracaso. 
Vamos  a  ver  por  qué-  En  cualquier  representación  plana  de  K3  3  cada  uno  de  los  vértices  r,  y  v,  tie¬ 
ne  que  estar  conectado  tanto  con  v4  como  con  vy  Estas  cuatro  aristas  forman  una  curva  cerrada  que 
divide  el  plano  en  dos  regiones,  y  Rr  como  se  muestra  en  la  Figura  7(a).  FJ  vértice  v.  estará  bien 
en  R{  o  bien  en  Rr  Si  v3  está  en  tf  „  el  interior  de  la  curva  cerrada,  las  dos  aristas  que  conectan  r.  con 
v4  y  v3  con  v5  dividen  R  en  dos  subregiones,  A\,  y  Rir  como  se  muestra  en  la  Figura  7(b). 

A  continuación,  observamos  que  no  hay  ninguna  manera  de  colocar  el  vértice  final  v6  sin 
forzar  un  corte.  En  efecto,  si  rf  está  en  ftr  entonces  no  se  puede  dibujar  la  arista  entre  y 
sin  producir  un  corte.  Si  r  está  en  R  *  entonces  no  se  puede  dibujar  ta  arista  entre  v,,  y  v  sin 
producir  un  corte.  Si  está  en  entonces  no  se  puede  dibujar  la  arista  entre  \\  y  \\  sin  pro¬ 
ducir  un  corte. 

Un  argumento  semejante  sirve  para  el  caso  ctt  que  v3  está  en  Rr  Dejamos  para  el  lector  el 
coqipletar  la  demostración  (véase  el  Problema  10  al  final  de  esta  sección).  Por  tanto,  R\  3  no  es 
plano,  -4 


figura  2. 
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El  grafo 


K  ig  ij  r a  X  A\  d  i  h  u i j  ado  s  i  n 
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Figura  4,  El  grafo  Qv 


Figura  $>  Una  representación 
plana  de  Q  . 
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Figura  6,  Hl  grafo  K.  r 


Figura  7.  Demostración  de  que  el  grafo  A!j  }  no  es  piano* 


El  Ejemplo  3  resuelve  el  problema  tic  las  casas  y  las  tomas  descrito  al  principio  de  la  sección. 
Las  tres  casas  y  las  tres  tomas  de  electricidad,  agua  y  gas  no  se  pueden  conectaren  el  plano  sin  que 
haya  cortes  de  aristas.  Un  argumento  parecido  muestra  que  K\  tampoco  es  un  grafo  plano  (véase  el 
Problema  1 1  al  final  de  esta  sección). 

El  que  un  grafo  sea  o  no  plano  desempeña  un  importante  papel  en  el  diseño  de  circuitos  im¬ 
presos*  Podemos  modelar  un  circuito  electrónico  mediante  un  grato  en  el  que  los  componentes  se 
representan  por  medio  de  vértices  y  las  pistas  que  conectan  los  componentes  entre  sí  se  repre¬ 
sentan  por  medio  de  aristas.  Podremos  imprimir  un  circuito  en  una  placa  de  una  sola  capa  sin  que 
haya  cortes  entre  las  pistas  siempre  que  el  grato  que  represente  al  circuito  sea  un  grafo  plano.  Si 
el  grafo  no  es  plano,  tendremos  que  recurrir  a  opciones  de  mayor  coste.  Por  e  jemplo,  podemos  ha¬ 
cer  una  partición  de  los  vértices  del  grafo  que  representa  al  circuito  en  subgrafos  planos*  Hecho 
esto,  podemos  construir  el  circuito  usando  varias  capas  (véase  el  preámbulo  del  Problema  30,  que 
habla  del  grosor  de  un  grafo)*  Podemos  construir  el  circuito  utilizando  cables  con  aislamiento 
cada  vez  que  las  conexiones  se  cruzan*  En  este  caso,  es  importante  dibujar  el  grafo  con  el  menor 
número  posible  de  cortes  (véase  el  preámbulo  del  Problema  26  para  más  información  acerca  del 
número  de  corte  de  un  grafo). 


LA  FÓRMULA  DE  EIJLER 


Una  representación  plana  de  un  grafo  divide  el  plano  en  regiones,  entre  ellas  una  región  no  aco¬ 
lada*  Por  ejemplo,  la  representación  plana  dd  grafo  que  se  muestra  en  la  Figura  8  divide  el  plano 
en  seis  regiones,  que  están  etiquetadas  en  la  figura,  Euler  demostró  que  todas  las  representaciones 
planas  de  un  mismo  grafo  dividen  el  plano  en  igual  número  de  regiones.  Esto  lo  hizo  hallando  una 
relación  entre  el  número  de  regiones,  el  número  de  vértices  y  el  número  de  aristas  de  un  grafo 
plano. 


FÓRMULA  F)F  FULLR  Sea  O  un  grafo  simple  conexo  con  e  aristas  y  v  vértices.  Sea  r  el 
número  de  regiones  de  una  representación  plana  de  G,  Entonces,  r  -  e  v  +  2, 


Demostración:  En  primer  lugar,  especificarnos  una  representación  plana  de  G.  Demostraremos  d 
teorema  construyendo  una  sucesión  de  subgrafos  G,,  Gr  G  -  G ,  añadiendo  una  arista  en  cada 
etapa.  Hacemos  esto  utilizando  la  siguiente  definición  inductiva:  elegimos  una  arista  arbitraria  de 


Figura  H.  Las  regiones  de  la  representación 
plana  de  un  grafo. 
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Figura  9.  El  caso 
base  Je  la  demos¬ 
tración  de  la  fómiu- 
la  de  Euler. 


EJEMPLO  4 


COROLARIO  I 


G.  Esa  arista»  junto  con  sus  dos  extremos,  es  el  grafo  Gr  Obtenemos  G  a  partir  de  G  añadién¬ 
dole  cualquier  arista  que  sea  incidente  con  un  vértice  de  G(  ,  y  añadiendo  también  el  otro  vértice 
incidente  con  esa  arista  si  no  estaba  ya  en  Gf?  r  Esta  construcción  es  posible,  ya  que  G  es  conexo. 
Tras  añadir  e  aristas,  se  obtiene  el  grafo  total  (7.  Sean  rfíi  en  y  respectivamente,  los  números  de 
regiones,  de  aristas  y  de  vértices  de  la  representación  plana  de  Gn  inducida  por  la  representación 
plana  de  G\ 

La  demostración  prosigue  por  inducción.  La  relación  rl  =  ex  -  vf  +  2  se  verifica  para  Gr  ya 
que  Cj  -  L  v1  =  2  y  r(  =  1.  Esto  puede  verse  en  la  Figura  9. 

Supongamos  ahora  que  rn  -  cn  v  +  2.  Sea  (¿j  ,  bn+[  |  la  arista  que  se  añade  a  G  para  ob¬ 

tener  G,  I  lomos  de  considerar  dos  posibilidades.  En  el  primer  caso,  tanto  a  como  h  están  ya 
en  G\  Estos  dos  vértices  tienen  que  estar  en  el  borde  de  una  misma  región  R.  ya  que.  de  no  ser  así. 
sería  imposible  añadirle  la  arista  [aj4  r  fr +  |  |  a  Gp  sin  producir  un  corte  de  aristas  (y  en  Gfn[  no  hay 
cortes  entre  aristas).  Al  añadir  esta  nueva  arista»  dividimos  R  en  dos  regiones.  Por  tamo,  en  este 
caso,  r  =  r  +  1,  e  .  =  e  +  I  y  r  .  -  v  ,  de  modo  que  ambos  miembros  de  la  fórmula  que  reía- 
dona  los  números  de  regiones,  de  aristas  y  de  vértices  aumentan  exactamente  en  una  unidad,  por 
lo  que  la  fórmula  .se  sigue  cumpliendo.  En  otras  palabras,  rn+|  =  -  v  +  2.  Este  caso  se  ilustra 

en  la  Figura  10(a). 

En  el  segundo  caso,  uno  de  los  dos  verilees  de  la  nueva  arista  no  está  aún  en  G  r  Suponga¬ 
mos  que  íí  ¡+1  está  en  Gn,  pero  que  b  t ,  no  lo  está.  Añadir  esta  nueva  arista  no  produce  ninguna  re¬ 
gión  nueva,  ya  que  fc  tiene  que  estar  en  una  región  cuyo  borde  contenga  a  an+y  Por  tanto,  r  }  - 
r  .  Además,  e  ,  =  e  +  1  y  v  t  =  v  +  J.  Ambos  miembros  de  la  formula  que  relaciona  los  mime- 
ros  de  regiones,  de  aristas  y  de  vértices  permanecen  iguales,  de  modo  que  la  fórmula  se  sigue  cum¬ 
pliendo.  Fji  otras  palabras,  r  —  v  +  2.  Este  caso  se  ilustra  en  la  Figura  lü(b). 

Hemos  completado  el  argumento  de  inducción.  Por  tanto,  rn-  c  v  i  +  2  para  todo  n.  Como  el 
grafo  original  es  el  grafo  Gr  obtenido  tras  añadir  e  aristas,  el  teorema  es  cierto. 

La  fórmula  de  Eider  se  ilustra  en  el  Ejemplo  4* 

Supongamos  que  un  grafo  plano  simple  y  conexo  tiene  20  vértices,  cada  uno  de  los  cuales  tiene 
grado  3.  ¿En  cuántas  regiones  divide  el  plano  una  representación  plana  de  ese  grafo? 

Solución:  El  grafo  tiene  20  vértices,  cada  uno  de  grado  3,  de  modo  que  v  -  20.  Como  la  suma  de 
los  grados  de  los  vértices,  3v  =  3  *  20  =  60.  es  igual  al  doble  2c  del  número  de  aristas,  se  tiene  que 
2c  =  60  o  que  e  ~  30.  Por  tanto,  según  la  fórmula  de  Eider,  ct  n limero  de  regiones  es 

r  =  e-  v  +  2—  30—  20  +  2  =  12.  4 

La  fórmula  de  Eider  se  puede  utilizar  para  establecer  desigualdades  que  nene  que  cumplir 
cualquier  grafo  plano.  Una  de  estas  desigualdades  es  la  que  se  da  en  el  siguiente  corolario. 

-  •  «3  .i'v  . 

Sea  G  un  grafo  plano  simple  y  conexo  con  e  aristas,  y  vértices  y  v  £  3,  Entonces,  e  &  3v  -  6. 


(a)  (b)d 


Figura  10.  Añadirle  una  arista  a  G_  para  obtener  Gfl  i|+ 
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COROLARIO  2 


Antes  de  demostrar  el  Corolario  1  vamos  a  utilizarlo  para  demostrar  el  siguiente  resultado, 
que  nos  resultará  muy  útil. 


Sea  C  un  grafo  plano  simple  y  conexo.  Entonces  G  tiene  un  vértice  de  grado  menor  o  igual 
que  cinco. 


Demostración:  Si  (7  tiene  uno  o  dos  vértices,  el  resultado  es  cierto.  Si  G  tiene  al  menos  tres  vér¬ 
tices,  sabemos  por  el  Corolario  ¡  que  e  s  3v  -  6,  de  modo  que  2e  <  6v  -  12.  Si  el  grado  de  todos 
los  vértices  fuese  mayor  o  igual  que  seis,  entonces,  dado  que  le  -  J  5(v)  (por  el  teorema  de  los 
apretones  de  manos),  tendríamos  le  a  6v.  Pero  esto  contradice  la  desigualdad  le  s  6v  -  12.  Por 
tanto,  tiene  que  haber  un  vértice  de  grado  menor  o  igual  que  cinco. 

La  demostración  del  Corolario  1  se  basa  en  el  concepto  de  grado  de  una  región,  que  se  deíinc 
como  el  número  de  aristas  que  hay  en  el  borde  de  la  región.  Denotaremos  el  grado  de  la  región  R 
por  5 (R),  Si  una  arista  aparece  dos  veces  en  el  borde  (de  modo  que  se  pasa  dos  veces  por  encima 
de  la  arista  cuando  se  dibuja  el  borde),  esa  arista  contribuye  al  grado  con  dos  unidades.  Los  grados 
de  las  regiones  del  grafo  de  la  Figura  )  1  se  muestran  en  la  misma  figura. 

Ya  podemos  demostrar  el  Corolario  1. 

Demostración:  Al  dibujar  un  grafo  plano  simple  y  conexo,  dividimos  el  plano  en  un  cierto  nú¬ 
mero,  digamos  r,  de  regiones.  El  grado  de  cada  región  es  al  menos  tres  (como  tos  grafos  que  ma¬ 
nejamos  aquí  son  simples,  no  se  admiten  ni  mistas  múltiples  que  puedan  producir  regiones  de  gra¬ 
do  dos  ni  bucles  que  puedan  producir  regiones  de  grado  uno).  En  particular,  observamos  que  el 
grado  de  la  región  no  acotada  es  por  lo  menos  tres,  ya  que  hay  al  menos  tres  vértices  en  el  grafo. 

La  suma  de  los  grados  de  las  regiones  es  exactamente  el  doble  del  número  de  aristas  dd  gra¬ 
to,  ya  que  cada  arista  aparece  en  el  borde  de  una  región  exactamente  dos  veces  (bien  en  dos  re¬ 
giones  distintas  o  bien  dos  veces  en  la  misma  región).  Como  cada  región  tiene  grado  mayor  o  igual 
que  tres,  se  sigue  que 

2e  **  ^  * 3r. 

(odas  tas  regiones  H 


Por  tanto, 

(2/3)  e  *  r. 

Utilizando  que  r  =  e  -  v  +  2  (la  fórmula  de  Euler).  obtenemos 


í-v  +  2s  (2/3) e. 

Se  sigue  que  e/3  sv-2,  Esto  demuestra  que  e  <  3v -  6. 

Este  corolario  puede  utilizarse  para  demostrar  que  K ,  no  es  plano. 


Figura  It.  Orados  de  regiones. 


<1 
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EJEMPLOS 


COROLARIO  3 


EJEMPLO  6 


Enlaces 


Demuestra  que  K ^  no  es  plano  utilizando  el  Corolario  1. 

Solución:  F:l  grafo  tiene  cinco  vértices  y  diez,  aristas.  La  desigualdad  e  <  3r  -  6  no  se  cumple 
para  este  grafo,  ya  que  e  =  10  y  3v  -  6  -  9-  Por  tanto*  Ks  no  es  plano.  4 

Hemos  demostrado  previamente  que  K 3 ,  no  es  plano*  Nótese,  sin  embargo,  que  dicho  grafo  tie¬ 
ne  seis  vértices  y  nueve  ansias.  Esto  significa  que  se  satisface  la  desigualdad  e  =  9  <  12 .  =  3  ■  6  -  6. 
Por  lamo,  el  hecho  de  que  se  satisfaga  la  desigualdad  e  s  3v  -  6  no  implica  que  el  grafo  sea  pla¬ 
no*  No  obstante,  puede  utilizarse  el  siguiente  corolario  del  Teorema  1  para  demostrar  que  Kx  {  no 
es  plano. 


Si  un  grafo  plano  simple  y  conexo  tiene  e  aristas  y  v  vértices  con  v  £  3  y  no  contiene  circuitos 
de  longitud  tres,  entonces  e  <  2r  -  4, 


La  demostración  del  Corolario  3  es  parecida  a  la  del  Corolario  1 ,  salvo  que  en  este  caso  el  hecho 
de  que  no  haya  circuitos  de  longitud  tres  implica  que  el  grado  de  cualquier  región  debe  ser  al  me¬ 
nos  cuatro*  Los  detalles  de  la  demostración  se  dejan  para  el  lector  (véase  el  Problema  i  5  at  final  de 
esta  sección). 

Utiliza  el  Corolario  3  para  demostrar  que  Kx  3  no  es  plano. 

Solución:  Como  A\  es  conexo  y  no  contiene  circuitos  de  longitud  tres  (es  fácil  verlo,  ya  que  es 
bipartito),  podemos  utilizar  el  Corolario  3*  El  grafo  x  tiene  seis  vértices  y  nueve  aristas.  Como 
e  -  9  y  2v  -  4  =  8.  el  Corolario  3  nos  lleva  a  que  3  no  es  plano.  < 


EL  TEOREMA  DE  KURATOWSKI 


Hemos  visto  que  Kx  3  y  no  son  piaros.  Claramente,  cualquier  grafo  que  contenga  como  subgrafo 
a  uno  de  esos  dos  grafos  tampoco  será  plano.  Sorprendentemente,  todos  los  gratos  que  no  son  pla¬ 
nos  tienen  que  contener  un  subgrafo  que  se  puede  obtener  a  partir  de  Kx  l  o  de  K5  por  medio  de 
ciertas  operaciones. 


Figura  12.  (¡ratos  homeomorfos. 


K  A  Z I  MI  ERZ  k  IR  A  TOWSKI  l  J  1 9811 )  Ka/imierz  K  untlowsk  i,  hijo  de  un  famoso  abogado  de  Vaisovia,  recibió 
su  educación  secundaria  en  Varsovia.  De  1913  a  1 9 14  estudió  en  Glasgow,  Escocia,  pero  no  pudo  volver  allí  tras  estallar 
la  Primera  Guerra  Mundial.  En  E9I5  ingresó  en  la  l  Jniversidad  de  Vareo  vía,  donde  participó  activamente  en  el  movimiento 
patriótico  estudiantil  polaco.  Publico  su  primer  artículo  en  19 IV  y  se  doctoró  en  1921.  Fue  un  miembro  activo  de  la  llamada 
Escuda  de  Varsovia  de  Matemáticos*  trahajandoen  las  áreas  de  topología  y  de  fundamentos  de  la  teoría  de  conjuntos,  CX  u- 
pó  durante  siete  años  una  plaza  de  profeso;  permanente  en  la  Universidad  Politécnica  de  Lwow,  colaborando  con  los  fa¬ 
mosos  matemáticos  polacos  Banach  y  Lila  ni.  En  1910,  mientras  estaba  en  Lwow,  Kurntow.sk  i  completó  su  trabajo  de  ca¬ 
racterización  de  los  gratos  planos 

En  1934  regresó  corno  catedrático  a  la  Universidad  de  Varsovia.  Se  mantuvo  activo  tanto  en  la  investigación 
como  eti  la  docencia  hasta  el  inicio  de  ja  Segunda  Guerra  Mundial,  Durante  la  guerra,  debido  a  la  persecución  a  que  se  so¬ 
metió  a  los  polacos  instruidos,  Kuratowski  tuvo  que  esconderse  bajo  una  identidad  falsa,  aunque  siguió  impartiendo  clases 
en  la  clandestina  Universidad  de  Varsovía.  Después  de  la  guerra  contribuyó  a  revivir  la  matemática  polaca  como  director 
Je  1  Instituto  Nacional  de  Matemáticas  de  Polonia.  Escribió  más  de  180  artículos  y  tres  libros  de  texto  de  amplia  difusión. 
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TEOREMA  2 


EJEMPLO  7 

Ejemplos 

adkwiales 

EJEMPLO  8 

ll 


Figura  13,  El  grafo  no  d  i  rígido  6\  un  subgrafo  //  homeomurfo  q  As  y  K v 


Si  un  grafo  es  plano,  también  lo  .será  cualquier  grafo  que  se  obtenga  de  él  eliminando  una 
arista  \it,  v}  y  añadiendo  un  nuevo  vértice  w  junto  con  las  aristas  \ut  w]  y  |  w\  v\.  Se  dice  que  esta 
Operación  es  una  subdivisión  elemental.  Se  dice  que  los  gratos  Gl  =  (Vr  E})  y  G2  -  (V,,  £,)  son 
homeomnrfos  si  se  pueden  obtener  a  partir  de  un  mismo  grafo  por  medio  de  una  secuencia  de  sub¬ 
divisiones  elementales.  Los  ¡res  grafbs  t!e  la  Figura  12  son  homeomorfos,  ya  que  todos  pueden  ob¬ 
tenerse  a  partir  del  primer  grafo  mediante  subdivisiones  elementales  (el  lector  debería  determinar 
las  secuencias  de  subdivisiones  elementales  que  se  requieren  para  obtener  (7,  y  G\  a  partir  de  G  ). 

El  matemático  polaco  Kazimierz  Kuratowski  estableció  en  1930  el  siguiente  teorema,  que  ca¬ 
racteriza  tos  gratos  planos  utilizando  el  concepto  de  horneomorfismo  de  grafos. 

Un  grato  es  plano  si,  y  sólo  si,  no  contiene  ningún  subgrafo  homeomorfo  a  K s  ^  o  a  Ky 


Claramente,  un  grafo  que  es  plano  no  puede  contener  un  subgrafo  homeomorfo  u  o  a  Kv  Sin 
embargo,  la  demostración  de  la  afirmación  recíproca,  esto  es,  que  todo  grafo  que  no  contiene  un 
subgrafo  homeomorfo  a  K.  ,  o  a  es  plano,  es  complicada  y  no  se  verá  en  este  libro.  Los 
Ejemplos  7  y  8  ilustran  como  se  utiliza  el  Teorema  de  Kuratowski 

Determina  si  el  grafo  (7  que  se  muestra  en  la  Figura  13  es  o  no  un  grafo  plano. 

Solución:  G  tiene  un  subgrafo  //  homeomorfo  a  Ky  que  se  obtiene  eliminando  h.j  y  k  junto  con 
todas  las  aristas  incidentes  con  dichos  vértices.  El  grafo// es  homeomorfo  a  Av  ya  que  puede  ob¬ 
tenerse  a  partir  de  (con  vértices  a,  h.  cr  g,  i )  por  medio  de  una  secuencia  de  subdivisiones  ele¬ 
mentales,  añadiendo  los  vértices  d,  e  y  f  (el  lector  debería  construir  dicha  secuencia  de  subdivi¬ 
siones  elementales);  Pot  tanto,  G  no  es  plano,  4 

¿Es  el  grafo  de  Petersen,  que  se  muestra  en  la  Figura  14(a),  un  grafo  plano?  (El  matemático  danés 
Julius  Petersen  estudió  este  grafo  en  1891;  a  menudo  se  utiliza  para  ilustrar  varias  propiedades 
teóricas  de  los  grafos). 


Solución:  El  subgrafo  //  del  grato  de  Petersen,  que  se  muestra  en  la  Figura  !4(b)  y  que  se  obtie¬ 
ne  eliminando  h  y  las  tres  aristas  que  tienen  a  h  como  extremo,  es  homeomorfo  a  A,  v  con  con¬ 
juntos  de  vértices  (/,  dj\  y  í  t\  i „  h\<  ya  que  puede  obtenerse  por  medio  de  una  secuencia  de  sub¬ 
divisiones  elementales:  primero  se  elimina  \d ,  h  j  y  se  añaden  |r,  h  \  y  {cPJ|.  después  se  elimina 
\e,f\  y  se  añaden  \a,  e  |  y  \a,f]  y  finalmente  se  elimina  \¿J)  y  se  añaden  [g,  /(  y  j gj}.  Por  tan¬ 
to,  el  grafo  de  Petersen  no  es  plano.  4 


o 


Grafos  571 


ib)  H 


(O  Ky 


Figura  14.  (ai  1:1  grato  de  Petersen;  (hi  un  subgrafo  //  liomeomori'o  a  K,  ]t  y  (c)  K. 


Problemas 


1.  ¿Pueden  conectarse  cinco  casas  con  una  toma  de 
electricidad  y  otra  de  agua  sin  que  haya  cortes  de 
aristas? 

En  los  Problemas  24,  dibuja  d  grafo  plano  correspondiente  sin 
que  haya  cruces. 


En  los  Problemas  5-9,  determina  si  el  grafo  dado  es  o  no  un 
grato  plano.  Si  lo  es,  dibújalo  de  forma  que  no  haya  cortes  de 
aristas. 


¡0.  Completa  el  argumento  del  Ejemplo  3. 

i  1 .  Demuestra  que  Ár.  no  es  plano  utilizando  un  argumento 
similar  al  que  se  dio  en  el  Ejemplo  3, 

12,  Supongamos  que  un  grafo  plano  conexo  tiene  ocho  ver- 
rices,  cada  uno  de  dios  de  grado  tres.  ¿En  cuántas  re¬ 
giones  queda  dividido  el  plano  por  una  representación 
plana  de  este  grafo? 

13,  Supongamos  que  un  grato  plano  conexo  tiene  seis  ver¬ 
ilees,  cada  uno  de  ellos  de  grado  cuatro,  ¿En  cuántas  re¬ 
giones  queda  dividido  el  plano  por  una  representación 
plana  de  este  grafo? 

14,  Supongamos  que  un  grafo  plano  conexo  tiene  30  aristas. 
Si  una  representación  plana  de  este  grafo  divide  el  plano 
en  20  regiones,  ¿cuántos  vórtices  tiene  el  grafo? 

1 5 ,  De  m  u  c  s  t  ra  el  C ofo  lorio  3 . 

16,  Supongamos  que  un  grafo  plano  bipartito  y  simple  tiene 
e  aristas  y  v  vértices.  Demuestra  que  e  s  2v  -  4  si  v  >  3. 
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*17.  Supongamos  que  un  grafo  plano  simple  conexo  con  e 
aristas  y  v  vértices  no  contiene  ningún  circuito  simple 
de  longitud  menor  o  igual  que  cuatro.  Demuestra  que 
e  ¿  (5/3) v  -  ( 10/3}  si  v  a  4. 

18.  Supongamos  que  un  grafo  plano  tiene  k  componentes 
conexas,  e  aristas  y  r  vértices.  Supongamos  también 
que  el  plano  queda  dividido  en  r  regiones  por  una  re¬ 
presentación  plana  del  grafo.  llalla  una  fórmula  para  r 
en  términos  de  r,  v  y  k. 

19,  ¿Cuáles  de  los  siguientes  grafos  no  planos  tienen  la 
propiedad  de  que  eliminar  uno  cualquiera  de  sus  vérti¬ 
ces  junto  con  todas  las  aristas  incidentes  con  él  los  con¬ 
vierte  en  grafos  planos? 

a)  K,  b)  Kt  c)  d)  tf3i4 

En  los  Problemas  20-22.  determina  si  el  grafo  correspondiente 
es  o  no  homeomorfo  a  K 1  , 


20. 


21. 


22. 


ün  los  Problemas  23-25.  utiliza  el  Teorema  de  Kuratowski 
para  determinar  si  el  grafo  correspondiente  es  o  no  plano. 


23, 


a 


24. 


25. 


El  número  de  corte  de  un  grafo  simple  es  el  numero  mí¬ 
nimo  de  cortes  entre  aristas  que  pueden  aparecer  al  dibujar  el 
grafo  en  el  piano  de  manera  que  tres  líneas  que  representan 
aristas  no  se  corten  en  un  mismo  punto. 


-r 


■M 


26,  Demuestra  que  el  número  de  corte  de  /C?  ^  es  I 


**27.  Determina  el  número  de  corte  de  cada  tino  de  los  si 
guicntes  grafos  no  planos, 
al  Ks  b)  K6  c)  K 7 

d)  ^4.4  ^  ^5,í 

*28,  Determina  d  número  de  corte  del  grafo  de  Petersem 


**29.  Demuestra  que  si  m  y  n  son  enteros  positivos  pares, 
el  número  de  corte  de  Kmñ  es  menor  o  igual  que 
mnim  -  2)Oi  -  2)/ 16,  (Indicación:  Coloca  m  vértice*  a 
lo  largo  dd  eje  v  de  forma  que  estén  igualmente  espa¬ 
ciados  y  sean  simétricos  con  respecto  al  origen  y  colo¬ 
ca  n  vértices  a  lo  largo  dd  eje  y  de  forma  que  estén 
igualmente  espaciados  y  sean  simétricos  con  respecto 
al  origen-  Conecta  cada  uno  de  los  m  vértices  del  eje  v 
con  cada  uno  de  los  vértices  del  eje  y  y  cuerna  los 
cortes). 

El  grosor  de  un  grafo  simple  Ci  es  el  menor  numero  de  sub- 
grafos  planos  de  G  cuya  unión  es  lodo  G. 

30.  Demuestra  que  el  grosor  de  3  es  2, 

*31,  Determina  d  grosor  de  los  grafos  del  Problema  27, 

32,  Demuestra  que  si  G  es  un  grafo  plano  Simple  conexo 
con  e  aristas  y  v  vértices,  entonces  el  grosor  de  GT  es  al 
menos  fe/(3v  —  6)1. 

*33.  Utiliza  el  Problema  32  para  demostrar  que  para  todo  en¬ 
tero  positivo  n  el  grosor  de  Kf  es  al  menos  I  (n  +  7)/bJ* 
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34,  Demuestra  que  ü  G  es  un  grafo  plano  simple  conexo 
con  v  aristas  y  v  vértices  que  no  contiene  ningún  circui¬ 
to  de  longitud  ¡res,  entonces  el  grosor  de  G  es  al  menos 
\e!{2v  -  4)1. 

35,  Utiliza  el  Problema  34  para  demostrar  que  para  todo  par 
de  enteros  positivos  m  y  n ,  d  grosor  de  tí  ri  n  es  al  menos 
\mnj{2m  +  2n  -  4)1 


*36,  Dibuja  tí5  sobre  la  superficie  de  un  toro  (un  sólido 
en  forma  de  donut)  de  modo  que  na  haya  cortes  de 
aristas, 

*37.  Dibuja  3  sobre  la  superficie  de  un  loro  de  modo  que 
no  haya  cortes  de  aristas. 


8.8  Coloreado  de  grafos 


INTRODUCCIÓN 


Los  problemas  relacionados  con  colorear  mapas  de  regiones,  como  los  mapamundis,  han  genera¬ 
do  muchos  resultados  de  la  teoría  de  grafos,  Al  colorear  un  mapa!  se  sude  asignar  colores  dis¬ 
tintos  a  las  regiones  que  tienen  una  frontera  común.  Una  forma  de  garantizar  que  dos  regiones  ad¬ 
yacentes  no  tengan  nunca  el  mismo  color  es  emplear  un  color  distinto  para  cada  región  del  mapa. 
Esto,  sin  embargo*  no  es  eficiente  y  en  los  mapas  con  muchas  regiones  sería  muy  difícil  distinguir 
colores  parecidos.  Por  el  contrano,  debería  utilizarse  un  número  pequeño  de  colores  siempre 
que  sea  posible.  Nos  planteamos  el  problema  de  determinar  el  menor  número  de  colores  que  deben 
utilizarse  para  colorear  un  mapa  de  modo  que  dos  regiones  adyacentes  no  tengan  nunca  el  mismo 
color.  Por  ejemplo,  para  el  mapa  que  se  muestra  en  la  parte  izquierda  de  la  Figura  1  bastan  cuatro 
colores,  pero  tres  colores  no  son  suficientes  (el  lector  debería  comprobarlo).  En  el  mapa  de  la  de¬ 
recha  de  la  Figura  1  bastan  tres  colores  (pero  no  dos). 

Todo  mapa  en  el  plano  se  puede  representar  por  medio  de  un  grafo.  Para  establecer  esta  co¬ 
rrespondencia,  cada  región  del  mapa  se  representa  mediante  un  vértice.  Una  arista  conecta  dos  vér¬ 
tices  si  las  regiones  representadas  por  dichos  vértices  tienen  frontera  en  común.  Dos  regiones  que 
se  tocan  en  un  solo  punto  no  se  consideran  adyacentes,  Al  grafo  resultante  se  le  llama  grafo  dual 
del  mapa.  Por  la  forma  en  que  se  construyen  los  grafos  duales,  está  claro  que  todo  mapa  en  el  pla¬ 
no  liene  un  grafo  dual  plano.  La  Figura  2  muestra  los  grafos  duales  que  corresponden  a  los  mapas 
de  la  Figura  1 . 


Figura  1.  Dos  mapas, 
B 


Figura  2,  Los  grafos  duales  de  los  mapas  de  la  Figura  l. 


Supondremos  que  todas  las  regiones  del  mapa  so n  conexas.  Esto  elimina  los  problemas  que  pueden  aparecer  si  hay  re¬ 
giones  formadas  por  varios  trozos  aislados  entre  sí. 


574  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


DEFINICIÓN  I 


DEFINICIÓN  2 


TEOREMA  1 


Enlaces 


El  problema  de  colorear  las  regiones  de  un  mapa  es  equivalente  al  de  colorear  los  vértices  del 
grafo  dual  de  tal  manera  que  ningún  par.  vértices  adyacentes  del  grafo  tenga  el  mismo  color.  De- 
finimos  a  continuación  el  concepto  de  coloración  de  un  grafo. 


Una  coloración  de  m  grafo  simple  consiste  en  asignarle  un  color  a  cada  vértice  del  grafo  de 
manera  que  a  cada  dos  vértices  adyacentes  se  les  asignan  colores  distintos. 


Un  grafo  puede  colorearse  asignándole  un  color  distinto  a  cada  vértice.  Sin  embargo,  para  la  ma¬ 
yor  parte  de  los  gratos,  se  puede  encontrar  una  coloración  que  utiliza  menos  colores  que  el  número 
de  vértices  del  grafo.  ¿Cuál  es  el  número  mínimo  que  se  requiere? 


FJ  número  cromático  de  un  grafo  es  d  número  mínimo  de  colores  que  se  requieren  para  una 
coloración  del  grafo. 


Nótese  que  determinar  el  número  cromático  de  un  grafo  plano  es  lo  mismo  que  determinar  d  nú¬ 
mero  mínimo  de  colores  que  se  requieren  para  colorear  un  mapa  en  el  piano,  de  forma  que  a  dos 
regiones  adyacentes  se  les  asigne  siempre  colores  distintos.  Esta  cuestión  se  ha  estudiado  durante 
mas  de  cien  años  y  su  solución  viene  dada  por  uno  de  los  teoremas  más  famosos  de  las  matemá¬ 
ticas. 


EL  TEOREMA  DE  EOS  CUATRO  COLORES  El  número  cromático  de  un  grafo  plano  es 
menor  o  igual  que  cuatro. 


El  teorema  de  los  cuatro  colores  se  propuso  originalmente  como  una  conjetura  alrededor  de 
1850-  Fue  finalmente  demostrado  por  los  matemáticos  estadounidenses  Kenneth  Appel  y  Wolí- 
gang  Haken  en  1976. 

Antes  de  1976  se  publicaron  muchas  demostraciones  incorrectas*  a  menudo  con  errores  di¬ 
fíciles  de  detectar.  Además*  hubo  muchos  intentos  infructuosos  de  construir  contraejemplos  di¬ 
bujando  mapas  que  requiriesen  más  de  cuatro  colores  (demostrar  el  teorema  de  los  cinco  colores 
no  es  tan  difícil;  véase  el  Problema  35). 

La  demostración  falsa  más  famosa  de  las  matemáticas  es,  posiblemente*  la  del  teorema  de  los 
cuatro  colores,  publicada  en  1879  por  un  abogado  y  matemático  aficionado  londinense,  Alfred 
Kempe.  Los  matemáticos  aceptaron  su  demostración  como  correcta  hasta  1 890,  año  en  que  Percy 
Heawood  encontró  un  error  que  mostraba  que  el  argumento  de  Kempe  era  incompleto.  No 
obstante,  la  línea  argumenta!  de  Kempe  resultó  ser  la  base  de  la  demostración  correcta  de  Appel  y 
1  laten.  Su  demostración  se  basa  en  un  cuidadoso  análisis  caso  por  caso  llevado  a  cabo  por  orde 
nador.  Demostraron  que  si  el  teorema  de  los  cuatro  colores  era  falso,  tendría  que  haber  un  con¬ 
trae  jemplo  en  un  i  lista  de  aproximadamente  dos  mil  candidatos  distintos.  Demostraron  entonces, 
analizándolos  uno  por  uno.  que  ninguno  de  esos  candidatos  era  un  contraejemplo.  Emplearon  más 
de  mil  horas  de  t  empo  de  cálculo  de  ordenador  para  conseguirlo.  Esta  demostración  generó  una 
gran  controversia  por  el  hecho  de  que  los  ordenadores  desempeñaran  un  papel  tan  importante  en 
ella.  Por  ejemplo,  ¿podría  haber  un  error  en  alguno  de  los  programas  informáticos  que  condujera 


VI  FttFJ)  KR  YY  KEMPE  I 1X49-1922}  Kempe  era  abogado  y  toda  una  autoridad  en  derecho  canónico.  Sm  embargó, 
bahía  estudiado  matemáticas  en  la  Universidad  d£  Cambridge  y  mantuvo  su  micros  por  ellas,  dedicando  posteriormente  un 
tiempo  considerable  a  tu  investigación  en  matemáticas.  Kempe  realizó  contribuciones  a  la  cinemática,  la  rama  de  las  ma¬ 
temáticas  que  estudia  d  movimiento,  y  a  la  lógica  matemática.  Sin  embargo,  la  razón  por  la  que  más  se  Je  conoce  es  por  su 
demostración  incorrecta  del  teorema  de  los  cuatro  colores. 
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Figura  3.  Los  grafos  simples  G  y  //. 


Rojo 


Figura  4. 


c  Verde  /Azul 

G 

Coloraciones  de  los  grafos  G  y  N. 


b  Azul 


Verde 


r  Verde  /  Azul 

// 


a  resultados  incorrectos?  ¿Era  el  argumento  realmente  una  demostración  si  dependía  de  lo  que  po¬ 
dían  ser  resultados  poco  fiables  de  un  programa  informático? 

Nótese  que  el  teorema  de  los  cuatro  colores  es  válido  sólo  para  grafos  planos.  Los  grafos  no 
planos  pueden  tener  números  cromáticos  arhilranamentc  grandes,  como  se  verá  en  el  Ejemplo  2. 

Hacen  falta  dos  cosas  para  demostrar  que  el  numero  cromático  de  un  grafo  es  k.  En  primer  lu¬ 
gar,  tenemos  que  demostrar  que  el  grato  se  puede  colorear  con  k  colores.  Esto  se  puede  hacer  cons¬ 
truyendo  una  coloración.  En  segundo  lugar,  tenemos  que  demostrar  que  el  grato  no  se  puede  co¬ 
lorear  usando  menos  de  £  colores.  Los  Ejemplos  1-4  ilustran  cómo  podemos  determinar  números 
cromáticos, 

EJEMPLO  I  ¿Cuáles  son  los  números  cromáticos  de  los  grafos  G  y  H  de  la  Figura  3? 

Solución:  Ll  número  cromático  de  G  es  al  menos  3.  va  que  a  los  vértices  a,  h  y  c  se  les  debe  asignar 
colores  distintos.  Para  ver  sí  se  puede  colorear  G  con  tres  colores,  le  asignamos  el  rojo  a  a,  el  azul  a 
i'  jimpios  6  y  el  verde  ar.  Entonces,  d  se  puede  (y  se  tiene  que)  colorear  en  rojo,  ya  que  es  adyacente  a  b  y  a  r. 

AdimnaJes  Además,  e  se  puede  {y  se  tiene  que)  colorear  en  verde,  ya  que  sólo  es  adyacente  a  vértices  colorea¬ 

dos  en  rojo  y  en  azul,  y/se  puede  (y  se  íiene  que)  colorear  en  azul  ya  que  sólo  es  adyacente  a  vér¬ 
tices  coloreados  en  rojo  y  en  verde.  Finalmente,  g  se  puede  (y  se  tiene  que)  colorearen  rojo,  ya  que 


NOTA  HISTORICA  Fin  1852,  un  antiguo  e si  Lidiante  de  Auguslus  De  Morgan  Francia  Uuthric,  observó  que  los  con¬ 
dados  de  Inglaterra  se  podían  colorear  utilizando  cuatro  colores  de  manera  que  a  ningún  par  de  condados  adyacentes  se  les 
asignan»  el  misino  color,  Basándose  en  esta  evidencia,  conjeturó  que  el  teorema  de  los  cuatro  colores  ora  cieno  Frailéis  ha¬ 
bló  de  este  problema  con  su  hermano  Frcdcrick,  que  por  aquel  enlomes  era  estudiante  de  De  Morgan.  Fredenek,  a  su  vez, 
preguntó  o  De  Morgan  acerca  de  la  conjetura  de  su  hermano.  De  Morgan  se  interesó  mucho  por  el  problema  y  le  dio  una 
gran  difusión  en  la  comunidad  maternal  ica,  De  hecho,  h  primera  referencia  escrita  a  la  conjetura  se  halla  en  una  carta  Ue 
De  Morgan  a  Sir  Wüliiim  Rovvan  I  bm ilion  Aunque  De  Morgan  pensó  que  Hamilton  se  interesaría  por  este  prohlema.  Ha* 
millón  aparentemente  no  mostró  ínteres  alguno  por  él,  ya  que  rio  estaba  relacionado  con  los  cnaf  endones. 

NOTA  HIS I  ( )KICA  Aunque  Robeuson.  Sanders,  Seymour  y  Thomas  hallaron  en  Í9%  una  demostración  mas  senci¬ 
lla  de!  teorema  de  los  cuatro  colores,  reduciendo  h  parte  computadonal  de  la  demostración  al  examen  de  633  configura¬ 
ciones,  hasra  la  lecha  no  se  ha  hallado  ninguna  demostración  que  no  dependa  de  un  volumen  considerable  de  cálculos  uti¬ 
lizando  ordenadores. 


Enluces  ó 
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EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Marró  ti  v 


Verde 


d  Amarillo 


Azul 


Figura  5.  Una  coloración  de  Ky 


l  isura  6,  Una  coloración  de  A\  4 


sólo  es  adyacente  a  vértices  coloreados  en  azul  y  en  verde.  Esto  produce  una  coloración  de  G'  usan¬ 
do  solamente  tres  colores.  En  la  Figura  4  se  muestra  una  coloración  de  este  tipo. 

El  grafo  H  se  obtiene  a  partir  de  G  añadiendo  una  arista  que  conecta  a  con  g.  Cualquier  in¬ 
tento  de  colorear  II  uri tizando  tres  colores  tiene  que  seguir  el  mismo  razonamiento  que  hemos  usa¬ 
do  para  colorear  (í,  exceptuando  el  último  paso*  en  el  que  se  lian  coloreado  todos  los  vértices  sal¬ 
vo  g.  Llegados  a  ese  punto,  como  g  es  adyacente  (en  H)  a  vértices  coloreados  en  rojo,  en  azul  y  en 
verde,  hay  que  utilizar  un  cuarto  color,  por  ejemplo,  el  marrón.  Por  tanto,  el  número  cromático  de 
H  es  igual  a  4.  En  la  Figura  4  se  muestra  una  coloración  de  //.  <4 

¿Cuál  es  el  número  cromático  de  K? 

Solución:  Puede  construirse  una  coloración  de  Kn  con  n  colores  asignando  un  color  distinto  a  cada 
vértice,  ¿Hay  alguna  coloración  con  menos  colores?  La  respuesta  es  no.  No  puede  asignarse  el 
mismo  color  a  dos  vértices  distintos,  ya  que  dos  vértices  cualesquiera  de  este  grafo  son  siempre  ad¬ 
yacentes.  Por  tanto,  el  número  cromatico  de  Kri  es  n  (recordemos  que  Kfí  no  es  piano  para  n  >  5. 
Por  ello,  este  resultado  no  contradice  al  teorema  de  los  cuatro  colores).  En  la  Figura  5  se  muestra 
una  coloración  de  Ks  con  cinco  colores,  <4 

¿Cuál  es  el  número  cromático  del  grafo  bipartito  completo  Km  ,  donde  m  y  n  son  enteros  positiv  os? 

Soluc  ión:  Podría  pensarse  que  el  número  de  colores  depende  de  m  y  de  n.  Sin  embargo,  sólo  se 
necesitan  dos  colares.  Se  colorea  el  conjunto  de  m  vértices  de  un  color  y  el  conjunto  de  ti  vértices 
de  un  segundo  color.  Como  las  aristas  conectan  siempre  luí  vértice  del  conjunto  de  m  vértices  con 
un  vértice  del  conjunto  de  n  vértices,  ningún  pardo  vértices  adyacentes  se  colorea  del  mismo  co¬ 
lor.  En  la  Figura  6  se  muestra  una  coloración  de  K ,  4  con  dos  colores.  4 

Todo  grafo  simple  bipartito  y  conexo  tiene  número  cromático  2  (o  S  *  si  no  tiene  aristas),  ya 
que  el  razonamiento  empleado  en  el  Ejemplo  3  se  aplica  a  cualquier  grafo  con  esas  características. 
Recíprocamente,  cualquier  grafo  con  número  cromático  2  es  bipartito  (véanse  los  Problemas  25  y 
26  al  final  de  esta  sección).  1 

¿Cuál  es  el  número  cromatico  del  grato  C?  {recordemos  que  C j  es  el  ciclo  de  n  vértices). 

Solución:  En  primer  lugar,  consideramos  algunos  casos  particulares.  Comenzamos  por  n  -  6*  Ele¬ 
gimos  un  vértice  y  lo  coloreamos  en  rojo  Continuamos  siguiendo  el  sentida  de  las  agujas  del  re¬ 
loj  en  el  dibujo  plano  de  C6  que  se  muestra  en  la  Figura  7.  Le  asignamos  un  segundo  color,  diga¬ 
mos  azul,  al  siguiente  vértice  al  que  llegarnos.  Proseguimos  en  el  sentido  de  las  agujas  del  reloj;  el 
tercer  vértice  se  puede  colorear  en  rojo,  el  cuarto  en  azul  y  el  quinto  en  rojo.  Finalmente,  el  sexto 
vértice,  que  es  adyacente  al  primero,  puede  colorearse  en  azul.  Por  tanto,  el  mi  mero  cromático  de 
C\  es  2.  La  Figura  7  muestra  la  coloración  que  se  construye  de  esta  manera 

A  continuación  tomamos  n  -  5  y  consideramos  Cy  Elegimos  un  vértice  y  lo  coloreamos  en 
rojo.  Moviéndonos  en  el  sentido  de  las  agujas  del  reloj,  tenemos  que  asignarle  un  segundo  color,  di¬ 
gamos  azul,  al  siguiente  vértice  que  alcanzamos.  Prosiguiendo  en  el  sentido  de  las  agujas  del  reloj, 
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Figura  7.  Coloraciones  de  CK  y  de  Cv 


el  tercer  vértice  se  puede  colorear  en  rojo  y  ei  cuarto  en  azul.  El  quinto  vértice  no  puede  colorear¬ 
se  en  rojo  ni  en  azul,  ya  que  es  adyacente  aí  cuarto  vértice  y  al  primero.  Por  tanto,  hace  falta  utili¬ 
zar  un  tercer  color  para  este  vértice.  Nótese  que  habríamos  necesitado  igualmente  tres  colores  si  hu¬ 
biésemos  coloreado  los  vértices  en  el  sentido  contrario  a  las  agujas  del  reloj.  A  la  vista  de  ello,  el 
número  cromático  de  C\  es  3,  En  la  Figura  7  se  muestra  una  coloración  de  C?  con  tres  colores. 

En  general,  se  necesitan  dos  colores  para  colorear  CH  cuando  ti  es  par.  Para  construir  una  co¬ 
loración.  simplemente  se  elige  un  vértice  y  se  colorea  en  rojo.  Se  procede  recorriendo  el  grafo  en 
el  sentido  de  las  agujas  del  reloj  (utilizando  una  representación  plana  del  grafo)  coloreando  el  se¬ 
gundo  vértice  en  azul,  el  tercero  en  rojo  y  así  sucesivamente.  El  vértice  n-ésimo  se  puede  colore¬ 
ar  en  azu!.  ya  que  los  dos  vértices  adyacentes  a  él,  esto  es,  el  vértice  (n  1  }-ésimo  y  el  primero,  es¬ 
tán  coloreados  en  rojo. 

Cuando  n  es  impar  y  n  >  1,  el  numero  cromático  de  Cn  es  3.  Para  verlo,  elegimos  un  vent¬ 
ee  inicial.  Para  utilizar  sólo  dos  colores,  tenemos  que  ir  alternando  ios  colores  a  medida  que  re¬ 
corremos  el  grafo  en  el  sentido  de  las  agujas  del  reloj.  Sin  embargo,  el  n-csimo  vértice  al  que  lle¬ 
gamos  es  adyacente  a  dos  vértices  de  distinto  color,  a  saber,  el  vértice  (/!  -  1  Pésimo  y  el  primer 
vértice.  Por  tanto,  tiene  que  emplearse  un  tercer  color.  *4 

Los  mejores  algoritmos  que  se  conocen  para  calcular  el  número  cromático  de  un  grafo  tienen 
complejidad  exponencial  en  el  peor  caso  (en  el  numero  de  vértices  del  grafo).  Incluso  el  hallar  una 
aproximación  del  número  cromático  de  un  grafo  es  un  problema  difícil.  Se  ha  demostrado  que  si 
hubiera  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  en  el  peor  caso  que  proporcionase  una  cota  del 
número  cromático  menor  igual,  en  todos  los  casos,  que  el  doble  del  número  cromático,  entonces 
también  existiría  un  algoritmo  de  complejidad  polinómica  en  el  peor  caso  para  calcular  el  núme¬ 
ro  cromático. 


APLICACIONES  DEL  COLOREADO  DE  GRAFOS 


El  coloreado  de  grafos  tiene  una  gran  variedad  de  aplicaciones  en  problemas  relacionados  con  pla¬ 
nificación  y  asignación  (nótese  que,  puesto  que  no  se  conoce  ningún  algoritmo  eficiente  para  co¬ 
lorear  grafos,  estas  aplicaciones  no  conducen,  en  general,  a  algoritmos  eficientes  de  planificación 
o  de  asignidón).  Veremos  a  continuación  algunos  ejemplos  de  estas  aplicaciones.  La  primera  apli¬ 
cación  tiene  que  ver  con  la  planificación  de  exámenes  finales. 


Programación  de  exámenes  finales  ¿Cómo  se  pueden  programar  los  exámenes  finales  de  una 
universidad  de  modo  que  ningún  estudiante  tenga  dos  exámenes  al  mismo  tiempo? 


Solución:  Este  problema  de  planificación  se  puede  resolver  utilizando  un  modelo  con  grafos  en  d 
que  los  vértices  representan  las  asignaturas  y  hay  una  arista  entre  dos  vértices  sí  hay  un  estudian¬ 
te  matriculado  en  las  asignaturas  representadas  por  dichos  vértices.  Cada  segmento  horario  reser¬ 
vado  para  un  examen  final  se  representa  mediante  un  color  diferente.  Una  programación  de  los 
exámenes  corresponde  a  una  coloración  del  grato  asociado. 

Por  ejemplo,  supongamos  que  se  quieren  programar  siete  exámenes  finales.  Supongamos  que 
las  asignaturas  se  numeran  del  l  al  7  y  que  las  siguientes  parejas  de  asignaturas  llenen  alumnos  en 
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Figura  8,  El  grillo  que  representa  la  Figura  lJ.  Cómo  utilizar  una  coloración  para  planificar  los  exámenes  finales, 

planificación  de  los  exámenes  finales. 


común:  1  y  2,  i  y  3,  1  y  4,  I  y  7.  2  y  3, 2  y  4.  2  y  5.  2  y  7,  3  y  4,  3  y  6,  3  y  7f  4  y  5, 4  y  6,  5  y  6. 5 
y  7  y  6  y  7.  En  la  Figura  8  se  muestra  el  grato  asociado  a  este  conjunto  de  asignaturas.  Una  pro¬ 
gramación  consiste  en  una  coloración  de  este  grafo. 

Como  el  numero  cromático  de  este  grafo  es  4  (el  lector  dehería  comprobarlo),  se  necesitan 
cuatro  segmentos  horarios.  En  la  Figura  9  se  muestra  una  coloración  del  grafo  con  cuatro  colores 
y  la  programación  asociada.  ^ 

A  continuación,  consideramos  una  aplicación  a  la  asignación  de  canales  de  televisión. 


FJEMP1  O  6  Asignación  de  frecuencias  En  Norteamérica*  los  canales  de  televisión  dd  2  al  13  se  asignan  de 
manera  que  no  haya  dos  estaciones  emisoras  en  un  radio  de  150  millas  que  puedan  operar  en  el 
mismo  canal.  ¿Cómo  se  puede  modelar  la  asignación  de  canales  medíante  la  coloración  de  gratos? 

Solución:  Construimos  un  grafo  en  el  que  cada  vértice  representa  a  una  estación.  Dos  vértices  son 
adyacentes  si  las  estaciones  correspondientes  distan  menos  de  150  millas.  Una  asignación  de  ca¬ 
nales  se  corresponde  con  una  coloración  del  grafo.  en  la  que  cada  color  representa  un  canal  dife¬ 
rente,  A 


El  Ejemplo  7  muestra  una  aplicación  dd  coloreado  de  grafios  a  los  compiladores. 

E.IEM  tM  0  7  Almacena  miento  en  registros  Una  manera  de  acelerar  la  ejecución  de  bucles  en  los  compila* 
dores  eficientes  es  almacenar  temporalmente  las  variables  que  se  utilizan  con  mayor  frecuencia  en 
registros  del  microprocesador  en  lugar  de  almacenarlas  en  la  memoria  ordinaria.  Dado  un  bucle  en 
concreto,  ¿cuántos  registros  se  necesitan?  Estfc  problema  se  puede  analizar  por  medió  de  un  mo¬ 
delo  de  coloreado  de  grafios.  Para  construir  Sel  modelo  representamos  cada  variable  dd  huele 
mediante  un  vértice  del  grafio.  Hay  una  arista! entre  dos  vértices  si  las  variables  a  las  que  repre¬ 
sentan  tienen  que  almacenarse  simultáneamente  en  registros  del  microprocesador  durante  la  eje¬ 
cución  del  bucle.  Por  tanto*  el  número  cromático  de!  grafo  nos  da  el  número  de  registros  que  hacen 
falla,  puesto  que  tendremos  que  asignar  registros  diferentes  a  las  variables  siempre  que  los  vérti¬ 
ces  que  representan  a  dichas  variables  sean  adyacentes  en  el  grafo.  A 


o 
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Problemas 


En  los  Problemas  1-4.  construye  c]  grafo  dual  asociado  al 
mapa  correspondiente.  Determina  después  el  número  de  colo¬ 
res  que  hace  falla  para  colorear  el  mapa  de  manera  que  no 
haya  dos  regiones  adyacentes  del  mismo  color. 

1. 


2* 


3. 


4. 


5. 


7. 


En  tos  Problemas  5-1 1.  halla  el  numero  cromático  del  grafo 
correspondiente. 


12,  Decide,  para  los  grafos  de  los  Problemas  5- M ,  si  se  pue¬ 
de  o  no  hacer  que  disminuya  su  número  cromatico  eli¬ 
minando  un  solo  vértice  junto  con  todas  i as  aris tas  inci¬ 
dentes  con  él. 

13,  ¿Qué  grafos  tienen  número  cromatico  igual  a  I  1 

J  4*  ¿Cual  es  el  número  mínimo  de  colores  que  hacen  falta 
para  colorear  un  mapa  de  Estados  Unidos?  No  conside¬ 
res  como  adyacentes  estados  que  sólo  se  tocan  en  un 
punto.  Supon  que  Michigan  está  1  orinado  por  una  sola 
región.  Considera  los  vértices  que  representan  a  Aiaska 
y  Hawai*  como  vértices  aislados. 

15,  ¿Cuál  es  el  numero  cromático  de  H  ? 

16,  Demuestra  que  un  grafo  simple  que  contenga  un  circui¬ 
to  con  un  numero  impar  de  vértices  no  puede  colorearse 
utilizando  dos  colores. 

17,  Planifica  los  exámenes  tíñales  de  tas  asignaturas  Mat 
1 15,  Mat  J 16.  Mat  185,  Mat  195,  Inf  101.  Inf  H>2.  Inf 
273  e  lid  473  utilizando  el  menor  número  posible  de 
segmentos  horarios  si  no  hay  estudiantes  matriculados  a 
la  vez  en  Mat  1 15  y  en  Inf  473 ,  en  Mal  I  tfi  y  en  Inf  473, 
en  Mat  195  y  en  Inf  10  L  en  Mal  195  y  en  Inf  102,  en 


580  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


Mal  115  y  en  Mal  1 1 6.  en  Mal  1 1 5  y  en  Mal  1 85.  en  Mal 
185  y  en  Mar  145  y  si que  hay  estudiantes  matriculados  a 
la  ve/  en  cualquier  otra  combinación  de  asignaturas. 

18.  ¿Cuantos  canales  distintos  se  necesitan  para  seis  esta 
c  iones  emisoras  situadas  a  las  distancias  que  se  mues¬ 
tran  en  la  tabla  si  dos  estaciones  no  pueden  emitir  por 
el  mismo  canal  cuando  distan  entre  sí  menos  de  150 
millas? 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

l 

— 

85 

175  1 

200 

50 

100 

2 

85 

— 

125 

175 

100 

160 

3 

175 

125 

— 

100 

200 

250 

4 

200 

175 

100 

— 

210 

220 

5 

50 

100 

200 

210 

— 

100 

6 

100 

160 

250 

: 

220 

100 

— 

10,  El  departamento  de  matemáticas  tiene  seis  comisiones 
que  se  reúnen  una  ve/  al  mes.  ¿Cuántas  horas  de  reunión 
distintas  se  necesitan  para  asegurar  que  a  ningún  miem¬ 
bro  del  departamento  se  le  convoca  para  asistir  u  dos 
reuniones  al  mismo  tiempo  si  las  comisiones  son  C.  = 
(Arias,  BufiueL  Zarzo],  (\  -  {Bumiel,  Lozano,  Ruíz¡. 
Cs=  [Arias,  Ruiz,  Zarzo]  ,C4  -  (Lozano,  Ruiz,  Zarzo). 
C,  =  1  Arias.  Burundi  y  Cn  =  {BuñueL  Ruiz.  Zarzo  1  ? 

20.  Un  zoo  qu  i  e  re  cor tslruir  há  h  i  i  al  s  nat  u  ra  íes  en  1  os  q  t  te  e \- 
hibír  los  animales  de  que  dispone.  Por  desgracia,  algu¬ 
nos  de  los  animales  se  comerían  a  otros  si  se  les  diese  la 
oportunidad.  ¿Cómo  utilizar  un  grato  para  representar 
esta  situación?  ¿Cómo  utilizar  una  coloración  del  grafo 
para  determinar  el  número  de  hábitats  diferentes  que 
se  necesitan  y  la  distribución  de  tos  animales  en  esos 
hábitats? 

Una  coloración  de  aristas  de  un  grafo  es  una  asignación  de 
colores  a  las  aristas  de  manera  que  a  las  aristas  incidentes  con 
un  mismo  vórtice  se  les  asignan  colores  distintos.  El  número 
cromático  pura  aristas  de  un  grato  es  el  número  mínimo  de 
colores  que  se  deben  utilizar  en  una  coloración  de  aristas  del 
grafo. 

21.  Halla  el  número  cromático  para  aristas  de  cada  uno  de 
los  gratos  de  los  Problemas  5- 1 1 . 

*22,  Halla  el  número  cromático  para  aristas  de 

»> 

»> 

O  c„ 

d>  W 

*  O 

25.  En  un  bucle  de  un  programa  informático  se  emplean 
siete  variables.  Las  variables  y  los  pasos  durante  los 
cuales  aquellas  deben  almacenarse  son;  /:  pasos  del  I 
al  ó;  u:  paso  2;  vt  pasos  del  2  al  4;  np:  pasos  L  3  y  5;  _v: 
pasos  1  y  ó:  y:  pasos  del  3  al  6,  y  2;  pasos  4  y  5, 
¿Cuántos  registros  del  microprocesador  se  necesitan 


para  almacenar  estas  variables  durante  la  ejecución 
del  bucle? 

24.  ¿Que  se  puede  decir  del  número  cromático  de  un  grato 
que  tiene  como  subgrafo  a  A'  ? 

25.  Demuestra  que  todo  grato  simple  con  número  cromáti¬ 
co  igual  a  2  es  bipartito. 

26.  Demuestra  que  lodo  grato  bipartito  conexo  tiene  nú¬ 
mero  cromático  igual  a  2. 

El  siguiente  algoritmo  se  puede  utilizar  para  colorear  un  gra¬ 
fo  simple:  en  primer  lugar,  se  hace  una  lista  vr  vr  v  de  los 
vértices  del  grato  en  orden  decreciente  de  grado,  es  decir, 
8(v,)  >  Shy)  ^  ...  a:  5{vr).  Asignamos  el  color  I  a  v(  y  al  si¬ 
guiente  vórtice  de  la  lista  que  no  sea  adyacente  a  (si  es  que 
hay  alguno)  y  así  sucesivamente  a  cada  vértice  de  la  lista 
que  no  sea  adyacente  a  ningún  vértice  al  que  se  haya  asigna¬ 
do  el  color  1 .  Después  le  asignamos  el  color  2  al  primer  vér¬ 
tice  de  la  lista  que  aún  no  haya  sido  coloreado  y  asignamos 
sucesivamente  el  color  2  a  los  vértices  de  la  lista  que  estén 
aún  por  colorear  y  que  no  sean  adyacentes  a  vértices  a  los  que 
se  haya  asignado  el  color  2.  Si  quedan  vértices  sin  colorear,  le 
asignamos  el  color  3  al  primer  vértice  de  la  lista  que  aun  no 
haya  sido  coloreado  y  utilizamos  el  color  3  para  colorear 
sucesivamente  aquellos  vértices  de  la  lista  que  están  sin  co¬ 
lorear  y  que  no  son  adyacentes  a  vértices  a  los  que  se  haya 
asignado  el  color  3.  Este  proceso  continua  hasta  que  se  han 
coloreado  todos  los  vértices. 


27.  Construye  una  coloración  del  grafo  siguiente  utilizando 
este  algoritmo. 

a  h  c 


*28.  Describe  este  algoritmo  de  coloración  utilizando  pseu- 
d  ocódigo. 


*20.  Demuestra  que  la  coloración  que  produce  este  algoritmo 
puede  emplear  más  colores  de  los  que  son  estrictamen¬ 
te  necesarios  p  ara  colorear  un  grafo. 

Una  coloración  Jt-tu  )le  de  un  grafo  G  consiste  en  asignar  a 
cada  vértice  de  G  un  conjunto  de  k  colores  diferentes  de  ma¬ 
nera  que  dos  vértices  adyacentes  no  tengan  ningún  color  en  co¬ 
mún.  Denotamos  por  %k{G)  al  menor  entero  positivo  n  tal  que 
G  tiene  una  coloración  Jt-tuple  que  utiliza  n  colores.  Por  ejem¬ 


plo,  %<XCx)  -  4.  Para  verlo,  observamos  que  utilizando  sólo 
cuatro  colores  podemos  asignar  dos  colores  a  cada  vértice  de 
C r  como  se  muestra  en  el  dibujo,  de  manera  que  ninguna  pa¬ 
reja  de  vértices  adyacentes  tenga  un  coloren  común.  Además, 
110  se  pueden  utilizar  menos  de  cuatro  colores,  porque  a  cada 
uno  de  los  vértices  v  y  \\  se  le  deben  asignar  dos  colores  y  no 
se  les  puede  asignar  Uh  mismo  color  a  los  dos  (para  más  infor¬ 


mación  acerca  de  coloraciones  k  tupies,  véase  [Mi  Roí?  I 


W' 
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( rojo,  a/ul  |  Vj  v'2  { verde,  amurillo ) 


(verde,  amarillo)  v4  \ rojo,  azul  \ 


30,  Calcula  los  valores 

X¿K}) 

b)  XAK.) 

O  Xziwj 

*»  x,<A) 

O  X/^i „) 

0  *,(*/) 

*g)  X,(Q 
b)  X,(*,5> 

*31,  Sean  G  y  H  los  gratos  de  la  Figura  3,  Calcula 

a)  Xj(G) 
b»  X,tW) 


c»  X,(G) 
d)  X3(W) 

32.  ¿Cuánto  vale  X,(G)  si  O  es  un  grafn  bipartito  y  k  es  un 
entero  positivo? 

33.  Las  frecuencias  para  los  teléfonos  móviles  se  asignan 
por  zonas,  A  cada  zona  se  le  asigna  un  conjunto  de  fre- 
cucncias  para  que  sean  Utilizadas  por  los  teléfonos  en  ta 
zona.  No  se  puede  utilizar  la  misma  frecuencia  en  zonas 
donde  haya  problemas  de  interferencia.  Explica  cómo  se 
puede  utilizar  una  coloración  ¿-tupie  para  asignar  k  fre¬ 
cuencias  a  cada  zona  de  una  región. 

*34.  Demuestra  que  lodo  grato  plano  se  puede  colorear  uti¬ 
lizando  seis  colores  o  menos.  {Indicación;  Utiliza  la 
inducción  sobre  d  número  de  vértices  del  grató,  Aplica 
el  Corolario  2  de  la  Sección  8.7  para  obtener  un  vértice 
v  con  S(  v)  a  5.  Considera  el  subgrafo  de  G  obtenido  al 
eliminar  v  y  los  vértices  incidentes  con  él). 

**35.  Demuestra  que  todo  grafo  plano  se  puede  colorear  uti¬ 
lizando  cinco  colores  o  menos,  (indicación:  Utiliza  la 
indicación  que  se  dio  en  el  Problema  34). 


Términos  clave  y  resultados 

TÉRMINOS 

arista  no  dirigida:  una  arista  asociada  al  conjunto  \itr  r¡. 
donde  n  y  y  son  vértices 

arista  dirigida:  una  arista  asociada  al  par  ordenado  (n,  v), 
donde  u  y  v  son  vértices 

aristas  múltiples:  aristas  distintas  conectando  a  lov  mismos 
vértices 

bucle  o  lazo:  una  arista  que  conecta  un  vértice  consigo  mismo 

grafo  no  dirigido:  un  conjunto  de  vértices  junto  con  un  con¬ 
junto  de  aristas  no  dirigidas  que  conectan  a  estos  vértices 
entre  sí 

grafo  simple:  un  grafo  no  dirigido  sin  bucles  ni  aristas  múlti¬ 
ples 

multigraln:  un  grafo  no  dirigido  que  puede  tener  aristas  muí- 
tiples,  pero  no  bucles 

pseudografo;  un  grafo  no  dirigido  que  puede  tener  aristas 
múltiples  y  bucles 

grafo  dirigido:  un  conjunto  de  vértices  junto  con  un  con 
junto  de  aristas  dirigidas  que  conectan  a  estos  vértices  en¬ 
tre  sí 

mulligrafo  dirigido:  un  grafo  con  aristas  dirigidas  que  puede 
tener  aristas  dirigidas  múltiples 

adyacente:  dos  vértices  son  adyacentes  sj  hay  una  arista  entre 
ellos 

incidente:  una  arista  es  incidente  con  un  vértice  si  d  vértice  es 
un  extremo  de  la  arista 

S{v\  I grado  del  vértice  v  de  un  grafo  no  dirigido):  d  nume¬ 
ro  de  aristas  incidentes  con  v 

<5  (v)  (grado  de  entrada  del  vértice  v  de  un  grafo  dirigido)? 

el  número  de  aristas  que  tienen  a  v  como  vértice  final 


S+(v)  (grado  de  salida  dd  vértice  v  de  un  grafo  dirigido):  el 
numero  de  aristas  que  tienen  a  v  como  vértice  inicial 
grafo  no  dirigido  suby acenU1  a  un  grafo  con  aristas  dirigi¬ 
das:  el  grafo  no  dirigido  que  se  obtiene  al  ignorar  las  di¬ 
recciones  de  las  aristas 

hn  (grafo  completo  de  n  vértices):  d  grafo  no  dirigido  con  n 
vértices  tal  que  cada  pareja  de  vértices  está  conectada  por 
una  arista 

grafo  bipartito:  un  grafo  cuyo  conjunto  de  vértices  está  divi¬ 
dido  en  dos  subconjuntos  V  (  y  V  _  tales  que  cada  arista  dd 
grato  conecta  un  vértice  de  É  con  un  vértice  de  V , 

Km  n  (grafo  bipartito  completo):  el  gralo  cuyo  conjunto  de 
vértices  está  dividido  en  dos  subconjuntos,  con  m  y  n  ele¬ 
mentos  respectivamente,  de  manera  que  dos  vértices  son 
adyacentes  si,  y  sólo  si.  uno  está  en  el  primer  subconjunto  y 
el  otro  está  en  el  segundo 

Ch  {ciclo  de  longitud  n),  n  >  3:  el  grafo  con  n  vértices  vrvr 
....  vw  y  aristas  |  v|(  v7\r  { vr  v  J, ....  1 vj,  ( v  ,  vt ) 

Wn  (rueda  de  tamaño  n%  n  z  3:  el  grafo  que  se  obtiene  a  par¬ 
tir  de  C\  añadiendo  un  vértice  y  las  aristas  desde  este  vér¬ 
tice  a  los  vértices  urginales  de  Ca 
Qh  (rt-euho),  n  >  1;  el  grafo  que  tiene  como  vértices  las  2"  ca 
derias  de  bits  de  longitud  n  y  en  el  que  dos  cadenas  de  bits 
están  conectadas  por  una  arista  si,  y  sólo  si.  difieren  exac¬ 
tamente  en  un  bil 

vértice  aislado:  un  vértice  de  grado  cero 
hoja:  un  vértice  de  grado  uno 

grafo  regular:  un  grafo  en  el  que  todos  los  vértices  tienen  d 
mismo  grado  * 

subgrafo  de  un  grafo  G  =  ( V,  E):  un  grafo  (W.  F )  tal  que  \\‘ 
es  subcon junto  de  \  y  F  es  subconjunto  de  E 
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G(U  G2 1  unión  de  Ol  y  G  j:  el  grafo  (VT  U  V\,  E{  U  Ej  st  G¡  = 

{Vt'fyyG^iVrEj 

iimt riz  de  adyacencia:  una  matriz  que  representa  a  un  grafo 
utilizando  la  relación  de  adyacencia  entre  vértices 
matriz  tic  incidencia:  una  matriz  que  representa  a  un  grafo 
utilizando  la  relación  de  incidencia  entre  vértices  y  aristas 
g rufos  simples  isomorfos;  los  gralos  simples  G,  =  (Vj,  / y 
G„  =  (Vy  Ej  son  isomorfos  si  hay  una  función  biyectiva / 
de  V  T  en  V2  tal  que  |/(vI),/0\)l  e  E 2  si,  y  sólo  si,  \  vr  v,( 
€  Et  para  cualesquiera  elementos  vt  y  v.  de  V\ 
invariante:  una  propiedad  que  dos  grafo*  deben  cumplir,  o  no 
cumplir,  a  la  vez.  por  el  hecho  de  ser  isomorfos 
camino  de  u  a  v  en  un  grafo  no  <1  i  rígido:  una  sucesión  de 
aristas  er  f2,  con  e  asociado  a  |v, _y+|  ]  para  i  =  0,  1, 
rt,  siendo  a*  =uy  x  =  v 

U  j  fl+] 

camino  de  u  a  v  en  un  grafo  con  aristas  dirigidas:  una  su¬ 
cesión  de  aristas  er  er  con  e  asociado  a  (xTx  r)  para 
i  =  0,  L  /íT  siendo  xQ  =  u  y  x  {  =  v 
camino  simple:  un  camino  que  no  contiene  ninguna  arista 
mas  de  una  vez 

circuito:  un  camino  de  longitud  n  ¿  i  que  comienza  y  termina 
en  el  mismo  vértice 

grafo  conexo:  un  grafo  no  dirigido  con  la  propiedad  de  que 
hay  un  camino  entre  cualquier  par  de  vértices 
componente  conexa  de  un  grafo  tí:  un  subgrafo  conexo  má¬ 
xima  J  de  G 

grnló  dirigido  fuertemente  conexo:  un  grafo  dirigido  con  la 
propiedad  de  que  hay  un  camino  dirigido  de  cualquier  vér¬ 
tice  a  cualquier  otro  vértice 

componente  fuertemente  conexa  de  un  grafo  dirigido  G:  un 

subgrafo  fuertemente  conexo  máxima!  de  G 
circuito  euleriano:  un  circuito  que  contiene  a  todas  las  aristas 
de  un  grafo,  cada  una  exactamente  una  vez 
camino  euleriano:  un  camino  que  contiene  a  todas  las  aristas 
de  un  grafo,  cada  una  exactamente  una  vez 
camino  ha ini humano:  un  camino  xir  x  ....  xrn  en  un  grafo 

simple  G  =  (l  ,  E)  tal  que  \xi}<  v, . xj  =  V  y  x;  *  x  para  0 

s  i  <  j  s  n 

circuito  hamiJtoniano:  un  circuito  \M,  x . .  v(.  en  un  grafo 

simple  tal  que  . a  es  un  camino  hamiltoniano 

grafo  ponderado:  un  grafo  en  el  que  a  cada  arista  se  le  asigna 
un  numero 

problema  del  camino  ele  longitud  mínima:  el  problema  de 
determinar  un  camino  en  orí  grafo  ponderado  tal  que  la 


suma  de  los  pesos  de  las  aristas  de  dicho  grafo  sea  mínima 
entre  lodos  los  caminos  que  conectan  entre  sí  los  vértices 
especificados 

problema  del  viajante:  el  problema  que  pide  determinar  el 
circuito  de  menor  longitud  total  que  visita  cada  vértice  del 
grafo  exactamente  una  vez 

grafo  plano:  un  grafo  que  puede  dibujarse  en  el  plano  sin  que 
haya  cortes  de  aristas 

regiones  de  una  representación  de  un  grafo  plano:  las  re¬ 
giones  en  las  que  queda  dividido  el  plano  por  la  represen¬ 
tación  plana  del  grafo 

subdivisiones  elementales:  eliminar  una  arista  (w,  v|  de  un 
grafo  no  dirigido  y  añadir  un  nuevo  vértice  w  junto  con  las 
aristas  [/iT  w\  y  {w,  v) 

horneo  mor  fo:  dos  grafo*  no  dirigidos  son  homeoniorfos  sí 
pueden  obtenerse  a  partir  de  un  mismo  grafo  por  medio  de 
una  sucesión  de  subdivisiones  elementales 

coloración  de  grafos:  una  asignación  de  colores  a  los  ven  ices 
de  un  gntfo  de  manera  que  ninguna  pareja  de  vértices  ad¬ 
yacentes  tenga  el  mismo  color 

mi  mero  cromatico:  el  número  mínimo  de  colores  que  se  re¬ 
quiere  para  una  coloración  de  un  grafo 

RESULTADOS 

Hay  un  circuito  euleriano  en  un  multigrafo  conexo  su  y  sólo  si, 
lodos  los  vértices  tienen  grado  par. 

[ ¡ay  un  camino  (pero  no  un  circuito)  euleriano  en  un  mui t ¡gra¬ 
to  conexo  si,  y  sólo  si,  hay  exactamente  dos  vértices  con 
grado  impar. 

algoritmo  de  Dijkstra:  Un  procedimiento  para  determinar  un 
camino  de  longitud  mínima  entre  dos  vértices  de  un  grato 
ponderado  (véase  la  Sección  8.6 1. 

fórmula  de  Euler;  r  =  e  -  v  +  2.  donde  r.  e  y  v  son.  respecti¬ 
vamente.  el  número  de  regiones  de  una  representación  pla¬ 
na,  el  número  de  aristas  y  el  número  de  vértices  de  un  gra¬ 
fo  plano. 

Teorema  de  Kurutowski:  Un  grafo  es  plano  si.  y  sólo  si,  no 
contiene  ningún  subgrafo  homeomorfo  a  s  o  a  (la  de¬ 
mostración  excede  el  nivel  de  este  libro). 

teorema  de  los  cuatro  colores:  Todo  grafo  plano  se  puede  co¬ 
lorear  utilizando  cuatro  colores  o  menos  i  la  demostración 
excede  el  ni  vel  de  este  libro). 


Cuestiones  de  repaso 


L  a)  Define  los  conceptos  de  grafo  simple,  multigrafo, 
pseudog  rufo,  grafo  dirigido  y  mulfigrctfo  dirigido, 
b)  Utiliza  un  ejemplo  para  demostrar  cómo  se  puede 
utilizar  cada  uno  de  los  tipos  de  gratos  del  aparta¬ 
do  (a)  para  modelar  un  problema.  Por  ejemplo,  ex¬ 
plica  cómo  modelar  diferentes  aspectos  de  una  red 
informática  o  del  sistema  de  vuelos  de  una  línea 
aérea. 

2.  Da  al  menos  cuatro  ejemplos  de  cómo  se  utilizan  los  gra- 
f  o  s  p  ar a  m  ode  1  ¡ir  u  n  pro  b  I  e  m  a . 


X  ¿Cual  es  la  relación  entre  la  suma  de  los  grados  de 
los  vértices  de  un  grafo  no  dirigido  y  el  número  de 
aristas  de  ese  grafo?  Explica  por  qué  se  satisface  esa 
relación. 

4.  ¿Por  qué  tiene  que  haber  m  número  par  de  vértices  de  gra¬ 
do  imparen  un  grafo  no  dirigido? 

& 

5.  ¿Cuál  es  la  relación  entre  la  suma  de  los  grados  de  entrada 
V  la  suma  de  los  grados  de  salida  de  los  vértices  de  un  gra¬ 
fo  dirigido?  Explica  por  qué  se  satisface  esa  relación. 


_ 
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6,  Describe  las  siguientes  familias  ele  grafos 
¿)  d  grafo  completo  ile  n  vértices 

h)  Km  ^  d  grafo  bipartito  completo  con  m  y  n  vértices 
c)  C  ,  d  ciclo  de  n  vértices 
d  \  W  .  la  rueda  de  tamaño  n 

Ft 

e)  Qn.  el  /i-cubo 

7,  ¿Cuántos  vértices  y  cuántas  aristas  tiene  cada  uno  de  los 
grafos  de  las  familias  de  la  Cuestión  6? 

8,  a)  ¿Qué  es  un  grafo  bipartito? 

hl  De  los  grafos  Kr  Cr  y  W  ,  ¿cuáles  son  bipartitos? 
e)  ¿Cómo  se  puede  determinar  si  un  grafo  no  dirigido  es 
o  no  bipartito? 

*í.  at  Describe  tres  métodos  distintos  que  se  pueden  utilizar 
para  representar  un  grafo. 

b)  Dibuja  un  grafo  simple  con  al  menos  cinco  vértices  y 
ocho  aristas.  Ilustra  como  se  puede  representar  utili¬ 
zando  los  métodos  descritos  en  el  apartado  (a). 

10.  al  ¿Qué  significa  que  dos  grafos  simples  sean  isomorfos? 
b)  ¿Qué  significa  que  una  propiedad  sea  un  invariante 

bajo  i s amorfismo  de  grafos  simples?  Da  al  menos  cin¬ 
co  ejemplos  de  estos  invariantes, 
v)  Da  un  ejemplo  de  dos  gratos  tales  que  el  número  úc 
vértices,  el  de  aristas  y  los  grados  de  los  vértices  coin¬ 
cidan*  pero  que  los  dos  grafos  no  sean  isomorfos. 
d  í  ¿Se  conoce  algún  conjunto  de  im  anantes  que  pueda 
utilizarse  de  manera  eficiente  para  determinar  si  dos 
grafos  son  o  no  isomorfos? 

11.  a)  ¿Qué  significa  que  un  grafo  sea  conexo? 

I>)  ¿Qué  son  las  componentes  conexas  de  un  grafo? 

12.  ai  Explica  cómo  se  puede  utilizar  una  matriz  de  adya¬ 

cencia  para  representar  un  grato. 

b)  ¿Cómo  se  pueden  utilizar  las  matrices  de  adyacencia 
para  determinar  si  una  función  del  conjunto  de  vérti¬ 
ces  de  un  grafo  G  en  el  conjunto  de  vértices  de  un  gra¬ 
fo  H  es  o  no  un  isomorfismo? 

c)  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  matriz  de  adyacencia  de  un 
grafo  para  determinar  el  número  de  caminos  de  longitud  r 
entre  dos  vértices  de  un  grato*  siendo  r  un  entero  positivo? 

U.  a)  Define  los  conceptos  de  circuito  euleriano  y  de  cami¬ 
no  culérrimo  en  un  grato  no  dirigido. 

Ir  I  Describe  el  famoso  problema  de  los  puentes  de  Km 
nigsberg  y  explica  cómo  se  puede  reformular  en  tér¬ 
minos  de  un  circuito  euleriano. 


c)  ¿Cómo  se  puede  determinar  si  un  grafo  no  dirigido 
contiene  o  no  un  camino  euleriano? 

d)  ¿Cómo  se  puede  determinar  si  un  grafo  no  dirigido 
contiene  o  no  un  circuito  euleriano? 

14.  ¡ri  Define  el  concepto  de  circuito  hamilioniano  en  un 

grafo  simple. 

b)  Enuncia  algunas  de  las  propiedades  de  un  grafo  simple 
que  implican  que  el  grafo  no  contiene  ningún  circuito 
haimltoniano 

1 5.  Da  al  menos  dos  ejemplos  de  problemas  que  se  puedan  re¬ 
solver  hallando  un  camino  de  longitud  mínima  en  un  gra¬ 
fo  ponderado. 

16.  n  í  Describe  el  algoritmo  de  Dijhstra  para  hallar  un  cami¬ 

no  de  longitud  mínima  entre  dos  vértices  en  un  grafo 
ponderado . 

b>  Dibuja  un  grafo  ponderado  con  al  menos  diez  vértices 
\  veinte  aristas.  Utiliza  el  algoritmo  de  Dijksira  para 
hallar  un  camino  de  longitud  mínima  entre  los  dos 
vértices  que  elijas  del  grafo. 

17.  a)  ¿Qué  significa  que  un  grafo  sea  plano? 

h)  Da  un  ejemplo  de  un  grafo  que  no  sea  plano. 

1 K .  a )  ¿C u  á  l  os  1  a  íóm tula  de  Fuier  pa n i  g ratos  p I a n o s ? 
b )  ¿C  ómc  i  se  pued  e  u  l  i  l  i  i  ar  1  a  fónn  ulade  Eider  para  gra  - 
ios  planos  a  fin  de  determinar  si  un  grafo  simple  es  o 
no  un  grafo  plano? 

V).  Enuncia  el  Teorema  de  Kurátowski  sobre  grafos  planos  Y 
explica  de  qué  forma  caracteriza  ese  resultado  los  grafos 
planos. 

2(1.  a)  Define  el  concepto  de  numero  cromático  de  un 
grafo. 

b)  ¿Cuál  es  el  número  cromático  del  grafo  Á  si  n  es  un 
entero  positivo  cualquiera? 

cj  ¿Cuál  es  el  número  cromático  del  grafo  Crr  si  n  es  un 
entero  positivo  cualquiera  mayor  que  2? 

d)  ¿Cuál  es  el  número  cromático  del  grafo  K  m  m.  n 
son  enteros  positivos  cualesquiera? 

21.  Enuncia  el  teorema  de  los  cuatro  colores.  ¿I  lay  grafos  que 
no  se  puedan  colorear  con  cuatro  colores? 

22.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  coloración  de  grafos  a  la 
hora  de  modelar  problemas.  Da  al  menos  dos  ejemplos 
diferentes. 
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Problemas  complementarios 


L  ¿Cuántas  aristas  tiene  un  grajo  50-regular  con  1 00  ver- 
tices? 

2.  ¿Cuántos  subgrafos  no  isomorfos  distintos  tiene  KJ 

Hn  los  Problemas  3*5,  determina  si  el  correspondiente  par  de 
gratos  es  o  no  isomorfo, 

iít  u2 


%  «6  «7  «8 

V\  v2 

^ ^ 

v4  v-j 


4. 


V1 


5, 


El  grato  rti-partito  completo  f  tiene  el  conjunto  de 

vértices  dividido  en  m  conjuntos,  con  nv  nv  ,..T  nm  elementos 
cada  uno,  y  dos  vértices  son  adyacentes  si,  y  sólo  sí.  pertenecen 
a  subconjuntos  distintos  de  la  partición. 

6,  Dibuja  los  siguientes  grafos 

*) 

b) 

c>  <2.2,3 

*7.  ¿Cuántos  vértices  y  cuántas  aristas  tiene  el  grafo  bi¬ 
partito  completo  K  ? 

*8,  a)  Demuestra  lu  veracidad  o  falsedad  de  la  afirmación  de 
que  en  todo  grafo  simple  finito  con  al  menos  dos  vér¬ 
tices  hay  siempre  dos  vértices  con  d  mismo  grado, 
h)  Haz  h>  mismo  que  en  d  apartado  (a  )  para  inulligra- 
fos  finiios. 

Sea  G  ~  (V.  E)  un  grato  simple.  El  su h grafo  inducido  por  un 
subconjunto  W  del  conjunto  de  vértices  V  es  el  giafo  í  \\\  F), 
siendo  F  el  conjunto  de  las  aristas  de  /;'  cuyos  dos  extremos  es¬ 
tán  en  W. 


9,  Se  considera  el  grafo  de  la  figura  3  de  la  Sección  H.4. 
Halla  los  subgrafos  inducidos  por 

a)  {a,htc  | 

b)  |  a,etg\ 

c)  i  htc,ftgji} 

10-  Sea  n  un  entero  positivo.  Demuestra  que  todo  subgrafo 
inducido  por  un  subconjunto  no  vacío  reí  conjunto  de 
vértices  de  Kn  es  un  grafo  completo. 

Una  dique  de  un  grafo  simple  no  dirigidoTs  un  stibgrafo 
completo  que  no  está  contenido  en  ningún  subgraío  completo 
más  grande.  En  los  Problemas  11-13,  determina  todas  las  di¬ 
ques  dd  grafo  correspondiente. 


11. 


& 
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Un  conjunto  dominante  de  vértices  de  un  grafio  simple  es  un 
conjunto  de  vértices  tal  cjirc  cualquier  otro  vértice  es  adyacen¬ 
te  a  algún  vértice  de  ese  conjunto.  A  un  conjunto  dominante 
con  d  número  mínimo  de  vértices  se  le  llama  conjunto  domi¬ 
nante  mínimo.  En  los  Problemas  14-16,  halla  un  conjunto 
dominante  mínimo  del  grafu  correspondiente. 

14.  a  y  15.  *  e 


h  c  d 


Puede  utilizase  un  grato  simple  para  determinar  el  número  mí¬ 
nimo  de  reinas  que  se  requieren  para  controlar  todas  las  casillas 
üe  un  tablero  de  ajedrez.  Un  tablero  de  ajedrez  n  x  n  tiene  rr 
casillas  dispuestas  en  una  configuración  n  x  n.  Una  reina  si¬ 
tuada  en  una  casilla  controla  todas  las  casillas  que  están  en  la 
misma  fila,  en  !a  misma  columna  y  en  las  dos  diagonales  que 
contienen  a  dicha  casilla,  como  se  ilustra  en  ja  ñgura.  El  grafo 
simple  que  vamos  a  emplear  tiene  rr  vértices,  uno  por  cada  ca- 
silla,  y  dos  vértices  son  adyacentes  si  una  reina  situada  en  la 
casita  representada  por  uno  de  los  vértices  controla  la  casilla 
representada  por  el  otro  vértice. 


Las  casillas 
controladas 
por  una  reina 


17.  Construye  el  grafo  simple  asociado  al  tablero  de  ajedrez 
ti  x  n  cuyas  aristas  representan  el  control  de  casillas 
por  parte  de  las  reinas  para 

a)  n  =  3. 

b)  n  =  4. 


¡K.  Explica  cómo  se  puede  aplicar  el  concepto  de  conjunto 
dominante  mínimo  al  problema  de  determinar  el  nú¬ 
mero  mínimo  de  reinas  que  se  requieren  para  controlar 
un  tablero  de  ajedrez  nxn. 

**10*  Determina  el  número  mínimo  de  reinas  que  controlan 
un  tablero  de  ajedrez  n  x  n  para 
a)  n  -  3. 

I»  n  =  4. 
c)  n  =  5. 


20.  Supongamos  que  Gt  y  //1  son  gratos  isomorfos  y  que  CL 
y  íf2  son  también  isomorfos.  ¿Es  cierto  o  no  que  enton¬ 
ces  GjU  G7  y  Ht U  H2  son  isomorfos? 

21.  Demuestra  que  cada  una  de  las  siguientes  propiedades 
es  un  invariante  que  dos  grafos  deben  cumplir,  o  no 
cumplir,  a  la  vez  por  el  hecho  de  ser  isomorfos. 

a)  ser  conexo 

b)  la  existencia  de  un  circuito  hamiltoniano 
c  1  1  a  ex  i  ste  nc  i  a  de  un  c  ircuito  c  u  I  e  i*  i  an  o 

(1 1  t  ener  número  de  corte  igual  a  C 

e)  tener  n  vértices  aislados 

f)  ser  bipartito 

22.  ¿Cómo  se  puede  hallar  la  matriz  de  adyacencia  de  G  a 
partir  de  la  matriz  de  adyacencia  ele  G,  siendo  G  un 
grafo  simple? 

23.  ¿Cuántos  gratos  simples  bipartitos  y  conexos  no  iso¬ 
morfos  hay  que  tengan  cuatro  vértices? 

*24.  ¿Cuántos  grafus  simples  conexos  no  isomorfos  hay  que 
tengan  cinco  vértices  y  tales  que 
a)  ningún  vértu  e  tenga  grado  mayor  que  dos? 

I > )  sun ú me ro  a  o m á t ico  sea  cua t ro? 
c)  no  sean  planos? 


Un  grafo  dirigido  es  a  u  torrea  proco  sr  es  isomorfo  a  su  recíproco. 
25.  Determina  sí  los  siguientes  gratos  son  o  no  autorree íprocos. 


b 
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26.  Demuestra  que  si  d  grafo  dirigido  G  es  autorrecíproco  y 
H  es  un  grato  dirigido  isomorfo  a  C,  entonces  //es 
también  autorrecíproco. 

Una  orientación  de  un  grafo  simple  no  dirigido  es  una  asig¬ 
nación  de  direcciones  a  sus  aristas  tal  que  el  grafo  dirigido 
resultante  es  fuertemente  conexo.  Si  existe  alguna  orientación 
de  un  grafo  no  dirigido,  se  dice  que  ese  grafo  es  orienta  ble.  En 
los  Problemas  27-29*  determina  si  el  grafo  simple  correspon¬ 
diente  es  o  no  orientadle. 


Mí.  Debido  al  aumento  dd  tráfico  en  el  centro  de  la  ciudad,  los 
responsables  del  tráfico  están  planeando  convertir  todas  las 
calles,  que  actualmente  son  de  doble  sentido,  en  calles  de 
sentido  única  Ex plica  cómo  modelar  este  problema. 

*31.  Demuestra  que  si  un  grafo  tiene  una  arista  de  corte,  en¬ 
tonces  no  es  orientable. 

Un  torneo  es  un  grafo  simple  dirigido  tal  que  sí  u  y  v  son 
vértices  distintos  del  grafo,  entonces  una.  y  sólo  una,  de  las 
aristas  rio  v)  y  (v.  u)  es  arista  del  grafo. 

32,  ¿Cuántos  torneos  diferentes  hay  con  n  vértices? 

33.  ¿Cuánto  vale  la  suma  de  los  grados  de  entrada  y  de  sa¬ 
lida  de  un  vértice  de  un  torneo? 

*34.  Demuestra  que  todo  torneo  contiene  un  camino  harnil- 
toniano. 

35,  Dados  dos  gallos  de  un  gallinero,  uno  de  ellos  domina 


ai  otro.  Esto  define  la  jerarquía  dd  gallinero.  ¿Cómo 
se  puede  utilizar  un  lomeo  para  modelar  esta  jerarquía? 

36.  Sea  G  un  multigrafo  conexo  con  2k  vértices  de  grado 
impar  Demuestra  que  existen  k  subgrafos  cuya  unión  es 
rodo  G*  tales  que  cada  uno  de  los  subgrafos  contiene  un 
camino  culeriano  y  tales  que  dos  subgrafos  cualesquiera 
no  comparten  ninguna  arista,  {indicación ;  Añade  i  aristas 
al  grafo  que  conecta  pares  de  vértices  con  gradó  impar  y 
utiliza  un  circuito  euleriaim  en  este  grafo  ampliado), 

*37.  Sea  G  un  grafo  simple  con  n  vértices*  La  anchura  de  G. 
denotada  por  B(G),  es  el  mínimo,  entre  todas  las  per¬ 
mutaciones  #r  a2í  ait  de  los  vértices  de  G,  de  max(|í 
j\ | at  y  a  son  adyacentes).  Esto  es,  la  anchura  es  el  mí¬ 
nimo.  para  todas  las  listas  posibles  de  vértices,  de  la  di¬ 
ferencia  máxima  de  los  índices  asignados  a  vértices  ad¬ 
yacentes*  Calcula  la  anchura  de  los  siguientes  grafos 

¿i)  K5  bí  tfI  3  c)  3 

d)  K 3L>  e)  Q.  f)  C; 

*38,  La  distancia  entre  dos  vértices  distintos  v  y  \\  en  un 
grafo  simple  conexo  es  la  longitud  (número  de  aristas) 
de  un  camino  de  longitud  mínima  entre  \\  y  v,.  El  radio 
de  un  grafo  es  el  mínimo*  para  todos  los  vértices  i\  de  la 
máxima  distancia  de  v  a  los  demás  vértices.  El  diáme¬ 
tro  de  un  grafo  es  la  máxima  distancia  entre  dos  vérti¬ 
ces  distintos*  Calcula  el  radio  y  el  diámetro  de 

a)  Kfi  bl  K4ñ  c)  Q3  ói  C6 

*39,  a)  Demuestra  que  si  el  diámetro  de  un  grafo  simple  G 
es  mayor  o  igual  que  cuatro,  entonces  el  diámetro  de 
su  complementario  G  es  menor  o  igual  que  dos, 

b )  Demuestra  que  st  el  diámetro  de  un  grafo  simple  G 
es  mayor  o  igual  que  tres*  entonces  el  diámetro  de 
su  complementario  G  es  menor  o  igual  que  tres. 

*40.  Se  considera  un  multigrafo  con  2 m  vértices  de  grado 
impar.  Demuestra  que  cualquier  circuito  que  contenga 
todas  las  aristas  del  grafo  debe  tener  repetidas  al  menos 
m  aristas. 

41.  Determina  el  segundo  camino  más  corto  entre  los  vérti¬ 
ces  ay  r  de  la  Figura  3  de  la  Sección  8.6. 

42.  Idea  un  algoritmo  para  hallar  el  segundo  camino  más 
corto  entre  dos  vértices  de  un  grafo  ponderado  simple  y 
conexo. 

43.  Halla  un  camino  de  longitud  mínima  entre  los  caminos 
que  conectan  los  vértices  ay  2  pasando  por  el  vértice  e 
en  el  grafo  ponderado  de  la  Figura  4  de  la  Sección  8.6, 

44.  Idea  un  algoritmo  para  determinar  un  camino  de  longi¬ 
tud  mínima  entre  dos  vértices  de  un  grafo  ponderado  si 
el  camino  tiene  que  pasar  por  un  tercer  vértice  prefijado* 

*45.  Demuestra  que  si  G  es  un  grafo  simple  con  al  menos  1 1 
vértices»  entonces  bien  G  no  es  plano  o  bien  su  comple¬ 
mentario*  G\  no  es  plano* 

Se  dice  que  un  conjunto  de  vértices  de  un  grafo  es  inde¬ 
pendíente  si  no  hay  ningún  par  de  vértices  dd  conjunto  que 
sean  adyacentes.  El  número  de  independencia  de  un  grafo  es 
áximo  número  de  vértices  que  hay  en  un  conjunto  inde¬ 
pendiente  de  vértices  del  grafo, 

*46.  ¿Cuál  es  el  número  de  independencia  de 
a )  K1  b )C  ?  c)£>?  el)  /C  ? 

rt  n  /  ■w,  n 
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47.  Demuestra  que  el  número  tic  vértices  de  un  grafo  simple 
es  menor  o  igual  que  d  producto  del  número  de  inde¬ 
pendencia  y  el  número  cromático  de!  grafo. 

48*  Demuestra  que  el  número  cromático  de  un  grafo  es  me¬ 
nor  o  igual  que  v  i  +  I ,  donde  v  es  el  número  de  vérti¬ 
ces  del  grafo  c  t  es  d  número  de  independencia  del  grafo. 

49*  Supongamos  que  para  generar  un  grafo  simple  aleatorio 
con  n  vértices  elegimos  en  primer  lugar  un  número  real 
p  con  0  $  p  <,  1 .  Para  cada  uno  de  Jos  C(n,  2)  pares  de 
vértices  distintos  generamos  un  número  aleatorio  x  entre 
0  y  I .  Si  0  ^  a  <;  pt  conectamos  esos  dos  vértices  con  una 
arista;  en  caso  contrario,  esos  vértices  no  se  conectan, 

a)  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  se  genere  un  grafo 
con  m  aristas  si  0  s  m  <  C(n 1 2)7 
b  l  ¿Cuál  es  el  valor  esperado  del  número  de  aristas  de 
un  grafo  de  n  vértices  generado  aleatoriamente  si 
cada  arista  tiene  una  probabilidad  p  de  ser  incluida? 
c)  Demuestra  que  si  p  -  1/2,  entonces  todos  los  gratos 
simples  de  n  vértices  tienen  la  misma  probabilidad 
de  ser  generados. 

Se  dice  que  una  propiedad  de  un  grafo  simple  es  monótona 
creciente  si  la  propiedad  se  mantiene  iras  añadirle  aristas  (sin 


añadir  vértices)  al  grafo.  Se  dice  que  una  propiedad  de  un  gra¬ 
fo  simple  es  monótona  decreciente  si  la  propiedad  se  mantie¬ 
ne  tras  eliminar  aristas  (sin  eliminar  vértices)  de!  grafo. 

50,  Para  cada  una  de  las  siguientes  propiedades*  determina 
si  es  o  no  monótona  creciente  y  determina  si  es  o  no 
monótona  decreciente. 

a)  El  grafo  G  es  conc xo, 

b)  El  grafo  G  no  es  conexo. 

c)  El  grafo  G  contiene  un  circuito  eulerinno. 

d)  El  grafo  G  contiene  m  circuito  hamilioniano, 

e)  El  grafo  G  es  plano. 

D  El  grafo  G  tiene  número  cromático  igual  a  cuatro, 
gt  El  grafo  G  tiene  radio  tres, 
h)  El  grafo  G  tiene  diámetro  tres 
5L  Demuestra  que  la  propiedad  P  de  un  grafo  es  monótona 
creciente  si,  y  sólo  si,  la  propiedad  Q  es  monótona  decre¬ 
ciente,  donde  Q  es  la  propiedad  de  no  tener  la  propiedad  P 
**52,  Sea  P  una  propiedad  monótona  oneciente  de  grafos  sim¬ 
ples.  Demuestra  que  la  probabilidad  de  que  un  grafo 
aleatorio  con  n  vértices  tenga  la  propiedad  P  es  una 
función  monótona  no  decreciente  de/\  la  probabilidad 
que  tiene  una  arista  de  ser  elegida  para  estar  en  el  grafo. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


1 .  Dados  los  pares  de  vértices  asociados  a  las  aristas  de  un 
grafo  no  dirigido,  halla  el  grado  de  cada  vértice. 

2*  Dados  los  pares  ordenados  de  vértices  asociados  a  las 
aristas  de  un  grafo  dirigido,  halla  los  grados  de  entrada 
y  de  salida  cada  vértice. 

3.  Dada  la  lista  de  aristas  de  un  grafo  simple,  determina  si 
el  grafo  es  o  no  bipartito, 

4.  Dados  los  pares  de  vértices  asociados  a  las  aristas  de  un 
grafo,  construye  la  matriz  de  adyacencia  dd  grafo  (es¬ 
cribe  una  versión  que  funcione  cuando  hay  bucles,  aris¬ 
tas  múltiples  o  aristas  dirigidas), 

5.  Dada  una  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo,  lista  ¡as  aristas 
del  grató  y  el  numero  de  veces  que  aparece  cada  arista. 

ó.  Dados  los  pares  de  vértices  asociados  a  las  aristas  de  un 
grafo  no  dirigido  y  el  número  de  veces  qne  aparece  cada 
vértice,  construye  una  matriz  de  incidencia  del  grafo. 

7.  Dada  una  matriz  de  incidencia  de  un  grafo  no  dirigido.  lis¬ 
ia  sus  aristas  y  el  número  de  veces  que  aparece  cada  arista. 

8.  Dado  un  entero  positivo  tu  genera  un  grafo  no  dirigido 
construyendo  una  matriz  de  adyacencia  del  grafo  de  tal 
manera  que  todos  los  grafos  simples  tengan  la  misma 
probabilidad  de  ser  generados. 

9.  Dado  un  entero  positivo  n ,  genera  un  grafo  dirigido 
construyendo  una  matriz  de  adyacencia  del  grafo  de  tal 
manera  que  todos  los  grafos  dirigidos  tengan  la  misma 
probabilidad  de  ser  generados. 

11K  Dadas  las  listas  de  las  aristas  de  dos  grafos  simples  con 
no  más  de  seis  vértices,  determina  si  los  gratos  son  o  no 
isomorfos, 

I L  Dada  una  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  y  un  entero 
positivo  n ;  fraila  el  número  de  caminos  de  longitud  n  en¬ 


tre  dos  vértices  del  grafo  (escribe  una  versión  que  fun¬ 
cione  para  grafos  dirigidos  y  no  dirigidos  i. 

*12,  Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  simple,  determi¬ 
na  si  el  grafo  es  conexo  o  no  y  halla  el  número  de  com¬ 
ponentes  conexas  si  no  es  conexo. 

13,  Dados  los  pares  de  vértices  asociados  a  las  aristas  de  un 
multigrafo,  determina  si  contiene  algún  circuito  en  le 
nano,  y  de  no  ser  así,  si  contiene  algún  camino  cu  lena - 
no.  Construye  un  camino  o  circuito  euí enano  si  existe. 

*14,  Dados  los  pares  ordenados  de  vértices  asociados  a  las 
aristas  de  un  multigrafo  dirigido,  construye  un  camino  o 
circuito  euieriaoo  si  es  que  tal  camino  o  circuito  existe, 
**15.  Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  simple,  halla  un 
circuito  hamiltoniano  o  determina  que  el  grafo  no  con¬ 
tiene  ninguno. 

Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  simple,  halla  un 
camino  hamiltoniano  o  determina  que  el  grafo  no  con¬ 
tiene  ninguno. 

1 7,  Dada  la  lisia  de  aristas  y  los  pelos  de  esas  aristas  de  un 
grato  ponderado  simple  y  conejo  y  dos  vértices  de  ese 
grafo,  halla  la  longitud  de  un  camino  de  longitud  míni¬ 
ma  entre  ellos  utilizando  el  algoritmo  de  Dijkstrn.  De¬ 
termina  también  un  camino  de  longitud  mínima. 

18,  Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  no  dirigido,  halla 
una  coloración  de  esc  grafo  mil  izando  el  algoritmo  dado 
en  los  problemas  de  la  Sección  8,8, 

19,  Dada  una  lista  de  estudiantes  y  de  lav  asignaturas  en  que 
están  matriculados,  construye  una  planificación  de  los 
exámenes  finales. 

20,  Dadas  las  distancias  entre  pares* de  estaciones  emisoras 
de  televisión,  asigna  frecuencias  a  esas  estaciones. 
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Cálculo  y  experimentación 

MILI/ V  LOS  PROGR  AMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PAR  A 

L  Dibuja  todos  los  grafos  simples  con  cuatro  vértices. 

2.  Dibuja  un  conjunto  completo  de  gratos  simples  no  isu- 
ni orlos  con  seis  vértices. 

3.  Dibuja  un  conjunto  completo  de  gratos  dirigidos  no 
i  son  torios  con  cuatro  vértices. 

4,  Genera  aleatoriamente  tü  gratos  simples  diferentes, 
cada  uno  con  20  vértices,  de  tal  manera  que  cada  uno  de 
ellos  lenca  la  misma  probabilidad  de  ser  generado. 

5,  Construye  un  código  de  Cray  en  el  que  las  palabras  del 
código  sean  cadenas  de  bits  de  longitud  seis. 

6,  Construye  rondas  de  caballo  en  tableros  de  ajedrez  de 
varios  tamaños, 

7.  Determina  si  cada,  uno  de  los  gratos  que  has  generado 
en  el  Problema  4  es  o  no  plano.  SÍ  puedes,  determina  el 
grosor  de  cada  uno  de  los  gratos  que  no  son  planos. 

8,  Determina  si  cada  uno  de  los  gratos  que  has  generado 
en  el  Problema  4  es  o  no  conexo.  Si  un  grato  no  es  co¬ 
nexo,  determina  el  número  de  componentes  conexas 
del  grato. 

9.  Genera  aleatoriamente  gratos  simples  con  diez  vérti¬ 
ces  Deten  ef  proceso  cuando  hayas  construido  uno  que 


HACER  ESTOS  EJERCICIOS 

contenga  un  circuito  eulenano.  Muestra  un  circuito  em 
[enano  de  ese  grato. 

10.  Genera  aleatoriamente  gratos  simples  con  diez  vérti¬ 
ces.  Detén  el  proceso  cuando  hayas  construido  uno  que 
contenga  un  circuito  hamiltoniano.  Muestra  un  circuito 
ha  mil!  omano  de  ese  grato. 

1 1 .  Determina  el  numero  cromático  de  cada  uno  de  los  gra¬ 
tos  que  has  generado  en  el  Problema  4. 

**  1 2,  Determina  un  camino  de  longitud  mínima  entre  los  que 
un  viajante  puede  elegir  para  visitar  todas  y  cada  una  de 
las  capitales  de  las  naciones  de  Sudaniérica  si  viaja  en 
avión  y  en  linca  recta  de  ciudad  a  ciudad. 

*13.  Da  una  estimación,  para  cada  entero  positivo  n  menor  o 
igual  que  10,  de  la  probabilidad  de  que  un  grafo  simple 
generado  aleatoriamente  con  n  vértices  sea  conexo. 
Hazlo  generando  aleatoriamente  un  conjunto  de  grafos 
simples  y  determinando  si  cada  uno  de  ellos  es  o  no  co¬ 
nexo. 

**14.  Trabaja  en  el  problema  de  determinar  si  d  número  de 
corle  de  K7  7  es  77,  79  ti  S 1 .  Se  sabe  que  es  igual  a  uno 
de  esos  tres  valores. 


Redacción  de  proyectos 

REDAM  A  UN  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


L  Describe  los  orígenes  y  el  desarrollo  de  la  teoría  de  grafos 
antes  del  año  1 900. 

2 .  De  se  r  í  he  la  api  ic  a  c  i  ón  de  la  teor  ía  de  gra  ios  a  I  e  s  t  ud  i  o  de 
ecosistemas. 

3.  Describe  la  aplicación  de  la  teoría  de  gratos  a  la  sociología 
y  a  la  psicología, 

4.  Describe  qué  se  puede  aprender  investigando  las  propie¬ 
dades  del  grafo  de  la  Red, 

5.  Describe  algoritmos  para  dibujar  un  grafo  sobre  un  papel  o 
sobre  una  pantalla  dados  los  vértices  y  las  aristas  del  grato, 
¿Qué  cosas  deben  tenerse  en  cuenta  al  dibujar  un  grafo  para 
que  su  aspecto  ayude  a  entender  las  propiedades  del  grafo? 

6.  ¿Qué  posibilidades  debería  ofrecer  una  herramienta  in¬ 
formática  para  construir,  mostrar  y  manipular  grafos? 
¿Cuáles  de  esas  posibilidades  están  disponibles  en  las 
herramientas  existentes? 

7.  Describe  algunos  de  los  algoritmos  disponibles  para  de¬ 
terminar  si  dos  grabes  son  o  no  isumorfos.  Describe  la 
complejidad  eomputacional  de  esos  algoritmos.  ¿Cuál  es 
el  algoritmo  más  eficiente  que  se  conoce? 

8.  Describe  cómo  se  pueden  utilizar  los  caminos  euíerianos 
para  determinar  secuencias  de  ADN. 

9.  Define  las  sucesiones  de  De  Bniijn  y  describe  cómo  apare¬ 
cen  en  las  aplicaciones.  Explica  cómo  se  pueden  construir 
sucesiones  de  IX-  Bruijn  utilizando  circuitos  euíerianos. 

tí).  Describe  el  problema  del  ('artero  chino  y  explica  cómo  re¬ 
solver  dicho  problema. 


1  L  Describe  algunas  de  las  distintas  condiciones  que  implican 
que  un  grafo  contiene  un  circuito  h  anuí  ton  i  ano. 

i  2,  Describe  algunas  de  fas  estrategias  y  algoritmos  que  se  uti¬ 
lizan  para  resolver  el  problema  del  viajante. 

13.  Describe  varios  algoritmos  diferentes  para  determinar  si  un 
grafo  es  o  no  es  plano.  ¿Cuál  es  la  complejidad  computa- 
cional  de  cada  uno  de  estos  algoritmos? 

14.  Al  hacer  modelos,  los  grafos  VLSI  (del  inglés  very  targe 
sea  le  intexnition )  se  representan  a  veces  como  si  estuvie¬ 
sen  contenidos  en  un  libro,  con  los  vértices  en  el  lomo  del 
libro  y  con  las  aristas  en  las  páginas.  Define  el  número  de 
libro  de  un  grafo  y  halla  el  numero  de  libro  de  varios  gra 
tos,  incluyendo  entre  ellos  a  Kn  para  n  -  3,  4.  5  y  ó. 

15.  Describe  la  historia  del  teorema  de  los  cuatro  colores. 

Ib.  Describe  el  papel  que  han  desempeñado  los  ordenadores 

en  la  demostración  del  teorema  de  los  cuatro  colores. 
¿Cómo  podemos  estar  seguros  de  que  una  demostración 
que  depende  de  un  ordenador  es  correcta? 

17.  Describe  varios  algoritmos  diferentes  para  colorear  un 
grafo.  Compáralos  cutre  sí  en  fundón  de  si  producen  o  no 
una  coloración  con  el  menor  número  posible  de  colores  y 
en  función  de  su  complejidad. 

18.  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  imdl coloraciones  de  gra¬ 
fos  en  varios  modelos  distintos. 

19.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  teoría  dé  grafos  aleato 
ríos  en  demostraciones  no  constructivas  de  existencia  de 
grafos  con  ciertas  propiedades. 


Arboles 


Un  grafo  conexo  que  no  contiene  ciclos  se  llama  árbol.  Los  árboles  Comenzaron  a  emplearse 
en  1 857,  cuando  el  matemático  inglés  Arthur  Cayley  los  utilizó  pura  contar  cierto  tipo  de 
componentes  químicos,  Desde  ese  momento,  los  árboles  se  han  empleado  para  resolver 
problemas  en  una  gran  variedad  de  disciplinas,  como  veremos  en  los  ejemplos  de  este  capítulo. 

Los  árboles  son  particularmente  titiles  en  informática,  pues  son  empleados  en  un  amplio  es- 
peclro  de  algoritmos.  Por  ejemplo,  los  árboles  se  usan  para  construir  algoritmos  eficientes  que  lo¬ 
calizan  elementos  en  una  lista.  También  pueden  utilizarse  en  algoritmos,  como  los  códigos  de 
Huffman,  que  construyen  códigos  compresores  eficientes,  ahorrando  costes  en  la  transmisión  de 
datos  y  en  su  posterior  almacenamiento.  Los  árboles  se  pueden  emplear  para  estudiar  juegos 
como  las  damas  y  el  ajedrez  y  pueden  ayudar  a  determinar  estrategias  ganadoras  para  cada  uno  de 
estos  juegos.  Los  árboles  pueden  utilizarse  para  modelar  procedimientos  qué  se  llevan  a  cabo  me¬ 
diante  una  secuencia  de  decisiones.  Construir  estos  modelos  puede  ayudar  a  determinar  la  com¬ 
plejidad  computadpnal  de  los  algoritmos  basados  en  una  secuencia  de  instrucciones,  como  ios  al¬ 
goritmos  de  ordenación. 

Los  procedimientos  para  construir  árboles  que  contengan  todos  ios  vértices  de  un  grato,  in¬ 
cluyendo  la  búsqueda  en  profundidad  y  la  búsqueda  en  anchura,  pueden  usarse  para  explorar  sis¬ 
temáticamente  los  vértices  de  un  grata  Recorrer  los  vértices  de  un  grato  haciendo  una  búsqueda 
en  profundidad,  también  conocida  como  de  vuélta  atrás*,  es  la  base  de  la  búsqueda  sistemática  de 
soluciones  en  una  amplia  variedad  de  problemas,  tales  como  determinar  el  modo  de  colocar 
ocho  reinas  en  un  tablero  de  ajedrez  de  modo  que  dos  cualesquiera  no  se  amenacen. 

Podemos  modelar  muchos  problemas  asignando  pesos  a  las  aristas  de  un  árbol.  Por  ejemplo, 
utilizando  árboles  ponderados  podemos  desarrollar  algoritmos  para  construir  redes  que  contengan 
el  conjunto  menos  costoso  de  líneas  de  telefono  que  conectan  distintos  nodos  de  la  red. 


9.1  Introducción  a  los  árboles 


¡Enlace* 


En  el  Capítulo  8  mostramos  cómo  se  pueden  usar  los  grafos  para  modelar  y  resolver  muchos  pro¬ 
blemas.  En  este  capítulo  nos  centraremos  en  un  tipo  particular  de  grafo  denominado  árbol,  llama¬ 
do  así  porque  tales  gratos  se  asemejan  a  los  árboles.  Por  ejemplo,  los  árboles  genealógicos  son  gra¬ 
tos  que  representan  relaciones  de  parentesco.  Los  árboles  genealógicas  utilizan  ios  vértices  para 
representar  a  los  miembros  de  una  familia  y  las  aristas  para  representar  las  relaciones  entre  padres  e 
hijos.  El  árbol  genealógico  de  fa  familia  de  matemáticos  suizos  Bcmoulli  se  muestra  en  la  Figura  1. 
El  graío  no  dirigido  asociado  a  un  árbol  genealógico  es  un  ejemplo  de  árbol. 


DEFINICIÓN  I 


Un  árbol  es  un  grafo  no  dirigido,  conexo  y  sin  ciclos. 


Puesto  que  un  árbol  no  puede  contener  ciclos,  es  un  grafo  acfclíco,  tampoco  puede  tener  bucles  o 
aristas  múltiples.  Por  tanto,  un  árbol  es  necesariamente  un  grafo  simple. 


EJEMPLO  1  ¿Cuáles  de  los  grafos  de  la  Figura  2  son  árboles? 
*  Nota  L>bl  Tradih  ujr:  Del  ingles  backírackinx 
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TEOREMA  1 


Jacob  I 
{1654  1705) 


Nikotaus 
(1623  1 7081 


Mlkolaus 

(1662-1716) 


Nikulaus  I 
(1687-17591 


Juliano  1 
(1667- 1718) 


Nikoliüs  lí  Daniel  Johann  11 

(1696  J726)  (1700-1782)  (1 7 10  I79Í» 


/ 


\ 


iohann  111  Jacob  II 
(1746-1807)  (1759-1789) 


Figura  1,  La  familia  ele  matemáticos  Bemoull i. 


Solución:  fí,  y  C2  son  árboles,  puesto  que  ambos  son  grafos  conexos  y  acíclicos,  G3  no  es  un  árbol, 
porque  e,  ht  a ,  d,  e  es  un  ciclo  del  gTafo.  Finalmente,  Gx  no  es  un  árbol  porque  no  es  conexo.  <4 

Todo  grato  conexo  y  acíclico  es  un  árbol  ¿Qué  podemos  decir  de  los  gratos  acíclicos,  pero 
no  necesariamente  conexos?  Estos  grafos  se  llaman  bosques  y  tienen  la  propiedad  de  que  cada  una 
de  sus  componentes  conexas  es  un  árbol  1  .a  Figura  3  muestra  un  bosque. 

En  muchas  ocasiones,  los  árboles  se  definen  como  grafos  no  dirigidos  con  la  propiedad  de 
que  cada  pareja  de  vértices  está  conectada  por  un  único  camino.  El  siguiente  teorema  prueba  que 
esta  definición  alternativa  es  equivalente  a  la  nuestra. 


Un  grafo  no  dirigido  es  un  árbol  si.  y  sólo  si,  hay  un  único  camino  entre  cada  pareja  de 
vértices. 


Demostración :  Primero  supongamos  que  í  es  un  árbol.  Entonces,  T  es  un  gralb  conexo  y  acícli¬ 
co.  Sean  x  e  y  dos  vértices  de  T.  Puesto  que  /  es  conexo,  por  el  Teorema  1  de  la  Sección  8.4,  hay 
un  camino  entre  a  e  y.  Además,  este  camino  debe  ser  único,  puesto  que  si  hubiera  un  segundo  ca¬ 
mino,  entonces  el  recorrido  construido  al  combinar  el  primer  camino  de  v  a  y  con  el  camino  de  y  a 
v.  obtenido  al  ordenar  de  manera  inversa  los  vértices  del  segundo  camino  de  v  a  y,  daría  lugar  a  un 
circuito.  Esto  implica,  usando  el  Problema  43  de  la  Sección  8.4,  que  existe  un  ciclo  en  7\  Por  tan¬ 
to,  hay  un  único  camino  entre  cada  pareja  de  vértices. 


Figura  2.  Ejemplos  de  árboles  y  de  grafos  que  no  son  árboles. 
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DEFINICIÓN  2 


Figura  X  Ejemplo  de  un  bosque. 


Ahora  supongamos  que  existe  luí  único  camino  entré  cada  dos  vértices  ele  un  grato  T.  En¬ 
tonces,  Tes  conexo,  puesto  que  hay  un  camino  entre  cada  pareja  de  vértices.  Además.  T  no  puede 
tener  ciclos.  Para  ver  que  esto  es  cierto,  supongamos  que  T  tiene  un  ciclo  que  contiene  tos  vértices 
x  e  y.  En  ese  caso  habría  un  camino  para  ir  de  v  a  y  y  otro  camino  para  ir  de  y  a  \.  Por  tanto,  un 
grafo  con  un  único  camino  entre  cada  pareja  de  vértices  es  un  árbol.  <] 

En  muchas  aplicaciones,  se  designa  a  un  vértice  particular  de  un  árbol  como  la  raí/.  (  na  vez 
que  especificamos  la  raíz,  podemos  asignar  una  dirección  a  las  aristas  del  árbol  como  sigue. 
Puesto  que  (por  el  Teorema  I )  hay  urr  único  camino  entre  la  raíz  y  cada  uno  de  los  restantes  vér¬ 
tices  del  grafo,  la  dirección  de  cada  arista  es  la  que  se  aleja  de  la  raíz.  Así.  un  árbol  junto  con  su 
raíz  produce  un  grafo  dirigido  llamado  árbol  con  raíz. 


Un  árbol  con  raí r  es  un  árbol  en  el  que  uno  de  sus  vértices  ha  sido  designado  como  la  raíz  y 
todas  las  aristas  están  orientadas  de  modo  que  se  alejan  de  la  raíz. 


Los  árboles  con  raíz  también  se  pueden  definir  recursivamente  (véase  la  Sección  3.4 ),  Podemos 
transformar  un  árbol  en  un  árbol  con  raíz  sin  más  que  elegir  un  vértice  como  raíz.  Nótese  que  las 
distintas  elecciones  de  !a  raí/  producen  diferentes  árboles  con  raíz.  Por  ejemplo,  la  Figura  4 
muestra  los  árboles  con  raíz  formados  al  designar  como  raíces  los  vértices  a  y  c\  respectivamente, 
en  el  árbol  T .  Normalmente,  dibujaremos  un  árbol  con  raíz  situando  la  raíz  en  la  parte  superior  del 
grafo.  Las  flechas  que  indican  el  sentido  de  las  aristas  pueden  omitirse  en  un  árbol  con  raíz,  pues¬ 
to  que  la  elección  de  !a  raíz  determina  las  direcciones  de  las  aristas. 

La  terminología  de  los  árboles  tiene  orígenes  botánicos  y  genealógicos.  Supongamos  que  T  es 
un  árbol  con  raíz.  Si  v  es  un  vértice  de  T  distinto  de  la  raíz,  el  padre  de  v  es  el  único  vértice  tí  tai 
que  hay  una  arista  dirigida  de  u  a  v  (el  lector  debería  demostrar  que  tal  vértice  es  único).  Cuando 
u  es  el  padre  de  i\  se  dice  que  v  es  hijo  de  u.  Los  vértices  con  el  mismo  padre  se  llaman  herma¬ 
nos,  Los  antecesores  de  un  vértice  diferente  de  la  raíz  son  todos  los  vértices  que  aparecen  en  el  ca¬ 
mino  desde  la  raíz  hasta  esc  vértice,  excluyendo  a  este  último  e  incluyendo  a  la  raíz  íesto  es,  su  pa- 


Figura  4.  Un  árbol  y  los  árboles  con  raíz  c  o  n  si  ruidos  al  designar  dos  raíces. 
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EJEMPLO  2 


DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  3 


dne,  el  padre  de  su  padre  y  así  hasta  alcanzar  la  raíz).  Los  descendientes  de  un  vértice  r  son  aque¬ 
llos  vértices  para  los  que  ves  un  antecesor.  Un  vértice  de  un  árbol  se  llama  hoja  si  no  tiene  hijos. 
Los  vértices  que  tienen  hijos  se  llaman  vértices  internos.  La  raíz  es  un  vértice  interno  si  no  es  el 
único  vértice  del  grato.  En  ese  caso,  será  una  hoja. 

Sí  a  es  un  vértice  de  un  árbol,  el  suba r bul  con  raíz  en  a  es  el  subgrafo  del  árbol  que  contie¬ 
ne  al  vért  ice  a .  a  todos  sus  descendientes  y  a  todas  las  aristas  incidentes  en  dichos  descendientes. 

En  el  árbol  T  con  raíz  en  a  de  la  Figura  5  halla  el  padre  de  c\  los  hijos  de  g.  los  hermanos  de  fu  los 
antecesores  de  c,  los  descendientes  de  b ,  los  vértices  internos  y  las  hojas.  ¿Cuál  es  el  subárbol  con 
raíz  en  g7 

Solución :  El  padre  de  c  es  b.  Los  hijos  de  g  son  h ,  /  y  j.  Los  hermanos  de  li  son  /  y  /.  Los  antece¬ 
sores  de  e  son  c\  b  y  a.  Los  descendientes  de  h  son  i\  d  y  e.  Los  vértices  internos  son  a,  b .  t\  g,  h  y 
/  Las  hojas  son  ¿L  e,/,  i ,  L  í  y  m.  El  subárbol  con  raíz  en  g  se  muestra  en  la  Figura  6. 

Los  árboles  con  raíz  que  cumplen  la  propiedad  de  que  todos  sus  vértices  internos  tienen  el  mis¬ 
mo  número  de  hijos  se  utilizan  en  múltiples  aplicaciones.  Posteriormente,  en  este  capítulo,  utiliza¬ 
remos  estos  árboles  para  estudiar  problemas  relativos  a  la  búsqueda,  la  ordenación  y  la  codificación. 


Un  árbol  con  raíz  se  llama  árbol  m-ario  si  todos  los  vértices  internos  tienen,  a  lo  sumo,  m  hi¬ 
jos,  El  árbol  se  llama  árbol  m-ario  completo  si  todo  vértice  interna  tiene  exactamente  m  hijos. 
Un  árbol  m-ario  con  m  -  2  se  llama  árbol  binario. 


l  os  árboles  con  raíz  de  la  Figura  7,  ¿son  árboles  m-arios  completos  para  algún  entero  positivo  m? 

Solución:  T{  es  un  árbol  binario  completo,  pues  cada  uno  de  sus  vértices  internos  tiene  dos  hijos, 
f  ,  es  un  árbol  temario  completo,  pues  sus  vértices  internos  tienen  tres  hijos.  En  T  cada  vértice  in¬ 
terno  tiene  cinco  hijos,  de  modo  que  ¡\  es  un  árbol  5-ario  completo.  no  es  un  árbol  completo 
para  ningún  m.  pues  algunos  nodos  internos  tienen  dos  hijos,  mientras  que  otros  tienen  tres.  4 

Un  árbol  ordenado  con  raíz  es  un  árbol  con  raíz  en  el  que  los  hijos  de  cada  vértice  interno 
están  ordenados.  Los  árboles  ordenados  con  raíz  se  dibujan  de  modo  que  los  hijos  de  cada  nodo  in¬ 
terno  se  colocan  ordenados  de  izquierda  a  derecha.  Nótese  que  una  representación  de  un  árbol  con 
raíz  en  el  modo  convencional  determina  un  orden  para  sus  aristas.  Utilizaremos  estas  ordenaciones 
de  las  aristas  en  los  dibujos  sin  mencionar  explícitamente  que  estamos  considerando  un  árbol  or¬ 
do  ruido  con  raíz. 

En  un  árbol  binario  ordenado  (normalmente,  llamado  simplemente  árbol  binario),  si  cada 
vértice  interno  tiene  dos  hijos,  el  primer  hijo  se  llama  hijo  izquierdo  y  el  segundo  se  llama  hijo 


T  a 


Figura  5.  Un  árbol  T  con  raíz. 


l  igura  6.  El  .subárbol  con  raíz  en  e. 
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Figura  7.  Cuatro  árboles  con  raíz. 


derecho,  FJ  árbol  con  raíz  en  el  hijo  izquierdo  de  un  vértice  se  llama  su  bar  bul  izquierdo  de  este 
vértice  y  el  árbol  con  raíz  en  el  hijo  derecho  subárbol  derecho*  El  lector  puede  advenir  que  en  al¬ 
gunas  aplicaciones  lodo  vértice  de  ur  árbol  binario,  salvo  la  raíz,  se  designa  como  hijo  izquierdo 
o  derecho  del  vértice  padre.  Esto  se  hace  incluso  cuando  algún  vértice  sólo  tiene  un  hijo.  I  lañemos 
tales  asignaciones  siempre  que  sea  necesario,  pero  no  en  otro  caso. 

Los  árboles  ordenados  con  raíz  pueden  definirse  recursivamente.  En  la  Sección  3,4  se  defi¬ 
nieron  de  este  modo  los  árboles  binarios,  un  lipo  particular  de  árbol  ordenado  con  raíz. 

EJEMPLO  4  ¿Cuáles  son  los  hijos  izquierdo  y  derecho  del  vértice  d  en  el  árbol  binario  T  de  la  Figura  8(a)  (don¬ 
de  el  orden  es  el  dado  por  el  dibujo)?  ¿Cuáles  son  los  subárboles  izquierdo  y  derecho  fie  r? 

Solución:  El  hijo  izquierdo  de  des / y  el  hijo  derecho  es  g.  Los  subárboles  izquierdo  y  derecho  de  c 
se  muestran  en  las  Figuras  H{ h)  y  8íc),  respectivamente.  < 

Al  igual  que  en  el  caso  de  los  grafos,  no  existe  una  terminología  estándar  para  los  arboles,  ár¬ 
boles  con  raíz,  árboles  ordenados  con  raíz  y  árboles  binarios.  Esto  se  debe  al  hecho  de  que  los  ár¬ 
boles  se  utilizan  principalmente  en  informática,  un  área  relativamente  joven.  El  lector  deberá  ve¬ 
rificar  detalladamente  el  significado  de  los  términos  relativos  a  los  árboles  en  el  contexto  en  el  que 
se  mencionen. 


ÁRBOLES  COMO  MODELOS 


Los  árboles  se  utilizan  como  modelos  en  ciencias  tan  diversas  como  la  informática,  la  química,  la 
geología,  la  botánica  y  la  psicología.  A  continuación  describiremos  varios  modelos  basados  en  árboles, 

EJEMPLOS  Hidrocarburos  saturados  y  árboles  Los  gratos  pueden  usarse  para  representar  moléculas, 
con  los  átomos  representados  por  vértices  y  los  enlaces  entre  ellos  mediante  aristas.  El  matemáti¬ 
co  inglés  Arthur  Cay  ley  descubrió  los  árboles  en  1837  cuando  trataba  de  enumerar  los  isómeros  de 
ios  compuestos  de  la  forma  C  H  llamados  hidrocarburos  saturados. 


Figura  8,  Un  árbol  binario  T  y  los  subárboles  izquierdo  y  derecho 
dd  vértice  c. 
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Butano  Isobutano 

Figura  9.  Los  dos  isómeros  del  butano. 


EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


Entacvü 


En  los  modelos  de  grafos  de  hidrocarburos  saturados,  cada  átomo  de  carbono  se  representa 
por  un  vértice  de  grado  4  y  cada  átomo  de  hidrógeno  se  representa  por  un  vértice  de  grado  1 .  Hay 
3/i  +  2  vértices  en  un  grafo  que  representa  a  un  compuesto  de  la  forma  CVl2n+r  El  número  de  aris¬ 
tas  de  estos  gratos  es  la  mitad  de  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices.  Por  tanto,  hay  (4/7  +  2/i  + 
2V2  =  3/1  +  I  aristas  en  este  grafo.  Puesto  que  el  grafo  es  conexo  y  el  número  de  lados  es  uno  me¬ 
nos  que  el  número  de  vértices,  eí  grafo  debe  ser  un  árbol  (véase  d  Problema  15  al  final  de  esta  sec¬ 
ción). 

Los  árboles  no  i  so  m  ortos  con  n  vértices  de  grado  4  y  2/t  +  2  vértices  de  grado  1  representan  los 
diferentes  isómeros  de  C  v  Por  ejemplo,  para  n  -  4,  hay  exactamente  dos  árboles  no  isomorfos 
de  este  tipo  (el  lector  puede  verificarlo).  Así,  hay  exactamente  dos  isómeros  diferentes  de  C4i.  .  Sus 
estructuras  se  muestran  en  la  Figura  9.  Estos  dos  isómeros  se  llaman  butano  e  i  sobu  taño. 

Representación  de  organizaciones  La  estructura  de  una  gran  organización  se  puede  modelar 
utilizando  un  árbol  con  raíz.  Cada  vértice  de  este  árbol  indica  un  puesto  en  la  organización.  Una 
arista  de  uno  de  los  vértices  a  otro  indica  que  la  persona  representada  por  el  vértice  inicial  es  jefe 
(directo)  de  la  persona  representada  por  d  vértice  final.  F1  grafo  mostrado  en  ¡a  Figura  10  es  un 
ejemplo  de  un  árbol  de  este  tipo.  En  la  organización  representada  por  ese  árbol,  el  director  de 
desarrollo  de  hardware  trabaja  directamente  para  el  vicepresidente  de  investigación  y  desarrollo 
(I  +  D). 

Sistemas  de  ficheros  de  ordenadores  En  la  memoria  de  un  ordenador,  ios  ficheros  se  organizan 
en  directorios.  Un  directorio  puede  contener  tanto  ficheros  como  subdirectorios.  La  raíz  de  un  di¬ 
rectorio  contiene  el  sistema  de  ficheros  completo.  Así,  un  sistema  de  ficheros  puede  representar¬ 
se  mediante  un  árbol  con  miz,  donde  la  raíz  representa  el  directorio  raíz,  los  vértices  internos  re¬ 
presentan  los  subdirectorios  y  las  hojas  representan  los  ficheros  ordinarios  o  subdirectorios 
vacíos.  Uno  de  tales  sistemas  de  ficheros  se  muestra  en  la  Figura  1  L  En  este  sistema,  el  fichero  khr 
está  en,d  directorio  rje.  (Nótese  que  los  enlaces  con  ficheros  pueden  dar  lugar  a  circuitos  si  hay  fi¬ 
cheros  con  más  de  una  ruta  de  acceso).  *4 


ARTHt  K  CAY  LEY  (1821-1895)  Anhur  Caylcy,  hijo  de  un  comen’ ¡ante,  desplegó  su  talento  matemático  a  edad 
temprana  cent  su  destreza  en  los  cálculos  aritméticos  Cay  ley  ingresó  en  el  Tnmiy  Cotlege,  Cambridge,  a  los  diecisiete  años 
de  edad  Allí  desarrolló  sti  pasión  por  leer  novelas.  Cay  ley  sobresalió  en  Cambridge,  donde  fue  elegido  para  ocupar  durante 
tres  años  im  puesto  de  tutor  ayudante  como  Fellm  del  Trinity  College.  Durante  este  tiempo.  Cay  ley  comenzó  su  estudio 
de  la  geometría  ^-dimensional  y  realizó  diversas  contribuciones  a  la  geometría  y  el  análisis.  También  desarrolló  su  interés 
pul  d  montañismo,  de!  que  disfrutaba  durante  sus  vacaciones  en  Suiza.  Al  no  haber  plazas  disponibles  para  el  como  ma¬ 
temático.  Cay  ley  abandonó  Cambridge  y  se  dedicó  a  la  abogacía,  llegando  a  ejercer  prniesítmalmente  en  los  tribuna  Jes  a 
partir  de  I 849,  Aunque  Caylcy  limitó  su  trabajo  legal  para  poder  continuar  con  la  investigación  en  matemáticas,  consiguió 
i  huí  reputación  como  especialista  en  leyes.  Durante  su  carrera  legal  llegó  a  escribir  más  de  trecientos  artículos  de  mate¬ 
máticas,  Hii  1863.  la  Universidad  de  Cambridge  estableció  un  nuevo  puesto  como  profesor  de  matemáticas  y  se  lo  ofreció 
a  Cay  lcy.  Este  aceptó  la  oferta,  aunque  su  salario  era  menor  de  lo  que  percibía  como  abogado. 
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Figura  MI  Un  organigrama  de  una  compañía  de  ordenadores. 


La  raí 7  es  d  directorio  raí/  I 
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Figura  1 1.  Un  sistema  de  ficheros  de  ordenadores. 


Pt 


Figura  12.  Una  red 

de  siete  procesadores 
conectada  cu  árbol. 


EJEMPLO  H  Procesadores  en  paralelo  conectados  en  árbol  En  el  Ejemplo  13  de  la  Sección  8.2  describimos 
varias  redes  interconectadas  de  procesamiento  en  paralelo.  Una  red  conectada  en  árbol  es  otra  im¬ 
portante  manera  de  conectar  procesadores.  Fd  grafo  que  representa  este  tipo  ríe  red  es  un  árbol  bi¬ 
nario  completo.  Una  red  de  este  tipo  conecta  //  =  2*  -  1  procesadores,  donde  k  es  un  entero  posi- 
livo.  Un  procesador  representado  por  un  vértice  v  que  no  es  raí/  o  una  hoja  tiene  tres  conexiones 
bidireccionales  una  al  procesador  representado  por  el  padre  de  vy  dos  a  los  procesadores  repre¬ 
sentados  por  los  hijos  de  v-  En  la  Figura  12  mostramos  una  red  conectada  en  árbol  con  siete  pro¬ 
cesadores. 

Ilustrarnos  cómo  se  puede  usar  una  retí  conectada  en  árbol  para  el  cálculo  en  paralelo.  En  par¬ 
ticular,  mostraremos  cómo  se  utilizan  los  procesadores  de  la  Figura  1 2  para  sumar  odio  números 
utilizando  tres  pasos.  En  el  primer  paso,  sumamos  vL  y  v,  con  x?  y  ,v4  con  f\,  a_  y  \(  con  ¡\  y  x1 
y  Jt8  con  P7  En  la  segunda  fase,  sumamos  vt  +  x}  y  x%  +  xA  con  P:  y  a\.  +  \ñ  y  r7  +  con  Pv  Final¬ 
mente.  en  ta  tercera  fase,  sumamos  v,  +  v,  +  xt  +  v4  y  x5  +  +  t7  +  x9  con  Pr  Los  tres  pasos  utili¬ 

zados  para  sumar  ocho  números  mejoran  los  siete  pasos  necesarios  para  sumarlos  en  serie,  donde 
cada  paso  consiste  en  sumar  un  número  con  la  suma  acumulada  de  los  números  situados  previa¬ 
mente  en  la  lista. 


PROPIEDADES  DE  LOS  ARBOLES 


Con  frecuencia  se  necesitan  resultados  que  relacionen  los  mi  meros  de  vértices  y  de  aristas  en  di¬ 
ferentes  lipes  de  árboles. 
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TEOREMA  2 


TEOREMA  3 


TEOREMA  4 


EJEMPLO  9 


Un  árbol  de  n  vértices  tiene  n  -  l  aristas. 


Demostración:  Demostraremos  este  teorema  usando  e!  principio  de  inducción.  Nótese  que  para 
cualquier  árbol  podemos  elegir  una  raíz  y  considerar  el  árbol  con  rafe  resultante. 

PASO  BASE :  Para  n  =  1,  un  árbol  con  n  -  1  vértice  no  tiene  aristas.  De  ahí  que  el  teorema  sea 
cieno  para  n  —  1 . 

PASO  DE  INDUCCIÓN :  La  hipótesis  de  inducción  afirma  que  todo  árbol  de  k  vértices  tiene  k  - 
1  aristas,  donde  k  es  un  entero  positivo.  Supongamos  que  un  árbol  T  tiene  k  +  l  vértices  y  v  es  una 
hoja  de  T  (que  debe  existir  puesto  que  el  árbol  es  finito)  y  sea  w  el  padre  de  v.  Si  eliminamos  de  T 
tanto  el  vértice  y  como  la  arista  que  conecta  a  w  y  r  se  obtiene  un  árbol  T*  de  k  vértices,  puesto  que 
el  grafo  es  conexo  y  no  tiene  ciclos.  Por  la  hipótesis  de  inducción,  V  tiene  k  1  aristas.  De  ahí  se 
deduce  que  T  tiene  k  aristas,  ya  que  tiene  una  más  que  T\  la  arista  que  conecta  a  v  y  vr.  Esto  com¬ 
pleta  el  paso  de  inducción,  <¡ 

El  numero  de  vértices  de  un  árbol  m-ario  completo  con  un  numero  prefijado  de  vértices  in¬ 
ternos  está  determinado,  como  muestra  el  teorema  siguiente.  Como  en  el  Teorema  2,  denotaremos 
por  n  al  número  de  vértices  de  un  árbol. 


Un  árbol  /«-ario  completo  con  i  vértices  intentos  tiene  ti  =  mi  +  1  vértices. 


Demostración;  Todo  vértice,  excepto  la  raíz,  es  hijo  de  algún  vértice  intemo.  Puesto  que  cada  uno 
de  los  i  vértices  internos  tiene  rn  hijos,  hay  mi  vértices  en  el  árbol  diferentes  de  la  rafe.  Por  tanto, 
el  árbol  tiene  un  total  de  n  -  mi  +  I  vértices.  <¡ 

Supongamos  que  Jes  un  árbol  /n-ario completo.  Sea  i  el  número  de  nodos  internos  y  i  el  nu¬ 
mero  de  hojas  del  árbol.  Una  vez  que  alguno  de  los  enteros  /  o  /  es  conocido,  las  otras  dos  mag¬ 
nitudes  quedan  determinadas,  Fn  el  siguiente  teorema  se  establece  cómo  calcular  las  otras  dos  can¬ 
tidades  a  partir  de  la  que  ya  conocemos. 


Un  árbol  m- ario  completo  con 


1 .  n  vértices  tiene  i  -  {n  -  \)¡m  vértices  internos  y  l  -  [(/«  \)n  +  1  \/m  hojas. 

2.  i  vértices  internos  tiene  n  =  mi  +  1  vértices  y  /  -  (m  -  1 )  /  +  1  hojas. 

3.  /  hojas  tiene  n  -  {mi  -  I  )/(nt  -  1 )  vértices  e  i  =  (/  -  1  )/(m  -  I)  vértices  internos. 


Demostración:  Sea  n  el  número  de  vértices,  /  el  número  de  vértices  internos  y  /  el  número  de  hojas. 
Los  tres  apartados  del  teorema  pueden  probarse  usando  la  igualdad  establecida  en  el  Teorema  3, 
esto  es,  n  -  mi  4  1,  junto  con  la  igualdad  n  -  i  +  /,  que  es  cierta  porque  cada  vértice  es  bien  una 
hoja  o  bien  un  vértice  interno.  Probaremos  !a  primera  parte.  Las  parles  segunda  y  tercera  se  dejan 
como  ejercicios  para  el  lector. 

Despejando  i  en  n  ~  mi  +  1  tenemos  i  -  (n  -  l  )/m.  Entonces,  sustituyendo  esta  expresión  por 
/  en  la  igualdad  n  -  /  +  í  se  tiene  /  =  n  -  i  =  n  -  (w  -  1  )fm  =  \{m  -  \)n  +  1  |/i?i. 

El  Ejemplo  9  ilustra  cómo  utilizar  el  Teorema  4. 

Supongamos  que  alguien  comienza  una  cadena  de  cartas.  A  cada  persona  que  recibe  una  cié  esas 
cartas  se  le  pide  que  la  envíe  a  otras  cuatro.  Algunas  personas  lo  hacen,  pero  otras  no  envían  nin¬ 
guna  carta.  ¿Cuántas  personas  han  leído  la  carta,  incluyendo  a  la  primera  persona,  si  nadie  recibe 
más  de  una  caria  y  si  la  cadena  finaliza  después  de  que  100  personas  que  han  visto  la  carta  no  ha¬ 
yan  enviado  ninguna?  ¿Cuántas  personas  enviaron  la  carta? 
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ti 


Figura  ÍX  Un  árbol 

con  miz. 

EJEMPLO  10 


EJEMPLO  I  f 


TEOREMA  5 


Solución:  La  cadena  de  cartas  se  puede  representar  mediante  un  árbol  4-ario.  Los  vértices  internos 
se  corresponden  con  aquellas  personas  que  enviaron  la  carta  y  las  hojas  con  aquellas  otras  que  no 
la  enviaron.  Puesto  que  100  personas  no  enviaron  la  carta,  el  número  de  hojas  de  este  árbol  con 
raíz  es  I  -  100.  De  ahí,  por  el  tercer  apartado  del  Teorema  4,  se  tiene  que  el  número  de  personas 
que  han  visto  la  carta  es  n  =  (4  ■  100  1 )/( 4  -  1 )  =  133.  También  se  tiene  que  el  número  de  vérti¬ 
ces  internos  es  133  -  100  =  33,  así  que  33  personas  enviaron  la  carta.  4 

Con  frecuencia  es  preferible  utilizar  árboles  con  raí/  que  son  «equilibrados»  en  el  sentido  de  que 
los  subárboles  de  cada  vértice  contienen  caminos  de  aproximadamente  Ía  misma  longitud.  Posterior¬ 
mente,  se  presentarán  definiciones  que  clarificarán  este  concepto.  El  nivel  de  un  vértice  v  en  un  árbol 
con  raíz  es  la  longitud  del  único  camino  desde  la  raíz  a  dicho  vértice*  El  nivel  de  la  raíz,  por  definición, 
es  cero.  La  altura  de  un  árbol  con  raíz  es  el  máximo  de  los  niveles  de  sus  vértices.  En  otras  palabras, 
la  altura  de  un  árbol  con  raíz  es  la  longitud  del  camino  más  largo  desde  la  raíz  a  cualquier  vértice. 


Calcular  el  nivel  de  cada  vértice  en  el  árbol  con  raíz  de  la  Figura  13.  ¿Cuál  es  la  altura  de  este  árbol? 


Solución:  La  raíz  a  eslá  en  el  nivel  0,  los  vértices  b,j  y  k  están  en  el  nivel  ) .  Los  vértices  c,  c,/  y 
/  están  en  el  nivel  2.  Los  vértices  ¿L  g,  i ,  m  y  n  están  en  el  nivel  3.  Finalmente,  el  vértice  //  está  en 
el  nivel  4.  Puesto  que  eí  mayor  nivel  es  el  4,  el  árbol  tiene  altura  4.  < 

Un  árbol  con  raíz  m-ario  de  altura  h  está  equilibrarlo  o  balanceado  si  todas  sus  hojas  están 
en  los  niveles  h  o  h  -  1. 


¿Cuáles  de  los  árboles  de  la  Figura  14  están  equilibrados? 

Solución:  7j  está  equilibrado,  pues  todas  sus  hojas  están  en  los  niveles  3  y  4.  Sin  embargo,  I\  no 
es  un  árbol  equilibrado,  pues  sus  hojas  están  en  los  niveles  2,  3  y  4.  Finalmente.  I ,  está  equilibrado, 
pues  todas  sus  hojas  están  en  el  nivel  3.  ^ 

Los  resultados  enunciados  en  el  Teorema  5  relacionan  la  altura  con  el  número  de  hojas  de  un 
árbol  w-ario. 


Un  árbol  m- ario  de  altura  tiene,  a  lo  sumo.  nth  hojas. 


Demostración:  Se  demuestra  por  inducción  sobre  la  altura*  Primero,  se  considera  un  árbol  m-ario 
de  altura  I.  Estos  árboles  constan  de  una  raíz  con,  a  lo  sumo,  m  hijos,  que  son  todos  hojas.  Por  tan¬ 
to,  no  hay  más  de  m{  =  m  hojas  en  un  árbol  m- ario  de  altura  1.  Este  es  el  paso  base  de  la  demos¬ 
tración  por  inducción. 

Ahora  supongamos  que  el  resultado  es  cierto  para  todos  los  árboles  m-arios  de  altura  menor 
que  h ;  ésta  es  la  hipótesis  de  inducción.  Sea  7  un  árbol  w-ario  de  altura  h.  Las  hojas  de  T  son  las 
hojas  de  los  subárboles  de  T  obtenidos  al  eliminar  las  aristas  que  conectan  la  raíz  con  los  vértices 
del  nivel  L  como  se  muestra  en  la  Figura  15. 


figura  14,  Algunos  árboles  con  raíz. 
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f  Primer  \ 
sübárbol  de 
altura 


¡  Secundo  \ 
sübárbol  de 
altura 

V  SA- 1 ¡ 


(  Tercer  \ 
subárbol  de 
altura 


i  m-ésimo  \ 
sübárbol  de 
altura 

\  <h-\  j 


ésimo 
subárbol  de 
\  altura  i 


Figura  15.  El  paso  de  inducción  de  la  demostración. 


Cada  uno  de  estos  subárboles  tiene  altura  menor  o  igual  que  A  -  L  Así»  por  la  hipótesis  de  in¬ 
ducción,  cada  uno  de  estos  árboles  con  raíz  tiene  a  lo  sumo  m*~l  hojas.  Puesto  que  hay,  a  lo  sumo, 
m  de  estos  subárboles,  cada  uno  con  un  máximo  de  mh~l  hojas,  hay  m  *  1  =  mh  hojas,  como  má¬ 
ximo,  en  el  árbol  con  raíz.  Esto  concluye  el  argumento  inductivo.  | 


CORt ÍLAKIO  t  Sí  un  árbol  m-mio  de  altura  h  tiene  /  hojas,  entonces  fc¿[ log/r[  /I  Si  el  árbol  m-ario  es  com¬ 

pleto  y  equilibrado  entonces  h  =flogm  Vi,  (Estamos  utilizando  la  función  parte  entera  por  ex¬ 
ceso.  Recordamos  que  [a  ]  es  el  menor  entero  mayor  o  igual  que  a). 


Demostración:  Sabemos  que  /  ^  wr\  en  virtud  del  Teorema  5.  Tomando  logaritmos  en  base  m  se 
tiene  que  log;i|  /  <  A*  Puesto  que  A  es  un  entero,  tenemos  que  A  fe  f logm  /]  >  Ahora,  supongamos  que  el 
árbol  es  equilibrado.  Entonces,  cutía  hoja  está  en  el  nivel  A  o  A  -  L  y  puesto  que  la  altura  es  fu  hay  al 
menos  una  hoja  en  el  nivel  h.  De  ahí  se  sigue  que  debería  haber  más  de  hojas  (  véase  el  Proble¬ 
ma  30  al  final  de  esta  sección).  Puesto  que  /  <  ro\  tenemos  que  mh  1<I  ^  mh>  Tomando  logaritmos  en 
base  m  en  la  desigualdad  anterior,  se  obtiene  A  -  1  <  logwj  l  ^  A.  Por  tanto,  A  -  f  logrij  /  . 


Problemas 


1.  ¿Cuáles  de  esios  gratos  son  árboks? 


c) 


e) 


0 
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3*  Contesta  las  siguientes  cuestiones  relativas  al  árbol 
con  raíz  que  se  muestra  a  continuación. 


a 


a)  ¿Cuál  es  el  vértice  raíz? 

b)  ¿Cuáles  son  los  vértices  internos? 

c)  ¿Qué  vértices  son  hojas? 

el)  ¿Qué  vértices  son  hijos  de /? 
e)  ¿Qué  vértice  es  padre  de  til 
t)  ¿Qué  vértices  son  hermanos  de  ol 
g)  ¿Cuáles  son  los  antecesores  de  mi 
h  J  ¿  Cu  á  1  es  son  los  d  e scen  d  i  e  n  tes  d e  b  7 

4.  Contesta  las  mismas  cuestiones  del  Problema  3  para  d 
árbol  con  raíz  de  la  figura  siguiente. 


a 


5,  El  árbol  con  raíz  del  Problema  3,  ¿es  un  árbol  m-ario 
completo  para  algún  entero  positivo  mi 


6.  Fá  árbol  con  raíz  del  Problema  4,  ¿es  un  árbol  m-ario 
completo  para  algún  entero  positivo  mi 


7 . 

8. 


¿Cuál  es  el  nivel  de  cada  vértice  del  árbcfl  con  raíz  dd 
Problema  3? 


¿Cuál  es  el  nivel  de  cada  vértice  del  árbol  con  raíz  del 
Problema  4? 


9.  Dibuja  el  subárbol  del  árbol  del  Problema  3  con  raíz 
en 

a)  a  b)  c  c)  e 

10*  Dibuja  el  subárbol  dd  árbol  del  Problema  4  con  raíz  en 
a)  a  b)  c  c)  e 

II.  a)  ¿Cuántos  árboles  (sin  raíz)  hay  con6 tres  vértices, 
salvo  isomorfismos? 


h)  (‘Cuántos  árboles  con  raíz  hay  con  tres  vértices, 
salvo  isomorfismos  (utilizando  isomorfismos  de 
grafos  dirigidos)? 

*12.  a)  ¿Cuántos  árboles  (sin  raíz)  hay  con  cuatro  vértices, 
salvo  isomorfismos? 

b)  ¿Cuántos  árboles  con  raíz  hay  con  cuatro  vérti¬ 
ces,  salvo  isomorfismos  (utilizando  isomorfismos 
de  grafos  dirigidos)? 

*13.  a)  ¿Cuántos  árboles  (sin  raíz)  hay  con  cinco  vérti¬ 
ces.  salvo  isomorfismos? 

b)  ¿Cuántos  árboles  con  raíz  hay  con  cinco  vértices, 
salvo  isomorfismos  (utilizando  isomorfismos  de 
grafos  dirigidos)? 

*14.  Demuestra  que  un  grafo  simple  es  un  árbol  si.  y  sólo 
si.  es  conexo,  pero  la  eliminación  de  una  cualquiera  de 
sus  ansias  da  lugar  a  un  grafo  no  conexo. 

*15,  Sea  G  un  grafo  simple  de  n  vértices.  Demuestra  que  G  es 
un  árbol  si,  y  sólo  si,  G  es  conexo  y  tiene  n  -  1  aristas. 

16.  ¿Cuáles  de  los  grafos  bipartidos  completos  K  ,  don¬ 
de  m  y  n  son  enteros  positivos,  son  árboles? 

17*  ¿Cuántas  al  istas  tiene  un  árbol  con  10.000  vértices? 

18.  ¿Cuántos  vértices  tiene  un  árbol  .vario  completo  con 
100  vértices  internos? 

19*  ¿Cuántos  vértices  tiene  un  árbol  binario  completo  con 
1 ,000  vértices  internos? 

20,  ¿Cuántas  hojas  tiene  un  árbol  ternario  completo  con 
1 00  vértices? 

21,  Supongamos  que  1.000  personas  compiten  en  un  tor¬ 
neo  de  ajedrez.  Usa  un  árbol  con  raíz  como  modelo 
del  torneo  para  determinar  cuántas  partidas  deben  ju¬ 
garse  para  obtener  un  campeón  si  un  jugador  es  eli¬ 
minado  después  de  perder  una  partida  y  las  partidas  se 
juegan  hasta  que  no  queda  más  que  un  jugador  que  no 
haya  perdido  (se  supone  que  no  hay  empates). 

22,  tina  cadena  de  cartas  comienza  cuando  una  persona 
envía  una  carta  a  otras  cinco.  Cada  persona  que  recibe 
la  carta  bien  manda  la  carta  a  otras  chico  que  no  ía  han 
recibido  antes  o  bien  no  la  envía  a  nadie  más.  Supon¬ 
gamos  que  10.000  personas  han  enviado  la  carta  antes 
de  que  la  cadena  termine,  ¿Cuántas  personas  recibie¬ 
ron  la  carta  y  cuántas  no  la  enviaron  a  nadie? 

23,  Una  cadena  de  cartas  comienza  con  una  persona  que 
envía  una  carta  a  otras  1 0,  A  cada  persona  se  le  pide 
que  reenvíe  la  carta  a  otras  10  y  cada  carta  contiene 
una  lista  con  las  seis  personas  anteriores  de  la  cadena. 
Salvo  que  haya  menos  de  seis  nombres  en  la  lista, 
cada  persona  envía  un  dólar  a  la  primera  persona  de  la 
lista,  tacha  el  nombre  de  esa  persona  de  la  lista,  hace 
avanzar  una  posición  cada  uno  de  ios  otros  cinco 
nombres  e  inserta  el  suyo  propio  al  final  de  la  lista.  Si 
ninguna  persona  interrumpe  la  cadena  y  nadie  recibe 
más  de  una  carta,  ¿cuánto  dinero  llegará  a  recibir  una 
persona  de  la  cadena? 
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24*  Sea  m  un  entero  positivo.  Dibuja  un  árbol  m-ario  con 
76  hojas  de  altura  3  o  demuestra  que  tal  árbol  no  pue¬ 
de  existir 

*25.  Sea  m  un  entero  positivo.  Dibuja  un  árbol  w-ario  con 
84  hojas  de  altura  3  o  demuestra  que  tal  árbol  no  pue¬ 
de  existir 

*  26.  Un  árbol  m-ario  completo  T  tiene  8 1  hojas  y  altura  4. 

a)  Acota  superior  e  Menormente  los  posibles  valores 
de  m. 

h)  ¿Quien  es  m  si  7  es  un  árbol  balanceado? 

1  n  árbol  m-ario  exhaustivo  es  un  árbol  m-ario  completo  que 
tiene  todas  las  hojas  al  mismo  nivel. 


*38.  Un  árbol  etiquetado  es  un  árbol  en  el  que  cada  vértice 
tiene  asignada  una  etiqueta.  Dos  árboles  etiquetados 
se  consideran  isomorfos  cuando  existe  un  isomoríisino 
entre  ellos  que  preserva  las  etiquetas  de  los  vértices, 
¿Cuántos  árboles  etiquetados  no  isomorfos  hay  con 
tres  vértices,  donde  las  etiquetas  son  enteros  distintos 
dej  conjunto  ( I  *  2, 3  j?  ¿Cuántos  árboles  etiquetados  no 
isomorfos  hay  con  cuatro  vértices*  donde  las  etiquetas 
son  enteros  distintos  del  conjunto  [  L  2,  3,  4 )? 

La  excentricidad  de  un  vértice  en  un  árbol  (sin  raíz)  es  la 
longitud  del  camino  simple  más  largo  que  comienza  en  dicho 
vértice.  Un  vértice  se  llama  centro  si  ex  un  vértice  de  excen¬ 
tricidad  mínima.  Fn  los  Problemas  39-41  encuentra  todos  los 
centros  de  los  árboles  dados. 


27,  Construye  un  árbol  binario  exhaustivo  de  altura  4  y  un 
árbol  temario  exhaustivo  de  altura  3. 

28,  ¿Cuántos  vértices  y  cuántas  hojas  tiene  un  árbol  m- 
ario  exhaustivo  de  altura  hl 

29*  Demuestra 

al  La  parte  (2)  del  Teorema  4* 
l>)  La  parte  (3)  del  Teorema  4* 

30.  Demuestra  que  Lodo  árbol  m-ario  completo  y  equili¬ 
brado  de  altura  h  tiene  más  de  mh  {  hojas. 

3 1 .  ¿C  'uá  ritas  aristas  Liene  un  bosque  de  /  árboles  que  con- 
i  i  ene  un  total  de  n  vértices? 

32*  Explica  como  se  puede  utilizar  un  árbol  para  repre¬ 
sentar  el  índice  de  un  libro  organizado  por  capítulos, 
donde  cada  capítulo  está  subdividido  en  secciones  y 
cada  sección  en  subsecciones. 

33.  ¿Cuántos  isómeros  diferentes  tienen  los  hidrocarburos 
saturados  siguientes? 

a)  c3h9  b)  c,Ht;  o  c;hh 

34.  /.Qué  papel  desempeña  cada  uno  de  los  siguientes  re 
p  re  sen  tan  te  s  en  u  n  árbo  1  de  t  >rg  a  n  i  zac  i  ó  n  ? 

al  el  padre  de  un  vértice 
h  1  un  hijo  de  un  vértice 
c)  un  hermano  de  un  vértice 
<tl  los  antecesores  de  un  vértice 
el  los  descendientes  de  un  vértice 
0  el  nivel  de  un  vértice 
la  altura  del  árbol 

* 

35.  Contesta  las  mismas  cuestiones  del  Problema  34  para 
un  árbol  con  raíz  que  representa  un  sistema  de  fiche¬ 
ros  ilc  ordenadores, 

3  6 *  ¡i )  D  i  huj  aun  árbol  bi  nan  o  ex  h  a  u  sí  i  v  o  con  f  5  ve  rt  i  ce  s 
que  represente  una  red  conectada  en  árbol  con  15 
procesadores* 

h)  Muestra  cómo  se  pueden  sumar  16  números  utili¬ 
zando  los  i  5  procesadores  del  apartado  (a)  en  cua¬ 
tro  pasos. 

37.  Sea  n  una  potencia  de  2.  Demuestra  que  se  pueden  su¬ 
mar  n  números  en  Iog  n  pasos  utilizando  una  red  de 
n  1  procesadores  conectados  en  árbol* 


39. 


41. 


42*  Demuestra  que  si  en  un  árbol  sin  raíz  se  elige  un  centro 
como  raíz*  se  obtiene  un  árbol  con  raíz  tic  altura  mínima. 

*43.  Demuestra  que  un  árbol  tiene  bien  un  centro  o  bien 
tíos  centros  adyacentes* 

44.  Demuestra  que  lodo  árbol  puede  colorearse  utilizando 
dus  colores. 

Los  árboles  de  Fibonaeci  con  raíz  /  se  definen  recursiva¬ 
mente  del  siguiente  modo*  T y  y  7  ?  son  ambos  arboles  con  raíz 
que  constan  de  un  único  vértice,  y  para  n  ~  3*  4*  el  árbol 
con  raíz  Tn  se  construye  a  partir  de  7  su  su  barbo!  izquierdo* 
y  T  „  su  su  barbo I  derecho. 

45.  Dibuja  los  siete  primeros  árboles  de  Fibonaeci. 

46.  ¿Cuántos  vértices*  hojas  y  vértices  internos  tiene  el  ár¬ 
bol  de  Fibonaeci  T  ,  siendo  n  un  entero  positivo? 
¿Cuál  es  su  altura? 

47*  ¿Donde  está  el  error  en  la  siguiente  «demostración»  por 
inducción  de  que  todo  árbol  de  n  vértices  tiene  un  carni 
no  de  longitud  n-  1?  Paso  base:  Obviamente,  todo  árbol 
con  un  vértice  tiene  un  camino  de  longitud  O.  Paso  ¿te  in¬ 
ducción:  Supongamos  que  un  árbol  con  n  vértices  tiene 
un  camino  de  longitud  n  1  que  tiene  a  u  como  su  vér¬ 
tice  terminal  Añadimos  un  vértice  v  y  la  arista  ur.  El  ár¬ 
bol  resultante  tiene  n  +  I  vértices  y  un  camino  de  longi¬ 
tud  n.  Esto  completa  el  paso  de  inducción. 

ni-  *48.  Demuestra  que  en  un  árbol  binario  de  n  vértices  la 
pro  fu  n  d  i  d  ad  p  roí  n  ed  io  de  u  na  h  oja  e  s  £2(1  og  n  j . 


i 
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9.2  Aplicaciones  de  los  árboles 


INTRODUCCIÓN 

Discutiremos  tres  problemas  que  pueden  estudiarse  utilizando  árboles.  El  primer  problema  es:  ¿Cómo  se 
pueden  almacenar  elementos  en  una  lista  de  manera  que  Lodo  demento  pueda  ser  localizado  fácilmente? 
El  segundo  problema  es:  ¿Qué  serie  de  decisiones  deberíamos  tomar  para  encontrar  un  objeto  con  una  de¬ 
terminada  propiedad  en  una  colección  de  objetos  de  un  cierto  tipo?  E!  tercer  problema  es:  ¿Cómo  se  pue¬ 
de  codificar  de  manera  eficiente  ;m  conjunto  de  caracteres  mediante  una  cadena  de  bits? 


ARBOLES  BINARIOS  DE  BÚSQUEDA 


La  búsqueda  de  elementos  en  una  lista  es  una  de  la  tareas  más  importantes  que  surgen  en  el  área  de  la 
computación.  Nuestro  primer  objetivo  será  ímplementar  un  algoritmo  de  búsqueda  que  encuentre  los 
elementos  de  manera  eficiente  cuando  los  objetos  están  totalmente  ordenados.  Esto  se  puede  lograr 
mediante  el  uso  de  un  árbol  binario  de  búsqueda,  que  es  un  árbol  binario  en  el  que  cada  hijo  de  un 
vértice  se  designa  como  hijo  izquierdo  o  hijo  derecho,  ningún  vértice  tiene  más  de  un  hijo  izquierdo 
y  un  hijo  derecho  y  cada  vértice  está  etiquetado  con  una  clave,  que  es  uno  de  los  objetos.  Además,  a 
los  vértices  se  les  asignan  las  claves  de  modo  que  la  clave  de  un  vértice  es  mayor  que  la  de  todos  los 
vértices  de  su  subárbol  izquierdo  y  menor  que  la  de  lodos  los  vértices  de  su  subárbol  derecho. 

Este  procedimiento  recursivo  construye  un  árbol  binario  de  búsqueda  para  los  elementos  de 
una  lista.  Comenzamos  con  un  árbol  con  un  solo  vértice,  la  raíz.  E)  primer  elemento  de  la  lista  se 
asigna  como  clave  a  la  raíz.  Para  añadir  un  nuevo  elemento,  primero  lo  comparamos  con  las  cla¬ 
ves  de  los  vértices  que  ya  están  en  el  árbol,  comenzando  por  la  raíz  y  desplazándonos  hacia  la  1/ 
quierda  si  el  elemento  es  menor  que  la  clave  del  vértice  considerado  cuando  dicho  vértice  tiene  un 
hijo  izquierdo  o  desplazándonos  a  la  derecha  si  el  elemento  es  mayor  que  la  clave  del  vértice  con¬ 
siderado  cuando  dicho  vértice  tiene  un  hijo  derecho.  Cuando  el  elemento  es  menor  que  la  clave  del 
vértice  considerado  y  éste  no  tiene  hijo  izquierdo,  se  inserta  un  nuevo  vértice  como  hijo  izquierdo, 
cuya  clave  es  el  valor  del  elemento.  De  manera  análoga,  cuando  d  elemento  es  mayor  que  el  vér¬ 
tice  consideradlo  y  éste  no  tiene  hijo  derecho,  se  insería  un  nuevo  vértice  como  hijo  derecho,  cuya 
clave  es  el  valor  del  elemento.  Ilustramos  este  procedimiento  en  el  Ejemplo  I. 


EJEMPLO  l  Construye  un  árbol  binario  de  búsqueda  para  las  palabras  matemáticas,  paleontología,  geografía* 
zoología,  meteorología ,  geología,  psicología  y  cosmología  (utilizando  el  orden  alfabético). 


Solución;  La  Figura  1  muestra  los  pasos  realizados  en  la  construcción  del  árbol  binario  de  bus 
queda.  La  palabra  matemáticas  es  hi  clave  de  la  raíz.  Puesto  que  paleontología  es  posterior  a  ma¬ 
temáticas  (en  el  orden  alfabético),  añadimos  el  hijo  derecho  de  la  raíz  con  la  clave  paleontología > 
Puesto  que  geografía  es  amenor  a  matemáticas,  añadimos  el  hijo  izquierdo  de  la  raíz  con  la  clave 
geografía*  Seguidamente,  añadimos  d  hijo  derecho  del  vértice  etiquetado  con  paleontología  y  le 

frden  alfabético  zoología  es  posterior  a  matemáticas 
hi  jo  izquierdo  del  vértice  de  clave  paleontología  y 
le  asignamos  a  este  nuevo  vértice  la  clave  meteorología.  Añadimos  el  hijo  derecho  al  vértice  con 
clave  zoología  y  le  asignamos  la  clave  psicología.  Por  último,  incorporamos  el  hijo  izquierdo  del 
vértice  con  clave  geografía  y  le  asignamos  la  clave  cosmología,  (El  lector  debería  comprobar  to¬ 
das  las  comparaciones  necesarias  en  cada  paso).  M 


asignamos  la  clave  zoología,  puesio  que  en  el 
y  a  paleontología.  Análogamente,  añadimos  e 


Para  localizar  un  elemento  intentamos  añadirlo  a  un  árbol  de  búsqueda  binario.  Lo  localiza¬ 
mos  si  está  presente  en  eí  árbol.  El  Algoritmo  1  proporciona  un  pseudoeódigo  para  localizar  un 
elemento  en  un  árbol  binario  de  búsqueda  y  añadir  un  nuevo  vértice  con  ese  elemento  como  clave 
si  éste  no  se  encontrara  en  el  árbol.  El  Algoritmo  I  localiza  a  .r  si  c§ la  clave  de  un  vértice.  Cuan¬ 
do  y  no  es  una  clave,  se  añade  un  nuevo  vértice  con  clave  x.  En  el  pseudoeódigo,  v  es  el  vértice 
que  tiene  a  x  como  su  clave  y  eíkjueta(v)  representa  la  clave  del  vértice  v5. 


MI2  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


o 


Maicmáiicas 

• 

Matemáticas 

\ 

Plleoofologíi 

Paleontología  >  Matemáticas 

M¡i  temáticas 

/\ 

Geografía  Paleontología 

Geografía  <  Matemáticas 

Matemáticas 

X\  Pakocitoí ogía 
Geografía  \ 

Zoología 

Zoología  >  M  atenta  ticas 
Zoología  >  Paleontología 

Mülefnatkas 

4 

Matemáticas 

jk 

M  ale  mili  Las 

Matemáticas 

^\Fa]conlología 

Geografía  /  X^pjjeontitngía 

^E^'V^Xpiik-iraiologia 

CeoBrafía/NPakomoloefe 

Geografía  /  \ 

Geología  \  /  V  Zoología 

ticuluri.!  •  •  V  Zoología 

^(Gcología^^ 

■  *  .  ^Zoología 

Cosmología  /  / 

Meteorología  Psi  cologfc 

Cosmología  <  Matemáticas 

Mclcurología  Zoología 

Meleurotogía 

Meteorología  / 

Meteorología  >  Matemática* 

Geología  <  Matemáticas 

Psicología 
Psicología  >  Matemáticas 
Psicología  >  Paleontología 

Meteorología  <  Paleontología 

Geología  >  Geografía 

Psicología  <  Zoología 

Cosmología  <  Geografía 

Figura  1,  Construcción  de  un  árbol  binario  de  búsqueda. 


Vamos  a  determinar  la  complejidad  computacional  de  este  procedimiento.  Supongamos  que 
tenemos  un  árbol  binario  de  búsqueda  T  para  una  lista  de  n  elementos.  Podemos  construir,  a  par¬ 
tir  de  T,  un  árbol  binario  completo  U  sin  más  que  añadir  vértices  no  etiquetados  cuando  sea  ne¬ 
cesario  de  modo  que  cada  vértice  con  clave  tenga  dos  hijos.  Este  proceso  se  ilustra  en  la  Figura  2, 
Una  vez  hecho  esto,  podemos  localizar  fácilmente  un  elemento  o  añadir  uno  nuevo  mediante  una 
clave  sin  tener  que  añadir  un  vértice. 

El  mayor  número  de  comparaciones  necesarias  para  añadir  un  nuevo  elemento  es  la  longitud  del 
camino  más  largo  en  U  desde  la  raíz  hasta  una  hoja.  Los  vértices  internos  de  U  son  los  vértices  de  T. 
De  ahí  se  deduce  que  U  tiene  n  vértices  internos.  Podemos  utilizar  la  parle  (2)  del  Teorema  4  de  la 
Sección  9.1  para  concluir  que  V  tiene  n  +  1  hojas.  Utilizando  el  Corolario  I  de  la  Sección  9.1  obte¬ 
nemos  que  la  altura  de  V  es  mayor  o  igual  que  h  =  f log{//  +  1)1,  En  consecuencia,  es  necesario  reali¬ 
zar  al  menos  [  lo g(n  +  l )1  comparaciones  para  añadir  un  elemento.  Nótese  que  si  U  está  equilibrado, 
su  altura  es  riog(n  +  1 )]  {por  el  Corolario  1  de  la  Sección  9.1)*  Así,  si  un  árbol  binario  de  búsqueda 
está  equilibrado,  localizar  o  insertar  un  elemento  no  requiere  más  de  Tlogf/i  +  1  )1  comparaciones. 
Un  árbol  binario  de  búsqueda  puede  dejar  de  estar  equilibrado  si  se  insertan  nuevos  elementos. 
Puesto  que  los  árboles  de  búsqueda  binarios  y  equilibrados  proporcionan  complejidad  óptima  en 
el  peor  caso  para  la  búsqueda  binaria,  los  algoritmos  han  sido  diseñados  de  manera  que  el  árbol  de 
búsqueda  se  reequilibra  a  medida  que  se  insertan  elementos.  El  lector  interesado  puede  consultar 
las  referencias  acerca  de  las  estructuras  de  datos  necesarias  para  la  descripción  de  tales  algoritmos. 


Figura  2.  Insertar  vértices  no  etiquetados  para  construir  un  árbol  binario  de  búsqueda  completo. 
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algoritmo  i  Algoritmo  para  árboles  binarios  de  búsqueda 


procedí) re  inseríaríj:  árbol  binario  de  búsqueda,  x:  elemento) 
v  ;=  raíz  de  T 

f  los  vértices  que  no  son  de  T  tienen  valor  nuil) 
while  v  *  nuil  y  etiquetad)  *  x 

begin 

if  i  <  etiqueia(v)  then 

if  hijo  izquierdo  de  v  *  nuil  then  v  :■=  hijo  izquierdo  de  v 

else  añadir  nuevo  vértice  como  ej  hijo  izquierdo  de  v  a  T y  asignar  v  :=  nuil 

else 

if  hijo  derecho  de  v  *  mili  then  v  hijo  derecho  de  v 

else  añadir  nuevo  vértice  como  el  hijo  derecho  de  v  a  T  y  asignar  v  nuil 

end 

if  raíz  de  /  -  nuil  then  añadir  un  vértice  v  al  árbol  y  etiquetarlo  como  v 

else  if  v  es  nuil  o  etiqueta(v)  *  a  then  etiquetar  nuevo  vértice  con  v  y  sea  v  este  nuevo  vértice 

1  v  -  posición  dex} 


ARBOLES  DE  DECISION 


Los  árboles  con  raíz  pueden  utilizarse  para  modelar  problemas  en  los  que  una  serie  de  decisiones 
riiíacts  llevan  a  una  solución.  Por  ejemplo,  un  árbol  binario  de  búsqueda  puede  emplearse  para  localizar 
elementos  basándose  en  una  serie  de  comparaciones,  donde  cada  una  de  ellas  nos  dice  si  hemos 
localizado  o  no  el  elemento  o  si  deberíamos  ir  hacia  el  subárbol  derecho  o  hacia  el  subárbol 
izquierdo.  Un  árbol  con  raíz  en  el  que  cada  vértice  interno  corresponde  a  una  decisión,  con  un 
subárbol  en  dichos  vértices  para  cada  posible  resultado  de  la  decisión,  se  llama  árbol  de  decisión. 
Las  posibles  soluciones  del  problema  corresponden  a  los  caminos  desde  la  raíz  hasta  las  hojas.  El 
Ejemplo  2  ¡lustra  una  aplicación  de  los  árboles  de  decisión. 

EJEMPLO  2  Supongamos  que  tenemos  siete  monedas,  todas  de  igual  peso,  y  una  moneda  falsa  que  pesa  menos 
que  las  restantes.  ¿Cuántas  pesadas,  utilizando  una  balanza,  son  necesarias  para  determinar  cuál  de 
las  ocho  monedas  es  la  moneda  falsa?  Da  un  algoritmo  para  encontrar  esa  moneda. 


Ejemplos 

udtcioráles 


Solución:  Hay  tres  posibilidades  para  cada  pesada  en  la  balanza.  Los  dos  platillos  pueden  tener 
igual  peso,  el  primer  platillo  puede  pesar  más  o  puede  pesar  más  el  segundo  platillo.  Por  tanto,  el 
árbol  de  decisión,  para  la  secuencia  de  pesadas  es  temario.  Hay,  al  menos,  ocho  hojas  en  el  árbol 
de  decisión,  puesto  que  hay  ocho  posibles  resultados  (ya  que  cada  una  de  las  ocho  monedas 
puede  ser  la  falsa),  y  cada  posible  resultado  debe  estar  representado  por,  al  menos,  una  hoja.  El 
mayor  número  de  pesadas  necesario  para  encontrar  la  moneda  falsa  es  la  altura  del  árbol  de  deci¬ 
sión.  Por  el  Corolario  I  de  la  Sección  9. 1  se  sabe  que  la  altura  del  árbol  es  al  menos  Tlog,  K]  =  2. 
De  ahí,  son  necesarias  al  menos  dos  pesadas. 

Se  puede  determinar  qué  moneda  es  la  falsa  utilizando  dos  pes  i 
árbol  de  decisión  que  ilustra  cómo  hacerlo. 


idas.  En  la  Figura  3  aparece  el 


LA  COMPLEJIDAD  DE  LOS  ALGORITMOS  DE  ORDENACIÓN  Con  el  tiempo,  se  han 
desarrollado  muchos  y  variados  algoritmos  de  ordenación.  Para  decidir  si  un  algoritmo  de  orde¬ 
nación  es  eficiente  o  no,  debemos  calcular  su  complejidad.  Utilizando  los  árboles  de  decisión 
como  modelas,  podemos  calcular  una  cota  inferior  de  la  complejidad  de  los  algoritmos  de  orde¬ 
nación  para  el  peor  caso. 

Nótese  que  dados  n  elementos,  hay  ni  formas  posibles  de  ordenarlos,  puesto  que  cada  una  de 
las  ni  permutaciones  podría  ser  la  ordenación  correcta.  Los  algoritmos  de  ordenación  estudiados 
en  este  libro,  y  los  utilizados  con  mayor  frecuencia,  están  basados  eh  comparaciones  binarias,  esto 
es,  la  comparación  de  dos  elementos  en  cada  paso.  El  resultado  de  dicha  comparación  reduce  el 
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Figura  X  Un  árbol  etc  decisión  pura  localizar  una  moneda  falsa.  La  moneda  falsa  se  señala  en  negrita  debajo  de  cada 
una  de  las  pesadas  finales. 


conjunto  de  órdenes  posibles.  Así,  un  algoritmo  de  comparación  basado  en  comparaciones 
binarias  se  puede  representar  mediante  un  árbol  de  decisión  en  el  que  cada  vórtice  interno  repre¬ 
senta  una  comparación  de  dos  elementos.  Cada  hoja  representa  una  de  las  ni  permutaciones  de  los 
n  elementos. 

EJEMPLC )  3  En  la  Figura  4  se  muestra  un  árbol  de  decisión  que  ordena  los  elementos  de  la  lisia  ¿h  h ,  c. 

I  á\  complejidad  de  un  algoritmo  de  ordenación  basado  en  comparaciones  binarias  se  mide  en 
términos  del  numero  de  comparaciones  realizadas.  El  mayor  número  de  comparaciones  necesarias 
para  ordenar  una  lista  cualquiera  de  n  elementos  proporciona  el  peor  caso  en  la  ejecución  de  i  al¬ 
goritmo.  El  numero  máximo  de  tales  comparaciones  coincide  con  la  longitud  del  camino  más  lar¬ 
go  en  el  árbol  de  decisión  que  representa  al  procedimiento  de  ordenación.  En  otras  palabras,  el  ma¬ 
yor  número  de  comparaciones  necesarias  para  ordenar  cualquier  lista  es  precisamente  la  altura  del 
árbol  de  decisión.  Puesto  que  la  altura  de  un  árbol  binario  con  ni  hojas  es  al  menos  Tiog  nfl  (mi- 
I izando  el  Corolario  I  de  la  Sección  9.  i ),  se  necesitan  al  menos  T Jog  h!]  comparaciones,  como  se 
eslahl ec e  en  e  1  T eo re m a  l . 


TEOREMA  1  Un  algoritmo  de  ordenación  basado  ca  comparaciones  binarias  requiere  al  menos  flog  «!l 


comparaciones. 


aTdV-J'U': 

IRIS**: 


í 


Figura  4.  Un  árbol  de  decisión  para  ordenar  tres  elementos 
distintos. 
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Podemos  utilizar  el  Teorema  I  para  dar  una  estimación  en  notación  il  del  número  de  compara¬ 
ciones  realizadas  por  tm  algoritmo  de  ordenación  basado  eri  comparaciones  binarias.  Basta  con  ob¬ 
servar  queflog  /riles  0{n  log  n),  una  de  tas  funciones  de  referencia  más  comunes  a  la  hora  de  es¬ 
timar  la  complejidad  computacional  de  algoritmos.  Esta  estimación  es  correcta  porque,  según  el 
Ejemplo  5  de  la  Sección  2,2,  se  tiene  que  f log  /di  es  0{n  log  n).  Según  el  Problema  62  de  la  Sec¬ 
ción  2.2,  T log  /di  es  Q(n  log  n),  ya  que  F log  /di  >  (n  log  n)l4,  para  n  >  4.  En  consecuencia,  [  log  /di 
es  &(n  log  /i).  Ei  Corolario  i  es  una  consecuencia  de  esta  estimación, 


COROLARIO  1  El  número  de  comparaciones  realizadas  por  un  algoritmo  que  ordena  n  datos  haciendo  com¬ 
paraciones  binarias  es  f2 (n  log  /?). 


Una  consecuencia  del  Corolario  I  es  que  un  algoritmo  de  ordenación  basado  en  compara¬ 
ciones  binarias  que  utilice,  en  el  peor  caso,  0{/i  log  n)  comparaciones  para  ordenar  n  elementos  es 
óptimo  en  el  sentido  de  que  ningún  otro  algoritmo  de  esas  características  tiene  menor  complejidad 
en  el  peor  caso.  Nótese  que,  por  tanto,  el  Teorema  1  de  la  Sección  3,5  implica  que  ei  algoritmo  de 
ordenación  por  mezcla  es  óptimo  en  este  sentido. 

También  podemos  establecer  un  resultado  similar  para  la  complejidad  promedio  de  los  algo¬ 
ritmos  de  ordenación.  El  promedio  de  comparaciones  realizadas  por  un  algoritmo  de  ordenación  ha* 
sado  en  comparaciones  binarias  es  la  profundidad  medía  de  una  hoja  del  árbol  de  decisión  que  re¬ 
presenta  al  algoritmo  de  ordenación.  Por  el  Problema  48  de  la  Sección  9.1  sabemos  que  la 
profundidad  promedio  de  una  hoja  de  un  árbol  binario  con  N  vértices  es  fiflog  N).  Cuando  N  =  /?!, 
obtenemos  la  .siguiente  estimación,  observando  que  una  función  que  es  Q(log  tú)  es  también 
Ü(/í  log  /i),  ya  que  log  n\  =  0(/í  log  n). 


TEOREM  A  2  El  promedio  del  numero  de  comparaciones  realizadas  por  tm  algoritmo  que  ordena  //  datos  ha¬ 
ciendo  comparaciones  binarias  es  Í2(n  log  //). 


CÓDIGOS  INSTANTÁNEOS 


Figura  5,  El  árbol 
binario  con  un  código 
instantáneo. 


Consideremos  el  problema  de  codificar  las  lenas  del  alfabeto  mediante  cadenas  de  bits  (sin  hacer 
distinción  entre  mayúsculas  y  minúsculas).  Podemos  representar  cada  letra  utilizando  una  cadena 
de  bits  de  longitud  cinco,  puesto  que  sólo  hay  27  letras  y  hay  32  cadenas  de  bits  de  longitud  cinco. 
El  número  total  de  hits  utilizados  para  codificar  los  datos  es  cinco  veces  el  número  de  caracteres  en 
el  texto  si  cada  carácter  se  codifica  mediante  cinco  bits.  ¿Es  posible  encontrar  una  forma  de  cu* 
difluir  las  letras  de  modo  que  utilicen  menos  bits?  De  este  modo  estaríamos  ahorrando  espacio 
en  memoria  y  reduciendo  el  tiempo  de  transmisión  de  los  dalos. 

Para  codificar  !as  tetras  vamos  a  utilizar  cadenas  de  bits  de  diferentes  longitudes.  Las  letras 
que  aparecen  con  mayor  frecuencia  deberán  codificarse  utilizando  cadenas  de  bits  más  cortas, 
mientras  que  las  letras  menos  comunes  se  codificarán  mediante  cadenas  más  largas.  Cuando  las  le¬ 
tras  se  codifican  utilizando  cadenas  de  longitud  variable,  se  debe  establecer  algún  método  para  de¬ 
terminar  cuándo  comienza  y  cuándo  termina  cada  cadena  de  bits,  Por  ejemplo,  si  e  se  codificara 
por  0,  u  por  1  y  .v  por  01,  entonces  la  cadena  0101  podría  corresponder  a  sea,  eas\  enea  o  ss. 

Una  manera  de  asegurarse  de  que  ninguna  cadena  de  bits  se  corresponde  con  más  de  una  se¬ 
cuencia  de  caracteres  consiste  en  codificar  las  letras  de  manera  que  la  cadena  de  bits  asociada  a 
una  letra  nunca  aparezca  al  principio  de  la  cadena  de  bits  de  otra  letra.  Los  códigos  con  esta  pro¬ 
piedad  se  llaman  códigos  instantáneos.  Por  ejemplo,  la  codificación  de  e  como  0,  a  como  10  y  s 
como  1 1  es  un  código  prefijo.  Toda  palabra  puede  reconstruirse  a  partir  de  la  única  cadena  de  bits 
que  codifica  los  caracteres  que  la  componen.  Por  ejemplo,  la  cadena  10 1 10  es  la  codificación  de 
ase.  Para  verlo,  nótese  que  el  I  inicial  no  representa  un  carácter,  pero  10  representa  la  letra  a  (y  no 
puede  ser  el  inicio  de  la  cadena  de  bits  de  ninguna  otra  letra).  Entonces,  el  siguiente  I  no  repre¬ 
senta  un  carácter,  sino  que  11  representa  la  letra  s.  El  bit  final,  0,  representa  la  letra  e. 
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Un  código  instantáneo  puede  representarse  utilizando  un  árbol  binario,  donde  los  caracteres 
son  las  coquetas  de  las  hojas  del  árbol.  Las  aristas  de  i  árbol  están  etiquetadas  de  modo  que  a  la 
arista  que  va  al  hijo  izquierdo  se  le  asigna  O  y  a  la  que  va  al  hijo  derecho  se  le  asigna  1 .  La  cade¬ 
na  de  bits  que  codifica  cada  carácter  es  la  sucesión  de  etiquetas  de  las  aristas  del  único  camino  de 
la  raíz  a  la  hoja  que  tiene  a  este  carácter  como  etiqueta.  Por  ejemplo,  el  árbol  de  la  Figura  5  re¬ 
presenta  la  codificación  de  e  por  0,  a  por  10,  í  por  1 10,  n  por  1 1 10  y  s  por  lili* 

Los  árboles  que  representan  códigos  se  pueden  utilizar  para  descodificar  cadenas  de  bits.  Por 
ejemplo,  consideremos  la  palabra  codificada  como  11111011 1010  utilizando  el  código  de  la  Figura 
5.  Esta  cadena  de  bits  se  puede  descodiñcar  comenzando  por  la  raíz,  utilizando  la  sucesión  de  bits 
para  formar  un  camino  desde  la  raíz  que  acaba  al  alcanzar  una  hoja.  Cada  bit  con  valor  0  hace  que 
descendamos  por  la  arista  que  lleva  al  hijo  izquierdo  de!  último  vértice  del  camino  v  cada  l  se 
corresponde  con  el  hijo  derecho  de  dicho  vértice.  En  consecuencia,  la  subeádena  inicial  i  I II 
se  corresponde  con  el  camino  que  comienza  en  la  raíz  y  desciende  por  la  derecha  cuatro  veces,  lle¬ 
gando  a  la  hoja  del  grafo  que  tiene  etiqueta  s,  puesto  que  la  cadena  1 1 1 1  es  el  código  para  s.  Con¬ 
tinuando  con  el  quinto  bit,  alcanzarnos  !a  hoja  después  de  ir  a  la  derecha  una  vez  y  luego  a  la  iz¬ 
quierda  y  visitamos  el  vértice  ¿7,  que  se  codifica  mediante  10,  Seguimos  con  el  séptimo  bit: 
alcanzamos  la  hoja  después  de  haber  ido  hacia  la  derecha  tres  veces  y  luego  hacía  la  izquierda  mo¬ 
mento  en  que  llegarnos  al  vértice  etiquetado  con  n *  cuya  codificación  es  1 1 10.  Finalmente,  el  res* 
to  de  la  cadena  es  10,  que  nos  lleva  a  la  hoja  etiquetada  con  a,  como  ya  hemos  visto.  Por  tanto,  la 
palabra  original  es  sana. 

Podemos  construir  un  código  instantáneo  a  partir  de  cualquier  árbol  binario  donde  la  arista  iz¬ 
quierda  de  cada  vértice  intento  esté  etiquetada  con  un  0  y  la  arista  derecha  con  un  1  y  en  el  que  las 
hojas  estén  etiquetadas  con  caracteres.  Los  caracteres  se  codifican  mediante  las  cadenas  de  bits 
construidas  utilizando  las  etiquetas  de  las  aristas  que  hay  en  el  único  camino  desde  la  raíz  hasta  las 
hojas. 

CODIGOS  DE  HUFFMAN  Presentamos  un  algoritmo  que  toma  como  datos  de  entrada  las  fre¬ 
cuencias  (esto  es,  las  probabilidades  de  aparición)  de  los  símbolos  de  una  cadena  y  devuelve  un  có¬ 
digo  instantáneo  que  codifica  la  cadena  utilizando  la  menor  cantidad  de  bits,  de  entre  todos  los  po¬ 
sibles  códigos  instantáneos  binarios  para  este  conjunto  de  símbolos.  Fslc  algoritmo,  conocido 
como  codificación  de  Huffman,  fue  desarrollado  por  David  Huffman  en  un  artículo  que  escribió 
en  tl)5 1  cuando  todavía  era  estudiante  de  doctorado  en  el  M1T.  (Nótese  que  este  algoritmo  supo¬ 
ne  que  ya  sabemos  cuántas  veces  aparece  cada  símbolo  en  la  cadena,  así  que  podemos  calcular  la 
frecuencia  de  cada  símbolo  dividiendo  el  número  de  apariciones  de!  símbolo  entre  la  longitud  de 
la  cadena).  La  codificación  de  Huffman  es  un  algoritmo  esencial  en  la  compresión  de  datos ,  el  área 
de  conocimiento  que  se  dedica  a  reducir  el  número  de  bits  necesarios  para  representar  la  infor¬ 
mación.  La  codificación  de  Huffman  se  utiliza  en  numerosas  ocasiones  para  comprimir  cadenas  de 
bits  que  representan  texto  y  también  desempeña  un  papel  fundamental  en  la  compresión  de  ft 
chema  de  audio  y  de  imágenes. 

El  Algoritmo  2  muestra  el  algoritmo  de  codificación  de  Huffman.  Dados  un  conjunto  de  sím¬ 
bolos  junto  con  sus  frecuencias,  nuestro  objetivo  es  la  construcción  de  un  árbol  binario  con  raíz 
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DAVID  A.  HUFFMAN  (1 925- J 999)  David  Huffman  creció  en  Oluo.  A  la  edad  de  dieciocho  años  se  diplomó  en  inge¬ 
niería  eléctrica  por  la  Ohio  State  Univcrsity.  Después  sirvió  en  la  Marina  de  Estados  Unidos  como  oficial  de  mantenimiento 
de  radares  en  un  destructor  cuya  misión  era  limpiar  de  minas  las  aguas  asiáticas  después  de  la  Segunda  Guerra  Mundial 
Más  tarde  obtuvo  su  licenciatura  en  Oluo  State  y  su  doctorado  en  el  MI  I’  (Massachusens  Insiirule  of  Technology ),  ambos 
en  ingeniería  eléctrica.  Huffman  se  convirtió  en  profesor  del  MÍT  en  1953  y  permaneció  en  esa  institución  hasta  1967T  año 
en  que  fundó  eí  departamento  de  informática  de  la  Universidad  de  California  en  Santa  Cruz.  Desempeñó  un  impórtame  pa¬ 
pel  en  el  desarrollo  de  este  departamento,  en  el  que  pasó  el  resto  de  su  carrera,  retirándose  en  1994. 

Huffman  destacó  por  sus  contribuciones  a  la  teoría  de  la  información  y  a  la  codificación,  al  diseño  de  señales  para  ra¬ 
dares  y  comunicación  y  a  los  procedimientos  de  diseño  de  circuitos  lógicos  asincronos.  Sus  trabajos  sobre  superficies  de 
curvatura  cero  le  condujeron  al  desarrollo  de  originales  técnicas  para  doblar  papel  y  viniio  basta  darles  unas  formas  insó¬ 
litas.  que  fueron  consideradas  por  muchos  como  obras  de  arre  y  que  se  exhibieron  publicamente  en  diversas  exposiciones. 
No  obstante,  a  Huffman  se  le  conoce  sobre  todo  por  haber  desarrollado  lo  que  hoy  se  conoce  como  codificación  de  Huff¬ 
man,  el  res dí lado  de  un  trabajo  de  final  Je  semestre  que  tuvo  que  escribir  durante  su  doctorado  en  el  MIT. 

Huffman  disfrutaba  explorando  espacios  naturales,  caminando  por  la  montaña  y  con  sus  frecuentes  viajes.  Obtuvo 
el  titulo  de  buceado*  federado  cuando  estaba  a  punto  ce  cumplir  setenta  años.  Tenía  serpientes  venenosas  en  su  casa  como 
animales  de  compañía. 
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donde  los  símbolos  son  las  etiquetas  de  las  hojas.  El  algoritmo  comienza  con  un  bosque  de  arbo¬ 
les,  cada  uno  formado  por  un  vértice.  Cada  vértice  está  etiquetado  con  uno  de  los  símbolos  y  d 
peso  dct  vértice  es  ¡a  frecuencia  del  símbolo  que  le  sirve  de  etiqueta.  En  cada  paso  combinamos 
dos  árboles  de  peso  mínimo  formando  un  árbol  mediante  la  creación  de  una  nueva  raíz  y  colo¬ 
cando  d  árbol  de  mayor  peso  como  su  subárbol  derecho.  Además,  asignamos  la  suma  de  los  pesos 
de  estos  dos  subárboles  como  peso  total  del  árbol  construido,  (Existen  procedimientos  para  des¬ 
hacer  los  empates  en  el  caso  de  árboles  con  igual  peso,  pero  aquí  no  especificaremos  estos  deta¬ 
lles),  El  algoritmo  termina  cuando  se  ha  construido  el  árbol,  esto  es,  cuando  el  bosque  se  ha  re¬ 
ducido  a  un  solo  árbol. 


ALGORITMO  2  Codificación  de  Huffman 


procedure  Huffman{C:  los  símbolos  a  con  frecuencias  w.,  i  =  1 ,  ,,,,  n) 

B  :=  bosque  de  n  árboles  con  raíz,  cada  uno  de  los  cuales  consta  de  un  único  vértice  a.  con 
peso  w. 

u  hile  /;  no  sea  un  árbol 

begin 

Sustituir  los  árboles  de  F  de  menor  peso,  T  y  T\  con  MT)  s  w(T'),  por  un  árbol  que  tie¬ 
ne  una  nueva  raíz,  y  que  tiene  a  /'  como  subárbol  izquierdo  y  a  T '  como  subárbol  dere¬ 
cho,  Etiquetar  ía  arista  nueva  de  la  raíz  a  T con  0  y  la  nueva  arista  de  la  raíz  a  T ' con  L 
Asignar  w(T)  +  w(T~)  como  el  peso  del  nuevo  árbol, 

end 

(La  codificación  de  Huffman  para  el  símbolo  ¿j.  es  la  concatenación  de  las  etiquetas  de  las 
aristas  en  el  único  camino  desde  la  raíz  hasta  el  vértice  at ) 


El  Ejemplo  4  ilustra  cómo  se  utiliza  el  Algoritmo  2  para  codificar  un  conjunto  de  cinco  sím¬ 
bolos, 

EJEMPLO  4  Utiliza  la  codificación  de  Huffman  para  cifrar  los  siguientes  símbolos  con  las  frecuencias  dadas: 

A:  0,08,  H:  0,10,  C:  0.12.  D:  0,15.  E:  03),  F:  0,35,  ¿Cuál  es  el  promedio  de  bits  utilizado  para  co- 
rj^mpjos  dificar  un  carácter? 

adicionales 

Solución:  La  Figura  ó  muestra  los  pasos  realizados  para  codificar  estos  símbolos.  Las  codifica¬ 
ciones  resultantes  son  las  siguientes:  la  de  A  es  111,  la  de  B  es  1 10,  la  de  C  es  01 1,  la  de  D  es  DIO, 
la  de  E  es  10  y  la  de  F  es  00,  El  número  promedio  de  bits  utilizado  para  codificar  un  símbolo  es 
3  ■  0,08  +  3  -  0,10  +  3  0¿12  +  3  -  ft  15  +  2  *  0,20  +  2  -  0.35  =  2,45, 


Nótese  que  la  codificación  de  Huffman  es  un  algoritmo  voraz.  Reemplazar  en  cada  paso  los 
dos  subárboles  con  el  menor  peso  produce  una  codificación  óptima  en  el  sentido  de  que  ningún 
código  prefijo  binario  para  este  conjunto  de  símbolos  puede  codificar  dichos  símbolos  utilizan¬ 
do  menos  bits.  Dejamos  la  demostración  de  que  los  códigos  de  Huffman  son  óptimos  para  el 
Problema  32  al  final  de  esta  sección, 

1  lay  muchas  variantes  de  la  codificación  de  Huffman.  Por  ejemplo,  en  lugar  de  codificar  sím¬ 
bolo  a  símbolo,  podemos  codificar  por  bloques  de  una  determinada  longitud,  como  bloques  de  dos 
símbolos.  Esto  reduce  el  número  de  bits  necesarios  para  codificar  la  cadena  (véase  el  Problema  30 
aJ  final  de  esta  sección).  También  podemos  emplear  más  de  dos  símbolos  para  codificar  los  sím¬ 
bolos  originales  de  la  cadena  (véase  el  preámbulo  dei  Problema  28  al  final  de  esta  sección).  Más 
aun,  una  variante  conocida  como  código  de  Huffman  adaptativo  (véase  [SaOOJ)  se  puede  utilizar 
cuando  ta  frecuencia  de  cada  símbolo  de  una  cadena  no  se  conoce  de  antemano  y.  por  tanto,  Ut  co¬ 
dificación  se  realiza  a  la  vez  que  se  lee  la  cadena. 


* 
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Figura  6.  Codificación  de  Huffman  de  los  símbolos  dd  Ejemplo  4, 


ARBOLES  DE  JUEGOS 


Uos  árboles  se  pueden  emplear  para  analizar  cierto  tipo  de  juegos  como  las  tres  en  raya,  el  nim,  las 
Amas  y  el  ajedrez.  En  cada  uno  de  estos  juegos  los  dos  jugadores  realizan  sus  movimientos  por 
tumos.  Cada  jugador  conoce  los  movimientos  efectuados  por  el  contrario  y  no  hay  ninguna  com¬ 
ponente  de  azar  en  el  juego.  Estos  juegos  se  modelan  mediante  árboles  de  juegos;  los  vértices  de 
estos  árboles  representan  los  estados  o  posiciones  en  el  desarrollo  del  juego;  las  aristas  represen¬ 
tan  los  movimientos  permitidos  entre  dos  estados  cualesquiera. 

Debido  a  que  los  árboles  de  juegos  suelen  ser  grandes,  los  simplificaremos  representando  to¬ 
das  las  posiciones  simétricas  de  un  juego  mediante  el  mismo  vértice.  Sin  embargo,  la  misma  po¬ 
sición  de  un  juego  puede  estar  representada  por  vértices  distintos  si  existen  diferentes  secuencias 
de  movimientos  que  den  lugar  a  esta  posición.  La  raíz  representa  el  estado  inicial.  El  convenio 
usual  consiste  en  representar  los  vértices  de  los  niveles  impares  por  cajas  y  los  de  los  niveles  pa¬ 
res  por  círculos.  Cuandb  el  juego  está  en  una  posición  representada  por  un  vértice  de  nivel  impar, 
es  el  tumo  del  primer  jugador,  mientras  que  si  está  en  una  de  nivel  par  es  el  turno  del  segun¬ 
do  jugador.  Los  árboles  de  juegos  pueden  ser  infinitos  cuando  los  juegos  que  representan  nunca 
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terminan,  como  los  juegos  que  pueden  entrar  en  bucles  infinitos,  pero  para  la  mayoría  de  los  jue¬ 
gos  se  dispone  de  reglas  que  dan  lugar  a  árboles  de  juegos  finitos. 

Las  hojas  de  un  árbol  de  juegos  representan  las  posiciones  finales  de  un  juego.  Asignamos  un 
valor  a  cada  hoja  indicando  el  pago  del  primer  jugador  (esto  es,  la  puntuación  que  este  obtiene)  si 
el  juego  termina  en  la  posición  representada  por  esa  hoja.  Para  los  juegos  que  son  ganador-per¬ 
dedor,  etiquetamos  un  vértice  terminal  representado  mediante  un  círculo  con  un  I  para  indicar  una 
partida  ganada  por  el  primer  jugador  y  etiquetamos  un  vértice  terminal  representado  mediante  una 
caja  con  un  -1  para  indicar  que  gana  el  segundo  jugador.  Para  los  juegos  en  los  que  se  permite  el 
empate,  etiquetamos  un  vértice  terminal  que  corresponde  a  un  empate  con  un  0.  Nótese  que  para 
los  juegos  de  ganador- perdedor  hemos  asignado  valores  a  los  vértices  terminales  de  manera  que 
cuanto  mayor  sea  el  valor,  tanto  mejor  será  el  resultado  final  del  juego  para  eí  primer  jugador. 

En  el  Ejemplo  5  desarrollamos  un  árbol  de  juego  para  un  conocido  juego  que  ha  sido  muy  es¬ 
tudiado. 

EJEMPLO  5  Nim  En  una  versión  del  juego  del  nim,  al  inicio  de  la  partida  hay  un  cierto  número  de  montones  de 
piedras.  Dos  jugadores  hacen  sus  movimientos  por  tumos;  un  movimiento  válido  consiste  en  retirar 
una  o  más  piedras  de  uno  de  los  montones  (sin  quitar  ninguna  de  las  piedras  restantes).  Un  jugador 
pierde  si  no  puede  realizar  ningún  movimiento  válido.  (Otro  modo  de  ver  este  juego  es  que  el  jugador 
que  retira  la  última  piedra  pierde,  puesto  que  la  posición  sin  montones  de  piedras  no  está  pennilida). 
El  árbol  de  juego  mostrado  en  la  Figura  7  representa  esta  versión  del  juego  que  comienza  con  una  po¬ 
sición  inicial  compuesta  por  tres  montones  de  piedras  que  contienen  dos,  dos  y  una  piedra,  respecti¬ 
vamente.  Representamos  cada  posición  mediante  una  lista  no  ordenada  del  número  de  piedras  en  los 
diferentes  montones  (el  orden  de  los  montones  es  irrelevante).  El  movimiento  inicia!  del  pri  mer  ju¬ 
gador  puede  llevar  a  tres  posiciones  posibles,  ya  que  este  jugador  puede  retirar  una  piedra  de  uno  de 
los  montones  con  dos  piedras  (dejando  tres  montones  con  una,  una  y  dos  piedras)  o  una  piedra  del 
montón  que  tiene  una  piedra  (dejando  dos  montones  con  dos).  Cuando  queda  sólo  un  montón  cotí  una 
piedra,  no  es  posible  realizar  ningún  movimiento  válido,  luego  esas  posiciones  son  terminales.  Pues¬ 
to  que  el  juego  del  nim  es  de  tipo  ganador-perdedor,  etiquetamos  los  vértices  terminales  con  +1  cuan¬ 
do  representamos  que  el  primer  jugador  gana  y  con  - 1  cuando  lo  hace  el  segundo,  M 

EJEMPLO  6  Tres  en  raya,  El  árbol  de  juego  para  el  tres  en  raya  es  extremadamente  largo  y  no  puede  dibujarse  aquí, 
aunque  cualquier  ordenador  puede  construirlo  fácilmente.  Mostramos  una  parte  del  juego  en  la  Figura  8(a). 
Nótese  que  si  eliminamos  las  posiciones  simétricas  equivalentes,  sólo  necesitamos  las  tres  posiciones  ini¬ 
ciales  de  la  Figura  8  (a).  También  mostramos  un  subárbol  de  este  árbol  de  juego  que  lleva  a  la  posición  ter¬ 
minal  de  la  Figura  8{b),  donde  un  jugador  que  puede  ganar  realiza  un  movimiento  ganador  ^ 


Los  vértices  terminales  se  etiquetan 
cotí  +  \  si  gana  el  primer  jugador 
y  -I  si  gana  el  segundo  jugador 


Figura  7.  El  árbol  de  juego  para  d  juego  del  nim. 
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Figura  8*  Algunos  árboles  de  juego  para  el  tres  en  raya. 


Podemos  definir  recursivarnente  los  valores  de  todos  los  vértices  de  un  árbol  de  juego  de 
modo  que  podamos  determinar  los  resultados  de  este  juego  cuando  ambos  jugadores  siguen  la  es¬ 
trategia  óptima.  Por  estrategia  emendemos  un  conjunto  de  reglas  que  !e  dicen  a  un  jugador 
cómo  seleccionar  sus  mov  imientos  para  ganar.  Una  estrategia  óptima  para  el  primer  jugador  es  una 
estrategia  que  maximiza  las  posiciones  terminales  ganadoras  de  este  jugador  y  minimiza  las  del 
contrario.  A  continuación  definimos,  de  forma  recursiva,  el  valor  de  un  vértice. 


DEFINICIÓN  1  El  valor  de  un  vértice  en  un  árbol  de  juego  se  define  recursi  vameme  como: 

(0  El  valor  de  una  hoja  es  el  pago  del  primer  jugador  cuando  el  juego  finaliza  en  la  po¬ 
sición  representada  por  esa  hoja. 

(ii)  Eí  valor  de  un  vértice  interno  en  un  nivel  par  es  el  máximo  de  los  valores  de  sus  hijos 
y  el  valor  de  un  vértice  interno  de  nivel  impar  es  el  mínimo  de  los  valores  de  sus  hijos. 

La  estrategia  en  la  que  el  primer  jugador  mueve  a  una  posición  representada  por  un  hijo  con  valor 
máximo  y  el  segundo  jugador  mueve  a  una  posición  de  un  hijo  con  valor  mínimo  se  llama  estra¬ 
tegia  de  minimnx.  Podemos  determinar  quién  ganará  cuando  ambos  jugadores  siguen  la  estrate¬ 
gia  de  míiimax  calculando  el  valor  de  la  raíz  del  árbol;  este  valor  se  llama  valor  del  árbol,  EMo  es 
una  consecuencia  dd  Teorema  3. 


TEOREMA  3  El  valor  de  un  vértice  de  un  árbol  de  juego  nos  da  la  puntuación  obtenida  por  el  primer  juga¬ 
dor  si  ambos  jugadores  siguen  la  estrategia  de  minimax  y  el  juego  comienza  desde  la  posición 
representada  por  dicho  vértice. 


Demostración:  Lo  demostraremos  por  inducción* 

PASO  BASE:  Si  el  vértice  es  una  hoja,  el  valor  asignado  a  este  vértice  es,  por  definición,  el 
pago  del  primer  jugador. 


r 
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PASO  DE  INDUCCIÓN:  La  hipótesis  de  inducción  consiste  en  suponer  que  los  valores  de  los  hi¬ 
jos  ele  un  vértice  son  los  pagos  para  el  primer  jugador,  suponiendo  que  el  juego  comienza  en  cada 
una  de  las  posiciones  representadas  por  estos  vértices.  Tenemos  que  considerar  dos  casos,  cuando 
es  el  turno  del  primer  jugador  y  cuando  es  el  turno  del  segundo. 

Si  es  el  tumo  del  primer  jugador  y  el  jugador  sigue  la  estrategia  de  minimax,  mueve  a  la  po¬ 
sición  representada  por  el  hijo  de  mayor  valor.  Por  la  hipótesis  de  inducción,  este  valor  es  el  pago 
del  primer  jugador  cuando  el  juego  comienza  en  la  posición  representada  por  este  hijo  y  continúa 
con  la  estrategia  minimax.  Por  la  definición  recursiva  de  valor  de  un  vértice  intemo  en  un  nivel  par 
(como  el  máximo  valor  de  sus  hijos),  el  valor  de  este  vértice  es  el  pago  cuando  el  juego  comienza 
en  la  posición  representada  por  este  vértice. 

Cuando  es  el  tumo  del  segundo  jugador,  y  éste  sigue  Ja  estrategia  minimax.  se  mueve  hada 
la  posición  representada  por  el  hijo  con  el  menor  valor.  Por  la  hipótesis  de  inducción,  este  valor  es 
el  pago  del  primer  jugador  cuando  el  juego  comienza  en  la  posición  representada  por  este  hijo  y 
ambos  jugadores  siguen  la  estrategia  de  minimax.  Por  la  definición  recursiva  de  valor  de  un  vér¬ 
tice  interno  en  un  nivel  impar  como  el  mínimo  valor  de  sus  hijos,  el  valor  de  este  vértice  es  el  pago 
cuando  el  juego  comienza  en  la  posición  representada  por  este  vértice.  <j 

Observación:  Puede  demostrarse,  sin  más  que  extender  la  demostración  del  Teorema  3.  que  la  es- 
trategia  de  minimax  es  óptima  para  ambos  jugadores. 

El  Ejemplo  7  ilustra  cómo  funciona  el  procedimiento  minimax.  Se  muestran  los  valores  asig¬ 
nados  a  los  vértices  intemos  del  árbol  de  juegp  del  Ejemplo  5.  Nótese  que  podemos  evitar  algunos 
cálculos  observando  que  para  los  juegos  ganador-perdedor,  una  vez  que  se  encuentra  un  hijo  con 
valor  +1  de  un  vértice  cuadrado,  el  valor  de!  vértice  cuadrado  también  es  +L  puesto  que  + 1  es  el 
mayor  pago  posible.  De  manera  análoga,  una  vez  que  se  consigue  un  hijo  con  valor  I  de  un  vér¬ 
tice  enmarcado  en  un  círculo,  -  I  es  también  el  valor  de  éste. 


EJEMPLO  7  En  el  Ejemplo  5  construimos  el  árbol  de  juego  para  el  nim  con  una  posición  inicial  donde  hay  tres 
montones  que  contienen  dos,  dos  y  una  piedra.  En  la  Figura  9  mostramos  los  valores  de  los  vér¬ 
tices  de  este  árbol  de  juego.  Los  valores  se  calculan  utilizando  los  valores  de  las  hojas  y  trabajando 
nivel  por  nivel.  En  el  margen  derecho  de  esta  figura  indicamos  cuándo  utilizamos  el  valor  máximo 
o  mínimo  de  los  hijos  para  calcular  el  valor  de  los  vértices  internos  en  cada  nivel  Por  ejemplo,  una 
vez  que  hemos  obtenido  ios  valores  de  los  tres  hijos  de  la  raíz,  que  son  1 1  - 1  y  -L  calculamos  el 
valor  de  la  raíz  medíanle  el  max(L  -1,  - 1)  -  1.  Puesto  que  el  valor  de  la  raíz  es  I,  se  deduce  que 
el  primer  jugador  gana  cuando  ambos  jugadores  siguen  la  estrategia  minimax.  <4 


max 


mili 


rmx 


min 


Figura  4).  Los  valores  de  tos  vértices  en  el  juego  del  nim. 
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Los  árboles  de  juegos  para  juegos  conocidos  pueden  ser  extraordinariamente  largos,  puesto 
que  estos  juegos  admiten  muchos  movimientos  posibles.  Por  ejemplo,  se  ha  estimado  que  el  árbol 
de  juego  del  ajedrez  tiene  unos  H)10°  vértices.  Puesto  que  puede  resultar  imposible  utilizar  ej 
Teorema  3  de  modo  directo  para  estudiar  un  juego  debido  al  tamaño  del  árbol  asociado,  se  han 
desarrollado  varias  aproximaciones  que  ayudan  a  determinar  buenas  estrategias  y  los  finales  de 
tales  juegos.  Una  técnica  útil,  Mamada  poda  alfa-beta  (en  inglés,  alpha-beta  pruning),  reduce  mu¬ 
cho  los  cálculos  a  base  de  eliminar  trozos  del  árbol  de  juego  que  no  afectan  a  los  valores  de  los  an¬ 
tecesores.  (Para  más  información  acerca  de  la  poda  alfa-beta,  véase  [Gr90T).  Otro  enfoque  que  pue¬ 
de  ser  de  utilidad  consiste  en  útil  izar  funciones  de  evaluación,  que  estiman  el  valor  de  los  vértices 
internos  del  árbol  de  juego  cuando  estos  valores  no  se  pueden  calcular  de  manera  exacta.  Por  ejem¬ 
plo,  en  el  juego  de  tres  en  raya,  podemos  utilizar  como  función  de  evaluación  de  una  posición  el 
número  de  líneas  (lilas,  columnas,  diagonales)  que  no  contienen  Os  (utilizadas  para  indicar  los  mo¬ 
vimientos  del  segundo  jugador)  menos  el  número  de  lincas  que  contienen  Xs  (empleadas  para  de¬ 
notar  los  movimientos  del  primer  jugador).  Esta  función  de  evaluación  nos  proporciona  una  indi¬ 
cación  acerca  de  qué  jugador  lleva  ventaja  en  el  juego.  Una  vez  que  se  insertan  los  valores  de  la 
f  unción  de  evaluación,  el  valor  del  juego  puede  calcularse  siguiendo  las  reglas  utilizadas  por  la  es¬ 
trategia  minimax.  Los  programas  de  ordenador  diseñados  para  jugar  al  ajedrez,  tales  como  el  fa¬ 
moso  programa  Deep  Blue,  se  basan  en  sofisticadas  funciones  de  evaluación.  Para  más  informa¬ 
ción  acerca  de  cómo  juegan  los  ordenadores  al  ajedrez,  véase  [Le 91  ]. 


Problemas 


L  Construye  un  árbol  binario  de  búsqueda  para  las  palabras 
banana,  pera,  almendra t  plátano ,  coca,  mango  y  papaya 
utilizando  el  orden  lexicográfico. 

2.  Construye  un  árbol  binario  de  búsqueda  para  las  palabras 
o  f  icol  og  ío .  ps  i  col og  ía .  í  '  ardió  f  og  ía ,  orn  i  l  olog  ía ,  k tiol  o 
gta .  literatura,  alquimia  y  asir  olog  ¿a  utilizando  el  orden 
lexicográfico. 

3.  ¿Cuántas  comparaciones  son  necesarias  para  localizar  o 
añadir  cada  una  de  estas  palabras  en  el  árbol  de  búsqueda 
del  Problema  I  comenzando  desde  ei  inicio  cada  vez? 

a)  pera 

b)  banana 
c  )  kiwi 

d)  ortiga 

4.  ¿Cuántas  comparaciones  son  necesarias  para  localizar  o 
añadir  cada  una  de  fas  palabras  en  el  árbol  de  búsqueda 
del  Problema  2,  comenzando  desde  el  inicio  cada  vez? 

a)  paleontología  I 

b)  etimología 

c)  parapsicología  { 

d  >  gla ecología 

5 .  Ut  i  1  i  zai  ulo  e  3  orde  n  a  1  fa  be  tico,  con  st  ruir  un  á  rbol  b  i  na  ri  o 
de  búsqueda  para  las  palabras  de  la  frase  «Sugiero  queso 
blanco  fundido  o  un  queso  curado  mane  liego». 

6.  ¿Cuántas  pesadas  en  una  balanza  se  necesitan  para  en¬ 
contrar  la  moneda  más  ligera  de  un  grupo  de  cuatro? 
Describe  un  algoritmo  para  encontrar  la  moneda  más  li¬ 
gera  utilizando  dicho  número  de  pesadas. 

7.  ¿Cuántas  pesadas  en  una  balanza  son  necesarias  para  en¬ 
contrar  una  moneda  falsa  en  un  grupo  de  cuatro  si  la 


moneda  falsa  puede  ser  más  pesada  o  más  ligera  que  las 
otras  tres?  Describe  un  algoritmo  que  determine  cuál  es 
la  moneda  falsa  utilizando  ese  número  de  pesadas. 

*8.  ¿Cuántas  pesadas  en  una  balanza  son  necesarias  para  en¬ 
contrar  una  moneda  falsa  en  un  grupo  de  ocho  si  la  mo¬ 
neda  falsa  puede  ser  más  pesada  o  más  ligera  que  las 
restantes?  Describe  un  algoritmo  que  determine  cual  es  la 
moneda  falsa  utilizando  ese  número  de  pesadas, 

*9.  ¿Cuántas  pesadas  en  una  balanza  son  necesarias  para  en¬ 
contrar  una  moneda  falsa  en  un  grupo  de  doce  si  la  mo¬ 
neda  falsa  es  más  ligera  que  las  restantes?  Describe  un  al¬ 
goritmo  que  determine  cuál  es  la  moneda  falsa  utilizando 
ese  número  de  pesadas. 

:  í  0,  Una  de  cuatro  monedas  puede  ser  falsa.  La  moneda  falsa 
puede  ser  más  ligera  o  más  pesada  que  las  restantes. 
¿Cuántas  pesadas  son  necesarias,  utilizando  una  balanza, 
para  determinar  si  hay  o  no  una  moneda  falsa  y  ,  en  caso 
de  que  la  haya,  si  es  más  ligera  o  más  pesada  que  las 
otras?  Describe  un  algoritmo  para  hallar  la  moneda  falsa 
y  que  determine  si  es  más  ligera  o  más  pesada  utilizando 
ese  número  de  pesadas. 

11.  Calcula  el  menor  número  de  comparaciones  necesarias 
para  ordenar  cuatro  elementos  y  diseña  un  algoritmo  que 
los  ordene  utilizando  dicho  número  de  comparaciones. 

*12.  Obten  el  menor  número  de  comparaciones  necesarias 
para  ordenar  cinco  elementos  y  diseña  un  algoritmo  que 
los  ordene  utilizando  dicho  número  de  comparaciones. 

La  ordenación  por  torneo  es  un  algoritmo  de  ordenación  que 
funciona  construyendo  un  árbol  binario  ordenado.  Represen 
tamos  los  elementos  que  hay  que  ordenar  mediante  vértices 
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que,  finalmente,  serán  las  hojas.  Avanzamos  en  la  construcción 
del  árbol  un  nivel  en  cada  paso,  representando  los  ganadores  de 
las  partidas  celebradas*  Trabajando  de  izquierda  a  derecha* 
comparamos  parejas  de  elementos  consecutivos  añadiendo  un 
padre  etiquetado  con  el  mayor  de  los  elementos  comparados* 
Hacemos  una  comparación  similar  entre  las  etiquetas  de  tos 
vértices  de  cada  nivel  hasta  que  llegamos  a  La  raíz  dd  árbol, 
que  se  etiqueta  con  el  mayor  de  los  elementos*  El  árbol  cons¬ 
tando  para  la  ordenación  por  torneo  ele  22*  8,  14*  17,  3, 9* 27  y 
1 1  se  ilustra  en  la  parte  (a)  de  la  figura.  Una  vez  que  hemos 
determinado  el  mayor  elemento*  la  hoja  con  esta  etiqueta  se 
rce  tíquet  a  con  el  valor  que  se  define  como  un  valor  menor 

que  d  de  cualquier  elemento.  A  continuación  se  recalculan 
las  etiquetas  de  todos  los  vértices  del  camino  desde  este  vérti¬ 
ce  hasta  la  raíz,  tal  y  como  se  muestra  en  La  parte  (b)  de  la  fi¬ 
gura.  Este  proceso  da  lugar  al  segundo  mayor  valor.  El  proce 
ditniemo  continúa  hasta  que  se  ha  ordenado  la  lista  entera. 


13*  Completa  la  ordenación  por  torneo  para  la  lista  22*  8*  14* 
17*  3*  9,  27  y  II.  Muestra  las  etiquetas  de  tos  vértices  en 
cada  paso, 

14.  Utiliza  la  ordenación  por  torneo  para  ordenar  la  lista  17* 
4,  1,5*  13,  10*  14  y  6* 

15,  Describe  la  ordenación  por  torneo  utilizando  pseudocó- 
digo. 

16*  Suponiendo  que  n,  el  numero  de  elementos  que  se  van  a 
ordenar,  es  2*  para  algún  entero  positivo  U  determina  el 
numero  de  comparaciones  utilizadas  por  una  ordenación 
por  lomeo  para  obtener  el  mayor  elemento  de  la  lisia. 

17.  ¿Cuántas  comparaciones  son  necesarias  para  obtener 
el  segundo  mayor  el  tercer  mayor*  ele.,  hasta  llegar  al 
(n  -  1  Pésimo  mayor  elemento  de  una  lista? 

1H.  Muestra  que  una  ordenación  por  torneo  requiere  0( n  log 
n)  comparaciones  para  ordenar  una  lista  de  n  elemen¬ 
tos*  { indicación;  Inserta  el  número  apropiado  de  ele¬ 


mentos  mudos  que  sean  por  definición  menores  que  to¬ 
dos  los  enteros,  por  ejemplo*  y  supon  que  n  -  2*  para 
algún  entero  positivo  k ), 

19*  ¿Cuáles  de  estos  códigos  son  códigos  instantáneos? 

a)  a:  II.  e:0&  t :  10*  *:01 

b)  a:  0,  e:  1,  i:  01,  s:  001 

c)  a:  101,  e:  11,  r:  001,  siOll,  n:  010 

d)  aiOlO,  e:  11,  /:  01 1,  j:  1011,  mlQül*  í\  10101 

20.  Construye  el  árbol  binario  con  códigos  instantáneos  que 
representan  estos  esquemas  de  código 

a)  a:  II*  e:0 .  n  101,  100 

b)  a:  I.  e:  01,  i;  101*  s:  OGÜ!,  n:  00001 

c)  a:  1010.  e:0,  n  II,  *v:  1011,  n:  1001*  i:  10001 

21*  ¿Cuáles  son  las  codificaciones  de  a,  e,  L  k.  oA  p  y  u  sí  el 
esquema  del  código  es  el  representado  por  este  árbol? 


22*  Dado  el  esquema  de  código  a:  001,  h'  0001,  e:  1 .  n  (KXK). 
s:  0100,  /:  01 1,  x:  01010,  obten  la  palabra  representada  por 

a)  01110100011 

h)  0001110000 

c)  D10M01Ü10 

d)  01100101010 

23*  Utiliza  la  codificación  de  IluíTman  para  codificar  los  si¬ 
guientes  símbolos  con  las  frecuencias  dadas:  a:  0,20,  b: 
0*10*  c:  0*15.  d:  0,25,  e:  0,30,  ¿Cuál  es  el  número  pro¬ 
medio  de  hits  necesarios  para  codificar  un  carácter? 

24*  Utiliza  la  codificación  de  Huffman  para  codificar  los  si¬ 
guí  e  1 1 1  e  s  s  f  m  b<  dos  con  1  as  I  :  rec  u  e  n  ci  a  s  da  das :  A :  0  *  1  ( ),  B : 
0,25,  C:  0,05,  D:  0,15,  E:  0,30.  F:  0*07*  G:  0,08*  ¿Cuál  es 
el  número  promedio  de  bits  necesarios  para  codificar  un 
carácter? 

25*  Construye  dos  códigos  de  Huffman  distintos  para  estos 
símbolos  y  frecuencias:  i:  0,2,  ti:  0*3,  v:  0*2t  w:  0*3* 

26*  a)  Utiliza  la  codificación  de  Huffman  para  codificar  los 
siguientes  símbolos  con  las  frecuencias  dadas:  a:  0,4,  h: 
0,2,  c:  0.2.  d:  0,1,  e:  0,1  de  dos  modos  distintos*  resol¬ 
viendo  los  empates  en  el  algoritmo  de  manera  diferente 
Primero,  entre  los  árboles  de  peso  mínimo  selecciona 
dos  árboles  con  el  mayor  numero  de  vértices  para  com¬ 
binarlos  en  cada  etapa  del  algoritmo.  En  segundo  lu¬ 
gar.  entre  los  árboles  de  peso  mínimo  selecciona  dos 
arboles  con  el  menor  número  de  vértices  en  cada  fase. 
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h)  Calcula  d  promedio  de  bits  necesarias  para  codificar 
un  símbolo  con  cada  uno  de  ios  códigos  anteriores  y 
calcula  las  varianzas  de  ese  número  de  bits  para  cada 
código,  ¿Cuál  de  los  dos  procedimientos  para  resol¬ 
ver  los  empates  da  la  menor  varianza  en  d  número  de 
bits  necesarios  para  codificar  un  símbolo? 

27.  Construye  un  código  de  Huffman  para  las  letras  cid  alfa¬ 
beto  inglés  sabiendo  que  las  frecuencias  de  las  letras  en 
un  texto  típico  en  inglés  son  las  que  se  muestran  en  esta 
tabla. 


Letra 

Frecuencia 

Letra 

Frecuencia 

A 

0,0817 

N 

0,0662 

B 

0,0145 

O 

0,0781 

C 

0,0248 

P 

0,0156 

D 

0,043 1 

Q 

0,0009 

E 

0,1232 

R 

0,0572 

F 

0,0209 

S 

0,0628 

G 

0,0182 

T 

0,0905 

H 

0,0668 

U 

0,0304 

1 

0,0689 

V 

0,0102 

J 

0.0010 

W 

0,0 264 

K 

0,0080 

X 

0,0015 

L 

0,0397 

Y 

0,021 1 

M 

0,0277 

Z 

0,0005 

Supongamos  que  m  es  un  entero  positivo  con  m  >  2.  Un  códi¬ 
go  de  Huffman  m -ario  para  un  conjunto  de  N  símbolos  se 
puede  construir  de  manera  análoga  a  la  construcción  del  código 
de  1  intiman  binario.  En  el  paso  inicial,  se  combinan  ((N  1 ) 

inrnl  (m  -  1))  +  i  árboles  de  peso  mínimo  que  constan  de  un 
solo  vértice  para  formar  un  árbol  con  raíz  que  tiene  a  estos 
vértices  como  hojas.  En  cada  uno  de  los  pasos  siguientes,  los 
m  árboles  de  menor  peso  se  combinan  para  formar  un  árbol 
m -ario, 

28.  Describe,  dando  el  pseudoeódígo,  el  algoritmo  de  cons¬ 
trucción  del  código  de  Huffman  w-ario. 

29.  Utiliza  los  símbolos  0,  1  y  2  y  la  codificación  de  Huff¬ 
man  ternaria  (m  =  3)  para  codificar  las  letras  con  las  fre¬ 
cuencias  dadas:  A:  0,25,  E:  0,30,  N:  (UO,  R:  0,05,  T: 
0,12,  Z:  0,18. 

30.  Considera  los  símbolos  A,  B  y  C  de  frecuencias  A:  0,80, 
B:  0J9  y  C:  0,01. 

a)  Construye  la  codificación  de  Huffman  para  estos 
tres  símbolos. 

b)  Forma  un  conjunto  de  nueve  símbolos,  agrupando 
en  bloques  de  dos  símbolos,  A  A,  A  FE  AC,  RA,  BR, 
EC,  CA,  CB  y  CC.  Construye  un  código  de  Huff¬ 
man  para  estos  nueve  símbolos,  suponiendo  que  las 
apariciones  de  los  símbolos  en  el  texto  original  son 
sucesos  independientes. 

c)  Compara  el  número  promedio  de  bits  necesarios 
para  codificar  texto  utilizando  la  codificación  de 
Huffman  para  tres  símbolos  dd  apartado  (a)  y  la 
codificación  de  Huffman  para  nueve  bloques  de  dos 
símbolos  construida  en  el  apartado  (b),  ¿Cuál  es 
más  eficiente? 


31.  Dados  n  +  1  símbolos,  xrxr  x  7  x  7  que  aparecen  ] 
j\ ,  j'v  veces  en  una  cadena  de  símbolos,  respectiva¬ 
mente,  siendo  /'  d  fésimo  número  de  Fibonacci,  ¿cuál  es 
el  máximo  número  de  bits  utilizado  para  codificar  un 
símbolo  si  en  cada  etapa  dd  algoritmo  de  codificación  de 
Huffman  se  consideran  todas  las  formas  posibles  de  re¬ 
solver  los  empates? 

*32.  Muestra  que  los  códigos  de  Huffman  son  óptimos  en  el 
sentido  de  que  representan  una  cadena  de  símbolos  utili¬ 
zando  la  menor  cantidad  de  bits  posible  entre  todos  los 
c  ód i  go  s  i  ns  t  ar i  táneo  s . 

33.  Dibu  ja  un  árbol  de  juego  para  el  nim  si  la  posición  inicia! 
consiste  en  dos  montones  con  2  y  3  piedras,  respectiva¬ 
mente.  Cuando  dibujes  el  árbol,  representa  con  d  mismo 
vértice  las  posiciones  simétricas  que  dan  tugar  al  mismo 
movimiento.  Calcula  d  valor  de  cada  vértice  del  árbol  de 
juego.  ¿Quién  gana  el  juego  si  ambos  jugadores  siguen 
una  estrategia  óptima? 

34.  Dibuja  un  árbol  de  juego  para  el  nim  si  la  posición  inicial 
consiste  en  tres  montones  con  uno.  dos  y  tres  piedras, 
respectivamente.  Cuando  dibujes  el  árbol,  representa  con 
el  mismo  vértice  las  posiciones  simétricas  que  dan  lugar 
ai  mismo  movimiento.  Calcula  el  valor  de  cada  vértice 
del  árbol  de  juego,  ¿Quién  gana  el  juego  si  ambos  juga¬ 
dores  siguen  una  estrategia  óptima? 

35.  Supongamos  que  variamos  el  pago  del  jugador  ganador 
en  d  juego  dd  nim  de  modo  que  el  jugador  obtiene  n 
euros  cuando  n  es  d  número  de  movimientos  válidos 
realizados  ames  de  alcanzar  una  posición  terminal.  Ob¬ 
ten  el  pago  del  primer  jugador  si  la  posición  inicial 
consiste  en 

a)  dos  montones  con  una  y  tres  piedras,  respectiva¬ 
mente. 

hi  dos  montones  con  dos  y  cuatro  piedras,  respectiva¬ 
mente. 

c)  tres  montones  con  una,  dos  y  tres  piedras,  respeeli 
v  ámente. 

36.  Supongamos  que  en  una  variante  dd  juego  del  nim  per¬ 
mitirnos  a  un  jugador  bien  retirar  una  o  más  piedras  de  un 
montón  o  bien  juntar  dos  montones  siempre  que  ai  me¬ 
nos  quede  una  piedra.  Di  buja  un  árbol  de  juego  para  esta 
variación  del  nim  sí  la  posición  inicial  consiste  en  fres 
montones  que  condenen  dos,  dos  y  una  piedra,  respecti¬ 
vamente.  Obten  los  valores  de  cada  vértice  en  el  árbol  de 
juego  y  determina  el  ganador  si  ambos  jugadores  siguen 
una  estrategia  óptima. 

37.  Dibuja  d  subárbol  de!  árbol  de  juego  de  tres  en  raya  co¬ 
menzando  en  cada  una  de  las  posiciones  siguientes.  Cal 
cuta  el  valor  de  cada  uno  de  estos  su  barbóles. 


0 

X 

X 

b>  x 

0 

X 

X 

0 

o  s 

0 

X 

X 

X 

0 

Árboles  615 


*  X 

0 

ti) 

0 

X 

0 

0 

X 

0 

X 

X 

X 

0 

38.  Supongamos  que  los  cuatro  primeros  movimien¬ 
tos  de  una  partida  de  tres  en  raya  son  los  que  se 
muestran  en  las  figuras.  ¿Tiene  el  primer  juga¬ 
dor,  cuyos  movimientos  se  representan  por  X, 
alguna  estrategia  que  le  permita  ganar  siempre? 


al  X 

0 

X  1,1  X 

0 

X 

0 

c) 

0 

0 

X  dl  X 

X 

X 

0 

0 

0 

39.  Demuestra  que  si  un  juego  de  nim  comienza 
con  dos  montones  de  igual  número  de  pie¬ 
dras,  siempre  que  este  número  sea  al  menos 
dos,  el  segundo  jugador  gana  cuando  ambos 
jugadores  siguen  la  estrategia  óptima. 

40.  Demuestra  que  si  un  juego  de  nim  comienza 
con  dos  montones  con  distinto  número  de  pie¬ 
dras,  el  primer  jugador  gana  cuando  ambos 
jugadores  siguen  la  estrategia  óptima. 


41,  ¿Cuántos  hijos  tiene  la  raíz  de  un  árbol  del 
juego  de  damas?,  ¿cuántos  nietos? 

42,  ¿Cuántos  hijos  tiene  la  raíz  de  un  árbol  de 
juego  de  nim  y  cuántos  nietos  si  la  posición 
inicial  es 

a)  montones  de  cuatro  y  cinco  piedras,  res- 
pee  tí  v  ámenle. 

b)  montones  de  dos.  tres  y  cuatro  piedras, 
respectivamente. 

c)  montones  de  una.  dos,  tres  y  cuatro  pie¬ 
dras,  respectivamente, 

d)  montones  de  dos,  dos,  tres,  tres  y  cinco 
p te d ras ,  res pect i v a m ente. 

43.  Dibuja  el  árbol  de  juego  para  el  juego  de  tres 
en  raya  para  los  niveles  correspondientes  a 
los  dos  primeros  movimientos.  Asigna  el  va¬ 
lor  de  la  función  de  evaluación  mencionada 
en  el  capítulo  que  asigna  a  una  posición  el 
número  de  líneas  que  no  contienen  Os  me¬ 
nos  el  número  de  líneas  que  no  contienen  Xs 
como  el  valor  de  cada  vértice  en  ese  nivel  y 
calcula  el  valor  del  árbol  para  los  vértices  su¬ 
poniendo  que  la  función  de  evaluación  da  el 
valor  correcto  para  dichos  vértices. 

44.  Utiliza  pseudoeódigo  para  describir  un  algo¬ 
dono  que  detenniue  el  valor  de  un  árbol  de 
juego  cuando  ambos  jugadores  siguen  una  es¬ 
trategia  minimax. 


9.3  Recorridos  en  árboles 

, 


INTRODUCCIÓN 


Los  árboles  ordenados  con  raíz  se  utilizan  frecuentemente  para  almacenar  la  información.  Neee- 
Kniaccs  sitamos  proced imientos  que  permitan  visitar  cada  uno  de  los  vértices  de  dichos  árboles  para  ac¬ 
ceder  a  los  datos.  Describiremos  varios  algoritmos  importantes  para  recorrer  los  vértices  de  un  ár¬ 
bol  ordenado  con  raíz.  Los  árboles  ordenados  con  raíz  también  pueden  utilizarse  para  representar 
varios  tipos  de  expresiones,  tales  como  expresiones  aritméticas  que  involucran  números,  variables 
y  operadores.  A  la  hora  de  evaluar  una  expresión,  puede  ser  útil  disponer  de  todas  las  posibles  lis¬ 
tas  de  vértices  de  los  árboles  ordenados  con  raíz  que  se  usan  para  representar  dicha  expresión. 

‘ 

SISTEMA  DE  ETIQUETADO  UNIVERSAL 


Los  procedimientos  para  recorrer  todos  los  vértices  de  un  árbol  ordenado  con  raíz  se  basan  en  las 
ordenaciones  definidas  en  los  hijos.  En  esle  íipo  de  árboles,  los  hijos  de  un  vértice  interno  se  mues¬ 
tran  de  izquierda  a  derecha  al  dibujar  estos  grajos  dirigidos. 

Describiremos  un  modo  de  ordenar  totalmente  los  vértices  de  un  árbol  ordenado  con  raíz. 
Para  construir  este  orden  total,  primero  debemos  etiquetar  todos  los  vértices.  Esto  lo  hacemos  re¬ 
cursivamente:  0 

L  Etiquetamos,  la  raíz  con  el  entero  0.  Luego  etiquetamos  sus  k  hijos  (al  nivel  1 )  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  con  Jos  enteros  L  2,  3, ....  k. 
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EJEMPLO  1 


o 


3X2.2  3X14 

Figura  L  Sistema  de  etiquetado  universal  de  jü  árbol  ordenado 
con  raíz. 

2.  Para  cada  vértice  v  del  nivd  n  con  etiquetad*  etiquetamos  sus  A.  hijos,  de  izquierda  a  de¬ 
recha,  eomoXl,  A2,  Ai,, 

Siguiendo  este  proceso,  un  vértice  v  del  nivel  para  n  s  1,  está  etiquetado  por  xt  *x,  * ...  *xn9  donde 
el  único  camino  desde  la  raíz  hasta  r  pasa  por  el  vértice  . k  en  el  nivel  1,  por  el  vértice  a,  en  el 
nivel  2,  etc.  Este  modo  de  etiquetar  se  denomina  sistema  de  etiquetado  universal  o  canónico  del 
árbol  ordenado  con  raíz. 

Podemos  ordenar  totalmente  los  vértices  utilizando  el  orden  lexicográfico  de  ías  etiquetas 
asignadas  con  el  sistema  de  etiquetado  universal.  El  vértice  etiquetado  x¡  ■  \2  *  ...  ■  xm  es  menor  que 
el  vértice  y3  ■  y,  * -  ym  si  existe  un  índice  /,  0  s  /  s  n,  con  a,  -  vr  x,  =  y2,  .v  _}  -  y.  }  y  x.  <yr  o 
bien  si  n  <  m  y  xt  =  yr  para  /  -  1,2, ....  n. 

En  el  árbol  ordenado  de  la  Figura  l  se  muestran  junto  a  los  vértices  las  etiquetas  proporcionadas 
por  el  sistema  de  etiquetado  universal.  El  orden  lexicográfico  de  las  etiquetas  es: 

0<1  <  1.1  <  1.2 <  1.3<2<3<3.l<3.1.l  <  3X2  <3X2.1  <  3X23 <3X23  <3X2.4 
<3X3  <3.2  <4  <4,1  <5  <5.1  <  5X1  <  5.2  <  5.3  4 


ALGORITMOS  DE  RECORRIDO 


Los  procedimientos  para  el  recorrido  sistemático  de  los  vértices  de  un  árbol  ordenado  con  raíz  se 
llaman  al gor Unios  de  recorrido  de  un  árbol.  Descri oiremos  tres  de  estos  algoritmos,  los  que  se 
utilizan  con  mayor  frecuencia,  llamados  recorrido  en  preorden,  recorrido  en  inorden  y  reco¬ 
rrido  en  postorden.  Cada  uno  de  estos  algoritmos  se  puede  definir  de  modo  recursivo.  En  primer 
lugar,  definimos  el  recorrido  en  preorden. 


Sea  7  un  árbol  ordenado  con  raíz  r.  Si  T  consta  sólo  de  r,  entonces  r  es  el  recorrido  en  pre - 
orden  de  T.  En  otro  caso,  supongamos  que  i  v  Tv  ...T  F  son  los  subárboles  de  r  listados  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  en  T.  El  recorrido  en  preorden  comienza  visitando  r9  continua  recorriendo 
71  en  preorden,  luego  7  ¿  en  preorden  y  así  sucesivamente  hasta  recorrer  7^  en  preorden. 


DEFINICION  1 


Árboles  617 


EJEMPLO  2 


Ejemplos 
ad  ¡dónales 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  3 


Ejemplo* 

adíriónaiei 


Figura  2,  Recorrido  en  preorden. 


Figura  3.  El  árbol  ordenado  con  raíz  7. 


El  lector  puede  verificar  que  el  recorrido  en  preorden  de  un  árbol  ordenado  con  raíz  proporciona  el 
mismo  orden  en  los  vértices  que  el  obtenido  con  el  sistema  de  etiquetado  universal.  La  Figura  2  in¬ 
dica  cómo  se  lleva  a  cabo  dicho  recorrido* 

El  Ejemplo  2  ilustra  el  recorrido  en  preorden. 

¿En  qué  orden  visita  un  recorrido  en  preorden  los  vértices  del  árbol  ordenado  con  raíz  de  la  Figura  3? 

Solución:  Los  pasos  realizados  en  el  recorrido  en  preorden  de  7  se  muestran  en  !a  Figura  4.  Atra¬ 
vesamos  7  en  preorden  listando,  en  primer  lugar,  la  raíz  a,  seguida  de  la  lista  recorrida  en  preorden 
del  subárbol  con  raíz  b,  la  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  de  raíz  c  (que  es  simplemente  c) 
y  la  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  d. 

La  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  b  comienza  en  bf  seguida  de  la  lisia  recorrida 
en  preorden  del  subárbol  con  raíz  e  y  luego  la  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  /  (que  es 
simplemente/).  La  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  d  comienza  en  d,  seguida  de  la  lis¬ 
ia  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  g,  seguida  de  la  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol 
con  raíz  h  (que  es  sólo  h).  finalizando  con  el  subárbol  con  raíz  /  (que  es  simplemente  i). 

La  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  e  comienza  con  el  vértice  e,  seguida  por 
la  lista  recorrida  en  preorden  deí  subárbol  con  raíz  j  (que  es  sólo  y),  seguida  por  la  lista  recorrida  en 
preorden  del  subárbol  con  raíz  k.  La  lista  recorrida  en  preorden  del  subárbol  con  raíz  g  es  g,  se¬ 
guida  de  /  y  a  continuación  de  m.  La  lista,  en  preorden,  relativa  al  subárbol  con  raíz  k  es  k,  n,  o , 
En  consecuencia,  el  recorrido  en  preorden  de  1  es  at  h,  e,  j,  k,  ny  pyf*  c,  d,  g ,  /,  m7  h ,  /.  M 

A  continuación  definimos  el  recorrido  en  inorden. 


Sea  T  un  árbol  ordenado  con  raíz  r,  Si  7  consta  sólo  de  r ;  entonces  r  es  el  recorrido  en  inor¬ 
den  de  7.  En  otro  caso,  supongamos  que  Tv  T7¡ ....  7  son  los  subárboles  de  r  listados  de  iz¬ 
quierda  a  derecha  en  7.£!  recorrido  en  inorden  comienza  recorriendo  Tx  en  inorden  y  conti¬ 
nua  visitando  r\  a  co|tinuación  recorre  T1  en  inorden,  después  7^  en  inorden  y  así 
sucesivamente  hasta  recorrer  T  en  inorden* 

| 


La  Figura  5  indica  cómo  se  lleva  a  cabo  el  recorrido  en  inorden.  El  Ejemplo  3  ilustra  el  modo  de 
visitar  los  vértices  de  un  árbol  con  este  tipo  de  recorrido. 

¿En  qué  orden  visita  un  recorrido  inorden  los  vértices  deí  árbol  ordenado  con  raíz  7  de  la  Figura  3? 

Solución  Los  pasos  dados  por  el  recorrido  en  inorden  de  un  árbol  ordenado  con  raíz  7  se  mues¬ 
tran  en  Ja  Figura  6  El  recorrido  en  inorden  comienza  con  el  recorrido  en  inorden  del  subárbol  con 
raíz  ó,  la  raíz  a ,  la  lista  dedos  vértices  del  subárbol  con  raíz  c  recorrido  en  inorden,  que  es  c\  y  la 
lista  de  los  vértices  del  subárbol  de  raíz  d  visitados  en  inorden. 
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La  lista  de  los  vértices  del  subárbol  con  raíz  b  recorrida  en  iporden  comienza  con  la  lista  de 
los  vértices  del  subárbol  con  raíz  t\  la  raíz  b  y/.  La  lista,  dada  en  inorden,  de  los  vértices  del 
su  barbe  íl  con  raíz  d  comienza  con  la  lista  recorrida  en  monden  del  subárbol  con  raíz  g,  seguida  de 
la  raíz  ti  seguida  por  h  y  finaliza  con  i. 

La  lista  dada  en  inorden  del  subárbol  con  raíz  e  es seguida  de  la  raíz  e  y  de  la  lista  en  inor¬ 
den  de  los  vértices  del  subárbol  con  raíz  k  La  lista  dada  en  inorden  del  subárbol  con  raíz  g  es  L  g. 


ni.  La  lista  dada  en  inorden  del  subárbol  con  raíz  k  es  kt  o ,  p.  Por  tanto,  la  lista  con  los  vértices 
recorridos  en  inorden  es  j\  en  th  k ,  o ,  p ,  b,f,  a ,  c,  g,  r?u  dy  II  ¿.  ^ 


Pasamos  a  dar  la  definición  de  recorrido  en  post orden. 


o 


Árboles 


6W 


DEFINICIÓN  .1 


EJEMPLO  4 


bjtmpfc» 

adldonden 


r 


Paso  1: 
Visita  Tt  en 
inorden 


Paso  3; 
Visita  ti 
inorden 


Paso  n  +  1 : 
Visita  Tn  en 
inorden 


Faso  2:  Vjsira  r 

Recorrido  en  morder» 


Figura  5,  Recorrido  en  inorden. 


SS|¡¥&í®®$r' 


> 


Sea  T  un  árbol  ordenado  con  raíz  r .  Si  T  consta  sólo  de  r,  entonces  r  es  el  recorrido  en 
postorden  de  ti  En  otro  caso,  supongamos  que  7/  7,t  Tn  son  los  subárboles  de  r  listados  de 
izquierda  a  derecha  en  T.  El  recorrido  en  postorden  comienza  recorriendo  T¡  en  postorden, 
luego  recorre  í\  en  poslorden  y  así  sucesivamente  hasta  recorrer  T  en  postorden  y  finaliza  vi¬ 
sitando  r. 


La  Figura  7  ilustra  cómo  se  recorre  un  árbol  en  postorden  y  el  Ejemplo  4  muestra  cómo  funciona 
el  recorrido  en  postorden, 

¿En  qué  orden  visita  un  recorrido  en  postorden  los  vértices  det  árbol  ordenado  con  raíz  de  la  Figura  S! 


Solución:  Los  pasos  del  recorrido  en  postorden  de  un  árbol  con  rafe  T  se  muestran  en  la  Figura  8, 
El  recorrido  en  postorden  comienza  con  el  recorrido  en  postorden  del  subárbol  con  raíz  h ,  segui¬ 
do  del  recorrido  en  postorden  del  subárbol  con  raíz  c\  que  es  t\  continúa  con  el  recorrido  en 
poslorden  del  subárbol  con  raíz  d  y  finaliza  con  el  vértice  í¿,  la  raíz. 


El  recorrido  en  postorden  del  subárbol  con  raíz  b  comienza  con  el  recorrido  en  postorden 
del  subárbol  con  raíz  e,  seguido  de/ y  de  h ,  la  raíz.  El  recorrido  en  postorden  del  subárbol  con 
raíz  d  comienza  con  los  vértices  del  subárbol  con  raíz  g  recorrido  en  postorden,  seguido  de  h,  i 
y  la  raíz  d. 

El  recorrido  en  postorden  del  su  barbo!  con  raíz  e  Comienza  con/  seguido  por  el  recorrido  en 
postorden  del  subárbol  con  raíz  k ,  seguido  de  la  raíz  e.  El  recorrido  en  poslorden  del  subárbol  con 
raíz  g  es  U  m ,  g,  mientras  que  el  del  subárbol  con  raíz  k  es  il  o,  />,  k ,  Fot  tanto,  el  recorrido  en 
poslorden  de  T  es/  n7  o ,  p,  k>  e,/  b,  c ;  /,  m ,  g ,  /i*  /  d *  a .  *4 


I  lay  métodos  sencillos  para  enum  srar  los  vértices  de  un  árbol  con  cualquiera  de  los  tres  ór¬ 
denes  presentados  anteriormente.  Para  e  lo,  primero  dibujamos  una  cun  a  alrededor  de  un  árbol  or¬ 
denado  con  raíz  comenzando  en  la  raíz  y  moviéndose  a  lo  largo  de  las  aristas  como  se  muestra  en 
el  ejemplo  de  la  Figura  9.  Podemos  enumerar  los  vértices  en  preorden  sin  más  que  listar  cada  vér¬ 
tice  la  primera  vez  que  la  cun  a  pasa  por  él.  Podemos  hacerlo  en  inorden  cuando  listamos  una  hoja 
Ja  primera  vez  que  la  cun  a  pasa  por  ella  y  listando  cada  vértice  interno  la  segunda  vez  que  la  cur¬ 
va  pasa  por  él.  Podemos  enumerar  los  vértices  en  poslorden  sin  más  que  listar  cada  vértice  la  úl¬ 
tima  vez  que  pasamos  por  el  en  el  camino  de  vuelta  hacia  su  padre.  Cuando  se  hace  esto  en  el  ár¬ 
bol  de  la  Figura  9,  se  obtiene  que  el  recorrido  en  preorden  da  la  lista  a,  b ,  dt  h,  ef  i.  /  c,f,  g,  k;  en 
inorden  es  h,  dt  h,  i,  ej,  a,fr  r,  k.  gr  y  en  postorden  es  ht  d,  ijf  e,  b.  f.  k,  g,  ct  a. 

Los  algoritmos  de  recorrido  de  árboles  ordenados  en  predrden,  inorden  y  postorden  se  pueden 
expresar  fácilmente  en  modo  recursivo? 
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T  a 


Recorrí  d  o  e  n  i  ti  ord  e  n :  Visitad 
subárbol  situado  más  a  la  izquierda, 
visita  la  raíz,  visita  los  restantes 
subárboles  de  izquierda  a  derecha 


h  a  c  d 


j  e  k  b  f  a  c  l 


n  o  p 


S 


rn  d 


h  i 


j  e  nkopbfactg  m  d  h  i 


Figura  6.  1:1  recorrido  en  iiíorden  de  T. 

r  Paso  n  +  1 :  Visita  r 


en  postorden  en  postorden  en  post  orden 


Figura  7.  Recorrido  en  p  os  l  orden 
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alcíokitmo  i  Recorrido  en  preorden 


procedur e preanlen(T:  árbol  ordenado  con  raí?) 
r  :=  raíz  de  7 
enumerar  r 

íbr  cada  hijo  c  de  r  de  izquierda  a  derecha 

begin 

T(c) subárhol  de  rafe  í 
pr cor  den  [T{c)) 

end 


Recorrido  en  pustorden:  Visita 
los  subárboles  tic  izquierda  a  derecha; 
v  istia  la  raí/. 


h  c  d  a 


kefbeímgh  i  d  a 


n  o  p 


j  nopkefhc  i  m  $  h 


o 


Figura  K.  El  recorrido  en  postorden  de  T. 


i  d  a 

*  *  • 
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Fíg  u  r;i  9*  Una  íom  i  a  sene  illa  de  recorre  r  i  m 
árbol  ordenado  con  raíz  en  prcordcn,  morden 
y  postorden. 


ALGORITMO  2  Recorrido  en  inorden 


procedo  re  inorden(T:  árbol  ordenado  con  raíz) 
r  :=  raíz  de  7' 

ir  r  es  una  hoja  then  enumerar  r 

else 

begin 

/  :=  primer  hijo  de  r  de  izquierda  a  derecha 
T{¡) subárbol  de  raíz  / 

Ínorden(T{l)) 
listar  r 

for  cada  hijo  ¿  de  r  excepto  para  /  y  de  izquierda  a  derecha 
Tic) subárbol  de  raíz  c 
¡norden(T{t')} 

end 


ALGORITMO  3  Recorrido  en  postorden 


procedo  re  postor den(  T:  árbol  ordenado  con  raíz) 
r  raíz  de  T 

for  cada  hijo  c  de  r  de  izquierda  a  derecha 

begin 

T(c)  :=  subárbol  de  raíz  c 
postorden(T(c)) 

end 

listar  r 


v&' 


NOTACIÓN  INFIJA,  PREFIJA  Y  POSTFIJA 


Podemos  representar  expresiones  complejas,  tales  como  fórmulas  preposicionales,  combinaciones 
de  conjuntos  y  expresiones  aritméticas,  mediante  árboles  ordenados  con  raíz.  Por  ejemplo,  consi¬ 
deremos  la  representación  de  una  expresión  aritmética  que  involucra  los  operadores  +  (suma), 
-(resta),  *  (multiplicación),/ (división)  y  T  (exponenciación).  Utilizamos  los  paréntesis  para  in- 
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$p 


Jgíí 

-C  ■ 


1 

■A; 


Wl 


Figura  10,  Una  representación  mediante  un  árbol  binario  fie  ((a  +  v)  T  (2)+  ((a  -  4)/3). 


dicar  e!  orden  de  las  operaciones.  Se  puede  utilizar  un  árbol  ordenado  con  raíz  para  representar  di¬ 
chas  expresiones,  en  el  que  los  vértices  internos  representan  operaciones  y  las  hojas  representan 
variables  o  números.  Cada  operación  actúa  sobre  sus  subárboles  izquierdo  y  derecho. 

EJEMPLO  5  ¿Cuál  es  el  árbol  ordenado  con  raíz  que  representa  a  la  expresión  {(x  +  y)  T  2}  +  ((x  -  4)/3)? 

Solución:  El  árbol  binario  para  esta  expresión  se  puede  construir  de  abajo  a  arriba.  Primero,  se  cons¬ 
truye  un  subárbol  para  la  expresión  x  +  y.  Posteriormente,  este  subárbol  se  incorpora  a  otro  mayor 
que  representa  a  Ea  expresión  (x  +  y)  T  2.  También  se  construye  un  subárbol  para  x  -  4  y  luego  se  in¬ 
corpora  al  subárbol  que  representa  a  (x  -  4)/3.  Finalmente,  los  subárboles  que  representan  a  (x  +  y) 
T  2  y  (x  —  4)/3  se  combinan  para  formar  un  árbol  ordenado  con  raíz  que  representa  a  la  expresión 
((a  +  y)  T  2)  +  ((x  “  4)/3).  Los  diferentes  pasos  del  proceso  se  muestran  en  la  Figura  10,  M 


EJEMPLO  6 


Un  recorrido  en  inorden  de  un  árbol  binario  que  representa  una  expresión  reproduce  la  ex¬ 
presión  original  con  los  elementos  y  las  operaciones  en  el  orden  en  que  aparecían  inicialmente, 
excepto  para  los  operadores  únanos,  que  aparecen  inmediatamente  después  de  sus  operandos.  Por 
ejemplo,  los  recorridos  en  inorden  para  los  árboles  binarios  de  la  Figura  1 1,  que  representan  las 
expresiones  (x  +  y)l(x  +  3),  (x  +  (ya))  T  3,  x  T  (y/ (a  +  3)),  producen  todos  la  misma  expresión  infija 
x  +  y/x  +  3.  Para  evitar  la  ambigüedad,  es  necesario  incluir  paréntesis  en  el  recorrido  en  inorden 
siempre  que  encontremos  una  operación.  La  expresión  completa,  incluyendo  los  paréntesis,  ob¬ 
tenida  de  este  modo  se  llama  expresión  infija  o  forma  infijo  de  la  expresión. 

Se  dirá  que  la  expresión  está  en  forma  prefija  cuando  la  expresión  se  escribe  recorriendo  el 
árbol  en  preorden.  Las  expresiones  en  forma  prefija  se  dice  que  están  escritas  en  notación  polaca, 
llamada  así  en  honor  a!  lógico  polaco  Jan  Lukasíewiez.  Una  expresión  en  notación  prefija  (donde 
cada  operación  tiene  un  número  fijado  de  operandos)  no  es  ambigua,  así  que  no  es  necesario  el  uso 
de  paréntesis.  La  verificación  de  este  hecho  se  deja  como  ejercicio  para  el  lector. 


x  y  x  3  y  x  x  3 


Figura  II.  Árboles  con  raíz  que  representan  a  las  expresiones  (x  +  y)/(x  +  3),  (x  +  ( y/x  +  3)) 
y  x  +  (y/(x  +  3», 
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EJEMPLO  7 


En  tac  es 


EJEMPLO  f¡ 


EJEMPLO  9 


Enlaces 


Solución:  Obtenemos  la  forma  prefija  de  esa  expresión  sin  más  que  recorrer  el  árbol  binario  que 
la  représenla,  mostrado  en  la  Figura  10.  F1  resultado  es  +  T  +  xy  2/  a  4  3.  ^ 

En  la  forma  prefija  de  una  expresión,  un  operador  binario,  como,  por  ejemplo,  +,  precede  a 
sus  tíos  operandos.  Por  eso,  podemos  evaluar  una  expresión  en  forma  prefija  trabajando  de  dere¬ 
cha  a  izquierda.  Cuando  encontramos  un  operador,  realizamos  el  cálculo  correspondiente  con  los 
tíos  operandos  que  se  encuentran  inmediatamente  a  la  derecha  del  operador.  Además,  siempre  que 
se  realiza  una  operación,  el  resultado  se  considera  como  un  nuevo  operando. 

¿Cuál  es  el  valor  de  la  expresión  prefija  +  -*235/123  4? 

Solución:  Las  evaluaciones  de  esta  expresión,  leída  de  derecha  a  izquierda  y  realizando  las  operaciones 
sobre  los  operandos  a  la  derecha,  se  muestran  en  la  Figura  1 2.  El  valor  de  la  expresión  es  3.  ^ 

Obtenernos  la  forma  posífija  de  una  expresión  cuando  recorremos  su  árbol  binario  en  post- 
orden.  Las  expresiones  escritas  en  forma  postfija  se  dice  que  están  en  notación  polaca  inversa. 
Las  expresiones  en  notación  polaca  inversa  no  son  ambiguas,  así  que  los  paréntesis  no  son  nece¬ 
sarios.  El  comprobarlo  se  deja  al  cuidado  de!  lector. 

¿Cuál  es  la  forma  postfija  de  la  expresión  ({r  +  y)  T  2)  +  í(.v  4)/3)? 

Solución:  La  forma  postfija  de  la  expresión  se  obtiene  llevando  a  cabo  un  recorrido  en  postorden 
por  el  árbol  binario  asociado  a  esta  expresión,  que  se  muestra  en  la  Figura  10.  El  resultado  es  v  v 
+  2  T  ,t  4  -  3/  +.  "  < 

En  la  forma  postfija  de  una  expresión,  los  operadores  binarios  van  detrás  de  sus  dos  operan- 
dos.  Así,  para  evaluar  una  expresión  escrita  en  forma  posífija,  basta  con  leerla  de  izquierda  a  de¬ 
recha.  realizando  Las  operaciones  siempre  que  un  operador  siga  a  dos  operandos.  Tras  realizar  la 
operación,  el  resultado  se  convierte  en  un  nuevo  operando, 

¿Cuál  es  ei  valor  de  la  expresión  postfija  723*-4  Í9  3/  +  ? 

Solución.  Las  evaluaciones  de  esta  expresión,  leída  de  izquierda  a  derecha,  y  realizando  las  ope¬ 
raciones  cuando  dos  operandos  van  seguidos  de  un  operador  se  muestran  en  la  Figura  13.  El  valor 
de  la  expresión  es  4.  ^ 

Los  árboles  con  raíz  se  pueden  utilizar  para  representar  otro  tipo  de  expresiones,  como  las 
fórmulas  preposicionales  y  las  combinaciones  de  conjuntos.  En  estos  ejemplos  pueden  aparecer 
operadores  únanos  como  ía  negación  en  el  caso  de  las  fórmulas.  Para  representar  este  tipo  de  ope¬ 
rador  y  a  su  operando  utilizamos  un  vértice  para  el  operador  y  un  hijo  para  su  argumento. 


JAN  MJKASIEWICZ 1 1878-15156)  Jan  Lukasiewicz  nació  en  d  seno  tic  una  familia  de  lengua  polaca  en  Lvov .  Ln  Aq uel 
tiempo.  Lvov  era  pane  de  Austria,  pero  ahora  é'sia  en  Ucrania.  Su  padre  fue  capitán  del  ejército  austríaco.  Lukasicwrcz  ve 
interesé  por  fas  matemáticas  durante  su  enseñanza  secundaria.  Estudio  matemáticas  y  filosofía  en  la  Universidad  de 
Lvov,  obteniendo  allí  tamo  la  licenciatura  como  el  doctorado,  t  ras  defender  su  tesis  doctoral,  comenzó  a  impartir  clase  en 
la  Universidad  ite  Lvov,  y  obtuvo  tma  plaza  fija  de  profesor  en  1911 ,  Cuando  la  t  diversidad  de  Varsovia  se  reabrió  con  el 
nombre  de  Universidad  Polaca  en  1915.  Lukaricwicz  aceptó  la  invitación  de  incorporarse  a  ella  como  profesor.  En  1919 
fue  nombrado  ministro  de  Educación  de  Polonia.  Regresó  a  su  plaza  de  profesor  en  b  Universidad  de  Varsovia,  donde  per- 
m aneció  de  1920  a  1939,  siendo  por  dos  veces  rector  de  la  universidad. 

l.ukasiewicz  fue  uno  de  Jos  cofumíadores  de  la  famosa  Escuela  de  Varsovia  de  Lógica,  Publicó  su  famoso  libro  Ele¬ 
mentos  de  lógica  matemática  en  1928.  Debido  a  su  influencia,  la  lógica  matemática  se  convirtió  en  asignatura  obligatoria 
para  los  estudiantes  polacos  de  licenciaturas  en  matemáticas  y  en  ciencias.  .Sus  conferencias  eran  excelentes  y  atraían  in¬ 
cluso  n  los  estudiantes  de  humanidades. 

Lukasiewiez  y  su  esposa  sufrieron  mucho  durante  In  Segunda  Guerra  Mundial  y  Lukasiewicz  lo  documento  en  su 
autobiografía,  publicada  de  forma  postuma  Después  de  la  guerra,  vivieron  en  el  exilió  en  Bélgica.  Por  suerte,  la  Roy  al  Irish 
Aeademy  de  Dublírt  te  ofreció  una  plaza  en  1949. 

Lukasiewicz  trabajó  en  lógica  matemática  a  lo  largo  lie  toda  su  carrera.  Sus  trabajos  en  lógica  tri valorada  fueron  una 
importante  contribución  a  ese  área.  Sin  embargo,  entre  los  matemáticos  e  informáticos  se  le  conoce  sobre  todo  por  haber 
introducido  la  notación  sin  paréntesis,  llamada  hoy  día  notación  polaca. 


Árboles  625 


EJEMPLO  10 


hjenipktt 

aiHeíonaJei 


+  -  *235  /  T  2  3  4 


2T3  =  Í 

+  -  *  2  3  5  /  8  4 

l _ i 

8/4=2 

+  -  *  2  3  5  2 

l _ l 

2*3  =  6 


7  2  3  *  -  T  9  3  /  + 

I  -J 

2*3  =  6 

7  6  -  4  í  9  3  /  + 

I - - 1 

7-6=1 

14X93/  + 

I -  j 

l4  =  l 


+  ~  6  5  2 

i - í 


19  3/  + 

U— - 


6-5  =  1 


9/3-3 


+  l  2 

i _ _ i 


1+2  =  3 

Valor  de  la  expresión:  3 


I 

L 


3 


4 

—l 


1  +3  =  4 

Valor  de  la  expresión:  4 


Figura  12.  Rv  al  u  ación  de  una  expresión  prefija. 


Figura  13.  Evaluación  de  una  expresión  postfija. 


Obten  el  árbol  ordenado  con  raíz  que  representa  a  la  fórmula  (— «(/?  a  q))  (-ipv^)f  Utiliza  este 
árbol  para  obtener  las  formas  prefija,  postfija  e  infija  de  esta  expresión. 

Solución :  El  árbol  con  raíz  de  esta  lormula  se  construye  de  abajo  a  arriba.  Primero  se  construyen 
los  subárboles  de  -ip  y  -*q  (donde  la  negación  se  considera  un  conectivo  unario).  Posteriormente, 
el  subárbol  de  p  a  q.  Después,  los  subárboles  de  -*{p  Aq)  y  (~*p)  v  {—»£/).  Finalmente,  estos  dos 
su  barbóles  se  utilizan  en  la  construcción  del  árbol  con  raíz  de  la  expresión.  Los  pasos  de  este  pro¬ 
ceso  se  muestran  en  la  Figura  14.  ^ 


Las  formas  prefija,  postllja  e  inlija  de  esta  expresión  se  obtienen  sin  más  que  recorreré!  árbol 
asociado  en  preorden,  postorden  e  inorden  (incluyendo  los  paréntesis),  respectivamente.  Los  re¬ 
sultados  son  o  “i  a  pq  v  ^p-'q,  pq  a  v  y  (^(y?  a  q))  ((->/?)  v  (^r/)),  respectiva¬ 

mente. 

Las  formas  prefija  y  postfija  se  utilizan  frecuentemente  en  informática,  puesto  que  su  es¬ 
critura  no  es  ambigua  y  se  pueden  evaluar  fácilmente  en  una  sola  lectura  (sin  tener  que  volver 
hacia  atrás  en  la  expresión).  Estas  expresiones  son  especialmente  útiles  en  la  construcción  de 
compiladores. 


1  ¡gura  14.  Construcción  de  un  árbol  con  raíz  de  una  fórmula  proposicionaL 


a 
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Problemas 


l-n  los  Problemas  1-3,  se  pide  construir  un  sistema  de  etique¬ 
tado  universal  para  los  vértices  de  un  árbol  con  raíz-  Utilízalo 
posteriormente  para  ordenar  los  vértices  con  el  orden  lexico¬ 
gráfico  de  sus  etiquetas. 


4,  Supongamos  que  La  etiqueta  de  un  ventee  v  del  árbol  orde¬ 
nado  con  raíz  T  es  3 ,4, 5. 2  A 

a  I  ¿En  qué  nivel  está  v? 
b)  ¿Cuál  es  la  etiqueta  del  padre  de  v? 
el  ¿Cuál  es  el  menor  numero  de  hermanos  que  puede  te¬ 
ner  V? 

dí  ¿Cuál  es  el  menor  numero  de  ventees  posible  para  7" 
si  v  tiene  esa  etiqueta? 

e)  Oblen  todas  las  demás  etiquetas  que  pudieran  apa¬ 
recer. 

5,  Supongamos  que  el  vértice  con  la  etiqueta  mayor  de  un 
árbol  con  raíz  ordenado  tiene  como  etiqueta  2.3A3.1. 
¿Es  posible  determinare!  número  de  vértices  de  7  ? 


6,  Las  hojas  de  un  árbol  ordenado  con  raíz,  ¿pueden  tener 
las  siguientes  etiquetas  si  se  utiliza  el  etiquetado  univer¬ 
sal?  En  caso  afirmativo,  construye  dicho  árbol, 

a)  LLl,  U,2,  1.2,  2.LLK  2.1.2,  2.1.3,  2.2,  3.U, 
3.1.2J,  3.L2.2*  3.2 

b)  1.1,  1.2 J,  1.2,2, 1.2.3,  2.1,  2.2  J,  2.3.1, 2.3,2, 2  A2  A 
2.4.2, 2f  3,1,  3,2. 1, 3.2.2 

c)  1.1,  1.2.1,  1.2.2,  1 .2,2.1 ,  1,3, 1,4, 2*  3, 1,3,2, 4.1,1  i 

En  los  Problemas  7-9,  determina  el  orden  en  que  se  visitan  los 
vértices  del  árbol  con  raíz  ordenado  si  se  realiza  el  recorrido  en 
pre  orden. 


9. 


10.  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del  árbol  del  Pro¬ 
blema  7  si  se  utiliza  el  recorrido  en  inorden? 
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I  Ip  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del  árbol  del  Pro¬ 
blema  8  si  se  utiliza  d  recorrido  en  inorden? 

12*  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del  árbol  del  Pro 
blerna  9  si  se  utiliza  el  recorrido  en  inorden? 

13.  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del  árbol  del  Pro¬ 
blema  7  si  se  utiliza  el  recorrido  en  postorden? 

¡4.  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del  árbol  del  Pro¬ 
blema  8  si  se  utilizad  recorrido  en  pos  lord  en? 

15.  ¿En  qué  orden  se  visitan  los  vértices  del,  árbol  del  Pro¬ 
blema  9  si  se  utilizad  recornto  on  poslordbii? 

16.  a)  Representa,  mediante  un  árbol  binario,  la  expresión 

(év  +  2)t3)M}'-(3+4)-5. 

Escribe  dicha  expresión  con 

b)  notación  prefija. 

c)  notación  postfija, 
rl)  notación  infija. 

17*  a)  Representa,  mediante  un  árbol  binario*  la  expresión 
(x  +  xy)  +  (x/y)  y  x  +  {(xy  + x)fy). 

Escribe  dicha  expresión  con 

b)  notación  prefija. 

c)  not  aci ón  pos  1  fija . 

d)  notación  infija* 

18.  a)  Representa  las  fórmulas  preposicionales  -*(p  a  q)  <-•> 

(~'p  v  -tq)  y  dp  a  ó/  ++  “i p))  v  “i  q  mediante  árboles 
ordenados  con  raíz. 

Escribe  esas  expresiones  con 

b )  n  ota  c  i  ón  pi  e  fij a . 

c)  notación  postfija. 

d)  notación  infija 

19.  a)  Representa  {A  (IB)  —  (A  U  (B  -  A))  medíante  un  árbol 

ordenado  con  raíz. 

Es  c  r  i  be  d  i  cha  e  x  pi  e  s  i  ón  e  on 

b)  notación  prefija. 

c)  notación  postfí ja. 

d)  notación  i n fija 

*20.  ¿De  cuántas  maneras  pueden  añadirse  paréntesis  a  la  ex¬ 
presión  a  q  44  -i p  v  para  obtener  una  expresión 
infija? 

*21.  ¿De  cuántas  maneras  pueden  añadirse  paréntesis  a  la  ex- 
presión  A  CiB  A  O  B  -  A  para  obtener  una  expresión  infija? 

22.  Dibuja  el  árbol  ordenado  con  raíz  correspondiente  a  cada 
una  de  las  siguientes  expresiones  aritméticas  escritas  en 
notación  prefija.  Posteriormente,  escribe  cada  expresión 
en  notación  infija. 

a)  +  *+  -53214 

b)  í +  23-5  1 

c)  */93+*24-76 

23*  ¿Cuál  es  el  valor  de  cada  una  de  las  expresiones  prefijas 
siguientes? 

a)  —*2/843 

b)  T—  *33  *425 


e)  +-T32Í23/6  -4  2 

d)  *+3+3í3+333 

24.  ¿Cuál  es  el  valor  de  cada  una  ele  las  expresiones  postfijas 
siguientes? 

a)  52  1  -  -  3  I  4  +  +  * 

b)  9  3/5  +  7  2-* 

c)  3 2*2 T 5 3-84/ *- 

25.  Construye  el  árbol  ordenado  con  raí?  cuyo  recorrido  en 
preorden  es  a ,  b,f. ,  cT  g,  h.  if  d.  e ,  y,  kjt  donde  a  tiene 
cuatro  hijos,  c  tiene  tres  hijos* y  tiene  dos  hijos,  b  y  e  tie¬ 
nen  un  hijo  cada  uno  y  los  restantes  vértices  son  hojas. 

*26.  Demuestra  que  un  árbol  ordenado  con  raíz  está  unívoca¬ 
mente  determinado  cuando  se  específica  una  lista  de  vér¬ 
tices  generada  por  un  recorrido  en  preorden  y  el  numero 
ele  hijos  de  cada  vértice. 

*27.  Demuestra  que  un  árbol  ordenado  con  raíz  está  unívoca¬ 
mente  determinado  cuando  se  especifica  una  lista  de  vér¬ 
tices  generada  por  un  recorrido  en  postorden  y  el  número 
de  hijos  de  cada  vértice. 

28,  Demuestra  que  el  recorrido  en  preorden  de  los  dos  árbo¬ 
les  ordenados  cotí  raíz  siguientes  dan  lugar  a  la  misma 
lista  de  vértices.  Nótese  que  esto  no  contradice  la  afir¬ 
mación  del  Problema  2b*  puesto  que  el  número  de  hijos 
de  los  vértices  internos  de  los  dos  árboles  es  distinto. 

a  a 


29.  Demuestra  que  el  recorrido  en  posto  t  den  de  los  dos  ár¬ 
boles  ordenados  con  raíz  siguientes  dan  lugar  a  la  misma 
lista  de  vértices.  Nótese  que  esto  no  contradice  la  afir¬ 
mación  del  Problema  27*  puesto  que  el  número  de  hijos 
de  los  vértices  intentos  de  los  dos  árboles  es  distinto. 


Se  definen  las  fórmulas  bien  construidas  en  notación  prefija 
sobre  un  conjunto  de  símbolos  y  un  conjunto  de  operadores  bi¬ 
narios  de!  siguiente  modo  recursivo: 

a 

1.  Si  x  es  un  símbolo,  entonces  x  es  una  fórmula  bien 
construida  en  notación  prefija. 


6 2fí  Mal emáric a  d iseret a  y  sus  ap I  i c ac i on es 


2.  Si  X  e  Y  son  fórmulas  bien  construidas  y  * 
es  un  operador,  entonces  *  XY  es  una  for¬ 
mula  bien  construida  en  notación  prefija, 

30,  ¿Cuáles  de  las  siguientes  expresiones  son 
fórmulas  bien  construidas  sobre  d  conjunto 
de  símbolos  U\y,  z\  y  el  conjunto  de  opera¬ 
dores  binarios  j  x,  +r  o }  ? 

a)  X  +  +  a  y  x 

b)  oxyXxi 

c)  xo  xzxx y 

d)  x  +  oxxoxxx 

*31.  Demuestra  que  toda  fórmula  bien  construida 
en  notación  prefija  sobre  un  conjunto  de  sím¬ 
bolos  y  un  conjunto  de  operadores  binarios 


contiene  exactamente  un  símbolo  más  que  el 
numero  de  operadores. 

32.  Da  una  definición  de  fórmula  bien  construida 
en  notación  pos l lija  sobre  un  conjunto  de  sím¬ 
bolos  y  un  conjunto  de  operadores  binarios, 

33.  Da  seis  ejemplos  de  fórmulas  bien  construi¬ 
das  con  tres  o  más  operadores  en  notación 
postfija  sobre  el  conjunto  de  símbolos  ¡a,  y.  7  j 
y  el  conjunto  de  operadores  binarios  (+*  xT 

34.  Extiende  la  definición  de  fórmula  bien  cons¬ 
truida  con  notación  prefija  sobre  un  conjunto 
de  símbolos  y  un  conjunto  de  operadores  al 
caso  en  que  tos  operadores  puedan  no  ser  bi¬ 
narios. 


9.4  Arboles  generadores 

¡n  1 1  %  _ _ _ _ 5* _ 

INTRODUCCIÓN 


Considera  la  siguiente  red  de  carreteras  del  estado  de  Víame  representada  por  el  grafo  simple 
de  la  Figura  i  (a).  El  único  modo  de  que  las  carreteras  puedan  mantenerse  abiertas  en  invierno 
es  despejar  con  frecuencia  el  camino  con  una  máquina  quitanieves.  El  departamento  de  man¬ 
tenimiento  de  carreteras  quiere  limpiar  el  menor  numero  posible  de  carreteras  de  tal  manera 
que  dos  ciudades  cualesquiera  queden  siempre  conectadas,  ¿De  qué  modo  se  puede  realizar 
esta  labor? 

Al  menos  cinco  carreteras  deben  limpiarse  de  nieve  para  poder  asegurar  que  hay  un  camino 
entre  dos  ciudades  cualesquiera.  La  Figura  1  (b )  muestra  uno  de  tales  conjuntos  de  carreteras.  Nó¬ 
tese  que  el  subgrafo  que  representa  estas  carreteras  es  un  árbol,  puesto  que  es  conexo  y  tiene  seis 
vértices  y  cinco  aristas. 

Este  problema  se  ha  resuelto  utilizando  un  subgrafo  conexo  con  el  mínimo  número  de  aristas 
y  con  todos  los  vértices  del  gTaío  original.  Tal  grafo  debe  ser  un  árbol. 

DEFINICION  1  Sea  G  un  grafo  simple.  Un  árbol  generador  (o  recubhdor)  de  G  es  un  subgrafo  de  G  que  es 
un  árbol  y  contiene  todos  los  vórtices  de  G. 

Un  grafo  simple  que  admite  un  árbol  generador  necesariamente  es  conexo,  puesto  que  existe  un  ca¬ 
mino  en  e)  árbol  generador  entre  dos  vértices  cualesquiera.  El  recíproco  también  es  cierto,  esto  es, 
lodo  grafo  simple  conexo  tiene  un  árbol  generador.  Daremos  un  ejemplo  antes  de  demostrar  este 
resultado. 


Etna  Oíd  Tu^vn  fítna  Okl  Town 


Ha  m  pelen  Ham  piten 


(a)  (b> 

Figura  1.  < a)  Una  red  de  carreteras,  y  ib)  un  conjunto 
de  carreteras  que  limpiar. 
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EJEMPLO  1  Obten  un  árbol  generador  del  grajo  simple  G  de  la  Figura  2. 

Solución:  El  grafo  G  es  conexo,  pero  no  es  un  árbol  porque  contiene  ciclos.  Quitamos  la  arista  ¡  a,  e  ¡ 
De  este  modo,  eliminamos  un  ciclo  y  el  subgrafo  resultante  todavía  es  conexo  y  contiene  todos  los 
vértices  de  G.  Seguidamente,  quitamos  la  arista  je,/}  para  eliminar  otro  ciclo.  Finalmente,  qui¬ 
tamos  la  arista  {c,  g  j  para  obtener  un  grafo  simple  sin  circuitos.  Este  subgrafo  es  un  árbol  gene¬ 
rador,  puesto  que  es  un  árbol  que  contiene  todos  los  vértices  de  G.  La  sucesión  de  aristas  elimi¬ 
nadas  en  el  proceso  de  obtención  del  árbol  generador  se  muestra  en  la  Figura  3. 

El  árbol  mostrado  en  la  Figura  3  no  es  el  único  árbol  generador  de  G.  Por  ejemplo,  cada  uno 
de  los  árboles  de  la  Figura  4  también  es  un  árbol  generador  de  G,  ^ 


TEOREMA  1  Un  grafo  simple  es  conexo  si,  y  sólo  si,  admite  un  árbol  generador. 


Demostración:  Primero,  supongamos  que  un  grató  simple  O  tiene  un  árbol  generador  T.  T  contie¬ 
ne  a  todos  los  vértices  de  G.  Además,  hay  un  camino  entre  cada  pareja  de  vértices  de  T.  Puesto  que 
T  es  un  subgrafo  de  G,  hay  un  camino  entre  cada  pareja  de  vértices  de  G.  Por  tanto,  G  es  conexo. 

Supongamos  que  G  es  conexo.  Si  G  no  es  un  árbol,  necesariamente  debe  contener  al  menos 
un  ciclo.  Si  eliminamos  una  arista  de  uno  de  dichos  cielos,  el  subgrafo  resultante,  que  contiene  a 
todos  ios  vértices  de  G,  seguirá  siendo  conexo.  En  efecto,  si  dos  vértices  están  conectados  por  un 
camino  que  condene  la  arista  eliminada,  seguirán  estando  conectados  por  un  camino  del  ciclo  que 
no  contenga  a  dicha  arista.  Podemos  construir  tal  camino  sin  más  que  insertar  en  el  camino  de  par¬ 
tida,  justo  en  el  punto  en  el  que  se  ha  suprimido  lu  arista,  el  ciclo  con  esta  arista  eliminada.  Si  el 
subgrafo  resultante  todavía  no  es  un  árbol,  es  porque  tiene  otro  ciclo:  procediendo  como  antes,  eli¬ 
minamos  una  arista  de  este  ciclo.  Repetimos  este  proceso  hasta  que  no  queden  ciclos.  El  proceso 
es  finito  porque  el  numero  de  aristas  de  un  grafo  es  finito.  El  resultado  final  es  un  árbol  porque  es 
un  grafo  conexo  sin  ciclos.  Es  un  árbol  generador  porque  contiene  todos  los  vértices  ele  G. 

Los  árboles  generadores  son  importantes  en  redes  de  datos,  como  muestra  el  Ejemplo  2. 


Arista  eliminada:  (a,e )  |¿\/j  jos] 

(a)  ib)  (c) 

Figura  3.  Construcción  de  un  árbol  generador  de  G  eliminando  aristas  que  forman  ciclos. 


F  i  gu  r  a  4 ,  A  rb  oles  gen e  rad  ore  s  de  G , 
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Á  r  "w j!  generador  de  rouJtidifusrón 


H  Encaniiaadoc 
•  Subred 

@  Subred  con  estación  receptora 
Figura  >.  Un  árbol  generador  de  mullid  i  fusión. 


EJEMPLO  2  Mu  h  i  di  fusión  IP  Los  árboles  generadores  desempeñan  un  papel  i  m  pórtame  en  la  nuil  lid  i  fu¬ 
sión  en  redes  IP»  es  decir,  redes  con  protocolo  de  Internet  {Internet  Protocol).  Para  enviar  dalos 
tl  t  desde  un  ordenador  fuente  o  emisor  a  múltiples  ordenadores  receptores,  cada  uno  de  los  cuales 

es  una  subred,  los  datos  pueden  enviarse  separadamente  a  cada  ordenador,  Este  tipo  de  co¬ 
nexión  de  redes,  llamada  unidifusión,  es  ineficiente,  puesto  que  se  transmiten  muchas  copias  dei 
mismo  dato  por  la  red.  Para  hacer  más  eficiente  la  emisión  de  un  dato  a  diferentes  receptores  de 
la  red,  se  utiliza  multidí fusión  IP  o  multipunto  IP.  Con  la  mu)  (¡difusión  IP.  un  ordenador  envía 
una  copia  del  dalo  a  la  red,  y  cuando  los  datos  alcanzan  los  emuladores  o  encaminadores  in¬ 
termedios,  se  reenvían  esos  datos  a  uno  o  más  emuladores  hasta  que  todos  los  ordenadores  re- 
cc plores  ele  tas  diferentes  subredes  reciben  los  datos.  (Los  encaminadores  [en  inglés,  ronfersl 
son  ordenadores  que  se  dedican  a  reenviar  dátagramas  IP  entre  las  diferentes  sobredes  de  una 
red.  En  la  mu Itidi fusión,  los  enrutadores  utilizan  direcciones  de  Clase  D,  cada  una  de  las  cuales 
representa  una  sección  a  la  que  pueden  unirse  los  ordenadores  receptores;  véase  el  Ejemplo  15 
de  la  Sección  4.1). 

Para  que  los  datos  lleguen  a  los  ordenadores  receptores  tan  rápido  como  sea  posible,  no 
debería  existir  ningún  bucle  (que  en  términos  de  la  teoría  de  gratos  son  ciclos  o  circuitos)  en 
e!  camino  recurrido  por  los  datos  a  través  de  la  red.  Esto  es.  una  vez  que  los  datos  han  llegado 
a  un  emulador  en  concreto,  esos  datos  no  deberían  volver  a  ese  emulador.  Para  evitar  bucles, 
los  emuladores  de  mu  Itidi  fusión  utilizan  algoritmos  que  construyen  un  árbol  generador  del 
grato.  Los  vértices  del  árbol  son  la  fuente  de  multidiíusión,  los  enrutadores  y  las  sobredes  que 
contienen  ordenadores  receptores,  mientras  que  las  aristas  representan  los  enlaces  entre  or¬ 
denadores  y/o  enrutadores.  La  raíz  de  este  árbol  generador  es  la  fuente  de  multidifusión  y  las 
subredes  que  contienen  ordenadores  receptores  son  hojas  del  árbol  (nótese  que  las  subredes 
que  no  contienen  ordenadores  receptores  no  se  incluyen  en  el  grafu).  Todo  esto  se  ilustra  en 
la  Figura  5.  4 


BÚSQUEDA  EN  PROFUNDIDAD 


La  demostración  del  Teorema  I  proporciona  un  algoritmo  para  obtener  árboles  generadores  me¬ 
díanle  la  supresión  de  aristas  de  los  circuitos  simples.  Este  algoritmo  no  es  eficiente,  puesto  que  re¬ 
quiere  identificar  los  circuitos  simples  de  algún  modo.  En  lugar  de  construir  árboles  generadores 
eliminando  aristas,  los  árboles  generadores  se  pueden  obtener  añadiendo  aristas.  Presentaremos  en 
Jo  que  sigue  dos  algoritmos  basados  en  esta  estrategia. 
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Podemos  construir  un  árbol  generador  para  un  grafo  simple  conexo  utilizando  una  bus- 
queda  en  profundidad*  Construiremos  un  árbol  con  raíz,  y  el  árbol  generador  será  el  grafo  no 
dirigido  subyacente.  Elegimos  un  vértice  arbitrario  como  raíz  del  árbol.  Formamos  un  cami¬ 
no  que  comienza  en  este  vértice  añadiendo  sucesivamente  vértices  y  aristas,  siendo  cada 
nueva  arista  incidente  con  el  último  vértice  del  camino  y  un  vértice  que  no  está  en  el  camino. 
Añadimos  a  este  camino  tantos  vértices  y  aristas  como  sea  posible.  Si  el  camino  pasa  por  to¬ 
dos  los  vértices  del  grafo,  el  árbol  generador  es  dicho  camino.  En  caso  contrario,  se  deben  aña¬ 
dir  más  vértices  y  aristas.  Retrocedemos  al  penúltimo  vértice  del  camino  y.  si  es  posible,  for¬ 
mamos  un  nuevo  camino  comenzando  en  este  vértice  y  que  pase  por  los  nodos  no  visitados.  Si 
esto  no  se  puede  hacer  retrocedemos  al  vértice  anterior  en  el  recorrido  hacia  la  raíz  y  lo  in¬ 
ternamos  de  nuevo. 

Repetimos  el  proceso,  comenzando  en  el  último  vértice  visitado,  retrocediendo  un  vértice  en 
cada  ocasión,  construyendo  caminos  de  longitud  tan  grande  como  sea  posible  hasta  que  no  se  pue¬ 
dan  añadir  más  aristas.  Puesto  que  el  grafo  tiene  un  número  finito  de  aristas  v  es  conexo,  este  pro¬ 
ceso  acaba  generando  un  árbol  recubridos  Cada  vértice  final  de  un  camino  en  una  etapa  del  al¬ 
goritmo  es  una  hoja  del  árbol  con  raíz,  y  cada  vértice  que  sirve  para  comenzar  un  camino  es  un 
nodo  interno. 

El  lector  observará  la  naturaleza  recursiva  de  este  algoritmo.  También  cabe  señalar  que.  sj  los 
vértices  del  grafo  están  ordenados,  las  elecciones  de  las  aristas  en  cada  paso  del  procedimiento  es¬ 
tán  todas  determinadas  cuando  elegimos  el  primer  vértice  en  el  orden  establecido.  Sin  embargo,  no 
siempre  ordenaremos  tos  vértices  de  un  grafo  explícitamente. 

La  búsqueda  en  profundidad  también  se  llama  de  vuelta  atrás  o  retroceso  (en  inglés,  back- 
tracking),  porque  el  algoritmo  vuelve  a  visitar  vértices  por  los  que  ya  ha  pasado  para  añadir  ca¬ 
minos.  El  Ejemplo  3  ilustra  la  técnica  de  la  vuelta  atrás. 


EJEMPLO  3  Utiliza  la  búsqueda  en  profundidad  para  obtener  un  árbol  recubridor  del  grafo  G  mostrado  en  la  Fi¬ 
gura  6, 

Solución:  Los  pasos  realizados  con  lo  búsqueda  en  profundidad  para  generar  un  árbol  recubrí  dor 
de  G  se  muestran  en  la  Figura  7.  Elegimos,  de  modo  arbitrario,  un  vértice  inicial/.  Construimos  un 
Ejemplos  camino,  tan  largo  como  sea  posible,  añadiendo  sucesivamente  aristas  que  son  incidentes  con 

mi  ¡donatas  vértices  que  no  están  en  el  camino.  N  resultado  es  el  camino/.  Lg,  h ,  k.  j  (nótese  que  se  pueden 

construir  otros  caminos).  Seguidamente,  retrocedemos  hasta  k.  No  hay  ningún  camino  que  co¬ 
mience  en  k  que  contenga  vértices  no  visitados,  asi  que  retrocedemos  hasta  //.  Construimos  el  ca¬ 
mino  hy  f  Volvemos  hacia  atrás  hasta/.  Desde /construimos  el  camino/,  </,  i\  c\  a.  Luego  retro¬ 
cedemos  al  vértice  c  y  construimos  r,  h .  Con  eso  obtenemos  el  árbol  generador.  A 

Las  aristas  de  un  grafo  seleccionadas  en  la  búsqueda  en  profundidad  se  llaman  aristas  del  árbol.  To¬ 
das  las  demás  aristas  del  grafo  tienen  que  conectar  un  vértice  con  un  antecesor  o  un  descendiente  de 
este  vértice  en  el  árbol.  A  estas  aristas  se  les  llama  aristas  de  retroceso  (en  el  Problema  39  se  pide 
demostrar  este  hecho). 


EJEMPLO  4  En  la  Figura  8  destacamos  con  trazo  grueso  las  aristas  del  árbol  detectadas  por  la  búsqueda  en  pro¬ 
fundidad  que  comienza  en  el  vértice/  Las  aristas  de  retroceso  son  (e,  f)  y  (/  h)  y  se  muestran  con 
trazo  más  fino,  A 


F ¡gura  6,  El  grafo  G 


Figura  7.  1  búsqueda  en  profundidad  de  G. 
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Figura  8,  Las  arista*  del  árbol  y  las  aristas 
de  retroceso  de  la  búsqueda  en  profundidad 
del  Ejemplo  4. 


Hemos  explicado  cómo  obtener  un  árbol  generador  utilizando  la  búsqueda  en  profundidad. 
Sin  embargo,  por  el  momento,  no  hemos  mostrado  la  naturaleza  recursiva  de  la  búsqueda  en  pro¬ 
fundidad*  Para  ver  claramente  que  se  trata  de  un  proceso  recursivo,  necesitarnos  introducir  nueva 
terminología.  Decimos  que  exploramos  a  partir  de  un  vértice  v  cuando  realizamos  tos  pasos  de  la 
búsqueda  en  profundidad  comenzando  en  v,  desde  que  lo  añadimos  ai  árbol  hasta  que  volvemos  a 
v  en  eí  retroceso.  La  observación  clave  necesaria  para  comprender  la  naturaleza  recursiva  del  al¬ 
goritmo  está  en  que  cuando  añadimos  una  arista  que  conecta  un  vértice  v  a  otro  vt\  terminamos  de 
explorar  a  partir  de  w  antes  de  volver  a  v  para  completar  la  exploración  a  partir  de  v. 

En  el  Algoritmo  I  construimos  el  árbol  generador  de  un  grafd  G  con  vértices  v, _ v  selec¬ 

cionando,  primeramente,  el  vértice  v,  como  raíz.  Inicial  izamos  el  proceso  asignando  al  árbol  T  jus¬ 
tamente  el  árbol  con  ese  único  vértice.  En  cada  paso  añadimos  un  nuevo  vértice  al  árbol  T  junto 
con  una  arista  que  lo  conecta  con  un  vértice  de  T  y  exploramos  desde  este  nuevo  vértice.  Nótese 
que,  aí  terminar  d  algoritmo,  T  no  contiene  ningún  circuito,  ya  que  no  se  añaden  aristas  a  vértices 
que  ya  están  en  el  árbol.  Además,  en  todas  las  fases  del  proceso  de  construcción,  /'  es  un  gralo  co¬ 
nexo,  (Estas  dos  ultimas  observaciones  pueden  demostrarse  por  inducción).  Puesto  que  G  es  co¬ 
nexo.  todo  vértice  tic  G  se  visita  en  alguna  fase  del  algoritmo  y  se  añade  al  árbol  (como  el  lector 
puede  verificar).  De  ahí  se  concluye  que  T  es  un  árbol  generador  de  G. 


algoritmo  \  Búsqueda  en  profundidad 


procedure  BP{G:  grafo  conexo  de  vértices  vr  vr ....  r  j 
7n  árbol  que  consta  sólo  del  vértice 
visitá(v ) 

procedure  visifa{v:  vértice  de  G) 

for  cada  vértice  tv  adyacente  a  v  y  que  no  esté  en  /' 

begin 

añadir  el  vértice  w  y  la  arista  ( v\  iv}  a  T 
visifa(w) 

end 


Pasamos  al  análisis  de  la  complejidad  compul acional  del  algoritmo  de  la  búsqueda  en  pro¬ 
fundidad.  La  clave  está  en  que  para  cada  vértice  v,  d  procedimiento  visita(v)  se  ejecuta  cuando  el 
vértice  v  se  localiza  por  primera  vez  y  no  vuelve  a  ejecutarse  más.  Suponiendo  que  disponemos 
de  las  listas  de  adyacencia  de  G  (véase  la  Sección  8.3  ).  no  se  requiere  ningún  cálculo  para  obte¬ 
ner  los  vértices  adyacentes  a  v.  Mientras  seguimos  los  pasos  del  algoritmo,  examinamos  cada  aris¬ 
ta  como  mucho  dos  veces  para  determinar  cuándo  añadir  esa  arista  y  uno  de  sus  extremos  al  ár¬ 
bol,  En  consecuencia,  el  procedimiento  HP  construye  un  árbol  generador  en  (He)  u  Oi?f)  pasos, 
siendo  e  y  n  el  número  de  aristas  y  de  vértices  de  G\  respectivamente.  [Nótese  que  un  paso 
requiere  examinar  un  vértice  para  ver  si  está  o  no  en  el  árbol  generador  y  añadirlo  junto  con  la 
correspondiente  arista  si  el  vértice  no  estuviera  ya  en  el  árbol.  También  hacemos  uso  de  la 
desigualdad  e  s  n(n  1  )/2,  que  es  válida  para  cualquier  grafo  simple] . 
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La  búsqueda  en  profundidad  se  puede  utilizar  como  base  para  otros  algoritmos.  Por  ejemplo, 
se  puede  usar  para  obtener  las  componentes  conexas  de  un  grato  o  para  calcular  el  número  de  vér¬ 
tices  de  corte  en  un  grato  conexo.  Tal  y  como  veremos,  la  búsqueda  en  profundidad  es  la  base  de 
los  algoritmos  de  vuelta  atrás  utilizados  en  la  búsqueda  de  soluciones  de  problemas  eomputndo- 
nalmente  difíciles.  (Véanse  [GrYe99],  [Ma89j  y  [CoLeRiStül ),  que  describen  algoritmos  basados 
en  la  búsqueda  en  profundidad). 


BÚSQUEDA  EN  ANCHURA 


También  podemos  generar  un  árbol  recubrí dor  de  un  grafo  simple  mediante  la  búsqueda  en  un- 
iHmci  chura  o  por  niveles.  Nuevamente,  se  construye  un  árbol  con  raíz,  y  el  grafo  no  dirigido  subya¬ 
cente  es  el  árbol  generador.  Elegimos  un  vértice  arbitrario  como  raíz.  Luego  añadimos  todas  las 
aristas  incidentes  en  ese  vértice.  Los  nuevos  vértices  añadidos  en  esa  fase  forman  los  vértices  del 
nivel  I  del  árbol  generador.  Los  ordenamos  con  un  orden  cualquiera.  Para  cada  vértice  del  nivel  I . 
visitados  en  orden,  añadimos  todos  los  vértices  incidentes  con  él,  siempre  que  no  formen  un  ciclo. 
Ordenamos  los  hijos  de  los  vértices  del  nivel  1  con  un  orden  cualquiera,  generando  así  los  vértices 
de  nivel  2  del  árbol.  Seguimos  el  mismo  procedimiento  hasta  que  se  hayan  añadido  todos  los  vér¬ 
tices  al  árbol.  Este  procedimiento  termina,  ya  que  los  grafos  tienen  un  número  finito  de  aristas.  Lo 
que  se  genera  es  un  árbol  reeubridor  porque  hemos  obtenido  un  subgrafo  que  es  un  árbol  que  con¬ 
tiene  a  todos  los  vértices  del  grafo.  En  e]  Ejemplo  5  se  muestra  el  procedimiento  de  búsqueda  en 
anchura. 

EJEMPLO  5  Obten  un  árbol  generador  para  et  grafo  de  la  Figura  9  utilizando  la  búsqueda  en  anchura. 

Solución:  Los  pasos  del  algoritmo  de  búsqueda  en  anchura  se  muestran  en  la  Figura  10.  Elegimos 
un  vértice  e  como  raíz.  Luego  añadimos  las  aristas  incidentes  con  todas  ios  vértices  adyacentes  de. 
uiikímmíes  esto  es,  las  aristas  efh  ed  ef  y  ei.  Los  cuatro  vértices  extremos  de  las  anteriores  aristas  se  añaden  al 
nivel  1  del  árbol.  Después,  se  añaden  las  aristas  que  conectan  los  vértices  de  nivel  l  con  vértices 
que  aún  no  están  en  el  árbol.  Por  tanto,  se  añaden  las  aristas  ha ,  hi\  dh,  //,/¿\  Los  nuevos  vér¬ 

tices  a*  t\  hj,  g  y  k  forman  el  nivel  2.  Seguidamente,  añadimos  las  aristas  que  unen  estos  vértices 
con  vértices  adyacentes  que  no  están  aún  en  el  árbol.  Estas  aristas  son  gl  y  km.  4 

Describimos  la  búsqueda  en  anchura  en  pseudocódigo  en  el  Algoritmo  2,  En  este  algoritmo 
suponemos  que  los  vértices  del  grafo  conexo  0  están  ordenados  según  las  etiquetas,  vp  v ....  v  . 
En  el  algoritmo  utilizamos  el  término  «proceso»  para  describir  el  procedimiento  de  añadir  nuevos 
vértices  y  las  correspondientes  aristas  al  árbol  adyacente  al  vértice  procesado  mientras  no  se  ge¬ 
neren  ciclos. 


a  b  c  I 


Figura  9,  Un  grafo  G. 


t  e 


b  d  / 


Figura  lü.  Una  búsqueda  en  anchura  de  G. 
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ALGORITMO  2  Búsqueda  en  anchura 


proceda  re  /M(G:  grafo  conexo  de  vértices  v¡?  i%.  vj 
T  :=  árbol  que  consta  de  un  único  vértice  v] 

L  :=  lista  vacía 

poner  en  la  lista  L  de  los  vértices  no  procesados 
whUe  L  no  esté  vacía 

begin 

borrar  el  primer  vértice  v  de  L 
for  cada  vértice  w  adyacente  a  v 

if  w  no  está  en  L  y  no  está  en  T  then 

begin 

añadir  el  vértice  ir  al  final  de  la  lista  L 
añadir  el  vértice  w  y  la  arista  j  v\  w }  a  T 

end 

end 


Pasamos  ahora  a  analizar  la  complejidad  computad  onal  del  algoritmo  de  búsqueda  en  anchura* 
Para  cada  vértice  v  del  grafo  examinamos  torios  los  vértices  adyacentes  a  v  y  añadimos  aí  árbol 
/  los  vértices  que  no  hayan  sido  visitados*  Si  disponemos  de  las  listas  de  adyacencia,  entonces 
no  se  requiere  ningún  cálculo  para  determinar  los  vértices  adyacentes  al  vértice  dado,  Al  igual 
que  en  el  análisis  del  algoritmo  de  búsqueda  en  profundidad,  vemos  que  cada  arista  se  examina 
a  lo  sumo  dos  veces  para  determinar  si  se  debe  añadir  o  no  esta  arista  y  el  extremo  de  la  arista 
que  no  este  aún  en  el  árbol.  De  ahí  que  el  algoritmo  de  búsqueda  en  anchura  requiera  O(^)  u 
0(rr)  pasos. 


APLICACIONES  DE  LA  VUELTA  ATRÁS 


I  ¡ay  problemas  que  se  pueden  resolver  realizando  una  búsqueda  exhaustiva  de  todas  las  soluciones 
posibles.  Un  método  de  búsqueda  sistemática  de  una  solución  es  utilizar  un  árbol  de  decisión,  don¬ 
de  cada  vértice  intemo  representa  una  decisión  y  cada  hoja  una  posible  solución*  Para  encontrar 
una  solución  mediante  la  vuelta  atrás,  primeramente  construimos  una  secuencia  de  decisiones  in¬ 
tentando  alcanzar  una  solución  mientras  sea  posible.  Esta  serie  de  decisiones  se  puede  representar 
por  un  camino  en  el  árbol  de  decisión.  I  na  vez  que  se  sabe  que  no  existe  solución  en  las  hojas  que 
son  descendientes  del  vértice  que  se  está  procesando,  se  vuelve  atrás  hacia  el  padre  del  vértice  en 
curso  y  se  trabaja  en  la  búsqueda  de  soluciones  realizando  otra  serie  de  decisiones.  El  procedi¬ 
miento  continúa  hasta  que  se  consigue  ura  decisión  o  se  establece  que  tal  solución  no  existe.  Los 
siguientes  ejemplos  ilustran  la  utilidad  de  la  vuelta  atrás, 

EJEMPLO  6  Coloración  de  gratos  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  vuelta  atrás  para  decidir  cuándo  se  puede  co¬ 
lorear  un  grafo  usando  n  colores? 

Solución:  Podemos  resolver  este  problema  utilizando  la  vuelta  atrás  del  modo  siguiente.  Primero 
elegimos  un  vértice,  pongamos  c l  y  le  asignamos  el  color  I,  Luego  seleccionamos  otro  vértice  A* 
y  si  h  no  es  adyacente  a  (L  le  asignamos  el  color  1.  En  caso  contrarió,  le  asignamos  a  b  el  color  2. 
Continuamos  con  el  tercer  vértice  c.  Utilizamos  el  color  I  como  primera  asignación,  si  fuera  po¬ 
sible.  En  caso  contrario,  seguimos  con  el  color  2  como  posible  asignación  para  c.  Sólo  si  no  se  pu¬ 
diera  utilizar  ninguno  de  los  colores  anteriores,  se  asignará  a  c  el  color  3*  Continuamos  este  pro¬ 
ceso.  mientras  podamos,  como  estrategia  para  asignar  los  n  colores  a  los  vértices,  utilizando 
siempre  el  primer  color  disponible  en  la  lista.  Si  se  alcanza  algún  vértice  que  no  pueda  ser  colo¬ 
reado  con  ninguno  de  los  n  colores,  volvemos  hacia  atrás  a  la  última  asignación  realizada  y  cam¬ 
biamos  el  último  vértice  coloreado,  sí  fuera  posible,  utilizando  el  siguiente  color  disponible  en  la 
lista.  Sí  no  fuera  posible  cambiar  este  color,  retrocederíamos  a  las  asignaciones  previas,  una  en 
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EJEMPLO  7 

Enlaces 


a  rojo 


a  rojo,  b  azul 


a  rojo,  b  azul,  c  rojo,  d  verde  a  rojo,  b  azul,  c  verde,  d  rojo 


a  rojo,  h  azul,  c  verde,  d  rojo,  t  verde 
Figura  11*  Coloración  de  un  grato  utilizando  vuelta  atrás. 


cada  ocasión,  hasta  que  sea  posible  cambiar  la  coloración  de  un  vértice.  Luego  continuamos  la 
asignación  de  los  restantes  vértices  siempre  que  podamos.  Si  existe  una  coloración  de!  grafo  uti¬ 
lizando  n  colores,  el  procedimiento  de  vuelta  atrás  la  genera.  (Desgraciadamente,  este  procedi¬ 
miento  es  en  general  muy  poco  eficiente). 

En  particular,  consideremos  el  problema  de  colorear  el  gralo  mostrado  en  la  Figura  i  1  con 
tres  colores.  El  árbol  de  la  Figura  Ll.  ilustra  cómo  se  utiliza  la  vuelta  atrás  para  construir  una  co¬ 
loración  con  tres  colores.  En  este  proceso,  se  usa  e!  rojo  en  primer  lugar,  luego  el  azul  y  finalmente 
el  verde.  Este  sencillo  ejemplo  puede  hacerse,  obviamente,  sin  necesidad  de  la  vuelta  atras,  pero  es 
una  buena  ilustración  de  cómo  funciona  esta  técnica. 

En  este  árbol  el  camino  inicial  desde  la  raíz,  que  representa  la  asignación  deí  rojo  a  a ,  lleva 
a  la  coloración  de  a  con  rojo,  b  con  azul  c  con  rojo  y  d  con  verde*  Es  imposible  colorear  e  usando 
uno  cualquiera  de  ios  tres  colores  cuando  a,  6,  c  y  d  han  sido  coloreados  de  ese  modo.  Así.  retro¬ 
cedemos  al  padre  del  vértice  en  curso.  Puesto  que  para  d  no  se  puede  utilizar  ningún  otro  color,  re¬ 
trocedemos  otro  nivel  más.  Realizamos  el  cambio  de  c  n  verde.  Obtenemos  tina  coloración  del  gra¬ 
fo  asignando  rojo  a  d  y  verde  a  e.  <4 

El  problema  de  bis  n  reinas  El  problema  de  las  n  reinas  consiste  en  determinar  cómo  se  pueden 
colocar  n  reinas  en  un  tablero  de  ajedrez  n  x  n  de  manera  que  dos  reinas  cualesquiera  no  puedan 
amenazarse  mutuamente.  ¿Cómo  se  puede  utilizar  la  vuelta  atrás  para  resolver  el  problema  de  las 
n  reinas? 

Solución:  Para  resolver  este  problema  debemos  encontrar  n  posiciones  sobre  un  tablero  n  x  n  de 
manera  que  dos  posiciones  cualesquiera  no  estén  en  la  misma  tila  o  en  la  misma  columna  o  en  la 
misma  diagonal  [una  diagonal  consiste  en  todas  tas  posiciones  (¿T  j)  con  i  +  /  =  nu  para  algún  m,  o 
/  j  =  m.  para  algún  m\.  Utilizaremos  la  vuelta  atrás  para  resolver  el  problema.  Comenzamos  con 
un  tablero  vacío.  En  el  estado  k  +  1  intentamos  colocar  una  reina  más  en  la  columna  (A  +  t  pésima 
del  tablero,  donde  ya  se  han  colocado  k  reinas  en  las  k  primeras  columnas*  Examinamos  los  cua¬ 
drados  en  la  columna  (k  +  1  pésima  comenzando  con  el  cuadrado  de  la  primera  f  ila,  buscando  una 
posición  en  la  que  colocar  la  reina  de  manera  que  esta  no  figure  en  la  misma  fila  o  diagonal  que 
otra  de  las  reinas  ya  colocadas  (ya  sabemos  que  no  está  en  In  misma  columna).  Si  es  imposible  en¬ 
contrar  una  posición  de  Ja  columna  (k  +  !  pésima  en  la  que  colocar  la  reina,  hacemos  retroceder  la 
posición  de  la  reina  a  la  columna  A-ésima  y  colocamos  esta  reina  en  el  siguiente  lugar  disponible, 
si  tal  lugar  existe.  Si  no  existiera,  retrocederíamos  una  vez  más* 

En  particular,  la  Figura  12  muestra  una  solución  mediante  la  vuelta  atrás  para  el  problema  de 
cuatro  reinas.  En  esta  solución,  colocamos  una  reina  en  la  primera  fila  y  columna.  Luego  coloca¬ 
mos  una  reina  en  la  tercera  fila  de  ia  segunda  columna.  Sin  embargo,  esta  elección  hace  que  resulte 
imposible  colocar  una  reina  en  la  tercera  columna.  Así  que  retrocedemos  y  colocamos  la  segunda 
reina  en  la  cuarta  fila  de  la  segunda  columna.  Una  vez  hecho  esto,  podernos  poner  una  reina  en  la 
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0 

Suma  -  0 


[31. 1}  [31, 5 )  [27?ü[  f 27,  7] 

Suma  =  38  Suma  =  36  Suma  —  38  Suma  =  34 


(27»  7,  5) 
Suma  -  39 


Figura  12.  Una  solución  del  problema  de  las  Figura  13,  Obtención  de  una  suma  igual  a  39  utilizando 

cuatro  reinas  generada  con  vuelta  atrás.  vuelta  atrás. 


segunda  fila  de  la  tercera  columna.  Pero  así  no  hay  modo  de  anadir  3a  cuarta  reina.  Esto  prueba  que 
no  hay  solución  colocando  la  primera  reina  en  la  primera  fila  y  columna.  Retrocedemos  al  table¬ 
ro  vacío  y  ponemos  una  reina  en  la  segunda  fila  de  la  primera  columna.  Esto  lleva  a  una  solución 
como  se  muestra  en  la  Figura  1 2,  ^ 

EJEMPLO  8  Sumas  de  subcon  juntos  Consideremos  el  problema  siguiente.  Dado  un  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitivos  A'1?  xr  ....  obtener  un  subconjunto  de  este  conjunto  de  enteros  de  modo  que  la  suma  de 
sus  elementos  sea  M .  ¿Cómo  podemos  utilizar  la  vuelta  atrás  para  resolver  este  problema? 

Solución:  Comenzamos  con  una  suma  cuyo  conjunto  de  sumandos  es  vacío.  Construimos  la 
suma  añadiendo  sumandos  de  manera  sucesiva.  Un  entero  de  la  sucesión  se  incluye  si  la  suma  per¬ 
manece  menor  que  M  cuando  este  entero  se  añade  al  valor  de  la  suma  acumulada.  Si  se  obtiene 
una  suma  tal  que  al  añadir  cualquier  término  se  supera  el  valor  M,  entonces  se  vuelve  atrás  eli¬ 
minando  el  último  sumando  considerado. 

La  Figura  13  muestra  una  solución  con  vuelta  atrás  del  problema  de  obtener  un  subconjunto 
de  (31,  27,  15, 11,  7,  5 }  de  suma  39.  -  < 


BÚSQUEDA  EN  PROFUNDIDAD  EN  GR  A  EOS  DIRIGIDOS 


Los  algoritmos  de  búsqueda  cu  profundidad  y  búsqueda  en  anchura  se  pueden  modificar  para 
que  puedan  aplicarse  a  gratos  dirigidos.  Sin  embargo,  el  resultado  final  no  será  necesariamente 
un  árbol  generador,  sino  un  bosque  generador.  En  ambos  algoritmos  podemos  añadir  una  arista 
sólo  cuando  ésta  se  aleja  del  vértice  en  curso  hacia  otro  que  no  se  ha  añadido  aún.  Si  en  un  paso 
de  alguno  de  los  dos  algoritmos  vemos  que  tal  arista  no  existe,  el  siguiente  vértice  añadido  por 
el  algoritmo  pasa  a  ser  la  raíz  de  un  nuevo  árbol  en  el  bosque  generador.  Esto  se  ilustra  en  el 
Ejemplo  9. 
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(a)  (b) 

Figura  14.  Una  búsqueda  en  profundidad  en  un  grato  dirigido. 


EJEMPLO  9  ¿Cuál  es  la  salida  del  algoritmo  de  búsqueda  en  profundidad  para  el  grafo  dado  en  la  Figura  14(a)? 

Solución:  Comenzamos  con  la  búsqueda  en  profundidad  en  el  vértice  a  y  añadimos  los  vértices  l\  c 
y  g  junto  con  las  correspondientes  aristas  hasta  que  quedamos  bloqueados.  Retrocedemos  a  c,  pero 
todavía  seguimos  bloqueados;  así  que  retrocedemos  hasta  donde  añadimos  los  vértices  f  y  e  y  las 
correspondientes  aristas.  La  vuelta  atrás  nos  hace  regresar  al  vértice  a .  Así,  comenzamos  un  nuevo 
árbol  en  d  y  añadimos  los  vértices  h,  i  k  y  j  v  las  correspondientes  aristas.  Retrocedemos  hasta  í,  lue¬ 
go  hasta  L  luego  hasta  h  y  volvemos  a  d.  Finalmente,  comenzarnos  un  nuevo  árbol  en  ó  completan¬ 
do  la  búsqueda  en  profundidad.  E!  resultado  final  se  muestra  en  la  Figura  I4(b),  4 

La  búsqueda  en  profundidad  en  gratos  dirigidos  es  la  base  de  muchos  algoritmos  (véase 
[GrYe99"|.  [Ma89]  y  [CoLeRiStOll).  Se  puede  utilizar  para  determinar  cuándo  un  grafo  dirigido 
tiene  un  circuito,  para  obtener  una  ordenación  topológica  de  un  grafo  y  también  para  obtener  com¬ 
ponentes  fuertemente  conexas  en  un  grafo  dirigido. 

Concluimos  esta  sección  viendo  cómo  se  aplican  la  búsqueda  en  profundidad  y  la  búsqueda 
en  anchura  a  los  buscadores  de  Internet. 

EJEMPLO  10  Arañas  web*  Para  indexar  los  sitios  de  la  red  de  Internet,  buscadores  como  Google™,  Hotbot® 
y  Lycos®  exploran  sistemáticamente  la  Red  comenzando  en  sitios  conocidos.  Estos  buscadores  uti¬ 
lizan  programas  llamados  web  spiders  (también  crawlers  o  hots)  para  visitar  los  sitios  de  la  Red  y 
analizar  los  contenidos.  Las  arañas  web  utilizan  tanto  la  búsqueda  en  anchura  como  en  profundi¬ 
dad  para  crear  índices.  Como  se  describió  en  el  Ejemplo  8  de  la  Sección  8.1,  las  páginas  web  y  los 
enlaces  entre  ellas  pueden  modelarse  mediante  un  grafo  dirigido  llamado  grafo  de  la  Red,  Las  pá¬ 
ginas  de  la  red  se  representan  por  vértices  y  los  enlaces  por  aristas  dirigidas.  Si  utilizamos  una  bús¬ 
queda  en  profundidad,  se  selecciona  una  página  inicial,  mediante  un  enlace  se  sigue  a  una  segun¬ 
da  página  web  (si  existe  tal  enlace),  un  enlace  desde  la  segunda  página  lleva  a  una  tercera  página 
web,  si  existe  tal  enlace,  y  así  sucesivamente,  hasta  que  se  llega  a  una  página  sin  enlaces.  La  vuel¬ 
ta  atrás  se  utiliza  para  examinar  enlaces  del  nivel  previo  para  buscar  nuevos  enlaces  y  así  sucesi¬ 
vamente.  (Debido  a  limitaciones  prácticas,  las  aranas  web  tienen  limitada  la  profundidad  para  la 
búsqueda  en  profundidad).  Sí  utilizamos  una  búsqueda  en  anchura,  se  selecciona  una  página  ini¬ 
cial,  y  un  enlace  de  esta  página  lleva  a  otra  página  web,  luego  un  segundo  enlace  desde  la  página 
inicia]  (si  existe)  lleva  a  otra  página  web  y  así  hasta  que  han  sido  tratados  lodos  ios  enlaces  de  la 
página  inicial.  Entonces  se  tratan  los  enlaces  de  las  páginas  del  siguiente  nivel,  página  por  página, 
y  así  sucesivamente,  ^ 


Nota  dei  Traductor:  Del  inglés  web  spiders. 
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Problemas 


L  ¿Cuántas  aristas  deben  eliminarse  de  un  grafo  conexo 
con  n  vértices  y  m  aristas  para  obtener  un  árbol  gene¬ 
rador;1 

En  los  Problemas  2-6.  obten  un  árbol  generador  para  los  grafos 
que  se  muestran  medíante  la  eliminación  de  ciclos. 


5. 


í>. 


7,  Obtener  un  árbol  generador  para  cada  uno  de  los  grafos 
siguiente*. 

a)  K\  h)  Kaa  c)  KL6 


En  los  Problemas  8-10,  dibuja  iodos  los  árboles  generadores  de 
lo s  grafos  simples  dados, 

8.  íi 


9. 


10. 


*  1 1,  ¿Cuántos  árboles  generadores  diferentes  tiene  cada  uno 

de  los  siguientes  grafos  simples? 
a)  K,  b)  K4  c)  K2  2  d)  C3 

*  12.  ¿Cuántos  árboles  generadores,  salvo  isomorfi  sitios,  tie¬ 

ne  cada  uno  de  los  siguientes  grafos  simples? 

a)  bj  Ka  c)  K, 

En  los  Problemas  13-15  utiliza  la  búsqueda  en  profundidad 
para  obtener  un  árbol  generador  para  el  grafo  simple  dado. 
Elige  a  como  la  raíz  de  este  árbol  generador  y  supon  que  los 
vértices  están  ordenados  alfabéticamente. 

13.  n  e  h  i 


d)  C, 


e)  C, 


f)  w% 


Árboles  f»39 


16.  Utiliza  la  búsqueda  en  anchura  para  obtener  un  árbol  ge¬ 
nerador  de  cada  uno  de  los  gruías  simples  de  los  Proble¬ 
mas  13-15.  Elige  a  como  la  raíz  de  este  árbol  generador. 

17.  Utiliza  la  búsqueda  en  profundidad  para  obtener  un  ár¬ 
bol  generador  para  cada  uno  de  estos  grafos. 

a)  Wt  (véase  el  Ejemplo  6  de  la  Sección  8.2),  comen¬ 
zando  en  el  vértice  de  grado  ó. 

b)  Ky 

c)  Kx  r  comenzando  en  un  vértice  de  grado  3. 

d)  Qy 

18.  Utiliza  la  búsqueda  en  anchura  para  obtener  un  árbol 
generador  de  cada  uno  de  los  grafos  dd  Problema  1 7, 

19.  Describe  los  árboles  generados  por  la  búsqueda  en  an¬ 
chura  y  la  búsqueda  en  profundidad  de  la  rueda  co¬ 
menzando  en  d  vértice  de  grado  ny  siendo  n  un  entero 
con  n  ^  3.  (Véase  el  Ejemplo  ó  de  la  Sección  8.2).  Jus¬ 
tifica  tas  respuestas. 

20.  Describe  los  árboles  generados  por  La  búsqueda  en  an¬ 
chura  y  la  búsqueda  en  profundidad  del  grafo  completo 
Kf¡,  siendo  n  un  entero  positivo.  Justifica  las  respuestas, 

21.  Describe  los  árboles  generados  por  la  búsqueda  en  an¬ 
chura  y  la  búsqueda  en  profundidad  en  el  grafo  bipartito 
completo  Km  n.  comenzando  en  un  vértice  de  grado  m , 
siendo  rn  y  n  cilleros  positivos.  Justifica  las  respuestas. 

22.  Ea plica  cómo  se  puede  utilizar  la  búsqueda  en  anchura 
y  la  búsqueda  en  profundidad  para  determinar  si  un 
grafo  es  o  no  bipartito. 

23.  Una  línea  aérea  debe  limitar  su  oferta  de  vuelos  para  re 
ducir  gastos.  Si  las  rutas  originales  son  las  del  dibujo, 
¿qué  vuelos  pueden  suprimirse  entre  parejas  de  ciuda¬ 
des  (aunque  sea  necesario  combinar  vuelos  para  ir  de 
una  ciudad  a  otra)? 


24,  ¿En  qué  casos  tiene  que  estar  una  arista  de  itn  grafo 
simple  conexo  en  todos  y  cada  uno  de  los  posibles  ár¬ 
boles  generadores? 

25 .  ¿Q  Lie  g  ra  fe  i  s  s  i  m  pl  es  con  exosiienenun  ú  n  í  c  o  á  rho  I  ge¬ 
nerador? 

26,  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  búsqueda  en  anchura 
y  la  búsqueda  en  profundidad  para  ordenar  los  vértices 
de  un  grafo  conexo. 

27.  Demuestra  que  la  longitud  del  camino  más  corto  entre 
los  vértices  v  y  u  en  un  grafo  simple  conexo  es  igual  al 
nivel  de  u  en  el  árbol  generador  obtenido  mediante  la 
búsqueda  en  anchura  con  raíz  en  v. 


28.  Utiliza  la  vuelta  atrás  para  intentar  obtener  una  colo¬ 
ración  de  íos  grafos  de  los  Problemas  7-9  de  la  Sec¬ 
ción  8.8  utilizando  para  ello  tres  cobres, 

29.  Utiliza  la  vuelta  atrás  para  intentar  resolver  el  problema 
de  las  n  reinas  para  los  valores  de  n  siguientes. 

a)  3  b)  n-5  e)  n  =  6 

30.  Utiliza  la  vuelta  atrás  para  t Atener,  si  existe,  un  subeon 
junto  del  conjunto  {27, 24,  19,  14,  I  L  8 1  cuya  suma  sea 

a)  20  b)  41  c)  60 

31.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  vuelta  atrás  para  ob¬ 
tener  un  camino  hamiltomano  o  un  circuito  humillo- 
niano  de  un  grafo. 

32 .  a )  Ex  p  I  ic  a  cómo  se  puede  ut  i  í  í  zar  1  a  vu  el  ta  al  rá  s  p  a  ra 

encontrar  la  salida  de  un  laberinto  dada  una  posición 
inicial  y  la  posición  de  la  salida.  Considera  el  labe¬ 
rinto  dividido  en  posiciones,  donde  en  cada  posi¬ 
ción  el  conjunto  de  movimientos  posibles  es:  arriba, 
abajo,  izquierda  y  derecha. 

b)  Obren  un  camino  desde  la  posición  inicial  marcada 
con  una  X  y  la  salida  en  este  laberinto. 


X 

! 

i.:::::: 

Salida 


Un  bosque  generador  de  un  grafo  G  es  un  bosque  que  con¬ 
tiene  iodos  los  vértices  de  G  de  forma  que  dos  vértices  están  en 
el  mismo  árbol  del  bosque  si  existe  un  camino  en  G  entre  estos 
dos  vértices. 

33.  Demuestra  que  todo  grafo  simple  finito  admite  un  bos¬ 
que  generador, 

34.  ¿Cuántos  árboles  hay  en  un  bosque  generador  de  un 
grafo? 

35.  ¿Cuántas  aristas  hay  que  eliminar  para  obtener  un  bos¬ 
que  generador  de  un  grató  con  n  vértices,  m  aristas  y  r 
componentes  conexas? 

36.  Diseña  un  algoritmo  de  construcción  de  un  bosque  ge¬ 
nerador  de  un  grafo  basado  en  Ja  eliminación  de  aristas 
que  forman  parte  de  un  ciclo. 

37.  Diseña  un  algoritmo  de  construcción  de  un  bosque  ge 
aerador  de  un  grafo  basado  en  la  búsqueda  en  protón 
didad. 

38.  Diseña  un  algoritmo  de  construcción  de  un  bosque  ge¬ 
nerador  de  un  grafo  basado  en  la  búsqueda  en  anchura. 

39.  Sea  G  un  grafo  conexo.  Demuestra  que  ,si  /  es  un  árbol 
generador  de  G  construido  utilizando  búsqueda  en  pro 
fundidad,  entonces  una  arista  de  G  que  no  esté  en  7 
debe  ser  una  arista  de  retroceso,  esto  es,  debe  conectar 
un  vértice  a  uno  de  sus  antecesores  ü  uno  de  sus  des¬ 
cendientes  en  7’. 
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40,  Sea  G  un  grato  conexo.  Demuestra  que  si  T  es  un  árbol 
generador  de  G  construido  utilizando  la  búsqueda  en  an¬ 
chura,  entonces  una  arista  de  G  que  no  esté  en  7  debe 
conectar  vértices  det  mismo  nivel  o  vértices  cuyos  ni¬ 
veles  difieren  en  1  en  el  árbol  generador. 

41-  ¿Para  qué  grafios  producen  la  búsqueda  en  profundidad 
y  la  búsqueda  en  anchura  los  mismos  arboles  genera¬ 
dores  independientemente  dd  vértice  que  sea  seleccio¬ 
nado  como  raíz  d el  árbol?  Justifica  la  respuesta, 

42.  Utiliza  el  Problema  39  para  demostrar  que  si  G  es  un 
grafio  simple  conexo  con  n  vértices  y  G  no  contiene  un 
camino  simple  de  longitud  k,  entonces  G  contiene  a  lo 
sumo  (k  -  1  \n  aristas, 

43.  Utiliza  el  principio  de  inducción  para  demostrar  que  la 
búsqueda  en  anchura  visita  todos  los  vértices  por  orden 
de  nivel  en  el  árbol  generador  resultante. 

44.  Utiliza  pseudocódigo  para  describir  una  variación  de 
la  búsqueda  en  profundidad  que  asigna  al  entero  n  el  u- 
ésimo  vértice  visitado  en  la  búsqueda.  Prueba  que  esta 
numeración  corresponde  a  la  numeración  de  los  vértices 
creada  con  d  recorrido  en  preorden  dd  árbol  generador. 

45.  Utiliza  pseudocódigo  para  describir  una  variación  de  la 
búsqueda  en  anchura  que  asigna  al  entero  m  el  m-éstmo 
vértice  visitado  en  la  búsqueda. 

*46.  Supon  que  G  es  un  grafio  dirigido  y  T  es  un  árbol  gene¬ 
rador  construido  mediante  la  búsqueda  en  anchura.  De 
muestra  que  toda  arista  de  G  conecta  dos  vértices  del 
mismo  nivel,  un  vértice  de  un  nivel  con  otro  del  nivel 
inferior  o  un  vértice  con  otro  dd  nivel  superior. 

47.  Supon  que  G  es  un  grafio  dirigido  y  T  es  un  árbol  gene¬ 
rador  construido  medíante  la  búsqueda  en  profundidad, 
entonces  toda  arista  que  no  esté  en  el  árbol  generador  es 
una  arista  de  avance  que  conecta  un  antecesor  con  un 
descendiente,  una  arista  de  retroceso  que  conecta  un 
descendiente  con  un  antecesor  o  una  arista  de  cruce 
que  conecta  un  vértice  con  otro  en  un  subárbol  previa¬ 
mente  visitado. 

4X.  Describe  una  varíame  del  algoritmo  de  búsqueda  en 
profundidad  que  asigne  a  un  vértice  el  menor  entero 
ppsitivo disponible  cuando  el  algoritmo  acabado  Ira- 
mijar  totalmente  con  ese  vértice.  Demuestra  que  con 
esa  numeración  cada  vértice  tiene  asignado  un  núme¬ 
ro  mayor  que  el  asignado  a  sus  hijos  y  que  la  numera¬ 
ción  asignada  a  los  hijos  es  creciente  de  izquierda  a 
derecha. 


Sean  7j  y  T2  dos  árboles  generadores  de  un  grafio.  La  distancia 
entre  T\  y  T2  es  el  número  de  aristas  de  Xj  y  í\  que  no  son  co¬ 
munes  a  T{  y  Tr 

49.  Calcula  la  distancia  entre  cada  una  de  las  pareja  de  ar¬ 
boles  generadores  que  se  muestran  en  las  Figuras  3(c)  y 
4  del  grafio  simple  G  de  ía  Figura  2. 

*50,  Supon  que  Tr  7\  y  73  son  árboles  generadores  dd  grafio 
simple  G,  Demuestra  que  la  distancia  entre  T{  y  7.  no  es 
mayor  que  la  suma  de  la  distancia  entre  7,  y  7?  y  la 
distancia  entre  T\  y  Ty 

**51.  Supongamos  que  T{  y  7.  son  árboles  generadores  del 
grafio  simple  G.  Sea  e]  una  arista  de  / j  que  no  está  en 
Tr  Demuestra  que  hay  una  arista  e,  de  7,  que  no  está  en 
Tr  de  manera  que  si  se  suprime  la  arista  íj,  de  7,  y  se 
añade  Ja  arista  c v  el  árbol  obtenido  continúa  siendo  un 
árbol  generador  de  G.  y  si  se  suprime  la  arista  de  7,  y 
se  le  añade  la  arista  er  el  árbol  obtenido  continúa  sien¬ 
do  un  árbol  generador  de  G. 

*52.  Demuestra  que  es  posible  obtener  una  sucesión  de  ár 
boles  generadores  que  va  de  un  árbol  generador  dado  a 
cualquier  otro  árbol  generador,  de  manera  que  cada  ár¬ 
bol  de  la  sucesión  se  obtiene  eliminando  una  arista  del 
árbol  anterior  y  añadiendo  otra. 

Un  árbol  generador  con  raíz  de  un  grafio  dirigido  es  un  árbol 
con  raíz  formado  por  aristas  del  grafio  y  tal  que  todo  vértice  del 
grafio  (salvo  la  raíz)  es  un  extremo  final  de  alguna  arista  del  árbol, 

53.  Para  cada  uno  de  los  grafios  dirigidos  de  los  Proble¬ 
mas  18-23  de  la  Sección  8.5  o  hien  halla  un  árbol 
generador  con  raíz  o  bien  justifica  que  ese  árbol  no  existe. 

54*  De  ni  ue  stra  q  ue  un  grafio  d  irig  i  do  e  onex  o*  c  uy  os  vért  i  ce  s 
tienen  el  mismo  grado  de  entrada  que  de  salida,  posee 
un  árbol  generador  con  raíz.  {¡mUccwión:  Utiliza  un  cir¬ 
cuito  euleriano). 

*55.  Obten  un  algoritmo  de  construcción  de  un  árbol  gene 
rador  con  raíz  para  grafios  dirigidos  conexos  en  tos  que 
cada  vértice  tiene  el  mismo  grado  de  entrada  que  de 
salida. 

*5(1.  Demuestra  que  si  G  es  un  grafio  dirigido  y  7  es  un  árbol 
generador  construido  utilizando  la  búsqueda  en  profun¬ 
didad.  entonces  G  contiene  un  ciclo  si,  y  sólo  si.  (i  con 
tiene  una  arista  de  retroceso  (véase  el  Problema  47) 
relativa  al  árbol  generador  T. 

*5 7.  Utiliza  el  Problema  56  para  obtener  un  algoritmo  que 
determine  si  un  grafio  dirigido  contiene  o  no  un  ciclo. 
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9.5  Arbol  generador  mínimo 
INTRODUCCIÓN 

Una  compañía  planea  construir  una  red  de  comunicaciones  para  conectar  sus  unco  ceñiros  infor- 
Kniam  oráticos.  Cualquier  pareja  de  estos  centros  debe  estar  enlazada  mediante  una  línea  telefónica  al¬ 
quilada.  ¿Qué  enlaces  deberían  realizarse  para  asegurar  que  hay  un  camino  entre  cualquier  par  de 
centros  de  modo  que  el  coste  total  de  la  red  sea  el  menor  posible?  Podemos  modelar  este  proble¬ 
ma  usando  el  grafo  ponderado  de  la  Figura  1,  donde  los  vértices  representan  los  centros  informá¬ 
ticos,  las  aristas  representan  posibles  líneas  de  comunicaciones  y  los  pesos  de  las  aristas  son  los 
costes  mensuales  del  alquiler  de  las  líneas  asociadas  a  las  aristas.  Podemos  resolver  este  problema 
encontrando  un  árbol  generador  de  manera  que  la  suma  de  pesos  de  las  aristas  del  árbol  sea  mí¬ 
nima.  Este  árbol  generador  se  llama  árbol  generador  mínimo. 


ALGORITMOS  PARA  ÁRBOLES  GENERADORES  MÍNIMOS 


Se  pueden  resolver  una  amplia  variedad  de  problemas  medíante  el  cálculo  de  un  árbol  generador 
de  un  grato  ponderado  tal  que  la  suma  de  los  pesos  de  las  aristas  del  árbol  sea  mínima. 


DEFINICIÓN  1 


•  ....  ..  ..  • 

Un  árbol  generador  mínimo  de  un  grafo  ponderado  es  un  árbol  generador  tal  que  la  suma  de 
los  pesos  de  sus  aristas  es  la  mínima  posible  de  entre  todos  los  árboles  generadores. 

*  -  V  v '  ■  ^ 1 '  Ük2  1  é | ü H P t:  * 


Presentamos  dos  algoritmos  para  construir  árboles  generadores  de  peso  mínimo.  Ambos  actúan  aña¬ 
diendo  sucesivamente  aristas  de  peso,  mínimo  de  entre  todas  aquellas  que  no  han  sido  utilizadas  y 
ixmú  que  verifican  una  propiedad  dada.  Ambos  son  algoritmos  voraces.  Recuerda  de  la  Sección  2.10  que 
un  algoritmo  voraz  es  un  procedimiento  que  realiza  una  elección  óptima  en  cada  uno  de  sus  pasos. 
El  hecho  de  que  se  optimice  en  cada  paso  no  garantiza  que  la  solución  final  sea  una  solución  óptima 
del  problema.  Sin  embargo,  los  dos  algoritmos  presentados  en  esta  sección  para  la  construcción  de 
árboles  generadores  de  peso  mínimo  son  algoritmos  voraces  que  proporcionan  soluciones  óptimas 
dd  problema. 

El  primer  algoritmo  que  discutiremos  fue  propuesto  por  Robert  Prim  en  1957,  aunque  las 
iinjactt  ideas  básicas  son  anteriores.  Para  ejecutar  el  algoritmo  de  Prim,  comenzamos  eligiendo  cualquier 
arista  de  peso  mínimo  y  ía  seleccionamos  para  el  árbol.  Añadimos  sucesivamente  aristas  al  árbol 
de  entre  las  de  peso  mínimo  que  sean  incidentes  con  un  vértice  que  ya  está  en  el  árbol  y  que  no 
formen  un  ciclo  con  otras  aristas  del  árbol.  Paramos  cuando  hayamos  añadido  n-  i  aristas. 


$2000 


Nueva  York 


Atlanta 


Figura  h  Un  grafo  ponderado  que  muestra  el  coste  mensual  del  alqui¬ 
ler  de  las  líneas  de  una  red  de  ordenadores. 


ROBERT  CEA  Y  PREVI  (nacido  en  1921)  Robert  Prim,  nacido  en  Sweetwater,  Texas,  se  diplomó  en  ingeniería  eléctrica 
en  1941  y  se  doctoró  en  matemáticas  por  la  Universidad  de  Princéton  en  1949.  Trabajó  como  ingeniero  en  la  compañía  Ge¬ 
neral  Electric  desde  1941  hasta  1944,  como  ingeniero  y  matemático  en  el  Naval  Ordo  nance  Lab  de  Estados  1 1  nidos  desde 
1944  hasta  1949  y  como  investigador  asociado  en  la  Universidad  de  Princéton  desde  1 94H  hasta  1949.  Entre  otros  cargos, 
ha  desempeñado  las  funciones  de  director  de  investigaciones  en  matemáticas  y  mecánica  en  Bell  Tfclephone  Laboratories 
desde  1 958  hasta  I9ólt  así  como  de  vicepresidente  Je  investigación  en  Sandia  Corporation.  En  la  actualidad,  está  retirado. 
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EJEMPLO  l 


EJEMPLO  2 


Enluces 


Enlaces 


Posteriormente  probaremos  que  este  algoritmo  proporciona  un  árbol  generador  de  peso  mí¬ 
nimo  para  cualquier  grato  ponderado  conexo.  El  Algoritmo  1  da  una  descripción  en  pseudocódi- 
go  del  algoritmo  de  Prim, 


ALGOR  n  Mui  Algoritmo  de  Prim 


procedure  Prim{(}\  grato  ponderado,  conexo  y  no  dirigido  de  n  vértices) 

T una  arista  de  peso  mínimo 

for  i  :=  I  to  ti -2 

begiü 

e  :=  una  arista  de  peso  mínimo  incidente  con  un  vértice  de  T  que  no  forme  un 
ciclo  en  T  cuando  se  añada 
T T  con  e  añadida 

en  ti  [  7  es  un  árbol  generador  mínimo  de  G } 


Nótese  que  la  elección  de  una  arista  para  añadirla  en  cualquiera  de  los  pasos  del  algoritmo  no  está 
determinada  cuando  hay  más  de  una  con  el  mismo  peso  satisfaciendo  los  criterios.  Necesitamos  or¬ 
denar  las  aristas  para  realizar  la  elección  de  manera  determinista.  No  nos  preocuparemos  de  esto  en 
el  resto  de  la  sección.  También  cabe  señalar  que  hay  más  de  un  árbol  generador  de  peso  mínimo 
para  una  grato  simple  conexo  y  ponderado.  (Véase  el  Problema  9).  Los  Ejemplos  I  y  2  ilustran 
cómo  se  utiliza  el  algoritmo  de  Prim. 

Usa  el  algoritmo  de  Prim  para  disertar  una  red  de  comunicaciones  de  coste  mínimo  que  conecte  to¬ 
dos  los  ordenadores  representados  en  el  grafo  de  la  Figura  L 

Solución:  Resolvemos  este  problema  encontrando  un  árbol  generador  de  peso  mínimo  en  el  gra¬ 
to  de  la  Figura  i.  El  algoritmo  de  Prim  empieza  seleccionando  una  arista  inicial  de  peso  mínimo  y 
añade  sucesivas  aristas  de  peso  mínimo  que  son  incidentes  con  algún  vértice  de)  árbol  y  que  no 
forman  ciclos.  Las  aristas  de  trazos  más  gruesos  en  la  Figura  2  muestran  un  árbol  generador  mí¬ 
nimo  encontrado  con  e)  algoritmo  de  Prim.  detallando  las  elecciones  realizadas  en  cada  paso,  ^ 

Usad  algoritmo  de  Prim  para  obtener  un  árbol  generador  de  peso  mínimo  en  el  grafo  de  la  Figura  3. 

Solución:  El  algoritmo  de  Prim  proporciona  el  árbol  generador  de  peso  mínimo  que  se  muestra  en 
la  Figura  4.  También  se  muestran  las  aristas  elegidas  en  cada  paso.  4 

El  segundo  algoritmo  que  discutiremos  fue  descubierto  por  Joseph  Kruskal  en  1956.  aunque 
las  ideas  básicas  que  utiliza  fueron  descritas  con  antelación.  Para  ejecutare!  algoritmo  de  Krus¬ 
kal,  se  elige  una  arista  de!  grafo  de  entre  las  de  menor  peso. 

Se  añaden  paulatinamente  las  aristas  con  menor  peso  siempre  que  éstas  no  formen  un  cido 
con  las  otras  ya  incorporadas.  El  proceso  termina  cuando  se  han  seleccionado  n  -  1  aristas. 

■  La  demostración  de  que  el  algoritmo  de  Kruskal  proporciona  un  árbol  generador  de  peso  mí¬ 
nimo  de  cualquier  grato  ponderado  se  deja  como  ejercicio  al  final  de  esta  sección 2 El  pseudocódigo 
i  del  algoritmo  de  Kruskal  se  muestra  en  el  Algoritmo  2. 


JOSEPH  KEKN  \RD  KRUSKAL  inacidii  en  1928*  Joseph  Kruskal ,  nacido  en  la  ciudad  de  Nueva  York,  estudió  en  la 
Universidad  de  Chicago  y  obtuvo  su  doctorado  en  Frinceton  cu  3954.  Dio  clases  de  matemáticas  en  la  Universidad  de  Priri- 
eeion  y  en  la  Universidad  de  Wisconsm,  y  posteriormente  lúe  profesor  ayudante  en  la  Universidad  de  Michigan.  En  1959 
se  incorporó  como  pane  del  personal  técnico  de  los  Bell  Laboratories,  en  los  que  sigue  trabajando  hoy  día,  Sus  intereses  ac¬ 
tuales  en  lo  que  se  refiere  a  la  investigación  incluyen  la  lingüística  estadística  y  la  psicometna.  Además  de  su  trabajo  en  ár¬ 
boles  generadores  mmliqps,  Kruskal  también  es  conocido  poi  sus  contribuciones  al  escalamiento  mtilúdtmensional. 
Kruskal  descubrió  su  algoritmo  para  obtener  árboles  generadores  mínimos  cuando  estafen  en  el  segundo  año  de  su  docro 
rado.  No  estaba  seguro  ác  que  valiese  la  pena  publicar  su  artículo  de  dos  páginas  y  media,  pero  otros  le  convencieron  de 
que  intentase  publicarlo. 
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Figura  2>  Un  árbol  generador  de  peso  mínimo  para  el  grato  ponderado 
de  la  Figura  1  ♦ 
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Figura  3.  Un  grafo  ponderado. 
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Figura  4,  Un  árbol  generador  de  peso  mínimo  obtenido  mediante  el  algoritmo  de  Prim. 
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1  AUiORITMO  2  Algoritmo  de  Kruskal 

procedure  Kruskal(G:  grafo  ponderado,  conexo  y  no  dirigido  de  n  vértices) 

T grafo  vacío 

for  i l  ton  l 

begin 

e  :=  una  arista  de  peso  mínimo  de  G  que  no  forme  un 

tíh^l 

ciclo  cuando  se  añada  a  T 

T  :=  T  con  e  añadida 

i 

end  [  T  es  un  árbol  generador  mínimo  de  G } 

El  lector  debería  advertir  la  diferencia  entre  los  algoritmos  de  Prim  y  de  KruskaL  En  el  de  Prim, 
las  aristas  de  peso  mínimo  elegidas  deben  ser  incidentes  con  alguno  de  los  vértices  del  árbol  ya  cons¬ 
truido  v  no  deben  formar  un  ciclo  con  las  ya  elegidas;  en  el  algoritmo  de  Kruskal,  en  cambio,  las 
aristas  de  peso  mínimo  que  se  eligen  no  pueden  formar  un  ciclo  con  las  ya  elegidas,  pero  no  deben 


NOTA  HLSTÓRK  A  Joseph  Kruskal  y  Robert  Prim  desarrollaron  sus  algoritmos  tic  construcción  de  árboles  generadores 
de  peso  mínimo  a  mediados  de  1950,  Sin  embargo,  ellos  no  fueron  los  primeros  en  descubrir  tales  algoritmos.  Por  ejemplo, 
el  trabajo  del  antropólogo  Jan  Czekanowski.  en  1909,  contiene  muchas  de  las  ideas  necesarias  para  obtener  un  árbol  ge¬ 
nerador  de  peso  mínimo.  En  1926,  Otakar  Boruvka  describió  métodos  para  la  construcción  ele  árboles  generadores  de  peso 
mínimo  en  trabajos  relacionados  con  ta  construcción  de  redes  eléctricas. 


a 
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ser  necesariamente  incidentes  can  vértices  del  árbol.  Nótese  que,  at  igual  que  en  el  algoritmo  de 
Prim.  si  las  aristas  no  están  ordenadas,  hay  más  de  una  posible  elección  para  las  aristas  que  se  aña¬ 
den  en  los  diferentes  pasos  del  algoritmo.  Por  tanto,  las  aristas  deben  estar  ordenadas  si  queremos 
que  el  procedimiento  sea  determinista.  El  Ejemplo  3  ilustra  cómo  se  ejecuta  el  algoritmo  de  Kruskai 

EJEMPLO  3  Utiliza  el  algoritmo  de  Kruskai  para  obtener  un  árbol  generador  mínimo  en  el  grafo  ponderado  de 
la  Figura  3. 

Solución:  En  la  Figura  5  se  muestran  tanto  un  árbol  generador  mínimo  como  las  elecciones  de  las 
aristas  en  cada  fase  del  algoritmo  de  Kruskai,  <4 

Demostraremos  ahora  que  el  algoritmo  de  Prim  construye  un  árbol  generador  de  peso  míni¬ 
mo  de  un  grafo  ponderado  conexo. 

Demostración:  Sea  G  un  grafo  ponderado  y  conexo.  Supongamos  que  las  sucesivas  aristas  elegidas 

en  el  algoritmo  de  Prim  son  ev  e2 . en_v  Sea  $  el  árbol  de  aristas  er  er  .....  en  r  y  sea  St  el  árbol  de 

aristas  e(t  eyt  l\.  Sea  T  un  árbol  generador  mínimo  de  G  que  contiene  las  aristas  ev  er  er 
donde  k  es  el  máximo  entero  con  la  propiedad  de  que  existe  un  árbol  generador  de  peso  mínimo  que 
contiene  las  Ar  primeras  aristas  elegidas  con  el  algoritmo  de  Prim.  El  teorema  es  cierto  si  5'  -  T 

Supongamos  que  S  *  T,  esto  es,  /  <  n  1 .  En  consecuencia,  T  contiene  a  er  e? . ,  et,  pero  no 

a  et+r  Consideremos  el  grafo  construido  con  T  y  Puesto  que  este  grafo  es  conexo  y  tiene  n  aris¬ 
tas,  demasiadas  aristas  para  un  árbol,  debe  existir  un  ciclo.  Este  ciclo  debe  contener  a  h  arista  i  ]t 
puesto  que  no  había  ciclos  en  T.  Además,  Jebe  haber  una  arista  en  el  ciclo  que  no  esté  en  S¿4]*  ya  que 
Sk+]  es  un  árbol.  Si  comenzamos  en  un  extremo  de  c,  t }  que  sea  también  un  extremo  de  una  de  las 
aristas  de  er  er  ....  e  y  continuamos  el  cielo  basta  llegar  a  una  arista  que  no  esté  en  Sk+r  podemos 
encontrar  una  arista  e  que  no  esté  en  S, .  1  \  que  tenga  un  extremo  en  común  con  alguna  de  las  aristas 
er  ck.  Sí  eliminamos  c  de  T  y  añadimos  eut,  obtenemos  un  áibul  r  con  n  l  aristas  (es  un  ár¬ 
bol  ya  que  no  tiene  cielos).  Nótese  que  T' contiene  a  tas  aristas  ev  e2 . er  ek+r  Además,  puesto  que 

e  fue  elegido  utilizando  el  algoritmo  de  Prim  en  el  paso  (k  +  1}  y  e  también  estaba  disponible  en 
ese  paso,  el  peso  de  f  es  menor  o  igual  que  el  peso  de  e.  A  partir  de  esta  observación,  se  deduce 
que  T  también  es  un  árbol  generador  mínimo,  puesto  que  la  suma  de  los  pesos  de  sus  aristas  no  ex¬ 
cede  la  suma  de  los  pesos  de  las  aristas  de  T.  Esto  contradice  la  elección  de  k  corno  el  mayor  entero, 

de  manera  que  existe  un  árbol  generador  mínimo  que  contiene  a  e  ,  c . ek.  Por  tanto,  k  =  n  -  1  y 

LS'  ~  7.  De  lo  anterior  se  deduce  que  el  algoritmo  de  Prim  calcula  un  árbol  generador  mínimo,  ] 

Se  puede  demostrar  (véase  [CoLeRiStOI])  que  para  obtener  un  árbol  generador  de  peso  mí¬ 
nimo  de  un  grafo  con  e  aristas  y  v  vértices,  el  algoritmo  de  Kruskai  puede  ejecutarse  realizando 
0(e  log  v)  operaciones,  mientras  que  el  algoritmo  de  Prim  realiza  0(e  +  v  log  v)  operaciones.  Por 
tamo,  es  preferible  utilizar  el  algoritmo  de  Kruskai  para  grafos  muy  densos,  esto  es,  para  aquellos 
en  los  que  e  es  del  mismo  orden  que  C(v*  2)  -  v(v  -  l}/2.  el  numero  de  aristas  del  grafo  completo 
de  v  vértices.  En  otro  caso,  hay  poca  diferencia  entre  la  complejidad  de  ambos  algoritmos. 


Elección  Arista  Peso 

t  fe.  d\  1 

2  |*./}  1 

3  I*./!  I 

4  )C.  «)  2 

5  ( a.  b}  2 

6  {/, )  \  2 

7  I b.  c\  3 

s  iy,  *}  3 

9  !s.  h\  3 

10  1 1,  y  i  3 

11  (a,  el  3 


Total:  24 


(a)  (b> 


Figura  5.  1  Jn  árbol  generador  de  peso  mínimo  obtenido  mediante  el  algoritmo  de  Kruskai, 
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Problemas 

I  ,  Las  carrete  ras  representadas  en  este  grato  están  sin  pa¬ 
vimentar.  Las  longitudes  de  las  carreteras  entre  cada 
pareja  de  ciudades  están  representadas  por  los  pesos  de 
las  aristas.  ¿Qué  carreteras  deberían  pavimentarse  para 
que  haya  un  camino  pavimentado  entre  cada  pareja  de 
ciudades  y  de  manera  que  el  número  de  kilómetros  pa¬ 
vimentados  sea  mínimo?  {Nota:  Estas  ciudades  están  en 
Nevada*  Estados  Unidos). 


Manhattan 


En  los  Problemas  2-4,  utiliza  el  algoritmo  de  Prim  para  calcular 
mi  árbol  generador  mínimo  para  ios  gratos  ponderados  dados. 


5,  Utiliza  el  algoritmo  de  Kruskal  para  diseñar  la  red  de 
comunicaciones  descrita  al  comienzo  de  la  sección. 

6,  Utiliza  el  algoritmo  de  Kruskal  para  obtener  un  árbol  gene¬ 
rador  de  peso  mínimo  del  grafo  ponderado  del  Problema  2 

a 

7,  Utiliza  el  algoritmo  de  Kruskal  para  obtener  un  árbol 
generador  de  peso  mínimo  del  grato  ponderado  del  Pro¬ 
blema  3. 


8.  Utiliza  el  algoritmo  de  Kruskal  para  obtener  un  árbol  gene¬ 
rador  de  peso  mínimo  del  grafo  ponderado  del  Problema  4. 

9,  Obten  un  grafo  simple,  ponderado  y  conexo  con  el  me¬ 
nor  número  de  aristas  posible  que  tenga  más  de  un  árbol 
generador  de  peso  mínimo, 

10.  Un  bosque  generador  de  peso  mínimo  en  un  grafo 
ponderado  es  un  bosque  generador  de  peso  mínimo 
Explica  cómo  adaptar  los  algoritmos  de  Pmn  y  de  Krus 
kal  para  obtener  bosques  generadores  de  peso  mínimo 

{  n  árbol  generador  maximal  de  un  grafo  no  dirigido,  conexo 
y  ponderado  es  un  árbol  generador  con  el  mayor  peso  posible. 

11.  Diseña  un  algoritmo  análogo  ni  de  Prim  para  construir  un 
árbol  generador  maximal  de  un  grafo  conexo  y  ponderado. 

12.  Diseña  un  algoritmo  análogo  al  de  Kruskal  para  cons¬ 
truir  un  árbol  generador  maximal  de  un  grafo  conexo  y 
ponderado. 

13.  Obten  un  árbol  generador  maximal  para  el  grafo  pon¬ 
derado  del  Problema  2 > 

14.  Obten  un  árbol  generador  maximal  para  el  grafo  pon¬ 
derado  del  Problema  3. 

15.  Obtén  un  árbol  generador  maximal  para  el  grafo  pon¬ 
derado  del  Problema  4 

16.  Halla  la  segunda  red  más  barata  que  conecta  los  cinco 
centros  informáticos  del  problema  planteado  al  inicio  de 
la  sección. 

*17*  Diseña  un  algoritmo  que  obtenga  el  árbol  generador 
con  el  segundo  menor  peso  de  un  grafo  conexo  y  pon¬ 
derado. 

*18,  Demuestra  que  una  arista  de  peso  mínimo  en  un  grafo 
ponderado  conexo  tiene  que  formar  parte  de  cualquier 
árbol  generador  mínimo. 

1 9.  Demuestra  que  si  los  pesos  de  las  aristas  de  un  grafo  co¬ 
nexo  ponderado  son  Unios  distintos,  hay  un  único  árbol 
generador  de  peso  mínimo  de  dicho  grafo. 

20.  Supon  que  la  red  informática  que  conecta  las  ciudades  de 
la  Figura  1  debe  contener  un  enlace  directo  entre  las  ciu¬ 
dades  de  Nueva  York  y  Den  ver.  ¿Cuáles  son  los  demás 
enlaces  que  deben  mantenerse  a  fin  de  que  dos  centros 
cualesquiera  estén  conectados  y  el  coste  sea  mínimo? 

21.  Obtén  un  árbol  generador  que  contenga  las  aristas  {t\  t\ 
y  |g,  k\  del  grafo  ponderado  de  la  Figura  3  y  que  tenga 
peso  mínimo, 

22.  Describe  un  algoritmo  para  obtener  un  árbol  generador 
de  peso  mínimo  que  contenga  un  conjunto  de  aristas 
prefijado  de  un  grato  simple,  conexo  y  ponderado. 

23.  Expresa  en  pse  Lid  ocódigo  el  algoritmo  diseñado  en  el  Pro 
blema  22. 

El  algoritmo  de  Soílin  calcula  un  árbol  generador  de  peso  rni 
ni mo  de  un  grafo  simple,  conexo  y  ponderado  G  -  (Vt  F  >  me- 


f>46  Male n iá i k-n  disc  n* i  a  >  sus  api te tw  i t  ine s 


Jiante  la  hiwlusion  sucesiva  de  grupos  de  aristas.  Supongamos 
que  los  vértices  de  l  cslán  ordenados.  Esto  induce  un  orden  en 
las  aristas  donde  j  un.  vj  es  anterior  a  \  ttr  v, )  si  í/n  precede  a  m, 
o  sí  «  -  n¡  y  ^  precede  a  i  El  algoritmo  comienza  eligiendo 
simultáneamente  la  arista  de  menor  peso  que  incide  en  cada 
\  ertice.  En  caso  de  empate,  se  toma  Ja  arista  que  sea  anterior  con 
el  orden  inducido.  Esto  produce  un  grato  sin  cíelos,  esto  es.  un 
bosque  (d  Problema  24  pide  demostrar  este  hecho).  En  d  paso 
siguiente,  elegimos  simultáneamente,  para  cada  árbol,  la  arista 
de  menor  peso  que  conecte  un  vértice  cualquiera  de  ese  árbol 
con  un  vértice  de  un  árbol  diferente.  Nuevamente  se  elige  la  pri¬ 
mera  arista  con  el  orden  inducido  en  caso  de  que  haya  varias  a 
elegir.  (Esto  produce  no  grafo  sin  cielos  que  contiene  menos  ár¬ 
boles  que  el  bosque  del  paso  anterior:  véase  el  Problema  24). 
Continuamos  d  proceso  de  incorporar  aristas  que  conecten  los 
árboles  hasta  que  se  hayan  elegido  n  I  aristas.  En  ese  mo¬ 
mento  se  obtiene  un  árbol  generador  de  peso  mínimo. 

*24.  Demuestra  que  la  incorporación  de  aristas  en  cada  fase 
del  algoritmo  de  Sollin  genera  un  bosque. 

25.  Utiliza  el  algoritmo  de  Sollin  para  obtener  un  árbol 
generador  de  peso  mínimo  para  los  gmfas  pondera¬ 
dos  de 


a)  La  Figura  I 
h)  La  Figura  3 . 

*26.  Escribe  en  pseudocódigo  d  algoritmo  de  Sollin. 

**27,  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Sollin  obtiene  un  árbol 
generador  de  peso  mínimo  en  un  grafo  conexo,  pondera¬ 
do  y  no  dirigido, 

*28.  De  muestra  que  el  primer  paso  del  algoritmo  de  Sollin 
calcula  un  bosque  que  contiene  al  menos  íu/2l  aristas. 

29.  Demuestra  que  si  hay  r  árboles  en  el  bosque  de  algún 
paso  intermedio  tic  i  algoritmo  de  Sollin,  entonces  se 
añaden  al  menos  fr/2  I  aristas  en  la  iteración  siguiente. 

30.  Demuestra  que  después  de  llevarse  a  cabo  el  primer 
paso  del  algoritmo  de  Sollin  y  k-  I  veces  el  segundo 
paso,  no  hay  más  de  L/i/2*J  árboles. 

*31,  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Sollin  requiere  a  lo 
sumo  log  n  iteraciones  para  calcular  un  árbol  generador 
de  peso  mínimo  de  un  grafo  conexo,  no  dir igido  y  pon 
d erado  con  n  vértices. 

32.  Demuestra  que  el  algoritmo  de  Kruskal  obtiene  un  árbol 
generador  mínimo. 


Términos  clave  y  resultados 

TÉRMINOS 


árbol:  grafo  no  dirigido*  conexo  y  sin  ciclos 
bosque:  grafo  no  dirigido  y  sin  ciclos 
árbol  con  raíz:  grafo  dirigido  con  un  vértice  destacado,  lla¬ 
mado  raíz,  tai  que  hay  un  único  camino  de  la  raíz  a  cual¬ 
quier  vértice 

su  bar  bol:  subgrafo  de  un  árbol  que  también  es  un  árbol 
padre  de  r  en  un  árbol  con  raíz:  el  vértice  u  tal  que  (r/T  v)  es 
una  arista  del  árbol  con  raíz 

hijo  de  un  vértice  v  en  un  árbol  con  raíz:  cualquier  vértice 
cuyo  padre  sea  v 

hermano  de  un  vértice  ven  un  árbol  con  raíz:  un  vértice  con 
el  mismo  padre  que  v 

antecesor  de  un  vértice  v  en  un  árbol  con  raíz:  cualquier 

vértice  del  camino  de  la  raíz  a  i 
descendiente  rlc  un  vértice  v  en  un  árbol  cjrin  raíz:  cual 
quier  vértice  que  tenga  a  v  como  antecesor 
ver  tice  interno:  cualquier  vértice  que  tenga  hi  os 
hoja:  cualquier  vértice  sin  hijos 

niv  el  de  un  vértice:  la  longitud  del  camino  desde  la  raíz  hasta 
el  vértice 

altura  de  un  árbol:  d  máximo  nivel  de  los  vértices  tic  un  árbol 
árbol  m-prio:  árbol  con  la  propiedad  de  que  cada  vértice  in¬ 
terno  tiene  a  lo  sumo  m  hijos 

árbol  uj-ario  completo:  árbol  con  la  propiedad  de  que  cada 
vértice  interno  tiene  exactamente  / n  hijos 
árbol  binario:  árbol  m -ario  con  m  —  2  (cada  hijo  puede  ser  de¬ 
signado  como  hijo  izquierdo  o  hijo  ilerecho^de  su  padre) 
árbol  ordenado:  árbol  en  el  que  los  lujos  de  cada  vértice  in 
temo  están  linealmente  ordenados 


árbol  equilibrado:  árbol  en  el  que  las  hojas  están  en  el  nivel  // 
o  en  d  nivel  /;  -  \ ,  siendo  íi  la  altura  del  árbol 
árbol  de  búsqueda  binario:  árbol  binario  en  d  que  los  vérti¬ 
ces  están  etiquetados  de  manera  que  una  etiqueta  de  un 
vértice  es  mayor  que  las  etiquetas  de  todos  los  vértices  en 
d  subárbol  izquierdo  de  este  vértice  y  es  menor  que  todas 
las  etiquetas  de  los  vértices  de  .su  subárbol  derecho 
árbol  de  decisión:  árbol  con  raíz  en  el  que  cada  vértice  repré¬ 
senla  un  resultado  posible  de  una  decisión  y  las  hojas  re¬ 
presentan  las  posibles  soluciones 
código  instantáneo:  código  que  liene  la  propiedad  de  que 
ninguna  palabra  código  es  prefijo  de  otra 
estrategia  mínimas:  estrategia  en  la  que  el  primer  jugador  \  d 
segunda  jugador  se  mueven  a  posiciones  representadas  por 
hijos  con  valores  máximo  y  mínimo,  respectivamente 
valor  de  un  vértice  en  un  árbol  de  juego:  para  una  hoja,  la  re¬ 
compensa  para  el  primer  jugador  cuando  el  juego  termina  en 
la  posición  representada  por  esa  hoja:  para  un  vértice  inter¬ 
no,  el  máximo  n  mínimo  de  los  valores  de  sus  hijos,  para  un 
vértice  interno  de  nivel  par  o  impar*  respectivamente 
recorrido  de  un  árbol:  una  lista  de  los  vértices  de  un  árbol 
recorrido  en  preorden:  una  lista  de  los  vértices  de  un  árbol  or¬ 
denado  con  raíz  definida  rec u rs i v ámente  (se  lista  ¡a  raíz, 
seguida  por  el  primer  subárbol,  seguida  por  los  restantes 
subárboles  por  orden  de  aparición,  de  izquierda  a  derecha  ) 
recurrido  en  inorden:  lisia  con  ios  vértices  de  un  árbol  ordenado 
con  raíz,  definida  recursivamente  (se  lista  el  primer  subárbol. 
seguido  por  la  raíz,  seguida  por  los  restantes  subárboles  por 
orden  de  aparición,  de  izquierda  a  derecha) 
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recorrido  en  posturdun:  lista  con  los  vértices  de  un  árbol  or¬ 
denado  con  raíz  definida  recursivamente  t  los  subárboles  se 
listan  por  orden  de  aparición,  de  izquierda  a  derecha*  se¬ 
guidos  parla  raíz) 

notación  infija:  la  forma  de  una  expresión  (incluyendo  un  con 
junto  completo  de  paréntesis)  obtenida  a  partir  del  recorrido 
en  inorden  del  árbol  binario  asociado  a  la  expresión 
notación  prefija  lo  polaca):  la  forma  de  una  expresión  obte¬ 
nida  a  partir  del  recorrido  en  preorden  del  árbol  binario 
asociado  a  la  expresión 

notación  pos  til  ja  (o  polaca  inversa):  la  forma  ác  una  expre¬ 
sión  obtenida  a  partir  del  recorrido  en  postorden  del  árbol 
binario  asociado  a  la  expresión 

árbol  generador  o  rmibridor  de  un  grato:  árbol  que  es 
subg rato  y  contiene  lodos  los  vértices  del  grato 
árbol  generador  de  peso  mínimo:  árbol  generador  cuyo  con¬ 
junto  de  aristas  tiene  el  menor  peso  posible 
algoritmo  voraz:  algoritmo  que  busca  una  solución  óptima  re¬ 
al  izando  h  elección  óptima  en  cada  paso  del  mismo 

RESULTADOS 

Un  grafo  es  un  árbol  si,  y  sólo  sí,  hay  un  tínico  camino  entre 
cada  pareja  de  vértices* 

Un  árbol  con  n  vértices  tiene  n  -  1  aristas. 

Un  árbol  m- ario  completo  con  i  vértices  internos  tiene  mi  +  I 
vértices* 

Las  relaciones  entre  los  números  de  verilees,  hojas  y  vértices 
i n temos  en  un  árbol  m-ario  completo  (véase  el  Teorema  4 
de  l  a  Sección  9. 1 ) 


Fn  un  árbol  w-ario  de  altura  h  hay  a  lo  sumo  mh  hojas* 

Si  un  árbol  /«-ario  tiene  /  hojas,  su  altura  //  es  al  menos  [  log  /I 
Sit  además*  es  completo  y  equilibrada  entonces  su  altura 
es  f  togm  Á 

codificación  de  Huffman:  procedimiento  para  construir  un 
código  binario  óptimo  para  un  conjunto  de  símbolos  cono¬ 
cidas  las  frecuencias  de  los  símbolos 
búsqueda  en  profundidad  o  vuelta  a  tras:  procedimiento 
para  construir  un  árbol  generador  incorporando  aristas 
que  forman  mi  camino  hasta  que  este  camino  no  se  pue¬ 
da  prolongar.  Llegados  a  ese  punto,  se  vuelve  atrás,  re¬ 
trocediendo  por  el  camino,  hasta  que  se  encuentra  un 
vértice  en  el  que  se  pueda  continuar  el  camino  de  otra 
forma 

búsqueda  en  anchura:  procedimiento  para  construir  un  árbol 
generador  que  ahucie  sucesivamente  aristas  incidentes  con 
el  último  conjunto  de  vértices  añadidos,  a  menos  que  se 
forme  un  ciclo 

algoritmo  de  Priin:  procedimiento  para  construir  un  árbol 
generador  mínimo  en  un  grato  ponderado  mediante  la  in¬ 
corporación  de  las  aristas  de  menor  peso  que  sean  inci¬ 
dentes  con  un  vértice  que  va  esté  en  el  árbol  y  que  no  for¬ 
men  un  ciclo  con  Jas  ya  seleccionadas 
a  tgo  r  i  t  nio  de  Kru  ska  I :  proeed  i  m  i  culo  para  co  nsini  ir  u  n  árbol 
generador  mínimo  en  un  grafo  ponderado  medíanle  la  in¬ 
corporación  de  las  aristas  de  menor  peso  que  no  estén  ya  en 
el  árbol  en  el  momento  en  que  se  añaden  y  que  no  formen 
un  ciclo  con  las  ya  seleccionadas 


Cuestiones  de  repaso 


L 

2. 

3. 

4. 


5. 

ó, 

7, 

8, 


a)  Define  árbol,  b)  Define  bosque. 

■puede  haber  dos  caminos  distintos  entre  dos  vértices  de 
un  árbol? 

Da  al  menos  tres  ejemplos  de  modelos  de  problemas  con 
árboles. 

a)  Define  árbol  con  raíz  y  la  raíz  de  dicho  árbol. 

I>)  Define  el  padre  tic  un  vértice  y  el  hijo  de  un  vértice  en 
un  árbol  con  raíz. 

O  ¿Qué  es  un  vértice  interno,  una  hoja  y  un  subárboi  en 
un  árbol  qpn  raíz? 

d)  Dibuja  un  árbol  con  raíz  que  tenga  aí  menos  IÜ  vértices 
y  tal  que  « í  grado  de  cada  vértice  no  sea  mayor  que  3. 
Señala  la  raíz,  el  padre  de  cada  vértice,  el  hijo  de  cada 
vértice,  los  vértices  sotemos  y  las  hojas. 


a)  ¿Cuántas  arólos  tiene  un  árbol  con  n  vértices? 

b)  ¿Qué  necesitas  saber  paro  determinar  el  número  de 
aristas  en  un  bosque  de  n  vértices? 

o)  Define  árbol  m  ario  completo 
b)  ¿Cuántos  vértices  tiene  un  árbol  m-ario  completo  si 
posee  i  vértices  internos?  ¿Cuántas  hojas  tiene? 

a)  ¿Cuál  es  fu  altura  de  un  árbol  con  raíz? 

o 

b)  ¿Qué  es  im  árbol  equilibrado? 

tri  ¿Cuántas  fiojas  puede  tener  un  árbol  m-ario  de  abura  hl 
a)  ¿Qué  es  un  árbol  binario  de  búsqueda? 


bj  Describe  un  algoritmo  para  construir  un  árbol  binario 
de  búsqueda. 

e)  Construye  un  árbol  binario  de  búsqueda  para  las  pala¬ 
bras  vídeo ,  wamer T  estreno,  grúa ,  novela  y  kingkong. 
9 .  a )  ¿Qué  es  un  cód igo  instan! tínce >? 

h)  ¿Cómo  se  puede  representar  un  código  instantáneo  me¬ 
diante  un  árbol  binario? 

1(1,  a )  De fi nc  re corri do  en  preort le  n ,  i norden  y  p ost o rd en . 
b)  Da  un  ejemplo  de  recorrido  en  preordem  inorden  y 
postorden  de  un  árbol  binario  que  tu  elijas  y  que  tenga 
ul  menos  12  vértices* 

11,  a)  Explica  cómo  utilizar  receñidos  en  preorden,  i  norden  y 

postorden  para  obtener  las  formas  prefija,  infija  y  pust- 
fija  de  una  expresión  aritmética. 

b)  Dibuja  el  árbol  ordenado  con  raíz  que  representa  a  la 
expresión  (U  -  3)  +  ((.v/4)  +  t  v  y)  T  3», 

c)  Obten  las  formas  prefija  y  postfija  de  la  expresión  del 
apartado  (b). 

1 2,  Demuestra  que  el  número  de  comparaciones  utilizado  por 
el  algoritmo  de  ordenación  es  al  menos !  log  /iíl 

13,  a)  Describe  el  algoritmo  de  codificación  de  I  hit) man  pura 

construir  un  código  óptimo  para  un  conjunto  de  sím¬ 
bolos,  suponiendo  que  las  frecuencias  de  los  símbolos 
se  conocen  . 
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b)  i  riili/a  la  codificación  de  Huffman  pira  obtener  un  có¬ 
digo  óptimo  para  estos  símbolos  y  frecuencias:  A:  0,2, 
B;0J,C:  03,0:0,4 

14  Dibuja  el  árbol  de  juego  para  d  nim  si  la  posición  inicial 
consiste  en  dos  montones  con  una  y  cuatro  piedras.  ¿Quién 
gana  la  partida  si  ambos  jugadores  siguen  una  estrategia 
óptima? 

15.  a)  ¿Qué  es  el  árbol  generador  de  un  grato? 

b)  ¿Qué  grafos  simples  admiten  un  árbol  generador? 
el  Describe  al  menos  dos  aplicaciones  diferentes  que  re¬ 
quieran  el  cálculo  de  un  árbol  generador  de  un  grato 
simple. 

16.  al  Describe  tíos  algoritmos  diferentes  para  calcular  un  ár¬ 

bol  generador  en  un  grafo  simple, 
bi  Ilustra  cómo  los  dos  algoritmos  descritos  en  (a)  se  pue¬ 
den  utilizar  para  obtener  el  árbol  generador  de  un  grafo 
simple  ejecutándolos  en  un  grafo  de  tu  elección  con  al 
menos  8  vértices  y  15  aristas. 


17.  a)  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  vuelta  atrás  pura  de¬ 
terminar  si  un  grafo  simple  puede  colorearse  o  no  uti¬ 
lizando  n  colores. 

b}  Muestra,  con  un  ejemplo* *  cómo  la  vuelta  atrás  puede 
utilizarse  para  demostrar  que  un  grafo  con  número  cro¬ 
mático  cuatro  no  puede  colorearse  con  tres  colores, 
pero  si  puede  colorearse  con  cuatro. 

IH.  a  )  ¿Qué  es  el  árbol  generador  de  peso  mínimo  de  un  gra~ 
fo  conexo  y  ponderado? 

h)  Describe  al  menos  dos  aplicaciones  diferentes  que  re¬ 
quieran  el  cálculo  de  un  árbol  generador  de  peso  míni¬ 
mo  de  un  grafo  conexo  y  ponderado. 

14  a)  Describe  el  algoritmo  de  Krasfcat  y  el  algoritmo  de  Prim 
para  calcular  árboles  generadores  de  peso  mínimo. 

bl  Ilustra  cómo  calculan  un  árbol  generador  de  peso  mí¬ 
nimo  los  algoritmos  de  Kruskal  y  de  Prim  utilizando  un 
grató  con  al  menos  S  vértices  y  15  aristas. 
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*L  Demuestra  que  un  grafo  simple  es  un  árbol  si.  y  sólo  si, 
no  contiene  ciclos  y  al  añadir  una  arista  que  conecta  dos 
vértices  no  adyacentes  se  produce  un  grafo  que  connene 
exactamente  un  ciclo  Idos  ciclos  son  iguales  sí  tienen  el 
mismo  conjunto  de  aristas). 

*2.  ¿Cuántos  árboles  con  raíz  con  seis  vértices  hay  salvo 
isomorfismos? 

X  Demuestra  que  todo  árbol  con  al  menos  una  arista  debe 
tener  al  menos  dos  hojas. 

4.  Demuestra  que  un  árbol  con  n  vértices  y  con  n  -  1  hojas 
esisomorfo  a  K¡ 

i.  u—  ( 

5.  ¿Cuánto  vale  la  suma  de  los  grados  de  los  vértices  de  un 
árbol  de  n  vértices? 

%.  Supongamos  que  dr  d, . dn  son  n  enteros  positivos 

cuya  suma  es  2n  -  2.  Demuestra  que  hay  un  árbol  con  n 
vórtices  y  tal  que  los  grados  de  dichos  vértices  son  dv 

<L 

7.  Demuestra  que  todo  árbol  es  un  grafo  plano. 

S,  Demuestra  que  todo  árbol  es  bipartito. 

4  Demuestra  que  iodo  bosque  se  puede  colorear  utilizan¬ 
do  dos  colores. 

t :  ri  B-urhol  de  grado  k  es  un  árbol  con  raíz  cuyas  hojas  está  \ 
lodos  en  el  mismo  nivel,  su  raíz  tiene  al  menos  dos  y  a  lo  m¿  s 
k  hijos,  y  todo  vértice  intemo  distinto  de  la  raíz  tiene  al  menos 
Ikttl  pero  a  lo  mas  k  hijos.  Se  puede  acceder  de  numera  oto 
cíente  a  los  ficheros  de  ordenador  si  se  utilizan  B- árboles  para 
su  representación. 

10.  Dibuja  tres  B -árbol es  diferentes  de  grado  3  y  altura  4. 
stJ  1 1.  Da  una  cota  superior  y  otra  inferior  del  número  de  hojas 
de  un  B -árbol  de  grado  k  y  altura  h. 

\2.  Da  una  cota  superior  y  otra  inferior  del  número  de  hojas 
de  un  B -árbol  de  grado  k  y  n  hojas. 

Los  árboles  binomio  les  5  ,  i  -  0,  L  2, ...  son  árboles  ordena¬ 
dos  con  raíz  definidos  recursi  vamenre  por: 


Paso  base:  El  árbol  bínomial  B(l  es  d  árbol  compuesto 
por  un  solo  vértice. 

Paso  recursivo:  Sea  k  un  número  natural  Para  construir 
el  árbol  binomial  Bf  (  se  añade  una  copia  de  a  otra 
copia  de  Bt  mediante  la  inclusión  de  una  arista  que  hace 
que  la  raíz  de  la  primera  copia  de  Bx  sea  d  hijo  situado 
más  a  la  izquierda  de  la  segunda  copia  de  Bk. 

13.  Dibuja  Bé  para  Jt  =  0T  I.  2f  3,  4. 

14.  ¿C  u  án  tos  veri  tees  1  ien e  Bk  7  Dem  u  e  s  tra  q  u e  tu  re s  p  uc  st  a 
es  correcta. 

15.  ( )btén  la  altura  de  B  Demuestra  que  tu  respuesta  es  co¬ 
rrecta. 

16.  ¿Cuántos  vértices  hay  a  profundidad/  en  Bt  siendo 
0  s/  ^  k!  Justifica  tu  respuesta. 

17.  ¿Cuál  es  el  grado  de  la  raíz  de  ?  Demuestra  que  tu 
respuesta  es  correcta, 

ÍS.  Demuestra  que  el  vértice  de  mayor  grado  de  Bk  es  la 
raíz. 

l'n  árbol  con  raíz  T  se  llama  5^  árbol  si  satisface  la  siguiente 
definición  recursiva.  Es  un  5- árbol  si  tiene  lid  solo  vértice. 
Para  k  >  ü.  T  es  un  5. -árbol  si  se  puede  construir  a  partir  de  dos 
S^- -árboles,  designando  como  raíz  la  raíz  de  uno  de  los  St  ^ár¬ 
boles  y  con  virtiendo  la  otra  raíz  en  hijo  de  la  raíz  de  5 

14  Dibuja  5t  para  k  =  0.  1 , 2,  3.  4. 

20.  Demuestra  que  St  tiene  2*  vértices  y  un  único  vértice  en 
el  nivel  L  Este  vértice  dd  nivel  k  se  llama  asa 

*21.  Supongamos  que  T  es  un  S. -árbol  con  asa  v.  Demuestra 
que  T  se  puede  obtener  a  partir  de  k  árboles  disjuntos.  T 
7 \ . ....  T  r  el  vértice  v  no  está  en  ninguno  de  ellos,  /  es 

un  5 -árbol  para  /  -  0.  1 . k-  I  y  v  está  conectado  con 

rQ  y  r  esta  conectado  con  rf  }  para  i  =  0t  1 . k- 2, 

í 

La  lista  de  los  vértices  de  un  árbol  ordenado  con  raíz  dada  en 
orden  por  nivel  consiste  en  dar  la  lista  comenzando  por  la 
raíz,  seguida  por  los  vértices  que  están  en  el  nivel  I,  listados 
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ik  izquierda  a  derecha,  seguidos  por  los  vértices  que  están  en 
el  nivel  2,  listados  de  izquierda  a  derecha,  y  así  sucesiva¬ 
mente, 

22,  Lista,  con  el  orden  por  nivel,  los  vértices  de  ios  árboles 
ordenados  con  raíz  de  las  Figuras  3  y  9  de  ía  Sección  9.3. 

23,  Diseña  un  algoritmo  para  listar  los  vértices  de  un  árbol 
ordenado  con  raíz  con  el  orden  por  nivel. 

*24.  Diseña  un  algoritmo  para  determinar  si  un  conjunto  de 
etiquetas  universales  pueden  ser  las  direcciones  de  las 
hojas  de  un  árbol  con  raíz. 

25,  Diseña  un  algoritmo  de  construcción  de  un  árbol  con 
raíz  a  partir  dd  etiquetado  universal  de  sus  hojas, 

l  n  conjunto  de  corte  de  un  grató  es  un  conjunto  de  aristas 
con  la  propiedad  de  que  al  eliminarlas  dd  grafo  se  obtiene  un 
grafo  con  más  componentes  conexas  que  el  grafo  original  y  tal 
que  ningún  subconjuntü  propio  de  dicho  conjunto  de  aristas 
tiene  esta  propiedad. 

26,  Demuestra  que  un  conjunto  de  corle  de  un  grafo  debe 
tener  al  menos  una  arista  en  común  con  cualquier  árbol 
generador  de  este  grafo. 

Un  cactus  es  un  grafo  conexo  tal  que  cada  una  de  sus  aristas 
está  contenida  a  lo  sumo  en  un  ciclo. 

27,  ¿Cuáles  de  estos  gratos  son  cactus? 
a)  t 


28.  ¿Un  árbol  es  necesariamente  un  cactus? 

29,  Demuestra  que  sí  a  un  árbol  le  añadimos  un  circuito  que 
contiene  nuevas  aristas  que  comienzan  y  terminan  en  un 
vértice  del  árbol,  el  grafo  resultante  es  un  cactus. 


*30.  Demuestra  si  en  un  grafo  conexo  todo  ciclo  tiene 
un  número  impar  de  aristas,  entonces  el  grafo  es  un 
cactus. 

Un  árbol  generador  de  grado  restringido  de  un  grafo  simple 
G  es  un  árbol  generador  con  la  propiedad  de  que  (odo  vértice 
del  árbol  es  de  grado  menor  o  igual  que  cierta  cota  especifi¬ 
cada,  Los  árboles  generadores  de  grado  restringido  son  úti¬ 
les  en  modelos  de  sistemas  de  transporte  donde  el  número  de 
carreteras  en  los  cruces  está  limitada,  modelos  de  redes  de 
comunicación  donde  el  número  de  enlaces  a  un  nodo  está 
limitado,  etc. 

En  los  Problemas  31-33  obten  un  árbol  generador  de  grado  res¬ 
tringido  para  d  grafo  dado,  donde  cada  vértice  tiene  grado 
menor  o  igual  que  3,  o  demuestra  que  dicho  árbol  generador  no 
puede  existir. 


34.  Demuestra  que  un  árbol  generador  de  grado  restringido 
de  un  grató  simple  en  el  que  el  grado  de  cada  vértice  es 
a  lo  sumo  dos  consiste  en  un  camino  hamíltoniano  dd 
grafo, 

35,  Un  árbol  con  n  vértices  se  dice  elegante  si  sus  vértices 

se  pueden  etiquetar  con  los  enteros  1.2 . n,  de  mane¬ 

ra  que  los  valores  absolutos  de  la  diferencia  entre  ías 
etiquetas  de  los  vértices  adyacentes  son  todas  distintas. 
Demuestra  que  estos  grafos  son  elegantes, 

a)  * - • - *  — •  b)  *  -  •  * 


é 

Una  oruga  es  un  árbol  que  contiene  un  camino  simple  de  ma¬ 
nera  que  todo  vértice  que  no  esté  en  el  camino  es  adyacente  a 
un  vértice  del  camino. 

36,  ¿Cuáles  de  los  gratos  dd  Problema  35  son  orugas? 

37,  ¿Cuántas  orugas  de  seis  vértices  hay  salvo  jsomoríís- 

mos? 

**38,  at  Demuestra  u  refuta  el  siguiente  enunciado:  todos 
los  árboles  cuyas  aristas  forman  un  camino  simple 
son  elegantes. 
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h)  Demuestra  o  refuta  el  siguiente  enunciado:  todas  las 
orugas  son  elegantes, 

39.  Supongamos  que  en  tina  cadena  de  bits  la  frecuencia  de 
aparición  del  0  es  Qt9  y  la  frecuencia  del  t  es  0,1  y  que 
ambos  bits  son  independientes. 

a)  Construye  un  código  de  Huffman  para  los  cuatro 
bloques  de  dos  bits  00, 01,  10  y  H.  ¿Cuál  es  el  nú¬ 
mero  promedio  de  bus  que  se  requieren  para  codifi¬ 
car  una  cadena  de  hits  utilizando  ese  código? 

b)  Construye  un  código  de  Huffman  para  los  ocho  blo¬ 
ques  de  tres  bits.  ¿Cuál  es  el  numero  promedio  de 
bits  necesarios  para  codificar  una  cadena  de  bits  uti¬ 
lizando  ese  código? 

40,  Supongamos  que  G  es  un  grafo  dirigido  sni  ciclos.  Des¬ 
cribe-  cómo  se  puede  utilizar  la  búsqueda  en  profundidad 
para  obtener  un  orden  topológico  de  Jos  vértices  de  G, 

*41.  Supongamos  que  e  es  una  arista  de  un  grafo  ponderado 
que  es  incidente  con  un  vértice  vT  de  modo  que  el  peso 
de  e  no  es  mayor  que  el  peso  de  las  restantes  aristas  in¬ 
cidentes  con  r.  Demuestra  que  hay  un  árbol  generador 
de  peso  mínimo  que  contiene  a  esta  arista, 

42,  Tres  parejas  llegan  a  la  orilla  de  un  rio.  fas  tres  chicas 
son  celosas  y  no  quieren  que  su  respectiva  pareja  esté  a 
solas  con  alguna  de  las  otras  chicas  (y  quizá  con  ningu¬ 
na  otra  persona),  salvo  con  ella.  ¿Cómo  pueden  cruzar 


el  río  las  seis  parejas  utilizando  un  bote  que  no  puede 
llevar  a  más  de  dos  personas,  de  modo  que  ningún  chico 
esté  a  solas  con  otra  chica  que  no  sea  su  pareja?  Usa  la 
teoría  de  gratos  para  modelar  el  problema, 

*43.  Demuestra  que  si  todas  las  aristas  de  un  grafo  ponde¬ 
rado  tienen  pesos  distintos,  entonces  la  arista  de  menor 
peso  que  incide  con  un  vértice  v  está  en  todos  los  árbo¬ 
les  generadores  de  peso  mínimo. 

44.  Halla  un  árbol  generador  mínimo  para  cada  uno  de  los 
gratos  siguientes,  de  modo  que  todos  los  vértices  de!  ár¬ 
bol  generador  tengan  grado  menor  o  igual  que  2. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  V  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


1.  Dada  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  dirigido  sim¬ 
ple,  determina  si  el  grafo  es  un  árbol, 

2.  Dada  Ja  matriz  de  adyacencia  de  un  árbol  con  raíz  >  un 
vértice  del  árbol,  halla  el  padre,  los  hijos,  los  antecesores, 
I  o  &  desee  rul  lentes  y  el  ni  v  e  I  del  v  ért  i  ce . 

3.  Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  árbol  con  raíz  y  un  ver 
tice  del  árbol,  halla  el  padre,  los  hijos,  los  antecesores,  los 
descendientes  y  el  nivel  dd  vértice, 

4.  Dada  una  lista  de  ítems,  construye  un  árbol  de  búsqueda 
binario  que  contiene  esos  ítems. 

5.  Dado  un  árbol  de  búsqueda  binario  y  un  ítem,  localiza  o 
añade  ese  ítem  a!  árbol  de  búsqueda  binario. 

6.  Dada  la  lisia  ordenada  con  las  aristas  de  un  árbol  ordenado 
con  raíz,  halla  el  etiquetado  universal  de  mis  vértices. 

7.  Dada  la  lista  ordenada  con  las  aristas  de  un  árbol  ordenado 
con  raíz,  lista  sus  vértices  en  preorden,  postorden  e  inordeti, 

R,  Evalúa  una  expresión  aritmética  dada  en  forma  prefija. 

9.  Evalúa  una  expresión  aritmética  dada  en  forma  postfija. 

10.  Dada  las  frecuencias  de  los  símbolos,  utiliza  un  código 
de  Huffman  para  hallar  una  codificación  óplima  para  es¬ 
tos  símbolos, 

11*  Dada  una  posición  inicial  en  el  juego  de  nim,  determina 
una  estrategia  óptima  pat  a  el  primer  jugador 


12,  Dada  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  simple  no  diri¬ 
gido,  calcula  un  árbol  generador  para  este  grafo  median¬ 
te  la  búsqueda  en  profundidad. 

Dada  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grafo  simple  no  diri¬ 
gido,  calcula  un  árbol  generador  para  este  grafo  median¬ 
te  la  búsqueda  en  anchura. 

Dado  un  conjunto  de  enteros  positivos  y  un  entero  posi¬ 
tiva  /V,  utiliza  la  vuelta  atrás  para  hallar  un  su  heon  junto 
de  estos  enteros  que  sume  N. 

Dada  la  matriz  de  adyacencia  de  un  grato  simple  tío  diri¬ 
gido,  ti  ti  liza  la  vuelta  atrás  para  colorear  el  grafo  con 
tres  colores,  si  fuera  posible. 

[fojo  un  entero  positivo  jj,  resuelve  el  problema  de  las  n 
reinas  utilizando  la  vuelta  atrás. 

Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  ponderado,  conexo 
y  no  dirigido,  así  como  sus  pesos,  utiliza  el  algoritmo  de 
Prim  para  hallar  un  árbol  generador  de  peso  mínimo  del 
grafo. 

Dada  la  lista  de  las  aristas  de  un  grafo  ponderado,  conexo 
y  no  dirigido,  así  como  sus  pesos,  utiliza  el  algoritmo  de 
Kruskal  para  hallar  un  árbol  generador  de  peso  mínimo 
de!  grafo. 


13, 


14, 


*15. 


16. 


17, 


IR, 


í 
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Cálculo  y  experimentación 

U  1  (LIZA  LOS  PROGRAMAS  QL  E  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


L  Dete  rmin  a  l  od  o s  l o  s  árbol  e  s  con  se  i  s  vért  ices . 

2 .  Determina  todos  los  árboles  de  siete  vértices  salvo  iso- 
modismos, 

*3.  Construye  un  código  de  Huffman  para  los  símbolos  del 
código  ASCII  teniendo  en  cuenta  sus  apariciones  en  un 
c  on  j  u  n  to  d  e  entra d  a  re  pre  sen ta i  i  v  o . 

4.  (  almla  d  numero  de  árboles  generadores  distintos  que  ad¬ 
mite  Kñ.  para  u  =  lT  2,  3, 4,  5*  6*  Conjetura  una  fórmula 
para  el  número  de  esos  árboles  si  n  es  un  entero  positivo, 

5 ,  Es  t  ud  ia  el  numero  de  c  om  pa  rucio  nos  n  eee  sari  as  pa  ra  or¬ 
denar  una  lisia  de  n  enteros  seleccionados  al  azar,  para 
n  =  100,  LODO,  i  0.000,  utilizando  la  ordenación  por  se¬ 


lección,  la  ordenación  por  inserción,  la  ordenación  por 
mezcla  y  ¡a  ordenación  rápida, 

6,  Calcula  el  número  de  formas  diferentes  de  colocar  n  reinas 
cu  un  tablero  n  x  n  de  manera  que  dos  reinas  cualesquiera 
no  se  puedan  amenazar  mutuamente,  para  iodo  n  s  10. 

*7.  Calcula  un  árbol  generador  de  peso  mínimo  de  un  grató 
ponderado  que  conecta  las  capitales  de  los  países  de 
América  del  Sur,  siendo  el  peso  de  las  aristas  la  distancia 
entre  las  capitales  dada  en  kilómetros, 

8,  Dibuja  el  árbol  de  juego  completo  para  el  ajedrez  en  un 
tablero  4x4. 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  l  \  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


1 .  Explica  e óm  ct  ultli  zó  C  ay  ley  1  os  á  rbolcs  para  listare]  n  LÍ- 
mero  de  cierto  tipo  de  hidrocarburos. 

2.  Define  los  árboles  AVI,  Describe  cómo  y  por  qué  se  usan 
los  árboles  AVL  en  tina  gran  variedad  de  algoritmos. 

3.  Define  árboles  (¡uad  y  explica  cómo  se  utilizan  para  re¬ 
presentar  imágenes.  Describe  cómo  se  pueden  realizar  ro¬ 
taciones,  homutecias  y  traslaciones  de  imágenes  manipu¬ 
lando  el  árbol  quad. 

4.  Define  un  montículo'  y  explica  cómo  se  pueden  transfor¬ 
mar  los  árboles  en  montículos.  ¿Por  qué  son  útiles  los 
montículos  en  ordenación? 

5.  Describe  algoritmos  dinámicos  para  la  compresión  de  da¬ 
los  basados  en  los  cambios  en  las  frecuencias  de  las  letras 
a  medida  que  los  caracteres  se  van  leyendo,  como  adapta¬ 
ciones  de  la  codificación  de  Huffman. 

6.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  el  método  de  ía  poda  alfa  beta 
para  simplificar  los  cálculos  de  los  valores  de  un  árbol  de  juego. 

7.  Describe  las  técnicas  utilizadas  por  los  programas  de  jue¬ 
go  de  ajedrez  tales  como  el  Deep  Blue, 

8.  De firte  d  tipo  de  grafo  conocido  como  malla  de  árboles. 
Explica  cómo  se  utiliza  este  grafo  en  aplicaciones  a  los  sís^ 


temas  de  integración  muy  grandes  y  en  el  cálculo  en  para¬ 
lelo. 

Habla  de  los  algoritmos  utilizados  en  mullidi fusión  IP 
para  evitar  los  bucles  entre  enrul  adores. 

Hl.  Describe  un  algoritmo  basado  en  la  búsqueda  en  profun¬ 
didad  para  hallar  los  puntos  de  articulación  de  un  grafo. 

1 1.  Describe  un  algoritmo  basado  en  la  búsqueda  en  profun¬ 
didad  para  hallar  las  componentes  fuertemente  conexas 
de  un  grafo  dirigido. 

12.  Describe  las  técnicas  de  búsqueda  utilizadas  por  los  erawlers 
y  las  arañas  web  en  diferentes  buscadores  de  la  web. 

13.  Describe  un  algoritmo  para  calcular  el  árbol  generador 
mínimo  de  un  grafo  de  modo  que  el  máximo  grado  de 
cualquier  vérlice  del  árbol  generador  no  sea  superior  a 
una  constante  rija  k. 

14.  Compara  algunos  de  ios  algoritmos  de  ordenación  más 
importantes  en  términos  de  su  complejidad  y  de  sus  apli¬ 
caciones 

15.  Describe  la  historia  y  Sos  orígenes  de  los  algoritmos  para 
construir  árboles  generadores  mínimos. 

Ib.  Describe  algoritmos  para  producir  árboles  aleatorios. 


o 


Nota  del  Traductor:  del  inglés  hcap. 


Algebra  de  Boole 


Los  circuitos  de  los  ordenadores,  así  como  otros  componentes  electrónicos,  reciben  datos 
de  entrada,  cada  uno  cié  Jos  cuales  es  un  0  o  un  1,  y  producen  corno  salida  también  ceros 
o  unos.  Los  circuitos  pueden  construirse  utilizando  cualquier  elemento  básico  que  posea 
dos  estados  diferentes.  Entre  esos  elementos  se  encuentran  ios  interruptores,  que  pueden  estar  en 
posición  cm  o  en  off]  y  Jos  dispositivos  ópticos  (semáforos),  que  pueden  estar  encendidos  o  apa¬ 
gados,  En  1938,  Claude  Shannon  demostró  cómo  se  podían  utilizar  las  reglas  de  la  lógica  para 
diseñar  circuitos.  Estas  reglas,  enunciadas -por  primera  vez  en  1854  por  George  Boole  en  su  libro 
Las  leyes  del  pensamiento,  son  el  fundamento  del  álgebra  de  Boole.  En  este  capítulo  presenta¬ 
mos  las  propiedades  básicas  del  álgebra  de  Booie,  La  operación  realizada  por  un  circuito  se  de¬ 
fine  mediante  una  función  booleana  que  especifica  el  valor  de  salida  para  cada  conjunto  de  da¬ 
tos  de  entrada.  El  primer  paso  en  ía  Construcción  de  un  circuito  consiste  en  representar  su 
función  booleana  asociada  mediante  una  expresión  construida  por  medio  de  las  operaciones  bá¬ 
sicas  de  un  álgebra  de  Boole.  Presentaremos  un  algoritmo  que  construye  dichas  expresiones.  La 
expresión  obtenida  puede  contener  operaciones  redundantes.  Posteriormente,  en  este  capítulo,  se 
presentarán  métodos  para  hallar  una  expresión  que  represente  a  una  fundón  booleana  empleando 
el  menor  número  posible  de  sumas  y  productos.  Los  procedimientos  que  desarrollaremos,  los 
diagramas  de  Kamaugh  y  el  método  Qume-McCluskey,  son  importantes  en  el  diseño  de  circui¬ 
tos  eficientes. 


10.1  Funciones  booleanas 


INTRODUCCION 


El  álgebra  de  Booie  proporciona  bis  operaciones  y  las  leyes  para  trabajar  en  el  conjunto  {(),  1 },  Los 
interruptores  electrónicos  y  ópticos  se  estudian  utilizando  este  conjunto  y  las  regías  del  álgebra  de 
Boole.  Las  tres  operaciones  de  un  álgebra  de  Boole  que  utilizaremos  hábil  utilmente  son  el  com¬ 
plemento.  la  Suma  y  el  producto  .hocícanos.  El  complemento  de  un  elemento,  denotado  por  una 
barra,  o  por  NOT,  se  define  por  0  -  I  y  I  -  0.  La  suma  booleana,  denotada  por  +  o  por  OR,  se  de¬ 
fine  de  ía  siguiente  forma: 


El  producto  booleano.  denotado  por  o  por  AND,  se  define  de  la  siguiente  forma: 
[  .  i  -i,  1  0=0,0-  1  =  0  y  0  ’  0  =  0. 


Si  no  hay  posibilidad  de  confusión,  se  omitirá  el  símbolo  ■  al  escribir  productos  algebraicos.  A  me¬ 
nos  que  se  utilícen  paréntesis,  las  reglas  de  precedencia  de  los  operadores  son  las  siguientes:  pri¬ 
mero  se  calculan  los  complementos,  seguidos  por  ¡os  productos  booleanas  y,  finalmente,  las  sumas 
booleanas.  Ésto  se  ilustra  en  el  Ejemplo  I . 


ejemplo  i 


Evalúa  10  +  (0  +  1). 
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Solución:  Utilizando  las  definiciones  del  complemento,  la  suma  booleana  y  el  producto  booleano. 
se  tiene  i|ue 

10  +  {0+í)  =  0  +  í 
*0  +  0 

=  0.  < 

El  complemento,  la  suma  y  ei  producto  booteanos  se  corresponden  con  los  operadores  lógi¬ 
cos-»,  v  e  a,  respectivamente,  donde 0  se  corresponde  con  F  (falso)  y  I  con  V  (verdadero).  Los 
resultados  acerca  de  un  álgebra  de  Boole  se  pueden  traducir  directamente  a  resultados  acerca  de 
fórmulas  proposieionales.  Recíprocamente,  los  resultados  relativos  a  la  lógica  preposicional  se 
pueden  expresar  como  enunciados  relativos  a  un  álgebra  de  Boole* 


EXPRESIONES  BÜOLEANAS  Y  FUNCIONES  BOOLE  ANAS 


Sea  B  -  1 0, 1 } .  Entonces,  B "  =  j  (xr  xn)  \  x.  e  Bt  1  <;  i  s  n }  es  el  conjunto  de  todas  las  posi¬ 
bles  /t-tuplas  de  ceros  y  unos.  La  variable  a  se  llama  variable  booleana  si  loma  valores  en  el  con¬ 
junto  B ,  esto  es,  sus  únicos  valores  posibles  son  0  y  L  Una  función  de  B"  en  B  se  llama  función 
booleana  de  grado  n 

EJEMPLO  2  La  función  F( a,  y)  =  xy  que  va  del  conjunto  de  los  pares  ordenados  de  valores  hocícanos  al  con¬ 
junto  10*  1 1  es  una  función  de  grado  2  con  F(0T  0)  -  0,  F(0, !)  -  0,  F{  1 , 0)  =  1  y  F(l ,  I )  =  0,  Mos¬ 
tramos  estos  valores  en  la  Tabla  I . 


['¡ihia  1 

X 

y 

F(a,  y) 

1 

f 

0 

l 

ü 

1 

0 

t 

0 

0 

0 

0 

Las  funciones  booleanas  se  pueden  representar  utilizando  expresiones  construidas  con  va¬ 
riables  y  operadores  booteanos.  Las  expresiones  booleanas  en  las  variables  x  tx2* x  se  definen 
recursivamente  como 

0*  L  xy  xr  a  son  expresiones  booleanas; 

si  y  £,  son  expresiones  booleanas,  entonces  £|f  (£J£T)  y  (£j  +  £2)  son  expresiones  booleanas. 

Cada  expresión  booleana  representa  una  función  booleana.  Los  valores  de  esta  fundón  se  obtienen 
sustituyendo  las  variables  de  la  expresión  porO  y  1 .  Kn  la  Sección  10.2  mostraremos  que  toda  fun¬ 
ción  booleana  se  puede  representar  mediarte  una  expresión  booleana. 


EJEMPLO  3 


Calcula  los  valores  de  la  función  booleana  F(x<  y,  z)  -  xy  +  z. 


Solución:  En  la  Tabla  2  se  muestran  los  valores  de  esta  función. 


Enlaces 


CLALDt  KLV\  0(11)  SHAN  NON  {1916-2=001 )  Claudc  Shannon  nació  en  Petos  key.  Michigan,  y  creció  en  Gavlord,  Mi¬ 
chigan.  Su  padre  era  un  hombre  de  negocios  que  ejercía  de  juez  para  apuntos  testamentarios  y  su  madre  era  profesora  de 
lengua  y  directora  de  un  centro  de  enseñanza  secundaria,  Shannon  estudió  e  i  ía  Universidad  de  Michigan,  graduándose  en 
1936.  Continuó  sus  estudios  en  el  M.l  T  ,  donde  se  Ic  encargo  el  mamen  i  mi  ítiío  del  analizador  diferencial,  un  dispositivo 
computacional  mecánico  formado  por  ejes  y  engranajes,  construido  por  el  catedrático  Vunnevar  Bush.  La  tesina  de 
Shannon,  esc  rila  en  1936,  estudiaba  los  aspectos  lógicos  de!  analizador  diferencial,  Esia  tesina  presenta  la  primera  apli¬ 
cación  del  álgebra  de  Boole  al  diseño  de  circuitos  conmutados;  es  quizá  la  tesina  más  famosa  del  siglo  xx.  Shannon  se  doc¬ 
toró  porei  M.l  T  en  1 940.  Se  incorporó  en  1910  a  los  Laboratorios  Bell,  donde  trabajó  en  cómo  transmitir  datos  eficien¬ 
temente,  Fue  una  de  las  primeras  personas  en  usar  bits  para  representar  la  información.  En  los  Laboratorios  Retí  trabajó 
también  en  Ja  determinación  del  volumen  de  tráfico  que  pueden  soportar  las  líneas  telefónicas.  Shannon  hizo  mucha*  con 
tribuciones  fundamentales  a  la  teoría  de  la  información.  En  los  primeros  años  cincuenta  fue  uno  de  los  fundadores  del  es¬ 
tudio  de  la  inteligencia  artificial  Se  incorporó  en  1956  como  profesor  permanente  al  M.I.T..  donde  continuó  su  estudio  de 
la  teoría  de  La  información. 

Tenía  una  faceta  poco  convencional.  Se  cree  que  fue  el  quien  inventó  el  Frisbee  propulsado  por  cohetes.  También  es 
famoso  por  recorrer  los  pasillos  de  los  Laboratorios  Bell  montado  en  un  monociclo  mientras  hacía  juegos  malabares  con 
cuatro  pelotas,  Shannon  se  jubiló  cuando  tenía  cincuenta  tinos,  publicando  artículos  esporádieamenies  dflranle  los  diez  años 
siguientes.  En  sus  últimos  años  se  concentró  en  algunos  proyectos  persouaks,  como  construir  un  muelle  saltador  motori¬ 
zado.  Una  cha  interesante  de  Shannon,  publicada  en  Omni  Magazine  en  1987,  es  la  siguiente:  «Llegará  el  momento  en  el 
que  seremos  a  los  robots  lo  que  los  perros  son  a  los  humanos.  Y  yo  apoyaré  a  las  máquinas» 
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EJEMPLO  4 


no  in 


Ü00  OOl 

Figura  1 


EJEMPLO  5 


Tabla  2 

X 

y 

7 

xy 

z 

Ffx,  yt  z)  =  xy  +  z 

1 

i 

l 

1 

0 

1 

1 

i 

0 

t 

1 

l 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

l 

0 

1 

1 

0 

0 

0 
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Observa  que  una  función  booleana  se  puede  representar  gráficamente  sin  más  que  marcar  los 
vértices  del  H-cubo  que  se  corresponden  con  las  «-tupias  de  bits  en  las  que  la  función  vale  I . 

La  función  booleana  F(xt  y,  i)  =  xy  +  :  de  B-  en  B  del  Ejemplo  3  se  puede  representar  distin¬ 
guiendo  los  vértices  que  se  corresponden  con  las  cinco  3 -tupi  as  í  L  L  I  h  ( L  L  0).  ( 1. 0, 0),  (0,  1 . 0) 
y  (0, 0, 0)  en  las  que  F(x,  y,  z)  -  í .  como  muestra  la  Figura  1 .  Estos  vértices  se  destacan  median¬ 
te  círculos  negros.  4 

Dos  funciones  booleanas  de  i\  variables  F  y  G  son  iguales  si,  y  sólo  si,  F{hv  b71  bj  = 
G{hr  h .„T  b  )  para  cualesquiera  elementos  br  h r  ...,  b  de  B.  Se  dice  que  dos  expresiones  booleanas 
diferentes  son  equivalentes  si  representan  la  misma  función.  Por  ejemplo,  las  expresiones  booleanas 
xy\  xv  +  0,  xy  (1  son  equivalentes,  id  complemento  de  la  función  booleana  F  es  la  función  F,  donde 

F(x[rx? . vrt)  =  F(xl,x2 . \n ).  Dadas  dos  funciones  booleanas  F  y  G  de  grado  ru  se  definen  la 

suma  booleana  F  +  G  y  el  producto  btíoleano  FG  como 

(F  +  GX*l?  v)  =  «.,*„)  +  G(xlf  ...u  j, 

i  FG){xu  )  -  F(xv„nxn)G(x . . 

Una  función  booleana  de  grado  dos  es  una  función  de  un  conjunto  con  cuatro  elementos,  a  sa¬ 
ber,  todos  ios  pares  de  elementos  de  B  -  |0,  J },  en  B .  un  conjunto  con  dos  elementos.  Por  tanto, 
hay  dieciséis  funciones  booleanas  diferentes  de  grado  2.  En  Ea  labia  3  se  muestran  los  valores 
de  las  dieciséis  funciones  booleanas  de  grado  2  etiquetadas  con  Fv  Fv  Fuy 

¿Cuántas  funciones  booleanas  de  grado  n  hay? 

Solución  De  la  regla  del  producto  se  sigue  que  hay  2"  «-tupias  distintas  de  ceros  y  unos.  Puesto 
que  una  función  booleana  asigna  el  valor  Gola  cada  una  de  estas  2"  «-tupias,  la  regla  del  pro¬ 
ducto  nos  dice  que  hay  22  funciones  booleanas  de  grado  n.  4 

La  Tabla  4  muestra  el  número  de  funciones  booleanas  que  hay  para  los  grados  del  I  al  6,  El 
número  de  dichas  funciones  crece  muy  rápidamente. 
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Tabla  4,  El  número  de  funciones 

bool canas  de  grado  n. 

Grado 

Número 

1 

4 

2 

16 

3 

256 

4 

65.536 

5 

4.294.967.296 

6 

1K.446.744.073. 709.55  Ló  16 

PROPIEDADES  L)E  UN  ÁLGEBRA  DE  BOOLE 


Son  muchas  las  propiedades  que  se  verifican  en  un  álgebra  de  Boole.  Las  más  importantes  se 
muestran  en  la  Tabla  5*  (El  lector  debería  comparar  estas  propiedades  con  las  equivalencias  lógi¬ 
cas  dadas  en  la  Tabla  5  de  la  Sección  1 .2  y  la  Tabla  I  de  la  Sección  1,7.  Ttxias  ellas  son  casos  par¬ 
ticulares  de  propiedades  que  son  propias  de  lina  estructura  más  abstracta).  Estas  propiedades 
son  particularmente  útiles  en  la  simplificación  del  diseño  de  circuitos.  Se  puede  demostrar  cada 
propiedad  de  la  Tabla  5  utilizando  una  tabla  de  valores.  En  el  ejemplo  siguiente  demostraremos 
una  de  las  dos  propiedades  distributivas  de  esta  manera.  Las  demostraciones  de  las  demás  pro¬ 
piedades  se  dejan  al  lector  como  ejercicio. 

EJEMPLO  6  Demuestra  que  se  cumple  la  propiedad  distributiva  v(v  +  z)  =  xy  +  xz. 

Solución:  En  la  Tabla  6  se  muestra  que  esta  propiedad  se  cumple,  ya  que  los  valores  de  las  dos  ul¬ 
timas  columnas  de  la  tabla  son  iguales.  ^ 


l  abia  5.  Propiedades  de  un  álgebra  de  Boole, 

Propiedad 

Nombre 

x  «=  X 

Prop  i  edad  de  1  do  bl  e  c o  ni  pl  e  m  e  n  to 

x  +  x  =  x 

Propiedades  de  ídem  potencia 

x  *  x  =  X 

_r  +  0  =  .v 

X  ■  1  =  X 

Propiedades  del  elemento  neutro 

.1+1  =  1 

X  -0  =  0 

Propiedades  de  acotación 

X  +  y~J/  +  X 

rv  =  y.t 

Propiedades  conmutativas 

x  +  (y  +  z)  =  (.v  +  y)  +  z 

Myz)  =  {xy)x 

Propiedades  asociativas 

a  +  yz  =  (x  +  >')(■'■  + 
x  (y  +  ;)  =  xy  +  xz 

Propi  ed  ade  sdis  Ir  i  bu  ti  v  as 

(xy)  -  x  +  y 

Propiedades  de  De  Morgan 

(A+y)  =  Ay 

x  4  xy  =  x 

Propiedades  de  absorción 

x{x  +  y)  =  x 

X  4  X  “  1 

Propiedad  del  inverso  para  el  uno 

XX  =  0 

Propiedad  det  inverso  para  el  cero 

r%. 


EJEMPLO  7 

E^etoplos 
adicionales 


EJEMPLO  S 


EJEMPLO  9 
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Tabla  6 
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Las  propiedades  de  un  álgebra  de  Boole  se  pueden  utilizar  para  demostrar  nuevas  relaciones. 
Esto  se  ilustra  en  ei  Ejemplo  7. 


Demuestra  la  propiedad  de  absorción  x(x  +  y)  =  x  utilizando  las  propiedades  del  álgebra  de  Boole 
que  se  enumeran  en  la  Tabla  5  (se  llama  propiedad  de  absorción  puesto  que  x  absorbe  al  término 
(x  +  y),  quedando  el  valor  de  x  sin  modificar)* 


Solución:  Los  pasos  realizados  en  la  demostración,  así  como  las  propiedades  utilizadas  en  cada 
paso,  son 


=  (x  +  0)(a  +  y) 

Propiedad 

=Af 0- V 

Propiedad 

ducto 

=  x  +  y  •  0 

Propiedad 

=  x  +  0 

Propiedad 

~x. 

Propiedad 

d  e  1  e  lemento  ne  utro  para  1  a  s  u  m  a  boole  a  n  a 
distributiva  de  la  suma  booleana  con  respecto  al  pro¬ 
conmutativa  del  producto  bookano 
de  acotación  del  producto  boole  ano 
del  elemento  neutro  para  la  suma  booleana  *4 


DUALIDAD 


Las  propiedades  de  la  Tabla  5  aparecen  por  parejas  (exceptuando  la  propiedad  del  doble  comple¬ 
mento  y  las  propiedades  de  los  inversos  para  0  y  1)*  Para  explicar  la  relación  que  existe  entre  las  dos 
propiedades  de  cada  pareja  utilizamos  el  concepto  de  dual.  El  dual  de  una  expresión  booleana  se 
obtiene  intercambiando  entre  sí  la  suma  y  el  producto  booieanos.  así  como  los  ceros  y  los  unos. 

Calcula  los  duales  de  x(y  +  0)  y  de  x  -  I  +  (y  +  z). 

Solución:  Sí  en  ambas  expresiones  intercambiamos  entre  sí  los  signos  ■  y  +,  así  como  los  ceros  y 
los  unos,  obtenemos  las  expresiones  duales,  que  son  x  +  (y  *  1)  y  Ú  +  0)  ■  (y  +  z),  respectiva¬ 
mente*  *  4 

El  dual  de  una  función  booleana  F  representada  por  una  expresión  booleana  es  la  función  re¬ 
presentada  por  el  dual  de  dicha  expresión.  Esta  función  dual  denotada  por  F(í ,  no  depende  de  la  ex¬ 
presión  booleana  concreta  que  se  utiliza  para  representar  a  F  Una  igualdad  entre  funciones  boo- 
leanas  sigue  siendo  válida  cuando  se  toman  duales  a  ambos  lados  de  la  igualdad  (véase  el 
Problema  28).  Este  resultado*  llamado  principio  de  dualidad,  es  muy  útil  para  la  obtención  de 
nuevas  propiedades. 


Construye  una  igualdad  a  partir  de  !a  propiedad  de  absorción  xíx  +  y)  -  x  tomando  duales. 

Solución:  Al  tomar  duales  a  ambos  lados  de  esta  igualdad  obtenemos  x  +  (xy)  -  x\  que  también 
aparece  en  ía  Tabla  5  corno  propiedad  de  absorción*  -4 
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DEFINICIÓN  I 


DEFINICIÓN  ABSTRACTA  DE  ÁLGEBRA  DE  BOOLE 


En  esta  sección  nos  hemos  centrado  en  las  funciones  y  expresiones  bonleanas.  Sin  embargo,  !os  re- 
sudados  que  hemos  establecido  se  pueden  traducir  en  resultados  acerca  de  fórmulas  preposicio¬ 
nales  o  acerca  de  conjuntos.  Por  ello,  es  útil  definir  las  álgebras  de  Boolc  de  manera  abstracta.  Una 
vez  que  se  demuestre  que  una  estructura  concreta  es  un  álgebra  de  Boole*  todos  los  resultados 
enunciados  para  un  álgebra  de  Boole  genérica  serán  válidos  en  esta  estructura  particular. 

Las  álgebras  de  Boole  se  pueden  definir  de  diferentes  modos.  El  más  común  es  especificar  las 
propiedades  que  deben  satisfacer  las  operaciones,  como  se  hace  en  la  Definición  1 . 


Un  álgebra  de  Boole  es  un  conjunto  fí  con  dos  operaciones  binarias*  a  y  v  t  los  elementos  0 
y  I  y  una  operación  uñaría  f  de  modo  que  para  cualesquiera  elementos  xt  y,  z  de  B  se  veri¬ 
fican  tas  siguientes  leyes: 


x  v  0  =  a 
x  a  1  =  x 


X  V  _V  “  1 
V  A  x  -  0 


(x  v  y)  VZ  =  X  v 
(X  A  y)  A  Z  —  ,V  A 


(y  vz)| 

(y  a  z)J 


Leyes  del  elemento  neutro 
Leyes  del  complemento 
Leyes  asociativas 


v  v  v  =  y  v  x 
x A  y- y  a  x 


Leyes  conmutativas 


A  V  (y  A  Z)  =  (-C  V  >')  A  (_Y  V  2  H 

\  Leves  distributivas 

x  a  (v  vi)^  (x  a  v)  v  (x  a  r) 


Utilizando  las  leyes  dadas  en  la  Definí ciói  1,  se  pueden  demostrar  muchas  otras  propiedades  vá¬ 
lidas  en  cualquier  álgebra  de  Boole,  como  las  de  ¡dempoteneia  y  de  acotación  (véanse  los  Pro¬ 
blemas  31-38), 

De  nuestro  planteamiento  previo  se  deduce  que  el  conjunto  B  =  {0*  !  ¡  con  el  operador  OH.  el 
operador  AMD  y  el  operador  NOT  cumple  todas  estas  propiedades.  El  conjunto  de  todas  las  fór¬ 
mulas  preposicionales  en  n  variables,  los  operadores  a  y  vT  V  y  F  y  el  operador  ->  de  negación 
cumplen  también  todas  las  propiedades  de  un  álgebra  de  Boolc,  corno  se  puede  comprobar  en  la 
Tabla  5  de  la  Sección  1 .2.  De  manera  análoga,  el  conjunto  de  todos  los  subeunjuntos  de  un  con¬ 
junto  universal  U  con  los  operadores  de  unión  e  intersección*  el  conjunto  vacío  y  el  conjunto  uni¬ 
versal,  y  el  operador  de  complemcntación  de  conjuntos  es  un  álgebra  de  Boole  como  se  puede  ver 
en  la  Tabla  1  de  la  Sección  1.7.  Así.  para  establecer  resultados  relativos  a  expresiones  booleanas* 
fórmulas  preposicionales  y  conjuntos*  sólo  necesitamos  demostrar  esos  resultados  para  un  álgebn . 
de  Boole  abstracta. 

Las  álgebras  de  Boole  también  se  pueden  definir  utilizando  d  concepto  de  retículo*  que  se  es¬ 
tudia  en  el  Capítulo  7,  Recordamos  que  un  retículo  /.  es  un  conjunto  parcialmente  ordenado  en  c 
que  cada  pareja  de  elementos x  c  y  tiene  supremo,  denotado  por  supt.w  y)T  e  ínfimo,  denotado  por 
infí.v,  y).  Dados  dos  elementos  x  e  y  de  /.*  definimos  dos  operaciones  v  y  a  sobre  las  parejas  de  ele¬ 
mentos  de  L  mediante  a  v  y  =  sup{.v,  y)  y  v  a  y  -  inf(A*  v). 

Para  que  un  retículo  L  sea  un  álgebra  de  Boole*  según  la  Definición  1,  debe  verificar  dos  pro¬ 
piedades.  En  primer  lugar,  debe  ser  complementado*  Para  que  un  retículo  sea  complementado 
debe  tener  un  elemento  mínimo  0  y  un  elemento  máximo  i,  y  para  cada  elemento  v  del  retículo* 
debe  existir  un  elemento  a  tal  que  xv\  =  1  y  _t  a  a  =  0.  En  segundo  lugar,  debe  ser  distributivo. 
Esto  significa  que  para  cualesquiera  elementos  xf  y,  z  de  L*  .t  v  (y  a  r)  -  (x  v y)  a  (x  v¿)  y 
x  a  (y  v  z)  =  (x  a  y)  v  fv  a  i).  Se  deja  como  Problema  39  al  final  de  esta  sección  demostrar  que  un 
retículo  complementado  y  distributivo  es  un  álgebra  de  Boole. 
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Problemas 


am 


1*  Calcul  a  1  os  v  a  lores  de  I  a  s  e  \  presi  o  ncs  sí  gu  i  ent  e  s . 

a)  1  -0  b)  I  +  l  c)  0-0  d)  (TTO) 

2,  Calcula,  en  caso  de  que  existan,  los  valores  de  la  va¬ 
riable  x  que  satisfacen  las  siguientes  ecuaciones. 

a)  jr-1  ~0 

b)  x  +  x  =  ü 

c)  x*  I  =x 
á)  x»x  =  1 

3.  Calcula  la  tabla  de  valores  de  tus  siguientes  funciones 
boolcanas 

a)  F(xt yt  z)  =  xy 
b  )  F(x,  y,  z)  =  x  +  yz 
e)  F(xry,zj=  j¡y  +  (xyz) 
á  \  F(x,  ytí)  =  Xtyz  +  y  J) 

4.  Calcula  la  tabla  de  valores  de  las  siguientes  funciones 
boolcanas 

a)  F(x,  y,  i)  =>~z 
bí  F(xt  y\  z)  a  xy  +  Vz 

c)  F(x,  y,  z)  *  xyz  +  (xyr) 

d)  F{x* >\  z)  =  y  (az  +  xz) 

5,  Utiliza  un  3 -cubo  y,  para  representar  cada  una  de  las 
funciones  del  Problema  3,  marcando  los  vértices  que 
se  corresponden  con  las  3-tuplas  en  las  que  la  función 
vale  1. 

6,  Utiliza  un  3-cubo  Q  para  representar  cada  una  de  las 
funciones  del  Problema  4T  marcando  los  vértices  que 
se  corresponden  con  las  3- lupias  en  las  que  la  función 
vale  l. 

7.  ¿Qué  valores  de  las  variables  boolcanas  rey  satisfa¬ 
cen  la  igualdad  xy  =  a  +  y? 

8,  ¿Cuántas  funciones  boolcanas  hay  de  grado  siete? 

9.  Demuestra  la  propiedad  de  absorción  x  +  xy  =  x  utili¬ 
zando  otras  propiedades  de  la  Tabla  5. 

1  (1.  Demuestra  que  Fix T  yt  z)  -  .ry  +  xz  +  yz  toma  el  valor  1 
sit  y  sólo  si,  al  menos  dos  de  tas  variables  x,  y*  r  valen  1 . 

!  I .  Demuestra  que  xy  +  yz  +  a:  =  xy  -f  yz  +  xz. 

Los  Problemas  12  a  21  se  refieren  al  álgebra  de  Boole  (0,  !  1 
con  la  suma,  la  multiplicación  y  el  complemento  definidos  al 
principo  de  esta  sección,  En  cada  problema  utiliza  una  tabla 
como  en  el  Ejemplo  6, 

12,  Comprueba  que  se  cumple  la  propiedad  del  doble 
complemento. 

13*  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  de  idem- 
poteneia. 

14,  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  del  ele¬ 
mento  neutro. 

15,  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  de  acota 
ción. 


Ib,  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  conmuta* 
tivas. 

17,  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  asocia¬ 
tivas, 

18,  Comprueba  que  se  cumple  la  primera  propiedad  dis¬ 
tributiva  de  Ja  Tabla  5, 

19,  Comprueba  que  se  cumplen  las  propiedades  de  De 
Morgan. 

20,  Comprueba  que  se  cumple  la  propiedad  dd  inverso 
para  el  í . 

21,  Comprueba  que  se  cumple  la  propiedad  del  inverso 
para  el  0. 

El  operador  bou  le  ano  ©,  llamado  operador  XOR,  se  define 
mediante  l  ©  1  =  0, 1  ©  0  =  1 , 0  ®  1  =  I  y  G  ©  0  =  0. 

22*  Simplifica  las  siguientes  expresiones. 

a)  x@0  b)  x®1 

c)  JT0X  d)  X@X 

23.  Demuestra  que  se  cumplen  las  siguientes  relaciones. 

a)  v®y  -  (.v  +  y)(xy) 

b)  x@y  =  [xy)  +  (Tv) 

24.  Demuestra  que  x  0  y  =  y  0  v, 

25.  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  las  siguientes  re¬ 
laciones. 

a)  x©(y©i)  -  (x®  v) © z 

b)  x  +  (y©  z)  ss  (x  +  y) © (a  +  z) 

c)  x©  (y  +  z)  =  (y  ©y)  +  (a  ©z) 

26.  Calcula  los  duales  de  las  siguientes  expresiones  boo- 
le  anas. 

a)  x  +  y 

b)  xy 

c)  xyz  +  xy~z 

d)  xJ  +  x  ■  0  4  7  ■  1 

*27.  Sea  F  una  función  booleana  representada  por  una  ex¬ 
presión  boole  a  na  en  las  variables  Jtr  „.T  Demues¬ 
tra  que  FJ(x . . .Q-  F{ X, , . xn ). 

*28,  Demuestra  que  si  F  y  G  son  funciones  boolcanas  re¬ 
presentadas  por  expresiones  boolcanas  en  n  variables  y 
F  -  G,  entonces  I  a  -  G'\  donde  Fd  y  Gd  son  las  fun¬ 
ciones  representadas  por  los  duales  de  las  expresiones 
buoleanas  que  representan  a  F  y  a  G,  respectivamente, 
{indicación:  Utiliza  el  resultado  del  Problema  27). 

*29.  ¿Cuántas  fuñe  iones  boolcanas  diferentes  Fia.  \\  z)  hay 
de  manera  que  F(xt  7,7)  -  F(x\  y.  z)  para  todos  los  va¬ 
lores  de  las  variables  boolcanas  a,  y,  z? 

*30.  ¿Cuántas  funciones  boolcanas  diferentes  F(a,  >\  z)  hay 
de  manera  que  F(x  t  y*  z)  =  F(xf  y,  z)  -  F(x,  yt  1 )  para 
todos  los  valores  de  las  variables  boolcanas  x\  y.  *? 
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En  los  Problemas  31-38,  utiliza  tas  leyes  de  la  Definición  1 
para  demostrar  que  tas  propiedades  que  se  enuncian  se  cum¬ 
plen  en  cualquier  álgebra  de  Boole, 

31.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  se  cumplen 
las  propiedades  de  idemputencia  i  v.r  =  jr  y  x  ax  - 
x  para  todo  demento  x . 

32.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  cada  elemento 
x  tiene  un  único  complemento  .v  tal  que  xvx  =  1  y 
x  A  x  =  0. 

33*  Demuestra  que  en  un  algebra  de  Boole  el  complemen¬ 
to  dd  elemento  0  es  d  I ,  y  viceversa. 

34.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  se  cumple  la 
propiedad  del  doble  complemento,  esto  es,  x  =  x  para 
cualquier  elemento  x, 

35.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  se  cumplen 
las  propiedades  de  De  Morgan.  Esto  es,  demuestra 


que  para  cualesquiera  y  e  y,  (y  v y)~  xa  y  y  (x  a  v)= 
*vy, 

3b.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  se  cumple  la 
propiedad  modular.  Esto  es,  demuestra  que  para 
cualesquiera  x  a  (y  v  (x  a:)|  =  (xa  y)  v  (x  a  j)  y 
X  V  0'  A  [X  V  Z))  =  (X  vy)  A  (x  v  i). 

37.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Bo ole  sí  x  vy  ~  0,  en¬ 
tonces  a  =  0  e  y  =  0,  y  que  s¡  c  a  y  *  1,  entonces  x  =  ] 
e  y  =  1 , 

38.  Demuestra  que  en  un  álgebra  de  Boole  el  dual  de  una 
propiedad,  obtenido  intercambiando  entre  sí  los  ope¬ 
radores  v  y  a  ,  así  como  los  elementos  0  y  1 ,  es  tam¬ 
bién  una  propiedad  válida. 

39.  Demuestra  que  un  retículo  complementado  y  distri¬ 
butivo  es  un  algebra  de  Boole. 


10.2  Ke presentación  de  funciones  booleanas 


En  esta  sección  se  estudiarán  dos  problemas  importantes  en  d  contexto  del  álgebra  de  Boole.  El 
primero  es:  a  partir  de  los  v  alores  de  una  función  boolcana,  ¿cómo  pódanos  obtener  una  expresión 
booleana  que  represente  a  dicha  función^  Este  problema  se  resolverá  demostrando  que  toda  fun¬ 
ción  boolcana  se  puede  representar  mediante  una  suma  booleana  de  productos  hocícanos  de  va¬ 
riables  y  de  variables  complementadas.  La  solución  a  este  problema  demuestra  que  toda  función 
booleana  se  puede  representar  utilizando  los  tres  operadores  hocícanos  -.  +  y  ,  El  segundo  pro¬ 
blema  es;  ¿hay  un  conjunto  de  operadores  más  pequeño  que  sirva  para  representar  todas  las  fun¬ 
ciones  booleanas?  Contestaremos  a  esta  pregunta  demostrando  que  todas  las  funciones  booleanas 
se  pueden  representar  utilizando  un  único  operador.  Ambos  problemas  tienen  importancia  prácti¬ 
ca  en  el  diseño  de  circuitos. 


DESARROLLOS  EN  SUMAS  DE  PRODUC  IOS 


Ilustraremos  medíante  ejemplos  un  método  importante  para  encontrar  una  expresión  booleana  que 
represente  a  una  función  booleana. 


EJEMPLO  I 


Para  cada  una  de  las  funciones  F(x,  y,  z)  y  G(x.  y*  2}  de  ta  Tabla  1 ,  calcula  una  expresión  boolea- 
11a  que  la  represente. 


Tabla  1 

X 

y 

2 

F 

G 

i 

1 

I 

0 

0 

I 

1 

0 

0  ! 

1 

1 

0 

] 

1 

0 

1 

0 

0 

ó 

0 

0 

1 

l 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Solución:  Para  representar  F  necesitamos  una  expresión  que  valga  1  cuando  x  -  z  =  1  e  y  -  0  y 
que  valga  0  en  oiro  caso.  Esa  expresión  se  puede  construir  medíanle  el  producto  booleano  de  x.  y 
y  z.  Este  producto,  xy-.  vale  I  si,  y  sólo  si,  x  =  y  =  z  =  l ,  esto  es,  si  x  =  z  =  le  y  -  0. 

Para  representar  a  G  necesitamos  una  expresión  que  valga  l  cuando  x  =  y  -  I  y  z  =  0  o 
cuando  x  =  z  =  0  c  y  -  L  Esa  expresión  se  puede  construir  mediante  la  suma  booleana  de  dos  pro¬ 
ductos  booleanos.  El  producto  booleano  de  xyz  vale  \  si,  y  sólo  si,  x  =  y  -  1  y  z  -  0.  Análoga¬ 
mente,  el  producto  xyz"  vale  1  si.  y  sólo  si,  v  -  1  -  0  e  y  =  l ,  La  suma  booleana  de  ambos  pro¬ 
ductos,  xyz  4  x yz ,  representa  a  G,  puesto  que  vale  1  si,  y  sólo  si,  bien  x  -  y  =  1  y  z  =  0  o  bien 
jr  =  z=  0ey=L  M 

El  Ejemplo  1  ilustra  un  procedimiento  para  construir  una  expresión  que  represente  una  fun¬ 
ción  booleana  conocidos  los  valores  de  dicha  función.  Cada  combinación  de  los  valores  de  las  va- 
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Hables  para  la  que  ta  función  vale  I  da  lugar  a  un  producto  boa  lea  no  de  las  variables  y/o  de  sus 
complementos. 


DEFINICIÓN  1  Un  literal  es  una  variable  booleana  o  una  variable  booleana  complementada.  Un  minittrmhio 

en  las  Variables  booleanas  xvx^ . xn  es  un  producto  booleanó  yn,  donde  y  -  v.  o  y.  -  xr 

Por  tanto,  un  miniténnino  es  un  producto  dé  n  literales  con  un  literal  porcada  variable. 

Un  miniténnino  vale  1  para  una  y  sólo  una  combinación  de  sus  variables.  En  concreto,  el  mini- 
lémiino  y, y, ...  yn  es  1  si.  y  sólo  si.  cada  vr  es  l ,  y  esto  ocurre  siT  y  sólo  si,  a,  =  1  cuando  v  =  x¡  y  a. 
=  0  cuando  vr  =  xr 

EJEMPLO  2  Halla  el  miniténnino  que  vale  l  sí  =  *  -  0  y  x2=  x4  -  x$ -  1  y  vale  0  en  cualquier  otro  caso. 

Solución:  El  minitérmino  que  vale  1  para  esta  combinación  de  valores  es  xyxJ3xAxy  4 

Podemos  construir  una  expresión  booleana  con  un  conjunto  de  valores  prefijado  sin  más  que 
realizar  la  suma  booleana  de  distintos  minitérminos.  En  particular,  una  suma  booleana  de  mini¬ 
té  mi  inos  vale  1  cada  vez  que  exactamente  uno  de  los  minitérminos  de  la  suma  vale  1  y  vale  0  para 
las  restantes  combinaciones  de  valores  de  las  variables.  Por  tanto*  dada  una  función  booleana,  se 
puede  construir  una  suma  booleana  de  mmi términos  que  valga  1  cuando  esta  función  booleana 
vale  1  y  que  valga  0  cuando  la  función  tome  el  valor  0.  A  la  suma  de  mm ¡términos  que  represen¬ 
ta  a  la  función  se  le  llama  desarrollo  en  suma  de  productos  o  bien  forma  normal  disyuntiva  de 
la  función  booleana. 


EJEMPLO  3 


1  talla  la  forma  normal  disyuntiva  de  la  función  F(xf  v,  z)  -  (a*  +  y)z. 


Ejemplos 

íidkimiaíi'i 


Solución:  Vamos  a  calcular  la  forma  normal  disyuntiva  de  F(.\\  y.  z)  de  dos  maneras.  En  primer  lugar, 
desarrollarnos  y  simplificamos  el  producto  utilizando  las  propiedades  de  un  álgebra  de  Sople. 
Obtenemos  que 


F(x\  y,:)  =  ú  +  y)z 


-  xz  +  yz 

m  xlz  4  lyz 

-  x(y  +  y)z  -H  [x  +  x)yz 
=  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz 


yz  +  xyz  +  xyz. 


Propiedad  distributiva 
Propiedad  de  identidad 
Propiedad  del  inverso  para  el  1 
Propiedad  distributiva 
Propiedad  de  idempotencia 


En  segundo  lugar,  construimos  la  forma  normal  disyuntiva  calculando  los  valores  de  /■  para  todos 
los  posibles  valores  de  las  variables  a  .  y,  z.  Estos  valores  se  muestran  en  la  Tabla  2^  La  forma  nor- 


Tabla  2 

X 

y 

ir 

j í +y 

Z 

(y +  r)5 

1 

I 

1 

1 

0 

0 

1 

l 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

I 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

Ü 

0 

1 

ü 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

[> 

0 

0 

0 

1 

0 

0 
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mal  disyuntiva  de  F  es  la  suma  boolcana  de  los  tres  min  ¡términos  correspond ¡entes  a  las  tres  t  ilas 
de  la  tabla  en  las  que  la  función  vale  1.  Por  tanto, 

F(  x ,  y,  z)  -  xyz  +  xyz  +  xyz.  ^ 

También  se  puede  obtener  una  expresión  boolcana  que  represente  una  función  considerando 
el  producto  booleano  de  sumas  booleanas.  AI  desarrollo  resultante  se  le  llama  forma  normal  con¬ 
juntiva  o  desarrollo  cu  producto  tle  sumas  de  la  función.  EsEe  desarrollo  se  puede  obtener  a  par¬ 
tir  de  la  forma  normal  disyuntiva  tomando  ei  dual.  En  el  Problema  10  al  final  de  esta  sección,  se 
describe  cómo  obtener  este  desarrollo  de  manera  directa. 


COMPLETITUD  FUNCIONAL 


Toda  función  boolcana  se  puede  expresar  como  una  suma  booleana  de  minitérminos.  Cada  mini¬ 
término  es  un  producto  booleano  de  literales.  Esto  demuestra  que  toda  función  booleana  se  puede 
representar  utilizando  los  operadores  booleanos  +,  ■  y  .  Puesto  que  toda  función  booleana  se  pue¬ 
de  representar  utilizando  estos  operadores,  se  dice  que  el  conjunto  %  j  es  funcionalmente 
completo.  ¿Podemos  encontrar  un  conjunto  mas  pequeño  de  operadores  que  sea  funcional  mente 
completo?  Podremos  obtenerlo  si  uno  de  los  operadores  de  este  conjunto  se  puede  expresar  en  tér¬ 
minos  de  los  otros  dos.  Si  utilizamos  una  de  las  leyes  de  De  Morgan,  podemos  eliminar  todas  las 
sumas  booleanas  usando  la  propiedad 

que  se  obtiene  complementando  ambos  Lulos  de  la  igualdad  de  la  segunda  ley  de  De  Morgan,  que 
aparece  en  la  Tabla  5  de  la  Sección  10.1.  y  aplicando  después  la  propiedad  de  la  doble  comple¬ 
mentad  ón.  Por  tanto,  |  +,  |  es  funcionalmente  completo.  De  manera  análoga,  podemos  elimi¬ 

nar  todos  los  productos  booleanos  utilizando  la  propiedad 


xy  =  x  -+■  y, 

que  se  obtiene  complementando  ambos  lados  de  la  igualdad  de  la  primera  ley  de  De  Morgan,  que 
aparece  en  la  Tabla  5  de  la  Sección  10.  L  y  aplicando  después  la  propiedad  de  ia  doble  comple¬ 
mentados  Por  tanto,  |+,  )  es  funcionalmente  completo.  Obsérvese  que  el  conjunto  (+,  •  |  no  es 
funcionalmente  completo,  puesto  que  es  imposible  expresar  la  función  booleana  F(x)  -  \  utili¬ 
zando  estos  operadores  (véase  el  Problema  19). 

Hemos  encontrado  conjuntos  de  dos  operadores  que  son  funcionalmente  completos.  ¿Pode¬ 
mos  encontrar  un  conjunto  más  pequeño  de  operadores,  esto  es,  un  conjunto  con  un  solo  operador, 
que  sea  funcionalmente  completo?  La  respuesta  es  afirmativa.  El  operador  |  o  NASD  está  defini¬ 
do  por  l  |  1  -  0  y  1  |  0  -  0  |  1  =0)0-1,  y  d  operador  i  o  ÑOR  está  definido  por  1  i  I  =  I  i  0  ~ 
0  i  1  =  0  y  0  1 0  =  1 .  Los  dos  conjuntos  ) |  ]  y  \i]  son  funcionalmente  completos.  Puesto  que  (  .  ) 
es  funcionalmente  completo,  para  ver  que  {|| también  lo  es  demostraremos  que  ios  operadores  *  y 
se  pueden  expresar  en  términos  del  operador] .  Esto  se  puede  hacer  del  siguiente  modo 

x  -  x  |  Jt, 

xy  =  (x  I  y)  I  {.V I  y). 

El  lector  debería  comprobar  estas  igualdades  (véase  el  Problema  14).  Dejamos  también  para  el  lec¬ 
tor  la  demostración  de  que  el  conjunto  j  i )  es  funcionalmente  completo  (véanse  los  Problemas  15 
y  16). 


m 
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Problemas 

1.  Calcula  el  producto  booleano  de  las  variables  a.  v  y  z *  o  de 
sus  complementos,  que  valga  1  si*  y  sólo  si* 

a)  x  =  y  =0,2=1  b)  *r=0fy  =  1*2  =  0 

c)  x  =  0,7  =  z  =  1  d)  x  =  y  =  z  =  0 

2*  Halla  la  forma  normal  disyuntiva  de  las  funciones  boolca- 
nas  siguientes: 

a)  F(x,  y)  =  I  +  y  b)  F(x,  y)  =  xy 

c)  F(x,  y)  =  1  d)  F(*,y)=y 

3*  Halla  la  forma  normal  disyuntiva  de  Jas  funciones  booíea- 
nas  siguientes: 

a)  F(Xt3itz)=x+y  +  z 

b)  F(jr. .y,  z)  =  (x  +  z)v 

c)  ffcjM)  =  jr 

d)  Fía,  y,  z)  =  xy 

4*  llalla  la  forma  normal  disyuntiva  de  la  función  booleana 
Ff.v*  yp  z)  que  vale  1  si*  y  sólo  si* 

a)  a  =  0  l>)  xy  =  0 

c)  A  +  y  =  0  d)  xyz  =  0 

5.  Halla  Ja  forma  normal  disyuntiva  de  la  función  booleana 
F(n\  \,  y*  z)  que  vale  l  si*  y  sólo  si,  un  número  impar  de 
variables  de  entre  w.  i.  y  y  z  toman  el  valor  I, 

6*  Halla  la  forma  normal  disyuntiva  de  la  función  booleana 
F{ Aj.  xr  vr  xr  xj  que  vale  I  si.  y  sólo  si*  tres  o  más  de  las 
variables  ,v|f  jt  xy  a,  y  toman  el  valor  I , 

Otra  forma  de  hallar  una  expresión  booleana  que  representa 
una  función  booleana  consiste  en  construir  un  producto  cu¬ 
yos  factores  son  suma  de  Literales.  Los  Problemas  7-1 1  se  re¬ 
fieren  a  representaciones  de  este  tipo. 

7*  1  lalia  una  suma  booleana  que  contenga  aro  7*  a  y  o  y,  a  z 
o  z  y  que  valga  0  si*  y  sólo  si, 

a)  v  =  y  =  1,2  =  0  b )  x  =  y  —  z  =  0 

c)  x  =  z  =  ü,y=  I 

8*  1  billa  un  producto  boolcano  de  sumas  booleanas  de  litera¬ 
les  que  valga  0  si*  y  sólo  si*  x  ~  y  -  I  y  1  -  0*  bien  a  =  %  - 
0  e  y  =  I  o  bien  x  =  y  s  2  =  0.  {Indicación:  Considera  el 
producto  booleano  de  las  sumas  booleanas  obtenidas  en 
los  apartados  (a),  (b)  y  (c)  del  Problema  7]* 

9*  Demuestra  que  ía  suma  booleana  y,  +  y\  +  ...  +  y  ,  donde  y 
=  -v  o  y.  s  7  vale  cero  para  exactamente  una  combinación 

de  los  valores  de  las  variables,  a  saber,  cuando  v  -  0  si  v  = 

?  - 1 


^  y  -t"f  “  I  si  V  -  t  A  esta  suma  booleana  se  le  llama 

ma\ (termino. 


10*  Demuestra  que  toda  Junción  booleana  se  puede  representar 
como  producto  de  maxitémunos*  A  esta  representación 
se  le  llama  forma  normal  conjuntivo  o  desarrollo  en 
producto  de  sumas  de  la  función*  (Indicación  Anade  un 
max  ¡término  al  producto  por  cada  combinación  de  las  va¬ 
riables  para  la  que  ía  función  vale  0). 

Ib  Calcula  la  forma  normal  conjuntiva  de  cada  una  de  las 
funciones  booleanas  del  Problema  3. 


12*  Expresa  cada  una  de  las  siguientes  funciones  booleanas 
utilizando  ios  operadores  -  y  * 

a)  x  +  y  + 1  b)  x  +  y(x+z) 

c)  fv  +  y)  d)  x{x+y+T} 

13*  Expresa  cada  una  de  las  funciones  booleanas  de!  Pro¬ 
blema  12  utilizando  los  operadores  +  y  . 

1 4.  Demuestra  que 

a)  x  =  x  \  x  b)  xy  =  (x  |  y)  [  (x  [ y) 

v)  r  +  y*(r  |r)|(y|v) 

15.  Demuestra  que 

a)  x  -xíx 

b)  jry-  (a  i  y)  i  (yiy) 
c.)  x  +  y  =  [xl  y)  i  (a  4  y) 

16.  Demuestra  que  el  conjunto  (4  J  es  funcional  mente  com¬ 
pleto  utilizando  el  Problema  15* 


1 7.  Expresa  cada  una  de  las  funciones  booleanas  del  Problema  3 
utilizando  et  operador  | . 

18*  Expresa  cada  una  de  las  funciones  booleanas  del  Problema  3 
uti  I  i  zand  o  e  1  opc rad or  4 . 


19*  Demuestra  que  el  conjunto  de  operadores  ( -K  (  no  es 
fuñe  i  ona  luiente  completo. 

20*  ¿Son  funcional  mente  completos  los  siguientes  conjuntos 
de  operadores? 

a)  {+,©)  b)  {“©I 


c)  |v©j 
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10.3  Puertas  lógicas 

INTRODUCCIÓN 


El  álgebra  de  Boole  se  utiliza  para  modelar  los  circuitos  de  dispositivos  electrónicos.  Cada  entra- 
Entra  da  y  salida  de  estos  dispositivos  se  puede  ver  como  un  elemento  del  conjunto  |0.  !  ].  Un  ordena¬ 
dor,  u  otro  dispositivo  eléctrico,  se  compone  de  un  cierto  número  de  circuitos.  Cada  circuito  se 
puede  diseñar  utilizando  las  reglas  de!  álgebra  de  Booie  estudiadas  en  las  Secciones  10.1  y  10.2. 
Los  elementos  básicos  de  los  circuitos  se  llaman  puertas  lógicas.  Cada  tipo  de  puerta  imple  men¬ 
ta  una  operación  booíeana.  En  esta  sección  definimos  varios  tipos  de  puertas.  Utilizando  estas 
puertas,  aplicaremos  las  reglas  de  un  álgebra  de  Boole  para  diseñar  circuitos  que  realicen  una  se¬ 
rie  de  tareas.  Los  circuitos  que  estudiaremos  en  este  capítulo  producen  una  salida  que  depende  so¬ 
lamente  de  la  entrada  y  no  del  estado  actual  del  circuito.  En  otras  palabras,  no  tienen  memoria.  Es¬ 
tos  circuitos  se  llaman  redes  lógicas  o  circuitos  combinacionales- 

Estudiaremos  la  construcción  de  una  red  lógica  utilizando  tres  tipos  de  elementos.  El  prime¬ 
ro  es  d  inversor  o  puerta  NOT,  que  tiene  como  entrada  el  valor  de  una  variable  booíeana  y  pro¬ 
duce  como  salida  el  complemento  de  dicho  valor.  En  la  Figura  I  (a)  se  muestra  el  símbolo  utilizado 
para  una  puerta  NOT.  La  entrada  se  muestra  en  el  lado  izquierdo  de  la  puerta  entrando  en  el  ele- 
memo  y  la  salida  se  muestra  en  el  lado  derecho  saliendo  del  inversor. 

El  siguiente  tipo  de  elemento  que  emplearemos  es  la  puerf¿i  OR.  Las  entradas  de  esta  puer¬ 
ta  son  los  valores  de  dos  o  más  variables  booleanas.  La  salida  es  la  suma  booíeana  de  estos  valo¬ 
res.  En  la  Figura  I  ( b>  se  muestra  el  símbolo  utilizado  para  una  puerta  OR.  Las  entradas  se  mues¬ 
tran  en  el  lado  izquierdo  de  la  puerta  entrando  en  el  elemento  y  la  salida  se  muestra  en  el  lado 
derecho  saliendo  de  la  puerta. 

El  tercer  tipo  de  demento  que  utilizaremos  es  la  puerta  AND.  Las  entradas  de  esta  puerta  son 
ios  valores  de  dos  o  más  variables  booleanas.  La  salida  es  el  producto  booleano  de  estos  valores. 
En  la  Figura  l{c)  se  muestra  el  símbolo  utilizado  para  una  puerta  AND .  Las  entradas  se  muestran 
en  el  lado  izquierdo  de  la  puerta  y  la  salida  se  muestra  en  el  lado  derecho  saliendo  de  la  puerta. 

Admitiremos  entradas  múltiples  a  las  puertas  OR  y  AND.  Las  entradas  a  cada  una  de  ellas 
aparecen  en  el  lado  izquierdo  de  estas  puertas  y  la  salida  en  el  lado  derecho  saliendo  de  la  puerta. 
En  la  Figura  2  se  muestran  ejemplos  de  puertas  AND  y  OR  con  n  entradas. 


COMBINACIONES  DE  PUERTAS 


Los  circuitos  combi nacionales  se  pueden  construir  utilizando  una  combinación  de  los  tres  tipos 
puertas  NOT,  OR  y  AND .  Al  construir  combinaciones  de  circuitos  puede  ocurrir  que  varias  puer¬ 
tas  tengan  entradas  comunes.  Esto  da  lugar  a  dos  formas  de  representación  gráfica  de  los  circuitos. 
Un  método  consiste  en  utilizar  ramificaciones  para  indicar  todas  las  puertas  que  comparten  una 
misma  entrada.  El  otro  método  consiste  en  indicar  separadamente  las  entradas  para  cada  puerta.  La 
Figura  3  ilustra  los  dos  modos  de  representar  puertas  que  tienen  entradas  comunes.  Nótese  que  la 
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{a}  Puerta  NOT  i  hí  Puerca  OR  íc  \  Puerta  AND 

Figura  I.  Tipos  básicos  de  puertas. 
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Figura  2.  Puertas  con  //  entradas. 
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salida  de  una  puerta  se  puede  emplear  como  entrada  de  una  o  más  puertas,  como  se  muestra  en  la 
Figura  3.  Los  dos  dibujos  de  la  Figura  3  representan  el  circuito  que  produce  la  salida  xy  +  xy. 


EJEMPLO  1  Construye  los  circuitos  que  producen  las  siguientes  salidas:  (a)  ü  +  v)i  .  (b)  vív  +  z)  y  (c)  ( v  +  v  +  z) 

(Zyí). 

Solución:  Los  circuitos  que  producen  esas  salidas  se  muestran  en  la  Figura  4,  M 


EJEMPLOS  DE  CIRCUI  LOS 


A  continuación  daremos  ejemplos  de  circuitos  que  implementan  algunas  funciones  útiles. 

EJEMPLO  2  Un  comité  formado  por  tres  personas  toma  las  decisiones  en  una  organización.  Para  ello,  cada  in¬ 
dividuo  vota  sí  o  no  a  cada  propuesta  formulada.  Una  propuesta  prospera  si  recibe  al  menos  dos  de 
los  tres  votos.  Diseña  un  circuito  que  determine  cuándo  prospera  una  propuesta. 

Solución:  Representamos  con  la  variable  v  el  voto  del  primer  individuo:  i  =  1  indica  que  vola 
sí  y  x  =  Ü  indica  el  caso  contrario;  denotaremos  con  y  =  1  que  el  segundo  individuo  vota  sí  y 
mildonaí^  con  y  -  0  que  vota  no:  por  último,  denotaremos  con  z  =  I  que  el  tercer  individuo  vota  sí  y  con 
i  =  0  que  vota  no.  En  esas  condiciones,  debemos  diseñar  un  circuito  que  produzca  un  1  a  par¬ 
tir  de  las  variables  x,  y  y  r  cuando  dos  o  más  de  estas  variables  valgan  L  Una  representación  de 
la  Función  booleana  que  produce  esta  salida  es  xy  +  xz  +  yx  (véase  el  Problema  10  de  la  Sec¬ 
ción  10. 1 ).  En  la  Figura  5  se  muestra  el  circuito  que  implentcnta  esta  función.  <4 

EJEMPLO  3  Algunas  veces  las  instalaciones  eléctricas  se  controlan  mediante  más  de  un  interruptor  Los  cir¬ 
cuitos  tienen  que  ser  diseñados  de  modo  que  al  accionar  cualquier  interruptor  de  la  instalación  la 
luz  se  encienda  si  está  apagada  y  se  apague  si  está  encendida.  Diseña  circuitos  que  modelen  esta  si¬ 
tuación  para  los  casos  de  dos  y  tres  interruptores. 

Solución:  Comenzamos  diseñando  el  circuito  que  controla  la  instalación  eléctrica  para  el  caso  de 
dos  interruptores.  Definimos  x  =  1  si  el  primer  interruptor  está  cerrado  y  x  =  0  si  está  abierto,  y  de¬ 
finimos  y  =  1  si  el  segundo  interruptor  está  cerrado  e  y  =  0  si  está  abierto.  Sea  Fu,  y)  -  I  si  la  luz 
está  encendida  y  F(x,  y)  ~  0  si  está  apagada.  Podemos  decidir  arbitrariamente  que  la  luz  está  en¬ 
cendida  si  ambos  interruptores  están  cerrados,  esto  es,  F(  1 ,  1 )  =  L 
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Figura  5,  Un  circuito  para  votaciones  que  se  ganan  por  mayoría. 


Tabla  I 

X 

y 

i-lx.y) 

[ 

1 

i 

0 

\ 

Ó 

0 

i 

0 

0 

0 

l 

Esto  determina  los  restantes  valores  de  F\  Cuando  uno  de  ios  dos  interruptores  se  abre,  la  luz  se 
apaga,  luego  F(  \  ,  0)  -  F{ 0,  1)  -  0.  Cuando  el  otro  interruptor  también  se  abre,  la  luz  se  enciende; 
por  tanto,  FÍO,  0)  =  L  La  Tabla  1  muestra  estos  valores.  Vemos  que  F(w  y)  -  xy  +  xy.  Esta  fun¬ 
ción  se  implementa  mediante  el  circuito  que  se  muestra  en  la  Figura  ó. 

A  continuación  diseñaremos  un  circuito  con  tres  interruptores.  Sean  x,  y  y  r  las  variables 
booleanas  que  indican  cuándo  está  cerrado  cada  uno  de  los  tres  interruptores,  Con  r  —  I  deno¬ 
tamos  que  el  primer  interruptor  está  cerrado  y  a  =  0  indica  que  está  abierto;  denotaremos  con  y 

—  í  que  el  segundo  interruptor  está  cerrado  y  con  y  =  t)  que  está  abierto;  por  último,  denotaremos 
con  r  -  I  que  el  tercer  interruptor  está  cerrado  y  con  z  -  0  que  está  abierto.  Definimos  Fí  a  ,  v.  :) 

-  1  vi  la  luz  está  encendida  y  F(x,  y,  z)  -  0  si  está  apagada.  Podemos  considerar,  arbitrariamen¬ 
te,  que  la  luz  está  encendida  si  los  tres  interruptores  están  cerrados,  esto  es,  F{  1 ,  l ,  1)  -  1 .  Esto 
determina  los  restantes  valores  de  F.  Cuando  un  interruptor  está  abierto,  ía  luz  se  apaga,  esto  es. 
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Figura  6.  Un  circuito  para  una  instalación  eléctrica  utilizando  dos  interruptores. 


Tabla  2 
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1 
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0 
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F(ls  1,  0)  -F(  1,  0,  1)  =  F( 0,  1,  I  )  -  0.  Cuando  se  abre  un  segundo  interruptor,  la  luz  se  enciende, 
esto  es,  F(  1,  fl(  0)  -  F{0,  1,  0)  =  F( 0,  0,  l  )  -  1.  Por  último,  cuando  se  abre  un  tercer  interruptor,  la 
luz  se  apaga,  es  decir,  F(0,  0,  0)  =  0.  La  Tabla  2  muestra  los  valores  de  esta  función. 

La  función  F  se  puede  representar  en  forma  normal  disyuntiva  como  F(x,  y\  z)  -  xyz  +  xyz  + 
xyz  +  xyz.  En  la  Figura  7  se  muestra  el  circuito  que  implemento  esta  función.  <4 


SUMADORES 

A  continuación  mostraremos  cómo  se  pueden  utilizar  circuitos  para  llevara  cabo  la  suma  de  dos 
Enlace  enteros  positivos  a  partir  de  sus  representaciones  binarias.  Construiremos  el  circuito  para  realizar 
esta  suma  a  partir  de  algunos  circuitos  básicos.  Primero,  construimos  un  circuito  que  se  puede 
usar  para  calcular  x  +  y.  siendo  x  e  y  dos  bits.  La  entrada  del  circuito  será  x  c  y,  puesto  que  cada 
uno  de  ellos  es  0  o  1 .  La  salida  consiste  en  dos  luis,  a  saber,  s  y  r.  donde  s  es  el  bit  suma  y  c  es  el 
bit  de  arrastre.  El  circuito  se  llama  circuito  de  salida  múltiple,  puesto  que  tiene  más  de  una  sa¬ 
lida.  El  circuito  que  estamos  diseñando  se  llama  seinisumador,  puesto  que  suma  dos  bits,  sin 
considerar  el  arrastre  de  una  posible  suma  anterior.  En  la  Tabla  3  se  muestra  la  entrada  v  la  sali¬ 
da  para  este  semistimador.  De  la  Tabla  3  deducimos  que  c  -  xy  y  que  s  -  xy  +  xy  -  {x  +  y)(xy ).  Por 
tanto,  el  circuito  mostrado  en  la  Figura  8  calcula  el  bit  suma  s  y  el  bil  de  arrastre  c  a  partir  de  los 
bits  x  e  y. 
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Tabla  3-  Entrada 

y  salida  de  un 
semisumador. 

Entrada 

Salida 

X 

s 

c 

1  1 
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0 

0 

0 

0 

Tabla  4.  Entrada 
y  salida  de  un 
sumador 
completo* 

Entrada 

Salida 

X 

y 

c, 

5 
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1 
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0 

0 

1  | 

1 

0 

J 
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1 

1 
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0 
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0 
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0 

0 

Utilizamos  el  sumador  completo  para  calcular  e!  bit  suma  y  el  bit  de  arrastre  cuando  se  su¬ 
man  dos  bits  y  un  bit  de  arrastre.  Las  entradas  de  un  sumador  completo  son  los  bits  x  e  y  y  el  bit  de 
arrastre  c..  Las  salidas  son  el  bit  suma  ,v  y  el  nuevo  bit  de  arrastre  r.+1.  Las  entradas  y  salidas  de!  su¬ 
mador  completo  se  muestran  en  la  Tabla  4. 

Las  dos  salidas  del  sumador  completo,  el  bit  suma  s  y  el  bit  de  arrastre  chV  se  obtienen  me¬ 
diante  tos  desarrollos  xyci  +  xir  +  Tyc  +  xfc  y  xyc.  +  xyc.  +  xyc.  +  xyct,  respectivamente.  Sin  em¬ 
bargo,  en  !ug;ir  de  diseñar  un  sumador  completo  a  partir  de  cero,  usaremos  los  sem  i  sumadores  para 
producir  la  salida  deseada.  En  la  Figura  9  se  muestra  el  circuito  de  un  sumador  completo  que  uti¬ 
liza  stítnisumadores. 

Finalmente,  en  la  Figura  10  mostramos  cómo  se  emplean  ¡os  semisumadores  y  los  sumado¬ 
res  completos  para  sumar  dos  enteros  de  tres  bits  c  (y.,yly0)2  obteniendo  la  suma 

(,v,í2í|-vn)r  Obsérvese  que  ,tr  el  bit  de  mayor  orden  de  la  suma,  viene  determinado  por  el  bit  de 
arraire 


U  +  v)(xy) 


Se  mi- 
sumador 


Semi- 
¡¿limador  _ 


#  -  .x ye-  +■  xvr-  +  x  vr,  +  'm 

—  ► 


% 


Sciui- 

sumador 


► 


Sumador 

completo 


,  =  xyif  +  .v\Vj  + 

\c¡  +  xyr, 

* 


O 


Sumador 

cúmplelo 


o?  —  íj 


Figura  9.  Un  sumador  completo. 


Figura  10,  Suma  de  dos  enteros  de  tres  bits  usando 
semisu mador  y  sumadores  completos. 


Problemas 


Fn  los  Problemas  !  -5,  determina  la  salida  de  los  circuitos  dados* 
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6,  Construye  circuitos,  utilizando  puertas  NOT.  AND  y  OR. 
que  produzcan  las  siguientes  salidas. 

a)  x  +  y  b)  (je  +  >).t 

c)  xyz  ■+  x  y  z  ú)  {x  +  z)(y  +7) 

7,  Diseña  un  circuito  que  implemento  un  sistema  de  vota¬ 
ción  para  cinco  individuos,  en  el  que  se  aceptan  aquellas 
propuestas  que  obtienen  la  mayoría  de  los  votos. 

8,  Diseña  un  circuito  para  una  instalación  eléctrica  contro¬ 
lada  por  cuatro  interruptores  de  forma  que  aJ  pulsar  uno 
de  los  interruptores  se  encienda  la  luz  si  está  apagada  y  se 
apague  sí  estaba  encendida, 

9,  Muestra  cómo  se  puede  calcular  la  suma  de  dos  enteros 
de  cinco  bits  utilizando  semisuma  dores  y  sumadores 
completos. 

10*  Construye  un  circuito  para  un  sem  irres  t  ador  útil  izando 
tas  puertas  NOTf  AND  y  OR.  Un  sem  ir  restad  or  tiene 
como  entrada  dos  bits,  y  produce  como  salida  el  bit  resta 
y  un  bit  de  arrastre  de  la  resta. 

II.  Construye  un  circuito  para  un  restador  completo  utili¬ 
zando  las  puertas  N01\  AND  y  OR.  Un  restador  com¬ 


pleto  tiene  como  entrada  dos  bits  y  un  bit  de  arrastre  de 
!a  resta,  y  produce  como  salida  el  bit  resta  y  un  bit  de 
arrastre  de  la  resta 

12*  Utiliza  los  circuitos  de  los  Problemas  10  y  1 1  para  hallar 
la  diferencia  de  dos  enteros  de  cuatro  bits,  donde  d  pri¬ 
mer  entero  es  mayor  que  el  segundo. 

*13*  Construye  un  circuito  que  compare  Sos  enteros  de  dos 
bits  lx¡x0)2  e  y  devuelva  como  salida  1  si  el  pri¬ 
mero  es  mayor  que  el  segundo  y  0  en  caso  contrario. 

*14*  Construye  un  circuito  que  calcule  el  producto  de  dos  en¬ 
teros  de  dos  bits  (Aqx0)2  c  (y,  yCJb.  El  circuito  deberá  tener 
cuatro  bits  de  salida  para  los  bits  del  producto* 

Dos  puertas  que  se  utilizan  con  frecuencia  en  los  circuitos  son 
las  puertas  NANO  y  ÑOR.  Cuando  se  utilizan  puertas  NANO  o 
puertas  ÑOR,  no  son  necesarios  otros  tipos  de  puertas  para 
representar  los  circuitos.  La  notación  empleada  para  estas  puer¬ 
tas  es  Ja  siguiente: 


*15*  Utiliza  puertas  NAND  para  construir  circuitos  con  las  si¬ 
guientes  salidas, 

a)  X  b)  a  +  y  e)  xy  d)  á@v 

*16,  Utiliza  pue  rías  ÑOR  pa  ru  c  on  s  t  ru  i  r  c  i  re n  i  tí  >s  c  on  I  as  s  al  i  - 
das  dadas  en  el  Problema  15. 

*17.  Construye  un  semisumador  utilizando  puertas  NAND. 

*18,  Construye  un  semisumador  utilizando  puertas  ÑOR. 

Un  multiplexor  es  un  circuito  que  produce  como  salida  un  bit 
de  entre  los  de  un  conjunto  de  entrada  basado  en  el  valor  de 
ciertos  bits  de  control. 

19.  C  on  st  ru  ye  u  n  m  ui  t  i  p  le  x  or  u  lili  zand  o  p  u  e  rl  a  s  AND ,  OR  y 
NOT  que  tenga  como  entrada  los  cuatro  bits  xifr  ,Yp  x7  y  rq 
y  los  dos  bits  de  control  c[;i  y  c  .  Construye  el  circuito  de 
modo  que  la  salida  sea  a  si  el  valor  del  entero  de  dos  bits 
(C,cn)2  es  L 

La  profundidad  de  un  circuito  comb  i  nacional  se  puede  definir  es¬ 
pecificando  que  la  profundidad  de  la  entrada  inicial  es  0  y  si  una 
puerta  tiene  n  entradas  diferentes  a  profundidades  d{,  d2 . d  .  res¬ 

pectivamente.  entonces  sus  salidas  tienen  profundidad  igual  a 
max(í/r  d2 . dj  +  1;  este  valor  también  se  define  como  la  pro¬ 

fundidad  de  la  puerta.  La  profundidad  de  un  circuito  corrí  binacio¬ 
nal  es  d  máximo  de  las  profundidades  de  las  puertas  del  circuito, 

20.  Calcula  la  profundidad  de 

a)  El  circuito  construido  en  d  Ejemplo  2  para  la  vota¬ 
ción  de  tres  personas  donde  se  acepta  la  propuesta 
que  gana  por  mayoría. 

h)  El  circuito  construido  en  el  Ejemplo  3  para  una  luz 
controlada  por  dos  interruptores, 
e)  El  semisumador  mostrado  en  la  Figura  8, 
á)  El  sumador  completo  mostrado  en  la  Figura  9. 
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1 0.4  Miniinización  de  circuitos 


INTRODUCCIÓN 


La  eficiencia  de  un  circuito  combinacional  depende  del  número  de  puertas  que  tenga  y  de  la  dis¬ 
posición  de  estas.  El  proceso  de  diseñar  un  circuito  combinacional  comienza  con  la  tabla  que  es¬ 
pecifica  las  salidas  para  cada  combinación  de  valores  de  entrada.  Para  obtener  un  conjunto  de  puer¬ 
tas  lógicas  que  iraplemente  este  circuito  siempre  podemos  usar  la  forma  normal  disyuntiva  del 
circuito.  Sin  embargo,  la  forma  normal  disyuntiva  puede  tener  muchos  más  sumandos  de  los  ne¬ 
cesarios,  Se  pueden  combinar  entre  sidos  sumandos  de  una  forma  normal  disyuntiva  que  difieren  en 
una  sola  variable  de  manera  que  en  un  sumando  aparezca  dicha  variable  y  en  el  otro  sumando  lo 
haga  su  complementario.  Por  ejemplo,  consideremos  el  circuito  que  tiene  salida  l  si,  y  sólo  si.  bien 
a  =  y  -  i  =  lo  bien  x  =  z  =  I  e  y  -  0.  La  forma  normal  disyuntiva  de  este  circuito  es  xyz  +  ,vvzt 
Los  dos  sumandos  de  este  desarrollo  difieren  en  exactamente  una  variable,  a  saber,  y.  Estos  su¬ 
mandos  se  pueden  combinar  del  modo  siguiente 

xyz  +  xyz  =  (y  +  y)(xz) 

-1-<J tz) 

=  xz* 


Por  tanto,  xz  es  una  expresión  booleana  con  menos  operadores  que  representa  igualmente  al  cir¬ 
cuito.  En  la  Figura  I  mostramos  dos  implcmentaciünes  diferentes  de  este  circuito,  El  segundo  cir¬ 
cuito  utiliza  una  sola  puerta,  mientras  que  el  primero  utiliza  cuatro  puertas. 

Este  ejemplo  muestra  que  combinar  los  sumandos  de  la  forma  normal  disyuntiva  de  un  cir¬ 
cuito  produce  una  expresión  más  sencilla  del  circuito.  Describiremos  dos  procedimientos  que  sim¬ 
plifican  formas  normales  disyuntivas. 

Eí  objetivo  de  ambos  procedimientos  es  producir,  de  entre  todas  las  sumas  booleanas  de  pro¬ 
ductos  booleanos  que  representan  a  una  función  booleana,  aquellas  sumas  de  productos  que  con¬ 
tengan  el  menor  número  posible  de  sumandos,  de  modo  que  estos  sumandos  sean  productos  del 
menor  número  posible  de  literales.  AI  proceso  de  obtener  tal  suma  de  productos  se  le  llama  mi- 
ni  mi /ación  de  la  función  booleana.  Minimizar  una  función  booleana  permite  construir,  de  entre 
todos  los  circuitos  para  la  expresión  booleana  que  estamos  minimizando,  uno  con  el  menor  numero 
posible  de  puertas  y  el  menor  número  posible  de  entradas  a  las  puertas  AND  y  OR  del  circuito. 

Hasta  principios  de  los  años  sesenta,  las  puertas  lógicas  eran  componentes  individuales. 
Para  reducir  costes  era  importante  utilizar  el  menor  número  posible  de  puertas  que  produjesen  la 
salida  requerida.  Sin  embargo,  a  mediados  de  los  sesenta,  se  desarrolló  la  tecnología  de  los  circuitos 
integrados,  que  hizo  que  se  pudieran  combinar  puertas  en  un  mismo  chip.  Aunque  ahora  se  pueden 
construir  circuitos  integrados  cada  vez  más  complejos  sobre  chips  de  bajo  coste,  la  miniinización 
de  las  funciones  sigue  siendo  importante.  Reducir  el  número  de  puertas  de  un  chip  puede  dar  lugar 
a  circuitos  más  fiables  y  puede  abaratar  los  costes  ele  producción.  Además,  la  minimización  per¬ 
mite  colocar  más  circuitos  dentro  de  un  mismo  chip,  así  como  reducir  el  número  de  entradas  a  las 
puertas  de  un  circuito.  Esto  reduce  el  tiempo  que  emplea  el  circuito  en  calcular  su  salida.  Por  otra 
parte,  el  número  de  entradas  de  una  puerta  está  limitado  por  la  tecnología  que  se  utiliza  para  cons¬ 
truir  las  puertas  lógicas. 

El  primer  procedimiento  que  veremos,  conocido  por  el  nombre  de  diagramas  de  Kamaugh  to 
K -diagramas),  se  desarrolló  en  la  década  de  los  cincuenta  para  ayudar  a  minimizar  los  Circuitos  de 
forma  manual.  Los  K-d  ¡agramas  sirven  para  minimizar  circuitos  de  hasta  seis  variables,  aunque  se 
vuelven  bastante  complicados  para  casos  con  cinco  o  seis  variables.  El  segundo  procedimiento  que 
describiremos,  el  método  de  Quine -MeCluskey,  fue  ideado  en  los  anos  sesenta.  Realiza  de  manera 
automática  el  proceso  de  minimizar  circuitos  combinacionales  y  puede  implementarse  corno  un 
programa  informático. 

Desgraciadamente,  la  minimización  de  funciones  booleanas  con  muchas  variables  es  un 
problema  comput  adornó  mente  muy  costoso.  Se  ha  demostrado  que  este  problema  es  un  problema 
N Incompleto  (véase  la  Sección  2.3  y  [Ka93])  y,  por  tanto,  es  poco  probable  que  exista  un  algo- 
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Figura  I.  Don  circuitos  con  la  misma  salida, 


ritmo  que  minimice  circuitos  booleanos  en  tiempo  poli nóm ico.  El  método  de  Quine-McCluskey 
tiene  complejidad  exponencial.  En  la  práctica,  sólo  se  puede  utilizar  si  no  hay  más  de  diez  litera¬ 
les.  De.sde  los  años  setenta  se  han  desarrollado  nuevos  algoritmos  para  minimizar  circuitos  com¬ 
binacionales  (véanse  [Ha93]  y  [Ka93]).  Sin  embargo,  con  el  mejor  algoritmo  diseñado  hasta  el  mo¬ 
mento.  sólo  se  pueden  minimizar  circuitos  con  no  más  de  25  variables.  También  se  han  utilizado 
algoritmos  heurísticos  para  simplificar  de  manera  sustancial,  aunque  no  necesariamente  minimizar, 
expresiones  booleanas  con  más  de  25  literales. 


DIAGRAMAS  DE  KARNAUGH 


Enlaces 


y  y 


xy 

XY 

xy 

xy 

Figura  2,  K-dia- 
gramas  ele  dos 
variables* 


Para  reducir  el  número  de  términos  de  una  expresión  booleana  que  representa  a  un  circuito  hace 
falta  encontrar  términos  que  se  puedan  combinar  entre  sí.  Hay  un  método  gráfico,  el  llamado  dia¬ 
grama  de  Karnaugh  o  K-dúigrama,  para  hallar  términos  que  se  pueden  combinar  en  el  caso  de 
funciones  booleanas  que  dependen  de  relativamente  pocas  variables*  OI  método  que  vamos  a  des¬ 
cribir  fue  introducido  por  Marinee  Kamuugh  en  1953.  Su  método  se  basa  en  resultados  anteriores 
de  E.  W.  Ve  i  te  h  (este  método  se  suele  aplicar  sólo  si  la  función  depende  de  seis  o  menos  varia¬ 
bles),  Los  K -diagramas  nos  proporcionan  un  método  visual  para  simplificar  una  forma  normal  dis¬ 
yuntiva,  pero  no  son  adecuados  para  automatizar  este  proceso.  Veremos  primero  cómo  se  usan  los 
K -diagramas  para  simplificar  expresiones  de  funciones  booleanas  de  dos  variables.  Continuaremos 
mostrando  cómo  se  pueden  utilizar  para  minimizar  funciones  de  tres  variables  y  después  de  cua¬ 
tro  variables.  Posteriormente,  presentaremos  ideas  que  se  pueden  utilizar  para  extender  el  empico 
de  los  K -diagramas  ala  mmimizaeíón  de  funciones  booleanas  de  más  de  cuatro  variables. 

En  la  forma  normal  disyuntiva  de  una  función  de  dos  variables  vt  y  hay  cuatro  posibles  rnini- 
términos.  Un  K-diagrama  para  una  función  booleana  de  dos  variables  consta  de  cuatro  celdas.  Se  co¬ 
loca  un  1  en  la  celda  que  representa  a  un  minilérmino  sí  este  mi  ni  temí  i  no  aparece  en  el  desarrollo  de 
la  función.  Se  dice  que  dos  celdas  son  adyacentes  si  los  minitérminos  que  representan  difieren  en 
*  exactamente  un  literal.  Por  ejemplo,  la  celda  que  representa  a  x$  es  adyacente  a  las  celdas  que  re¬ 
presentan  a  xy  y  a  xy,  En  la  figura  2  se  muestran  las  cuatro  celdas  y  ios  términos  que  representan. 


EJEMPLO  1  Calcula  los  K -diagramas  de  (a)  xy  +  xyt  (b)  a  v  +  .vy,  (c)  xy  +  at  +  xy. 

Solución:  Ponemos  un  l  en  una  celda  si  el  minitérmino  representado  por  esa  celda  es  un  suman¬ 
do  de  la  forma  normal  disyuntiva.  En  la  Figura  3  se  muestra  los  tres  K -diagramas,  4 


MAL  RÍCE  K  AKN  vi  UH  marido  en  1924)  Mu  unce  Kamuugh.  nacido  en  la  ciudad  de  Nueva  York,  se  licenció  cti  el 
City  College  de  Nueva  York  v  se  doctoró  en  la  Universidad  de  Nal e_  Fue  miembro  del  personal  técnico  de  los  Dell 
Laboraiorics  de  19?  2  a  É%6  y  director  de  investigación  y  desarrollo  en  kt  división  de  sistemas  federales  de  AT&T  de  1 066 
a  I97U.  En  1970  se  incorporó  a  IBM  como  miembro  del  personal  de  investigación.  Kamaugh  ha  hecho  contribuí' iones  fun¬ 
damentales  a  1;i  aplicación  de  técnicas  digitales  lanío  en  la  computación  como  en  las  telecomunicaciones*  Sus  áreas  de  in¬ 
terés  más  recientes  incluyen  los  sistemas  expertos  y  los  métodos  heurísticos  de  búsqueda. 
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Figura  3.  K-  ú  i  agramas  para  l  ns  formas  normales  disyuntivas  del  Ejemplo  l . 


A  la  vista  del  K-diagrama,  podemos  identificar  los  mmitémúnos  que  se  pueden  combinar  en¬ 
tre  sí.  Siempre  que  haya  unos  en  dos  celdas  adyacentes  del  K -diagrama,  los  min  ¡términos  repre¬ 
sentados  por  estas  celdas  se  pueden  combinar  entre  sí  dando  lugar  a  un  término  que  depende  sólo 
de  una  cié  las  variables.  Por  ejemplo,  xy  y  xy  están  representadas  por  celdas  adyacentes  y  pueden 
combinarse  para  producir  7,  ya  que  xy  +  xy  ~  (x  +  x)y  =  y  .  Además,  si  hay  unos  en  las  cuatro 
celdas,  pueden  combinarse  los  cuatro  mimtérminos  para  dar  lugar  a  uno  solo,  que  será  la  expresión 
booleana  1  que  no  depende  de  ninguna  de  las  variables.  Rodeamos  con  un  círculo  los  bloques  de 
celdas  del  K -diagrama  que  representan  minitérminos  que  se  pueden  combinar  y  después  calcula¬ 
mos  la  correspondiente  suma  de  productos.  El  objetivo  es  identificar  los  bloques  de  mayor  tama¬ 
ño  posible  y  cubrir  todos  los  unos  con  el  menor  número  posible  de  bloques,  usando  en  primer  lu¬ 
gar  los  bloques  más  grandes  y  empleando  siempre  ios  bloques  del  mayor  tamaño  que  sea  posible. 

EJEMPLO  2  Simplifica  la  forma  normal  disyuntiva  dada  en  el  Ejemplo  1. 

Solución;  En  la  Figura  4  se  muestra  el  agolpamiento  de  minitérminos  de  este  desarrollo  utilizan¬ 
do  tos  K-diagramas.  Los  desarrollos  mínimos  para  las  formas  normales  son  (a)  y,  (b)  xy  +  ,ry  y 
(c)7+y,  M 

Un  K-diagrama  de  tres  variables  es  un  rectángulo  dividido  en  ocho  celdas.  Las  celdas  repre¬ 
sen  lan  los  ocho  posibles  mini términos  en  tres  variables.  Se  dice  que  dos  celdas  son  adyacentes  si 
ios  minitérminos  que  representan  difieren  en  exactamente  un  literal.  En  la  Figura  5(a)  se  muestra 
una  manera  de  construir  un  K-diagrama  en  tres  variables.  Este  K-diagrama  puede  verse  como  sí  es¬ 
tuviese  dibujado  sobre  un  cilindro,  como  se  muestra  en  la  Figura  5(b).  Dos  celdas  tienen  un  lado 
común  sobre  el  cilindro  si,  y  sólo  si,  son  adyacentes. 

Para  simplificar  una  forma  normal  disyuntiva  en  tres  variables  usamos  el  K -diagrama  para 
identificar  bloques  de  minitérminos  que  pueden  combinarse  entre  sí.  Los  bloques  de  dos  celdas  ad¬ 
yacentes  representan  parejas  de  mini  términos  que  se  pueden  combinar  dando  lugar  a  un  producto 
de  dos  literales;  los  bloques  de  celdas  de  tamaños  2  x  2  y  4  x  I  representan  mini  términos  que  se 
pueden  combinar  entre  sí  para  dar  lugar  a  un  solo  literal,  y  el  bloque  de  las  ocho  celdas  represen¬ 
ta  un  término  sin  literales,  esto  es,  la  función  1 .  En  la  Figura  ó  se  muestra  los  bloques  de  tamaños 
1  x  2.  2  x  I,  2  x  2,  4  x  I  y  4  x  2  y  los  términos  que  representan. 

Al  producto  de  literales  correspondientes  a  un  bloque  de  unos  en  el  K-diagrama  se  le  llama  un 
implicante  de  la  función  que  se  va  a  minimizar.  Se  dice  que  es  un  implicante  primo  si  ese  bloque 
de  unos  no  está  contenido  en  ningún  bloque  de  unos  más  grande  que  represente  un  producto  con 
menos  literales  que  el  producto  del  implicante. 


& 


Figura  4.  Simplificación  ele  las  formas  normales  disyuntivas  del  Ejemplo  L 
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Figura  5>  K -di agramas  en  tres  variables. 


El  objetivo  es  identificar  ios  bloques  más  grandes  del  diagrama  y  cubrir  iodos  los  unos  del 
diagrama  con  el  menor  numero  posible  de  bloques,  empleando  en  primer  lugar  los  bloques  más 
grandes.  Siempre  se  eligen  los  bloques  del  mayor  tamaño  que  sea  posible,  pero  siempre  debemos 
elegir  un  bloque  si  es  el  único  bloque  de  unos  que  cubre  a  un  1  en  el  K-diagrama.  Ese  bloque  re¬ 
presenta  un  implicante  primo  esencial.  Cubrir  todos  ios  unos  del  diagrama  con  bloques  corres¬ 
pondientes  a  implicantes  primos  nos  permite  expresar  la  suma  de  productos  como  una  suma  de  im¬ 
plicantes  primos.  Nótese  que  puede  haber  más  de  una  forma  de  cubrir  todos  los  unos  utilizando  el 
menor  número  posible  de  bloques. 

El  Ejemplo  3  ilustra  cómo  se  utilizan  los  K -diagramas  en  tres  variables. 

EJEMPLO  3  Utiliza  K -diagramas  para  minimizar  las  siguientes  fomias  normales  disyuntivas. 


(a)  xyz  +  xjriT  +  xyz  4  xyz  _ 

(b)  xyz  4  xyz  +  xyt  +  xyz  -r 

(c)  xyz  +  xyz  +  xyz  +  +  xyz  +  xyz  +  xyz 

(d)  xyz  4  av7  4  xyz  4  vyz 

Solución:  En  la  Figura  7  se  muestran  los  R-diagramas  correspondientes  a  estas  formas  normales 
disyuntivas.  Los  agrupamientos  de  bloques  muestran  que  ¡os  desarrollos  minimales  en  sumas  boo- 
I canas  de  productos  booleanos  son  (a)  xz  +  y7  4 xyz,  (b)  y  +  xz,  (c)  x  4  y  4  z  y  (d )  xz  +  x  v .  En  el 


.V  -  xyz  +  xyl  +  xyz  +  xyt 


I  -  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz  + 
xyz  +  xyz  +  xyz  X  xyz 


(d) 


(e) 


Figura  6,  Bloques  de  K  diagramas  en  tres  variables. 
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Figura  7.  Uso  de  K  diagramas  en  tres  variables* 


apartado  (d)  observamos  qoe  los  implicantes  primos  .vi  y  i  y  son  implicantes  primos  esenciales,  pero 
el  implicante  primo  yT  es  un  implicante  primo  que  no  es  esencial  va  que  las  celdas  que  cubre  ya 
quedan  cubiertas  por  los  otros  dos  implicantes  primos.  M 

Un  K-díagrama  de  cuatro  variables  es  un  cuadrado  dividido  en  16  celdas*  Las  celdas  repre¬ 
sentan  los  16  minitérminos  posibles  en  cuatro  variables.  En  la  Figura  8  se  muestra  una  de  las  ma¬ 
neras  de  formar  un  K -diagrama  de  cuatro  variables. 

Dos  celdas  son  adyacentes  si,  y  sólo  si,  los  minitérminos  que  representan  difieren  en  un  solo 
literal.  Por  tanto,  cada  celda  es  adyacente  a  otras  cuatro  celdas.  El  K -diagrama  de  una  forma  nor¬ 
mal  disyuntiva  en  cuatro  variables  puede  considerarse  como  sí  estuviese  dibujado  sobre  un  loro* 
de  modo  que  las  celdas  adyacentes  tengan  una  frontera  en  común  (véase  el  Problema  28).  La 
simplificación  de  una  forma  normal  disyuntiva  en  cuatro  variables  se  realiza  identificando 
aquellos  bloques  de  2.  4.  8  o  16  celdas  que  representan  minítérminos  que  se  pueden  combinar 
entre  sí*  Cada  una  de  las  celdas  que  representa  a  un  trun  ¡término  debe  bien  usarse  para  formar  un 
producto  utilizando  menos  literales  o  incluirse  en  el  desarrollo.  En  la  Figura  9  so  ilustra  algunos 
ejemplos  de  bloques  que  representan  productos  de  tres  literales,  productos  de  dos  literales  y  tm 
único  literal. 

Al  igual  que  en  el  caso  de  K -diagramas  en  dos  y  tres  variables,  el  objetivo  consiste  en  iden¬ 
tificar  los  mayores  bloques  de  unos  en  la  función  que  corresponden  a  los  implicantes  primos  y  cu¬ 
brir  todos  los  unos  utilizando  el  menor  número  de  bloques  necesario,  empleando  en  primer  lugar 
el  bloque  más  grande.  Siempre  se  utilizan  los  bloques  de  mayor  tamaño  posible.  El  Ejemplo  4  ilus¬ 
tra  cómo  se  utilizan  los  K-diagramas  en  cuatro  variables. 


yz 

yz 

n 

yz 

wx 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

WX 

wxyz  i 

wxyz 

wxyz 

wx 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wx 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

f  igura  8,  K-diagramas  en  cuatro  variables 
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(c)  (d) 

Figura  9.  Bloques  de  K -diagramas  en  cuatro  variables. 


EJEMPLO  4  Utiliza  K -diagramas  para  simplificar  las  formas  normales  disyuntivas  siguientes. 

(a)  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz , 

(b)  wxyz  +  hxvz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz. 

(c)  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  -f  w’Xíl?  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  ivxyz  +  ñvrvz  +  wxyz  +  wxyz. 


Solución:  Los  K-diagramas  de  estos  desarrollos  se  muestran  en  la  Figura  10,  Utilizando  los  blo¬ 
ques  que  se  muestran,  se  obtienen  los  desarrollos  (a)  wyz  +  wxz  +  uxy  +  wx~y  +  wxyz,  (b)  yz  + 
wxy  +  xz  y  (c)7  +  wx+  wxv,  FJ  lector  debería  determinar  si  hay  otras  elecciones  posibles  para  los 
bloques  que  den  lugar  a  formas  normales  disyuntivas  diferentes  que  representan  a  estas  funciones 
booleanas.  ^ 

Emplear  los  K-diagramas  para  minimizar  funciones  booleanas  de  cinco  o  seis  variables 
puede  ser  una  opción  realista,  pero  los  K-diagramas  con  un  número  mayor  de  variables  se  com¬ 
plican  mucho,  por  lo  que  se  emplean  en  raras  ocasiones.  Sin  embargo,  los  conceptos  utilizados  en 
los  K-diagramas  desempeñan  un  papel  importante  en  algoritmos  más  recientes.  Además,  manejar 
estos  conceptos  ayuda  a  la  comprensión  de  estos  nuevos  algoritmos,  así  como  de  los  programas  de 
diseño  asistido  por  ordenador  (CAD)  que  los  imptementan.  Ilustraremos  el  desarrollo  de  estos  com 
ceptos  mediante  referencias  al  proceso  de  mininuzación  de  funciones  booleanas  en  tres  y  cuatro 
variables. 

Los  K -diagramas  que  utilizamos  para  minimizar  funciones  booleanas  en  dos,  tres  y  cuatro  va¬ 
riables  se  construyen  empleando  rectángulos  de  tamaños  2x212x4y4x4,  respectivamente.  Las 
celdas  correspondientes  a  las  filas  superior  e  inferior  y  a  las  columnas  izquierda  y  derecha  se  con¬ 
sideran  adyacentes,  puesto  que  representan  a  mini términos  que  difieren  en  un  solo  literal.  De  modo 
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Figura  10.  Uso  de  K-diagramas  m  cuatro  variables. 


similar,  podemos  construir  K -diagramas  para  minimizar  funciones  booleanas  de  más  de  cuatro  va¬ 
riables-  Empleamos  un  rectángulo  con  21" illas  y  2|f?/ri  columnas.  {Estos  K-d  i  agramas  contienen 
2Fi  celdas  porque  ln¡2]  +  U/2]  =  n).  Las  filas  y  las  columnas  deben  colocarse  de  manera  que  las 
celdas  que  representan  minitémiinos  que  difieren  en  sólo  un  literal  sean  adyacentes  o  sean  consi¬ 
deradas  adyacentes  especificando  adyacencias  adicionales  de  filas  y  columnas.  Para  ayudar  (par¬ 
cialmente)  a  conseguirlo,  las  filas  y  columnas  se  disponen  utilizando  códigos  de  Cray  (véase  la 
Sección  8,5 1  y  asociando  cadenas  de  bits  con  productos  especificando  que  un  I  corresponde  a  la 
aparición  de  una  variable  y  un  0  a  la  aparición  de  su  complemento.  Por  ejemplo,  en  un  K^dí  agra¬ 
ma  de  dimensión  10,  el  código  de  Gray  01 1 10  utilizado  para  etiquetar  una  fila  corresponde  al  pro¬ 
ducto  ,rrr2Jr3Jc4jr5. 

Los  K -diagramas  que  hemos  utilizado  para  minimizar  funciones  booleanas  de  cuatro  variables  tie¬ 
nen  dos  filas  y  dos  columnas.  Tanto  las  Filas  como  las  columnas  se  pueden  colocar  utilizando  el 
código  de  Cray  I  L  10, 00  y  0L  Las  filas  representan  a  los  productos  ttx  wx*  n.v  y  vva,  respecti¬ 
vamente.  y  tas  columnas  se  corresponden  con  los  productos  yztyz .  y:  e  yz,  respectivamente.  Uti¬ 
lizando  los  códigos  de  Gray  y  considerando  como  celdas  adyacentes  las  de  la  primera  y  última  fi¬ 
las  y  las  de  la  primera  y  ultima  columnas,  aseguramos  que  los  minitémiinos  que  difieren  en  una 
variable  son  siempre  adyacentes.  4 

Para  minimizar  funciones  booleanas  en  cinco  variables  utilizamos  K -diagramas  con  23  =  8  co¬ 
lumnas  y  22  -  4  filas.  Etiquetamos  las  cuatro  filas  usando  el  código  de  Gray  1 1.  10,  00  y  01. 
correspondiente  a.vrv,,  xa7,  y  .u  ,  respectivamente.  Etiquetamos  las  ocho  columnas  usando 
el  código  de  Gray  111,1  i  Ó,  1.00, 101,  001,  000,  010  y  01  L  correspondiente  a  tos  términos  a%xvv 
A_rri.,  x^x\y  írVV  -va^,  axvs  y  v  a4.yv  respectivamente.  Utilizando  los  códigos  de  Gray 
para  etiquetar  las  columnas  y  las  filas  aseguramos  que  los  miniterminos  representados  por  celdas 
adyacentes  difieren  en  una  sola  variable.  Sin  embargo,  para  aseguramos  de  que  todas  las  celdas 
que  representan  productos  que  difieren  en  sólo  un  literal  son  adyacentes,  consideramos  que  todas 
fas  celdas  de  la  primera  y  última  filas  son  adyacentes,  así  como  las  de  la  primera  y  octava  colum¬ 
nas,  la  primera  y  cuarta  columnas,  la  segunda  y  séptima  columnas,  la  tercera  y  sexta  columnas  y  la 
quinta  y  octava  columnas  (como  el  lector  debería  verificar).  4 

Cuando  se  utiliza  un  K-diagrama  para  minimizar  una  función  booleana  ele  grado  n,  primero 
dibujamos  un  K-diagrama  del  tamaño  adecuado.  Colocamos  unos  en  tudas  las  celdas  correspon¬ 
dientes  a  los  minitémiinos  del  desarrollo  en  forma  normal  disyuntiva  de  la  función.  Después  iden¬ 
tificamos  todos  los  implicantes  primos  de  la  función  booleana.  Para  hacer  esto,  buscamos  los  blo¬ 
ques  que  consisten  en  el  solapamicnto  de  2l  celdas  que  contengan,  todas  ellas,  un  L  con  1  <  k  s  n . 
Estos  bloques  se  corresponden  con  el  producto  de  n  -  k  literales.  (En  el  Problema  33  se  pide  ve¬ 
rificar  esta  afirmación  ).  Además,  un  bloque  tic  2J  celdas  de  unos  que  no  está  contenido  en  un  blo¬ 
que  de  2**1  celdas  con  un  1  en  cada  una  de  ellas  es  un  implicante  primo.  La  razón  de  que  este  im¬ 
plícame  sea  primo  es  que  ningún  producto  obtenido  al  eliminar  un  literal  está  representado 
también  por  un  bloque  de  celdas  todas  con  un  1. 


1 

3£--  >  / 
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EJEMPLO  7  Consideramos  un  bloque  de  ocho  celdas  que  representa  un  producto  de  dos  literales  en  un  K-dia¬ 
grama  para  minimizar  funciones  booleanas  en  cinco  variables.  Si  las  ocho  celdas  contienen  anos, 
entonces  el  bloque  es  un  implicante  primo  si  no  está  contenido  en  ningún  bloque  de  dieciséis  cel¬ 
das  de  unos  que  represente  a  un  solo  literal.  ^ 

Una  vez  identificados  todos  los  implicantes  primos,  el  objetivo  es  hallar  el  menor  stibcon junto 
posible  de  estos  implicantes  primos  con  la  propiedad  de  que  las  celdas  que  representan  a  dichos 
implicantes  primos  recubren  todas  las  celdas  del  K-diagrama  que  contienen  unos.  Comenzarnos  se¬ 
leccionando  los  implicantes  primos  esenciales,  puesto  que  cada  uno  de  ellos  está  representado  por 
un  bloque  que  recubre  una  celda  que  contiene  un  1  y  que  ningún  otro  implicante  primo  recubre. 
Después  añadimos  otros  implicantes  primos  para  aseguramos  de  que  se  recubren  todos  los  unos 
del  K-diagrama.  Si  hay  muchas  variables,  este  ultimo  paso  puede  ser  muy  complicado. 

CONDICIONES  DE  INDIFERENCIA 


En  algunos  circuitos,  sólo  debemos  considerar  la  salida  para  ciertas  combinaciones  de  datos  de  en¬ 
riares  trada  porque  otras  combinaciones  de  datos  de  entrada  son  imposibles  o  no  aparecen  nunca.  Esto 
nos  permite  diseñar  un  circuito  sencillo  con  la  salida  deseada,  puesto  que  los  valores  de  salida  para 
todas  las  combinaciones  que  no  se  cían  minea  pueden  escogerse  de  manera  arbitraria.  Los  valores 
de  la  función  para  estas  combinaciones  se  llaman  condiciones  de  indiferencia.  Se  utiliza  una  d 
para  señalar  en  el  K-diagrama  aquellas  combinaciones  de  valores  de  las  variables  para  las  que  la 
función  se  puede  asignar  de  manera  arbitraria.  En  el  proceso  de  minimización  podemos  asignarle 
el  valor  1  a  aquellas  combinaciones  de  valores  de  entrada  que  den  lugar  a  los  bloques  más  grandes 
de!  K-diagrama  >  Esto  se  ilustra  en  el  Ejemplo  8. 

EJEMPLO  8  Una  forma  de  codificar  desarrollos  decimales  por  medio  de  bits  es  utilizar  los  cuatro  bits  del 
desarrollo  binario  de  cada  dígito  del  desarrollo  decimal.  Por  ejemplo,  873  se  codifica  corno 
1000011 1001 1.  A  esta  codificación  de  un  desarrollo  decimal  se  le  llama  desarrollo  decimal 
codificado  en  binario.  Como  hay  dieciséis  bloques  de  cuatro  bits  y  sólo  hay  diez  dígitos  deci¬ 
males,  hay  seis  combinaciones  de  cuatro  bits  que  no  se  utilizan  para  codificar  dígitos.  Supongamos 
que  se  quiere  construir  un  circuito  que  produzca  una  salida  de  1  si  el  dígito  decimal  es  mayor  o 
igual  que  5  y  una  salida  de  ü  si  el  dígito  decimal  es  menor  que  3.  ¿Cómo  se  puede  construir  este 
circuito  de  manera  sencilla  utilizando  puertas  AND.  puertas  OR  y  puertas  NOT! 

Solución:  Denotemos  por  F(w,  x.  y,  z)  la  salida  del  circuito,  donde  wxyz  es  el  desarrollo  binario 
de  un  dígito  decimal.  Los  valores  de  F  se  muestran  en  la  Tabla  I .  En  ía  Figura  I  í  (a)  se  muestra 
el  K-diagrama  de  F,  con  la  letra  d  en  las  posiciones  de  indiferencia.  Podemos  tanto  incluir 
como  excluir  de  los  bloques  a  los  cuadrados  con  rfs.  Esto  nos  permite  elegir  los  bloques  de  mu¬ 
chas  maneras  distintas.  Por  ejemplo,  si  excluimos  todos  los  cuadrados  con  ¿fs  y  formamos  los  blo¬ 
ques  como  en  la  Figura  1  Ub),  se  obtiene  la  expresión  wxy  +  wxy  +  wxz.  Si  incluimos  algunas  de 
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Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 
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Figura  i  L  El  K -diagrama  de  F con  las  posiciones  de  indiferencia. 


las  cís  y  excluimos  otras,  formando  los  bloques  como  se  muestra  en  la  Figura  1  l(c),  se  obtiene  la 
expresión  Wx  +  wxy  +  xyz.  Finalmente,  si  incluimos  todas  las  ¿k  y  utilizamos  los  bloques  que  se 
muestran  en  la  Figura  1  l(d),  se  obtiene  el  desarrollo  en  suma  de  productos  más  sencillo  posible, 
esto  es»  F(w,  a.  yt  z)  -  w  +  xy  +  Jtz,  *4 

EL  MÉTODO  DE  Q UIN E  - Me CL USK E Y 


Hemos  visto  que  se  pueden  utilizar  K-diagramas  para  obtener  desarrollos  minimales  de  una  fun- 
khIücls  ción  hocicaría  como  suma  de  productos  booleanos,  Sin  embargo,  los  K-diagramas  son  difíciles  de 
utilizar  cuando  hay  más  de  cuatro  variables.  Además,  el  empleo  de  los  K -diagramas  se  basa  en  la 
inspección  visual  para  identificar  qué  términos  se  agrupan.  Estas  razones  justifican  la  necesidad  de 
utilizar  un  procedimiento  para  simplificar  desarrollos  en  sumas  de  productos  que  pueda  automa¬ 
tizarse.  El  método  de  Quine-MeCIuskey  cumple  este  requisito.  Puede  utilizarse  para  funciones 
bool canas  en  cualquier  número  de  variables.  Fue  desarrollado  en  los  años  cincuenta  por 
W.  V,  Quíne  y  E.  L  McCluskcy,  ir.  Básicamente,  el  método  de  Quine- McCluskev  consta  de  dos 
partes.  La  primera  parte  determina  qué  términos  son  candidatos  a  ser  incluidos  en  un  desarrollo  mí¬ 
nimo  como  suma  booleana  de  productos  hocícanos.  La  segunda  parte  determina  cuáles  de  esos  ter- 
tniaci-s  minos  se  utilizan  finalmente.  En  el  Ejemplo  9  presentamos  cómo  funciona  este  método,  que 
combina  de  manera  sucesiva  unos  implicantes  con  otros  que  tienen  un  literal  menos. 


EDWARÍ)  J.  Mcí  ,'LUSKEY  (nacido  en  1929»  1  dward  McCluskey  estudió  ai  el  Bowdoin  Ctiltege  y  en  el  M  I  I  ,  don- 
de  recibió  su  doctorado  en  ingeniería  eléctrica  en  1 956.  Se  incorporó  a  los  Bell  Tclcphone  Laboratories  en  1955,  donde 
permaneció  hasta  1959.  McCluskey  ínc  profesor  de  ingeniería  eléctrica  en  ia  Universidad  de  Prinveton  desde  1959  hasta 
l%ó  y  director  del  Centro  de  Computación  de  Princcton  desde  l%1  basta  1966.  bn  1967  tornó  posesión  de  una  plaza  de 
profesor  de  informática  ^ingeniería  eléctrica  en  la  Universidad  de  Stanford  donde  también  lúe  director  del  Laboratorio  de 
Sistemas  Digitales  de  1969  a  1978.  McCluskey  ha  trabajado  en  diverjas  áreas  de  la  informática,  incluyendo  la  computación 
tolerante  ¿i  fallos,  la  arquitectura  de  ordenadores  y  el  diseño  y  verificación  lógicos.  Actualmente  es  director  del  Cerner  for 
Re !¡abte  Computing  de  la  Universidad  de  Stanford.  McCIuskey  es  también  miembro  de  la  ACM, 
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Tabla  2 
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EJEMPLO  9  Mostraremos  cómo  se  puede  utilizar  el  método  de  Quine-McCluskey  para  obtener  una  expresión 
m  i  n  i  m  al  e  q u  i  v  a  I  en  Le  a 

xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz . 

Representaremos  los  mi  ni  términos  dé  un  desarrollo  mediante  cadenas  de  bits.  El  primer  bit 
será  I  si  aparecen  y  0  si  aparece  x.  El  segundo  bit  será  l  si  aparece  y  y  0  si  aparece  y.  El  tercer  bit 
será  1  si  aparece  z  y  0  si  aparece  z\  Después  agrupamos  estos  términos  de  acuerdo  con  el  numero 
de  unos  de  las  correspondientes  cadenas  de  bits.  Esta  información  se  muestra  en  la  Tabla  2. 

Los  mini términos  que  se  pueden  combinar  son  aquellos  que  difieren  exactamente  en  un 
literal.  Por  eso,  dos  términos  que  se  pueden  combinar  difieren  exactamente  en  una  unidad  en 
el  número  de  unos  de  las  cadenas  de  bits  que  representan.  Si  dos  minitérminos  se  combinan 
para  dar  lugar  a  un  producto,  ese  producto  contiene  dos  literales.  Un  producto  con  dos  litera¬ 
les  se  representa  usando  un  guión  para  denotar  a  la  variable  que  no  aparece.  Por  ejemplo,  los 
minitémiinos  xyz  y  vyé,  representados  por  las  cadenas  de  bils  101  y  001,  respectivamente,  se 
pueden  combinar  para  dar  lugar  a  yz,  representada  por  la  cadena  -0 1  En  la  Tabla  3  se  mues¬ 
tran  todos  los  pares  de  minitémiinos  que  se  pueden  combinar,  así  como  los  respectivos  pro¬ 
ductos. 

A  continuación  se  combinan  todas  las  parejas  de  productos  de  dos  literales  que  se  pueda  para 
así  obtener  un  literal.  Dos  productos  que  pueden  combinarse  deben  contener  los  literales  relativos 
a  dos  variables  comunes  y  diferir  en  uno  de  los  literales.  En  términos  de  las  cadenas  que  repre¬ 
sentan  a  estos  productos,  estas  cadenas  deben  tener  un  guión  en  la  misma  posición  y  deben  diferir 
exactamente  en  uno  de  los  otros  dos  bits.  Podemos  combinar  los  productos  yz  eyzr  que  están  re¬ 
presentados  por  las  cadenas  -11  y  -01 ,  para  obtener  2,  que  se  representa  mediante  la  cadena  —  1. 
En  la  Tabla  3  se  muestran  todas  las  combinaciones  de  términos  que  se  pueden  formar  de  esta  ma¬ 
nera. 


Éflfttt'tS 


WILLARD  VAN  ORMAN  QUINE  (19G8-21HJ0)  Willand  Quine,  nacido  en  Akron,  Ohio.  estudió  en  el  Obertin  Collegc  y 
en  la  Universidad  de  Harvard,  donde  recibió  s.i  doctorado  en  filosofía  en  1932.  Se  convirtió  en  Júnior  bello w  de  Harvard  en 
1933,  consiguiendo  un  puesto  de  profesor  permanente  en  1936.  Permaneció  en  Harvard  durante  el  resto  de  su  vida  profe¬ 
sional,  salvo  durante  la  Segunda  Guerra  Mundial,  en  que  trabajó  para  la  Marina  de  Estados  Unidos  descifrando  mensajes 
de  los  submarinos  alemanes.  Quine  estuvo  siempre  interesado  en  los  algoritmos,  pero  no  en  el  hardware  Descubrió  lo  que 
boy  día  se  llama  el  método  de  Quine -McCIuskey  como  una  herramienta  para  enseñar  lógica  matemática  más  que  como  un 
método  para  simplificar  circuitos  conmutados.  Quine  fue  uno  de  los  filósofos  más  famosos  del  siglo  xx.  Hizo  contribu¬ 
ciones  fundamentales  a  la  teoría  del  conocimiento,  a  Ja  lógica  matemática  y  a  la  teoría  de  conjuntos,  así  como  a  las  tilo- 
sofías  de  la  lógica  y  del  lenguaje.  Sus  libros,  cutre  los  que  están  New  ¡  oundaüons  of  Mathemaiical  Logic,  publicado  en 
1937,  y  Word  and  Ohject,  publicado  en  19óQt  han  tenido  un  profundo  impacto.  Quine  se  retiró  de  Harvard  en  19/8.  pero 
continuó  yendo  cada  día  desde  su  casa  en  Bc.icon  Hill  a  su  despacho  de  Harvard.  Utilizó  durante  toda  su  vida  la  máquina 
de  escribir  fíemington  1927,  en  la  que  mecanografió  su  tesis  doctoral,  incluso  hizo  modilicar  la  máquina  a  lin  de  añadir 
unos  pocos  símbolos  especiales,  para  lo  que  hubo  que  eliminar  el  segundo  pumo,  la  segunda  coma  >  el  símbolo  de  in¬ 
terrogación.  Al  preguntársele  si  no  echaba  de  menos  e!  símbolo  de  interrogación*  replicó:  «Bueno,  yo  me  ocupo  sólo  de  ce 
tozas».  1  íay  una  palabra,  quine,  definida  en  el  New  Hache  rs  Dkwonuty  como  un  programa  que  genera  como  salida  una  co¬ 
pia  de  su  propio  código  fuente.  Escribir  el  quine  más  corto  posible  en  un  lenguaje  de  programación  dado  es  un  pasatiem¬ 
po  muy  popular  entre  «backers». 
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X 
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En  la  Tabla  3  se  indica  también  qué  términos  se  han  utilizado  para  formar  productos  con  me¬ 
nos  literales;  estos  términos  no  se  emplearán  en  un  desarrollo  mínima!.  El  siguiente  paso  consiste 
en  identificar  un  conjunto  minimal  de  productos  que  representen  a  la  función  booleana.  Comen¬ 
zamos  con  todos  los  productos  que  no  se  utilizaron  para  construir  productos  con  menos  literales. 
A  continuación  formamos  la  Tabla  4,  que  tiene  una  illa  por  cada  candidato  que  se  forma  combi¬ 
nando  términos  urigi nales  y  una  columna  por  cada  término  original;  ponemos  una  X  en  una  celda 
si  el  correspondiente  término  original  del  desarrollo  en  forma  normal  disyuntiva  se  ha  utilizado 
para  formar  ese  candidato.  En  tal  caso,  decimos  que  d  producto  candidato  recubre  al  míní termi¬ 
no  original.  Tenemos  que  incluir  al  menos  un  producto  que  recubra  cada  uno  de  los  minitérmínos 
originales.  Por  tanto,  siempre  que  haya  una  única  X  en  una  columna  de  la  tabla,  se  debe  incluir  el 
producto  correspondiente  a  la  fila  en  la  que  está  esa  X.  Vemos  en  la  Tabla  4  que  tanto  z  corno  ay 
son  necesarios.  Por  tanto,  la  solución  lina!  es  z  +  xy+  ^ 


Como  acabamos  de  ver  en  el  Ejemplo  9,  el  método  de  Quíne- McCluskey  utiliza  la  siguiente 
secuencia  de  pasos  para  simplificar  un  desarrollo  en  suma  de  productos, 

1 .  Expresar  cada  mmitérm  ¡no  en  n  variables  por  medio  de  una  cadena  de  bits  de  longitud  n 
con  un  1  en  la  posición  /-ésima  si  x  interviene  en  el  minitérmino  y  un  Den  esa  posición  si 
interv  iene  jf . 

2.  Agrupar  las  cadenas  de  bits  según  el  numero  de  unos  que  contengan. 

3.  Determinar  lodos  los  productos  de  n  -  1  variables  que  se  pueden  formar  realizando  la 
suma  boolcana  de  minitérminos  del  desarrollo.  Los  miiiitérminos  que  se  pueden  combinar 
entre  sí  se  corresponden  con  cadenas  de  bits  que  difieren  exactamente  en  una  posición. 
R  ¡presentar  estos  productos  en  n  I  variables  mediante  cadenas  que  tienen  un  \  en  la  po¬ 
sición  /-ésima  si  y  interviene  en  el  producto,  un  0  en  esa  posición  si  interviene  x  y  un 
guión  en  esa  posición  si  no  hay  en  el  producto  ningún  literal  en  la  variable  y. 

Determinar  lodos  los  productos  de  n  2  variables  que  se  pueden  fonnar  realizando  la  suma 
booleana  de  los  productos  de  n  1  variables  obtenidos  en  el  paso  previo.  Los  productos  tic 
n  -  I  variables  que  se  pueden  combinar  entre  sí  se  representan  por  medio  de  cadenas  de  bits 
que  tienen  un  guión  en  la  misma  posición  y  difieren  exactamente  en  una  posición. 

Continuar  combinando  productos  booleanos  para  obtener  productos  con  menos  variables 
mientras  sea  posible. 

Hallar  todos  los  productos  booleanos  que  han  aparecido,  pero  que  no  se  han  utilizado,  para 
formar  un  producto  booleanoeon  un  literal  menos. 

7.  Hallar  el  menor  conjunto  de  estos  productos  booleanos  de  tal  modo  que  la  suma  de  dichos 
productos  represente  a  la  función  booleana.  Esto  se  hace  formando  una  tabla  que  muestra 


4, 


6. 
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cuáles  son  los  niinitérminos  recubiertos  y  cuáles  son  tos  producios  que  los  recubren. 
Cada  nií  ni  término  tiene  que  estar  recubierto  por  al  menos  un  producto.  El  primer  paso  a  la 
hora  de  utilizar  esta  tabla  es  hallar  todos  los  implicantes  primos  esenciales.  Cada  uno  de 
ellos  debe  ser  elegido,  ya  que  es  el  único  implicante  primo  que  recubre  a  uno  de  los  mi¬ 
nitérminos.  Una  vez  hallados  los  implicantes  primos  esenciales,  podemos  simplificar  la  ta¬ 
bla  eliminando  las  columnas  correspondientes  a  los  minitérminos  recubiertos  porcada  im¬ 
plicante  primo.  También  podemos  eliminar  cualquier  implicante  primo  que  recubra  a  un 
subconjunto  de  mini términos  recubierto  por  algún  otro  implicante  primo  (ei  lector  debe¬ 
ría  comprobar  esta  afirmación).  Además,  podemos  eliminar  de  la  tabla  la  columna  aso¬ 
ciada  a  un  minitérmino  si  hay  olio  miniíérmino  que  esté  recubierto  por  un  subconjunto  de 
los  implicantes  primos  que  recubren  a  dicho  minitérmino.  Este  proceso  de  identificar  im¬ 
plicantes  primos  esenciales  que  deben  escogerse  seguido  de  la  eliminación  de  implicantes 
primos  redundantes  y  de  la  identificación  de  minitérminos  que  pueden  ignorarse  se  repi¬ 
te  hasta  que  la  tabla  deja  de  cambiar.  Llegados  a  este  punto,  utilizamos  un  procedimiento 
de  búsqueda  en  profundidad  para  hallar  la  solución  óptima,  en  el  que  añadimos  impli¬ 
cantes  primos  al  recubrimiento  a  fin  de  hallar  posibles  soluciones,  que  se  comparan  en 
cada  paso  con  la  mejor  solución  encontrada  hasta  el  momento* 

[lustramos  con  un  último  ejemplo  cómo  se  utiliza  este  procedimiento  para  simplificar  un  desarrollo 
en  suma  de  p  rod  u  c  tos  c  o  n  c  u  at  ro  v  ari  a  ble  s. 

EJEMPLO  10  Utiliza  el  método  de  Quine-McCíuskey  para  simplificar  el  desarrollo  en  suma  de  productos  wxyz 
+  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz . 

Solución:  En  primer  lugar,  representamos  los  min  ¡términos  por  medio  de  cadenas  de  bits*  y  des¬ 
pués,  agrupamos  estos  términos  según  el  número  de  unos  que  haya  en  la  cadena  de  bits.  Esto  se 
muestra  en  la  Tabla  5.  En  la  Tabla  6  se  muestran  todos  los  productos  booleanos  que  se  pueden  for¬ 
mar  tomando  sumas  booleanas  de  estos  productos. 


Tabla  5 

Término 

Cadena 
de  bits 

Número 
de  unos 

wxyz 

1110 

3 

wxyz 

1011 

3 

wxyz 

011 1 

3 

wxyz 

1010 

2 

wxyz 

0101 

2 

wxyz 

00.1 1 

2 

wxyz 

0001 

1 

Tabla  6 

Paso  1 

Paso  2 

Término 

Cadena 
de  hits 

Termino 

Cadena 
de  hits 

Término 

Cadena 
de  bits 

1  wxyz 

1110 

(1,4)  wyz 

S-10 

(3, 5, 6.7)  wz 

0-1 

2  wjcyz 

101 1 

(2,4)  wly 

mu 

3  h'  xyz 

01 11 

(2*6)  xyz 

-OI  1 

4  wxyz 

1010 

(3.5)  w:xz 

01-1 

5  ü  wxyz 

0101 

(3,6)  wyz 

0-1 1 

6  Wxyz 

001 1 

(5,7) 

0-0 1 

7  wxyz 

000 1 

(6,7)  wxz 

00-1 
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Tabla  7 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

wxyz 

w  xyz 

wz 

X 

X 

X 

X 

wyz 

X 

X 

wxy 

X 

X 

xyz 

X 

X 

Los  únicos  productos  que  no  se  utilizaron  para  formar  producios  con  menos  variables  son 
wz,  wyz.  w.vv  y  .ryr.  Hn  la  Tabla  7  se  muestran  los  rninitérminos  recubierlos  por  cada  uno  de  es¬ 
tos  productos.  Pura  recubrir  estos  rninitérminos  tenemos  que  recubrir  wz  y  wyz.  ya  que  estos  pro¬ 
ductos  son  los  tínicos  que  recubren  a  wxyz  y  w.tyT,  respectivamente.  Una  vez  incluidos  estos  dos 
productos,  vemos  que  sólo  se  necesita  uno  de  los  dos  productos  restantes.  Por  tanto,  podemos  ele¬ 
gir  como  solución  definitiva  bien  wz  +  wyz  +  wxy  o  bien  wz  +  wyz  +  xyz.  -4 


Problemas 


I.  a)  Dibuja  un  K -diagrama  para  una  función  de  dos  va¬ 
riables  y  pon  un  l  en  la  celda  que  representa  a  \y. 
bl  ¿Cuáles  son  los  minitérminos  representados  por  las 
celdas  adyacentes  a  esta  celda'.' 

2*  Halla  la  forma  normal  disyuntiva  representada  por  cada 
uno  de  estos  K -diagramas. 


a)  y  y 

X  1 


X  I  I 


bl  y  y  c) 


1 

1 

í 

1 

3.  Dibuja  Jos  K -diagramas  de  ios  siguientes  desarrollos  en 
sumas  de  producios  con  dos  variables. 

xy  b)  xy  +.Í y 

c)  xy  +  xy  +  xy  +  xy 

4,  Utiliza  mi  K -diagrama  pat  a  hallar  un  desarrollo  mínimo 
como  suma  boolcana  de  productos  booleafcos  de  cada 
una  de  las  siguientes  funciones  en  las  variables  bool canas 

1 

a  )  xy  +  xy 
b)  xy  +xy 
c  )  x  v  +  xy  +  xy  +  xy 

5*  a  i  Dibuja  un  K-diagrama  para  una  función  en  tres  va¬ 
riables.  Pon  un  I  en  la  celda  que  representa  a  xyz. 
bl  ¿Cuites  son  los  rninitérminos  representados  por  las 
celdas  adyacentes  a  esta  celda? 

6.  Para  cada  uno  de  los  siguientes  circuitos,  utiliza  K -dia¬ 
gramas  para  hallar  un  circuito  más  sencillo  que  tenga  la 
misma  salida. 


7,  Dibuja  los  K-d  ¡agramas  de  Jas  siguientes  formas  norma¬ 
les  disyuntivas  con  tres  variables. 

a)  xyz  bj  xyz  +  xyz 

c)  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz 
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8,  Construye  un  K-diagrama  para  F{ v,  y\  z)  =  xz  +■  yz  +  xyz. 
Utiliza  este  K -diagrama  para  determinar  los  implican¬ 
tes,  implicantes  primos  e  implicantes  primos  esenciales 
de  F(x.  y,  z). 

9.  Construye  un  K  diagrama  para  F  i x,  yt  z)  -  xz+  xy%  +  yz. 
Utiliza  este  K-diagrama  para  determinar  los  implican¬ 
tes*  implicantes  primos  e  implicantes  primos  esenciales 
de  F{x,  y*  z). 

10.  Dibuja  el  3-cubo  Q}  y  etiqueta  cada  vórtice  con  e!  mini 
termino  en  las  variables  booleanas  x,  y  y  z  asociado  a  la 
cadena  de  bits  representada  por  ese  vértice.  Para  cada 
literal  en  esas  variables,  indica  el  2- cubo  Q2  que  es  sub 
grato  de  Q  y  que  representa  a  ese  literal. 

11.  Dibuja  el  4-cubo  Q  y  etiqueta  cada  vértice  con  el  mini* 
término  en  las  variables  booleanas  ve,  x,  y  y  z  asociado  a 
la  cadena  de  bits  representada  por  ese  vértice.  Para  cada 
literal  en  esas  variables,  indica  qué  3-cubo  Qv  que  es 
snbgrafo  de  g4,  representa  a  ese  literal.  Indica  qué  2- 
cubo  CU,  que  es  subgrafo  de  £?4,  representa  los  productos 
wz,  xv  e  yz. 

12.  Utiliza  un  K-di  agrama  para  obtener  un  desarrollo  mini¬ 
mal  en  suma  de  productos  para  cada  una  de  las  siguientes 
funciones  en  las  variables  x,  y  y  z. 

a)  xyz  +  xyz 

b)  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz 

c)  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz 

ú )  xyz  +  .xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz 

13.  a)  Dibuja  un  K -diagrama  para  una  función  en  cuatro 

variables.  Pon  un  1  en  la  celda  que  representa  wxyz. 
h)  ¿Qué  mi  ni  términos  representan  las  celdas  adyacentes 
a  esta  celda? 

14.  Utiliza  un  K -diagrama  para  obtener  un  desarrollo  mini 
mal  en  suma  de  productos  para  cada  una  de  las  siguientes 
funciones  en  las  variables  w,  x,  y  y  z* 

a)  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz 

b)  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  y  wxyz-  +  wxyz 

c)  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  + 

wxyz  +  wxyz 

d )  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  4-  véxvz  + 
wxyz  +  wxyz  +  wxyz 

15*  llalla  las  cdjdas  del  K-diagrama  de  una  función  booleana 
de  cinco  variables  que  se  corresponden  con  cada  uno  de 
estos  productos. 

x^Xy*]  b)  5,.ívr,  C> 

d)  *3jt4  e)  x,  f)  % 

Jó.  ¿Cuántas  celdas  de  un  K-diagrama  de  una  fundón  boo¬ 
leana  con  seis  variables  se  necesitan  para  representa t  xr 
xyq.,  y  vyUxx.,  respectivamente? 

17.  a)  ¿Cuantas  celdas  tiene  un  K  diagrama  en  seis  variables? 
b)  En  un  K  -  d  i  agran  ia  en  seis  v  a  ri  a  ble  s ,  ¿c  uán  tas  ce  idas 

son  adyacentes  a  una  celda  dada? 

18.  Demuestra  que  en  un  K-diagrama  de  una  función  boo¬ 
leana  en  cinco  variables  dos  celdas  representan  mini- 


términos  que  difieren  sólo  en  un  literal  si,  y  sólo  si. 
bien  son  adyacentes  o  bien  son  celdas  que  serían  ad¬ 
yacentes  si  se  consideran  adyacentes  las  filas  primera  y 
última,  la  primera  y  la  octava  columna,  la  primera  y  la 
cuarta  columna,  la  segunda  y  la  séptima  columna,  ia 
tercera  y  la  sexta  columna  y  la  quinta  y  la  octava  co¬ 
lumna. 

19.  ¿Qué  lilas  y  qué  columnas  de  un  diagrama  de  tamaño 
4x16  de  una  función  booleana  de  grado  seis  deben  con¬ 
siderarse  adyacentes  utilizando  los  códigos  de  Cray  lili, 

1110,  1010,  1011,  1001,  1000,  0000,  0001,  00 IÚ  0010, 

0110,  0111, 0 1 01 ,  01 00,  1 1 00,  1101  para  etiquetar  las  co¬ 
lumnas  y  1 1,  10,  00,  01  para  etiquetar  las  filas  si  queremos 
que  dos  celdas  que  representen  mi  ni  términos  que  difieran 
en  un  solo  literal  sean  consideradas  adyacentes? 

*20.  Utiliza  K-diagramas  para  hallar  un  desarrollo  mínima]  en 
sumas  de  productos  para  funciones  booleanas  que  tiene 
como  entrada  el  código  binario  de  cada  dígito  decimal  y 
produce  como  salida  un  1  si,  y  sólo  si,  el  dígito  corres¬ 
pondiente  a  la  entrada  es 

a)  i  m  par.  b )  unn  ú  me  ro  no  divi  si  ble  por  3 , 

c)  ni  4,  ni  5,  ni  6. 

*21 .  Supon  que  un  comité  tiene  cinco  miembros,  pero  que 
Julio  y  José  votan  siempre  lo  contrario  que  Pedro.  Diseña 
un  circuito  que  implemente  un  sistema  de  votación  en  el 
que  se  aceptan  las  mociones  que  ganan  por  mayoría  uti¬ 
lizando  esta  relación  entre  los  votos, 

22.  Utiliza  el  método  de  Quine-McOuskey  para  simplificar 
la  forma  normal  disyuntiva  del  Ejemplo  3, 

23 .  Util  iza  el  me  todo  de  Qi  1  me  -  M  cC  1  u  s  k  ey  p  ara  s  1  mpl  í  f i  c  ar 
la  forma  normal  disyuntiva  del  Problema  12. 

24P  Utiliza  el  método  de  Quine- McCluskey  para  simplificar 
la  forma  normal  disyuntiva  del  Ejemplo  4. 

25*  Utiliza  el  método  de  Quine -McCluskey  para  simplificar 
el  desarrollo  en  suma  de  productos  del  Problema  14. 

*26.  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  los  K -diagramas  para 
simplificar  desarrollos  en  producto  de  sumas  en  tres  va¬ 
riables.  (Indicación:  Marca  con  un  0  todos  los  maxitér- 
minos  de  un  desarrollo  y  combina  bloques  de  maxí tér¬ 
minos), 

27.  Utiliza  el  método  descrito  en  el  Problema  26  para  sim¬ 
plificar  el  desarrollo  en  producto  de  sumas  (x  4  y  4  z) 
(x  4-  y  +  z)(x  +  y  +  z)(x  4  y  4-  z)(x  +  y  4-  z). 

*28.  Dibuja,  sobre  una  superficie  de  un  toro,  un  K-diagrama 
para  los  16  términos  en  cuatro  variables  booleanas, 

29,  Construye  un  circuito  usando  puertas  OR,  puertas  ANP  y 
puertas  NOT  que  produzca  una  salida  de  1  si  un  dígito 
decimal*  dado  en  su  desarrollo  decimal  codificado  en  bi¬ 
nar  to*  es  divisible  por  3  y  una  salida  de  0  en  caso  contra¬ 
rio. 

En  los  Problemas  30-32  se  pide  hallar  un  desarrollo  mínima! 

en  suma  de  productos,  dado  el  K-diagrama  que  se  muestra,  con 

las  condiciones  de  indiferencia  indicadas  con  ch. 
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yz 

yí 

yz 

yz 

HA 

d 

l 

d 

I 

wx 

tt 

d 

wx 

d 

1 

WL 

\ 

d 

yz 

yZ 

y z 

yz 

HA 

d 

d 

i 

HA 

d 

d 

i 

d 

ÜÁ 

m 

\ 

I 

1 

d 

33*  Demuestra  que  los  productos  de  k  literales  se  correspon¬ 
den  con  los  subcubos  de  dimensión  T  k  del  n-cuho  Q 
donde  los  vértices  del  cubo  se  corresponden  con  los  mi 
nilérminos  representados  por  las  cadenas  de  bits  que  eti¬ 
quetan  los  vértices,  como  se  ha  descrito  en  el  Ejemplo  7 
de  la  Sección  8.2. 


Términos  clave  y  resultados 

TÉRMINOS 

variable  booleana:  una  variable  que  toma  solamente  los  va¬ 
lores  0  y  I 

r  (el  complemento  de  x):  una  expresión  que  vale  1  si  a  vale  0 
y  vale  0  si  x  vale  1 

x  ■  y  (o  Ay)  i  producto  hooleano  o  conjunción  de  a  e  y):  una 
expresión  que  vale  1  en  el  único  caso  en  que  x  e  y  valen  1  y 
vale  D  en  cualquier  otro  caso 

x  +  y  (suma  booleana  o  disyunción  de  a  ty y):  una  expresión 
que  vale  I  en  e)  caso  en  que  bien  X.  bien  y  o  bien  ambos 
valen  1  y  vale  0  en  cualquier  otro  caso 
expresiones  booleanas:  las  expresiones  obtenidas  recursiva 
mente  especificando  que  0.  L  xr  xñ  son  expresiones 
booleanas  y  /  r  t/q  +  Ej  y  (FtE  )  son  expresiones  boolea- 
ñas  siempre  que  E.  y  £  lo  sean 
dual  de  una  expresión  booleana:  la  expresión  obtenida  al 
intercambiar  entre  silos  signos  +  y  r  y  los  ceros  y  los  unos 
función  booleana  de  grado  n:  una  función  de  B  en  B ,  donde 

B=\(l  1} 

algebra  de  Boole:  un  conjunto  B  con  dos  operaciones  binarias, 
v  y  a  ,  los  elementos  0  v  h  un  operador  de  complementa- 
ción.  .  y  que  satisface  las  leyes  de  identidad,  cumple- 
mcntación,  asociativa,  conmutativa  y  las  leyes  distribu¬ 
tivas 

literal  de  una  variable  booleana  x:  bien  ro  bien  x 
minitermino  en  xr  x Ti  *„,  a  :  un  producto  booleano  y  \\  y 

donde  cada  y  es  bien  x  o  bien  x 

jí  i  i 

desarrollo  en  suma  de  productos  fu  forma  normal  disyun¬ 
tiva):  la  representación  de  una  función  booleana  como  dis¬ 
yunción  de  mini términos 

fuuctonalmcnte  completo:  se  dice  que  un  conjunto  de  opera¬ 
dores  boo  léanos  es  funcional  mente  completo  si  roda  fun¬ 
ción  booleana  se  puede  representar  utilizando  los  operado¬ 
res  de  ese  conjunto 

v  I  y  fu  x  NAND  y  Ir  la  expresión  que  vale  0  cuando  r  e  y  valen 
simultáneamente  I  y  que  vale  I  en  cualquier  otro  caso 
a  i  y  (o  a  A 'OH  y):  la  expresión  que  vale  0  cuando  v  u  y  o  am¬ 
bos  valen  l  y  que  vale  0  en  cualquier  otro  caso 
puerta  NOT:  un  dispositivo  cuya  entrada  es  d  valor  de  una 
variable  booleana  y  produce  como  salida  el  complemento 
del  valor  de  entrada 

puerta  OR:  un  dispositivo  cuyas  entradas  son  los  valores  de 


dos  o  más  variables  booleanas  y  que  produce  como  salida 
la  suma  booleana  de  dichos  valores 
puerta  AND:  un  dispositivo  cuyas  entradas  son  los  valores  de 
dos  o  más  variables  booleanas  y  que  produce  como  salida 
el  producto  booleano  de  dichos  valores 
semisumudor:  un  circuito  que  suma  dos  bits,  produciendo  un 
bit  suma  y  un  bit  de  arrastre 

sumador  completo:  un  circuito  que  suma  dos  bits  y  rnt  arras¬ 
tre,  produciendo  un  bit  suma  y  un  bit  de  arrastre 
K -diagrama  de  n  variables  (o  diagrama  de  Kurnaugh):  un 
rectángulo  dividido  e ti  2*  celdas,  donde  cada  celda  repre¬ 
sen  1  a  u  n  mini  téma  i  no  en  1  as  v  a  r  j  a  bles 
minimizaciún  de  una  función  booleana:  de  entre  todas  las  for¬ 
mas  normales  disyuntivas  que  representan  a  una  función,  ele¬ 
gir  aquella  con  el  menor  número  de  sumandos  de  manera  que 
cada  sumando  contenga  el  menor  numero  de  literales  posible 
implicante  de  una  función  booleana:  un  producto  de  literales 
con  la  propiedad  de  que  si  este  producto  vale  1  -  entonces  la 
función  booleana  vale  I 

implicante  primo  de  una  función  booleana:  un  producto  de 
literales  que  es  un  implicante  de  una  función  booleana* 
con  la  propiedad  de  que  ninguno  de  los  productos  obteni¬ 
dos  al  eliminar  un  literal  es  un  implicante 
implicante  primo  esencial  de  una  función  booleana;  un  im¬ 
plicante  primo  que  debe  intervenir  en  la  mmimización  tic  la 
función 

RESULTADOS 

Las  propiedades  de  un  álgebra  de  Boole  (véase  la  l  abia  5  de  la 
Sección  10.1). 

L  na  igualdad  entre  funciones  booleanas  representadas  por  expre¬ 
siones  booleanas  sigue  siendo  válida  cuando  se  toman  duales. 
Toda  función  booleana  admite  un  desarrollo  en  forma  normal 
disyuntiva. 

Los  conjuntos  [  +,  1  y  |  %  (  son  ambos  conjuntos  funcional- 

meníe  completos. 

Los  conjuntos  [í  \  y  |||  son  ambos  conjuntos  funciomifniente 
completos, 

L  so  de  los  K -diagramas  para  la  mminiizadón  de  expresiones 
booleanas. 

E.  método  de  Quine-McC’luskey  para  la  minimi/, ación  de  ex¬ 
presiones  booleanas. 
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Cuestiones  de  repaso 


1 .  Define  función  booJcana  de  grado  n> 

2 .  ¿Cuántas  funciones  boole  anas  de  grado  dos  existen? 

3.  Define  de  manera  recursiva  el  conjunto  de  ías  expresiones 
boole  anas. 

4.  a)  ¿Cuál  es  la  expresión  dual  de  una  expresión  booleana? 
b)  Cnuncia  ei  principio  de  dualidad.  ¿Cómo  se  puede  uti¬ 
lizar  este  principio  para  obtener  nuevas  propiedades 
con  expresiones  boole  anas? 

5*  Explica  cómo  se  obtiene  la  forma  normal  disyuntiva  de 
una  función  booleana. 

6*  a)  ¿Que  significa  que  un  conjunto  de  operadores  sea  fun- 
cíonalmente  completo? 

b)  ¿Es  el  conjunto  {+,  }  funcional  mente  completo? 

c)  ¿Hay  conjuntos  con  un  único  operador  que  sean  fun ■ 
c  i  orí  a  1  m  en  I  e  con  ip  3  el  o  s  ? 

7*  Explica  cómo  construir  un  circuito  para  controlar  una  luz 
con  si  os  interruptores  usando  las  puertas  OR ,  AND  y  NOT. 

8,  Construye  un  semis  untador  usando  las  puertas  OR,  AND  y 
NOT. 

9.  ¿Hay  un  único  tipo  de  puerta  lógica  que  sirva  para  cons¬ 
truir  todos  los  circuitos  que  se  diseñan  utilizando  las  puer¬ 
tas  OR,  AND  y  NOT? 


10*  a }  Ex  pl  i  ca  c  orno  se  p  u  edén  u  ti  1  í  zar  los  K  -  d  i  a  g  ram  as  para 
simplificar  formas  normales  disyuntivas  en  tres  varia¬ 
bles  b  oo  I  canas. 

b)  Utiliza  un  R -diagrama  para  simplificar  la  expresión 
xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz  +  xyz . 

I  L  a)  Explica  cómo  se  pueden  utilizar  los  K -diagramas  para 
simplificar  formas  normales  disyuntivas  en  cuatro  va¬ 
riables  booleanas. 

b)  Utiliza  un  K -diagrama  para  simplificar  la  expresión 
wxyz  +  wxyz  y  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  +  wxyz  + 
wxyz  +  wxyz 

12.  a)  ¿Qué  es  una  condición  de  indiferencia? 

b)  Explica  cómo  se  utilizan  las  condiciones  de  indiferen¬ 
cia  para  construir  un  circuito,  usando  las  puertas  OR, 
AND  y  NOT ,  que  produce  una  salida  de  1  si  un  dígito 
decimal  es  mayor  o  igual  que  6  y  un  cero  si  ese  dígito 
es  menor  que  ó. 

L 3.  a )  Expl ic a  cómo  se  uiili za  e l  me t od < >  de  Quine- M c C I u s - 
key  para  simplificar  formas  normales  disyuntivas, 
b)  Utiliza  este  método  para  simplificar  xyz  +  xyz  +■  xyz  + 
xyz  +  xyz. 


Problemas  complementarios 

I.  Di  para  que  valores  de  las  variables  booleanas  xT  y  y  i  es 
cierta  cada  una  de  las  igualdades  siguientes: 

a)  x  +  y  +  z  =  xyz 

b)  x(y  4-  z)^x  +  y  z 

c)  xyz  —  x  +  y  +  z 

2*  Sean  v  e  y  elementos  del  conjunto  j  0.  1  1.  Di  sí  es  nece¬ 
sariamente  cierto  o  no  que  x  =  y  en  el  caso  en  que  existe 
un  valor  z  de  ¡  0,  1  ]  tal  que 
a)  xz  =  yz  h)  x*a  =  y  +  z 

c)  x©z=y©z  tí)  xlz-yh 
e)  x\z=y\z 

Se  dice  que  una  función  booleana  F  es  autodual  si*. y  sólo  si. 

3,  ¿Cuáles  de  las  siguientes  funciones  son  autoduales? 

a)  F{x,  y)  =  x  b)  FU,  y)  =  xy  +  xy 
c)  F(X  y)  =  X  +  y  (1)  Fií  y)  =  xy  +  xy 

4.  Da  un  ejemplo  de  función  autodual  en  tres  variables. 

*5.  ¿Cuántas  funcionas  bool canas  de  grado  n  son  autoduales? 

Definimos  la  siguiente  relación  sen  el  conjunto  de  las  funcio¬ 
nes  booleanas  de  grado  n:  dadas  F  y  G  funciones  booleanas. 
F  <  G  si,  y  sólo  si,  G\xv  Xv  ....  xj  —  I  siempre  que  F(xrx„  .... 
N)  =  1 . 

6.  Determina  si  /  ^  G  o  G  s  F  en  cada  uno  de  los  casos  si 
guientes. 

a}  F{x\  y)  =  v,  G(xr  y)  =  a  +  y 

b)  fíx,  v)  =  x  +  y,  G(xf  y)  =  xy  o 

0)  í  (a  ,  y)  =  x.  Gíx,  y)  =  x  X  y 


7*  Demuestra  que  si  F  y  G  son  funciones  booleanas  de  gra¬ 
do  nf  entonces 

a)  Fs  F  +  G.  b)  FGzF. 

8.  Demuestra  que  si  F.  G  y  H  son  funciones  booleanas  de 
grado  n,  entonces  F  +  G  s  //  sí,  y  sólo  si,  F  ^  Fí  y  G  <  //, 
*9.  Demuestra  que  la  relación  ^  es  una  relación  de  orden  par¬ 
cial  en  el  conjunto  de  las  funciones  booleanas  de  grado  n. 
*111  Dibuja  el  diagrama  de  Has  se  del  conjunto  parcialmen¬ 
te  ordenado  formado  por  las  dieciséis  funciones  boo¬ 
leanas  de  grado  dos  (que  figuran  en  la  rabia  3  de  la 
Sección  10.1)  con  el  orden  parcial 
*  1  L  Para  cada  una  de  las  siguientes  igualdades,  bien  justifica 
qjjc  es  una  igualdad  válida  o  bien  obten  un  conjunto  de  va¬ 
lores  de  las  variables  para  los  que  la  igualdad  no  sea  ciería. 

a)  x  ¡  (  y  1 4  =  (x  I  y)  \  z 

b)  x  i  (y  íz)-  (x  i  y)  i  {x  i  z) 

c)  v  i  (y  1  z)  -  (X  l  y)  I  (y  i  z) 

Se  define  el  operador  booleano  O  como  sigue:  10  1  =  1,10 
0  =  0,0©  1  =  0,000  =  l. 

1 2.  Demuestra  que  x  0  y  =  xy  +~x~y , 

1 3 .  De m  u e s tra  qu e  x  O  y  =  (x  ©  y) * 

14.  Demuestra  las  siguientes  igualdades, 
a)  x  0  -V  =  1  b)  x  0  a  =  0 
c)  v  O.  y  =  y  O  x 

15.  ¿Es  cierto  que  (x  0  y)  0  z  =  x  G  (y  (1)  z)? 

*16,  Determina  si  d  conjunto  {  0  }  es  función  alíñente  completo. 
*17.  ¿Cuántas  de  las  dieciséis  funciones  booleanas  en  dos  va¬ 
riables  x  e  y  se  pueden  representar  utilizando  las  variables 


6X6  Malemánca  discreta  y  su\  aplicaciones 


y  e  v,  los  valores  0  v  i  y  el  conjunto  de  operadores 
dado? 

al  n  l»  H  c)  |  +  |  d)  t',+1 
La  notación  para  una  puerta  XOR.  que  produce  v  0  >■  a  partir 
de  a  e  >\  es  lu  siguiente: 

:=3L>— '*>■ 


18.  Determina  la  salida  de  cada  uno  de  los  circuitos  siguientes. 


1 9 .  Dcm ue s t  ra  que  se  pued c  c ons tru ir  u n  se m i  su mad or  utili¬ 
zando  menos  puertas  que  las  usadas  en  la  Figura  8  de  la 
Secc  ión  103  si  se  utiliza  3a  puerta  XOR,  además  de  las 
puertas  ORf  AND,  NOT. 

20.  Diseño  un  circuito  que  determine  si  tres  o  más  de  entre 
cuatro  miembros  de  un  comité  votan  sí  a  una  enmienda, 
donde  cada  persona  utiliza  un  interruptor  para  volar, 

i  na  puerta  umbral  produce  una  salida  y.  que  puede  ser  0  o  I , 
para  un  conjunto  de  valores  de  entrada  de  las  variables  \\.  a,. 

a .  Lina  puerta  umbral  tiene  un  valor  umbral  7\  que  es  un 
numero  real,  y  unos  pesos,  wr  n\.  ....  que  son  números 
reales.  La  salida  y  de  la  puerta  umbral  es  1  si,  y  sólo  si,  wixl  + 
nrY2  +  ...  +  wx}t  z  T.  La  puerta  umbral  con  valor  T  y  pesos  w]t 


w2 . w  se  representa  mediante  el  diagrama  siguiente  Estas 

puertas  se  utilizan  en  el  modelado  de  problemas  de  físioneu- 
rología,  redes  neuronales  c  inteligencia  artificial. 


2L  Una  puerta  umbral  representa  una  función  bode  ana,  Hu¬ 
lla  una  expresión  booleana  para  la  función  booleana  de¬ 
finida  por  la  siguiente  puerta 


22.  Se  llama  función  umbral  a  una  función  booleana  que  esta 
representada  por  una  puerta  umbral.  Demuestra  que  cada 
una  de  las  siguientes  funciones  es  una  función  umbral, 
a)  Fi x)=x  b)  Ffey)=x+y 

v)  /■{  a  +  y)  =  xy  d)  Rv.  y)  -x\  y 
c)  F(x,  y) -  x  i  y 
H  F(x>  yf  z)  -  .v  +  yi 

g)  F(h\  xf  y ,  z)  -  w  +  xy  +  z 

h)  F(w,  x,  vr  i)  =  wxz  +  Ay  z 

*2X  Demuestra  que  F(.vf  y)  =jc0  v  no  es  una  función  umbral. 
*24.  Demuestra  que  F(u ,  A,  y.  z)  =  w.\  +  y:  no  es  una  función 
umbral. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROÍi RAMAS  CON  LAS  EN  I  RADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


1 .  Dados  los  valores  de  das  \  aria  bles  booleanas  v  e  y.  cal¬ 
cula  los  valores  de  x  +  y>  xy\  x  ©  y,  x  1  y  y  v  i  y. 

2.  Construye  una  tabla  con  la  lista  del  conjunto  de  valores 
de  las  256  funciones  booleanas  de  grado  tres. 

3.  Dados  los  valores  de  una  función  booleana  en  n  varia¬ 
bles,  donde  n  es  un  entero  positivo,  construye  la  forma 
normal  conjuntiva  de  la  función. 

4.  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana,  es 
presa  la  función  utilizando  sólo  los  operadores  y  . 

5.  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana.  es 
presa  la  función  utilizando  sólo  los  operadores  +  y 

*6,  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana,  ex 
presa  la  función  utilizando  sólo  el  operador ). 

*7.  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana,  ex¬ 
presa  la  función  utilizando  sólo  el  operador  i. 


Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana  de 
}  grado  tres,  construye  su  K -diagrama. 

9J  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana  de 
'  grado  cuatro,  construye  su  K -diagrama. 

**10.  Dada  la  tabla  de  valores  de  una  función  booleana,  utili¬ 
za  el  método  de  Quine-McCluskey  para  hallar  una  re¬ 
presentación  mínima!  en  forma  normal  disyuntiva  de 
la  función. 

11.  Dado  un  valor  umbral  y  un  conjunto  de  pesos  para  una 
puerta  umbral  y  los  valores  de  n  variables  booleanas  de 
entrada,  determina  Ja  salida  de  la  puerta. 

12,  Dada  un  entero  positivp  n.  construye  de  manera  aleato- 
ría  una  expresión  booleana.  en  n  variables,  en  forma 
normal  disyuntiva. 
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Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  HACER  ESTOS  EJERCICIOS 


1.  Calcula  el  número  de  funciones  boole  anas  de  grados  siete» 
ocho,  nueve  y  diez. 

2.  Construye  una  tabla  de  las  funciones  booleanas  de  grado  tres. 
X  Construye  una  labia  de  las  funciones  booleanas  de  grado 

cuatro. 

4.  Expresa  cada  una  de  las  diferentes  expresiones  booleanas  en 
forma  normal  disyuntiva  con  tres  variables  usando  sólo  d 
operador  NAND  y  empleando  d  menor  número  de  opera 
dores  posible.  ¿Cuál  es  el  mayor  número  de  operadores 
NAND  requerido? 

5.  Expresa  cada  una  de  las  diferentes  expresiones  booleanas  en 
forma  normal  disyuntiva  con  cuatro  variables  usando  sólo  d 


operador  ÑOR  y  empleando  el  menor  número  de  operado¬ 
res  posible.  ¿Cuál  es  el  mayor  número  de  operadores  ÑOR 
requerido? 

6.  Genera  aleatoriamente  diez  expresiones  booleanas  diferen¬ 
tes  con  enalto  variables  y  determina  el  número  promedio  de 
pasos  realizados  para  minimizarlas  utilizando  el  método  de 
Q  u  i  ne  -Me C I  uske  y  * 

7.  Genera  aleatoriamente  diez  expresiones  booleanas  diferen¬ 
tes  con  cinco  variables  y  determina  el  número  promedio  de 
pasos  realizados  para  minimizarlas  utilizando  el  método  de 
Quine-McCluskey. 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  I  N  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  Ct  ESTIO N ES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍA  ADECUADA 


1 .  Describe  algunas  de  las  primeras  máquinas  diseñadas  para 
resolver  problemas  en  lógica»  como  el  demostrador  Sian- 
hope.  la  máquina  lógica  de  Jevon  y  la  máquina  Marquand. 

2.  Explica  la  diferencia  entre  circuito  combinad  onal  y  cir¬ 
cuito  secuencia).  Después  explica  cómo  se  utilizaron 
los  i  i  re  u  i  tos  hi  estahi  es  p  a  ra  con  s  i  r  u  i  r  c  i  re  u  i  tos  seo  tic  rt  - 
cíales. 

X  Define  registro  de  desplazamiento  v  explica  cómo  se  uti¬ 
lizan.  Describe  cómo  construir  los  registros  de  desplaza¬ 
miento  utilizando  circuitos  bies t ables  y  puertas  lógicas. 

4.  Explica  cómo  se  pueden  construir  multiplicadores  usando 
puertas  lógicas. 

5.  Investiga  cómo  están  construidas  físicamente  las  puertas 
lógicas.  Estudia  si  bis  puertas  NAND  y  ÑOR  se  utilizan  en 
la  construcción  de  circuitos. 

6.  Explica  cómo  se  puede  utilizar  la  nutación  depemiiaih 
para  describir  circuitos  conmutados  complejos. 

7.  Describe  cómo  se  utilizan  los  multipíexores  para  cons 
truir  circuitos  conmutados. 


8.  Explica  las  ventajas  de  utilizar  puertas  umbral  para  cons* 
truir  circuitos  conmutados.  Ilustra  la  explicación  usando 
puertas  umbral  para  construir  semisumadores  y  sumadores 
completos. 

Ó.  Describe  el  concepto  de  circuitos  combinado  nales  Jeta 
minisías  (del  inglés»  hazexrd-free  switching  Circuit s )  y 
enuncia  algunos  de  los  principios  utilizados  en  el  diseño 
de  dichos  circuitos. 

10.  Explica  cómo  se  emplean  los  K -diagramas  para  minimizar 
funciones  booleanas  de  seis  variables. 

I  L  Analiza  las  ideas  utilizadas  en  los  métodos  de  minimiza- 
eión  de  fundones  booleanas  más  recientes,  como  Espres- 
so.  Explica  cómo  pueden  ayudar  estos  métodos  a  resolver 
problemas  de  minlmización  de  funciones  de  hasta  veinti 
cinco  variables. 

1 2 .  De  suri  be  qué  significa  la  de  si  v  mposi don  j  um  i  anal  de 
una  función  hooleana  en  n  variables  y  analiza  procedi¬ 
mientos  para  la  descomposición  de  funciones  booleanas  en 
funciones  booleanas  con  menos  variables. 


Modelos 
de  computación 


Son  muchas  las  tareas  que  puede  realizar tin  ordenador.  Darla  una  larca,  se  pueden  plantear 
dos  preguntas.  La  primera  es:  ¿puede  realizarse  con  un  ordenador?  Una  vez  que  sabemos  que 
la  respuesta  a  la  pregunta  anterior  es  afirmativa,  podemos  planteamos  !a  segunda  pregunta. 
¿Corno  puede  realizarse  esa  tarea?  Los  modelos  de  computación  se  utilizan  para  responderá  ambas 
cuestiones. 

Estudiaremos  tres  tipos  de  estructuras  usadas  en  modelos  de  computación,  a  saben  gramáti¬ 
cas,  maquinas  de  estado  finito  y  máquinas  de  Turing.  Las  gramáticas  se  utilizan  para  generar  las 
palabras  de  un  lenguaje  y  decidir  si  una  palabra  cualquiera  pertenece  o  no  al  lenguaje  definido.  Los 
lenguajes  formales  definidos  por  gramáticas  proporcionan  modelos  para  lenguajes  naturales, 
como  el  español,  y  para  lenguajes  de  programación,  como  Pascal  Fortran.  Prolog,  C  o  Java.  En 
particular  las  gramáticas  son  de  gran  importancia  en  la  teoría  y  construcción  de  compiladores.  Las 
gramáticas  que  comentaremos  en  el  presente  capítulo  fueron  utilizadas  por  primera  vez  por  el  lin¬ 
güista  estadounidense  Noam  Choras  ky  en  la  década  de  i  950. 

En  los  procesos  de  modelado  se  utilizan  varias  máquinas  de  estado  finito.  Todas  las  máquinas 
de  estado  finito  tienen  un  conjunto  de  estados,  incluido  el  estado  inicial,  un  alfabeto  fuente,  y  una 
función  de  transición  que  a  cada  pareja  de  estado  y  dato  de  entrada  le  asigna  el  estado  siguiente.  Los 
estados  de  una  máquina  de  estado  finito  1c  dan  unas  capacidades  de  memoria  limitadas.  Algunas 
máquinas  de  estado  finito  producen  un  símbolo  como  dato  de  salida  para  cada  transición;  estas  má¬ 
quinas  pueden  utilizarle  para  modelar  gran  variedad  de  máquinas,  entre  las  que  se  incluyen  las  ma¬ 
quinas  expendedoras,  los  semáforos,  los  sumadores  binan  os  y  los  reconoce  do  res  de  lenguajes.  Tam¬ 
bién  estudiaremos  máquinas  de  estado  finito  que  no  generan  datos  de  salida,  pero  tienen  estados 
finales.  Estas  máquinas  se  utilizan  con  grao  frecuencia  en  el  reconocimiento  de  lenguajes.  Las  ca¬ 
denas  que  se  reconocen  son  aquellas  que  transforman  el  estado  inicial  en  un  estado  final.  Los  con¬ 
ceptos  de  gramática  y  máquina  de  estado  finito  pueden  relacionarse  entre  sí.  Caracterizaremos  aque¬ 
llos  conjuntos  que  son  reconocidos  por  una  máquina  de  estado  finito  y  probaremos  que  son. 
precisamente,  ios  conjuntos  que  están  generados  por  un  cierto  tipo  de  gramática. 

Finalmente,  introduciremos  el  concepto  de  máquina  de  Tu  ring.  Probaremos  cómo  se  pueden  usar 
las  máquinas  de  Turing  para  reconocer  conjuntos.  También  demostraremos  cómo  se  pueden  utilizar  las 
máquinas  de  Turing  para  construir  funciones  aritméticas.  Discutiremos  la  tesis  de  Chureh-Turirig,  que 
establece  que  tuda  computación  efectiva  se  puede  realizar  utilizando  una  máquina  de  Turing. 


1 1. 1  Lenguajes  y  gramática 


INTRODUCCIÓN 

Las  palabras  del  idioma  español  pueden  combinarse  de  varias  formas.  La  gramática  española  nos 
dice  cuándo  cierta  combinación  de  palabras  es  una  frase  válida.  Por  ejemplo,  el  supo  escribe  l  lu¬ 
ramente  es  una  frase  válida,  puesto  que  está  compuesta  por  un  sujeto,  el  sapo ,  formado  por  el  ar¬ 
tículo  el  seguido  del  nombre  sapo,  y  por  un  predicado,  escribe  claramente ,  constituido  por  el  ver¬ 
bo  escribe  y  el  adverbio  claramente.  No  nos  preocupa  que  esta  frase  sea  un  contrasentido,  porque 
lo  que  nos  ocupa  es  solamente  la  sintaxis,  o  forma,  de  la  frase  en  lugar  de  la  semántica,  o  signi¬ 
ficado.  También  queremos  señalar  que  la  combinación  da  palabras  irada  rápidamente  matemáticas 
no  es  una  frase  válida  porque  no  sigue  las  reglas  de  la  gramática  española. 
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La  sintaxis  de  un  lenguaje  natural,  esto  es,  la  de  los  lenguajes  hablados,  como  el  inglés,  el 
español,  el  alemán  o  el  francés,  es  extremadamente  complicada.  De  hecho,  parece  imposible  es¬ 
pecificar  todas  las  reglas  de  la  sintaxis  de  un  lenguaje  natural.  Las  investigaciones  en  el  área  de  la 
traducción  automática  de  un  lenguaje  a  otro  ha  dado  lugar  al  concepto  de  lenguaje  formal,  que,  a 
diferencia  del  lenguaje  natural,  está  especificado  por  un  conjunto  de  reglas  bien  definidas.  Las  re¬ 
glas  sintácticas  son  importantes  no  sólo  en  la  filología,  que  es  el  estudio  del  lenguaje  natural,  sino 
también  en  el  estudio  de  tos  lenguajes  de  programación. 

Describiremos  las  frases  de  un  lenguaje  formal  utilizando  una  gramática,  El  uso  de  la  gra¬ 
mática  es  de  gran  ayuda  cuando  se  trata  de  resolver  las  dos  clases  de  problemas  que  aparecen  con 
mucha  frecuencia  en  las  aplicaciones  a  los  lenguajes  de  programación:  ( 1 }  ¿Cómo  se  puede  de¬ 
terminar  cuándo  una  combinación  de  palabras  es  una  frase  válida  en  un  lenguaje  formal? 
(2)  ¿Cómo  se  pueden  generar  las  frases  válidas  de  un  lenguaje  formal? 

Antes  de  dar  una  definición  formal  de  qué  es  una  gramática*  describiremos  un  ejemplo  de 
gramática  que  genera  un  subconjunío  del  español.  Definimos  este  subconjunto  usando  una  lista  de 
reglas  que  describe  cómo  construir  una  frase  válida.  Concretamente: 

L  una  frase  se  compone  de  un  sujeto  seguido  de  un  predicado; 

2.  un  sujeto  se  compone  de  un  artículo  seguido  de  un  nombre  seguido  de  un  adjetivo,  o 

3,  un  sujeto  se  compone  de  un  artículo  seguido  de  un  nombre; 

4,  un  predicado  se  compone  de  un  verbo  seguido  de  un  adverbio,  o 

5.  un  predicado  se  compone  de  un  verbo; 

ó.  un  artículo  es  un,  o 

7.  un  artículo  es  el; 

8.  un  adjetivo  es  grande ,  o 

9*  un  adjetivo  es  hambriento, 

10.  un  nombre  es  conejo,  o 

11.  un  nombre  es  matemático; 

1 2.  un  verbo  es  come ,  o 

13.  u  n  v  e  rbo  es  sa  i  tu ; 

14.  un  adverbio  es  rápidamente » o 

1 5.  un  adverbio  es  salvajemente. 

A  partir  de  estas  reglas,  podemos  formar  frases  realizando  una  serie  de  reemplazamientos  hasta 
que  no  podamos  aplicar  ninguna  regla  mas.  Por  ejemplo,  para  obtener  una  frase  válida  podemos 
realizar  la  siguiente  secuencia  de  sustituciones: 

frase 

sujeto  predicado 

artículo  nombre  adjetivo  predicado 
artículo  nombre  adjetivo  verbo  adverbio 
el  nombre  adjetivo  verbo  adverbio 
el  conejo  adjetivo  verbo  adverbio 
el  conejo  grande  verbo  ad  ver bio 
el  conejo  grande  salta  adverbio 
el  conejo  grande  salta  rápidamente 

También  es  sencillo  comprobar  que  son  enunciados  válidos  un  matemático  hambriento  cana  sal- 
vaj enten  te,  un  enorme  matemático  salta ,  el  conejo  come  rápidamente,  etc.  Asimismq.  se  puede 
comprobar  que  no  es  válida  !a  frase  el  rápidamente  come  ma(er7\áíico> 
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DEFINICIÓN  l 


DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  I 


DEFINICIÓN  3 


GRAMÁTICAS  CON  ESTRUCTURA  DE  FRASES 

Antes  de  dar  la  definición  formal  de  una  gramática,  introducimos  algunos  términos. 


Un  vocabulario  (o  alfabeto)  V  es  un  conjunto  finito  y  no  vacío,  cuyos  elementos  se  llaman 
símbolos.  Una  palabra  sobre  V  es  una  cadena  finita  de  elementos  de  V.  La  palabra  vacía  o  ca¬ 
dena  vacía .  denotada  por  X,  es  la  cadena  sin  símbolos.  El  conjunto  de  todas  las  palabras  sobre 
V  se  denota  por  V\  Un  lenguaje  sobre  V  es  un  subeonjunio  de  V\ 


Nótese  que  X,  la  palabra  vacía,  es  la  cadena  que  no  contiene  símbolos,  y  es  diferente  del  conjunto 
vacío,  0,  Por  tanto,  [X[  es  el  conjunto  que  contiene  exactamente  una  palabra,  la  palabra  vacía. 

Los  lenguajes  se  pueden  especificar  de  varias  formas.  Una  de  ellas  consiste  en  enumerar  todas 
las  palabras  que  conforman  el  lenguaje.  Otra  es  dar  algunos  criterios  que  una  palabra  debe  satisfa¬ 
cer  para  pertenecer  al  lenguaje.  En  esta  sección  se  describe  otro  modo  importante  de  especificar  un 
lenguaje,  a  saber,  utilizando  una  gramática,  como,  por  ejemplo,  e!  conjunto  de  reglas  que  se  dio  al 
inicio  de  la  sección.  Una  gramática  proporciona  un  conjunto  de  símbolos  de  varios  tipos  y  un  con¬ 
junto  de  reglas  para  construir  palabras.  Concretamente,  una  gramática  consta  de  un  vocabulario  o 
alfabeto  \\  que  es  el  conjunto  de  símbolos  usados  para  obtener  los  elementos  de  un  lenguaje.  Al¬ 
gunos  de  los  elementos  del  vocabulario  no  se  pueden  reemplazar  por  otros  símbolos.  Estos  ele¬ 
mentos  se  llaman  terminales,  y  los  restantes  elementos  del  vocabulario,  aquellos  que  pueden 
sustituirse  por  oíros  símbolos,  se  llaman  no  I  erm  i  nales.  El  conjunto  de  símbolos  terminales  y  no 
terminales  se  denotan,  usualmenic,  por  T  y  N,  respectivamente.  En  el  ejemplo  dado  en  ta  intro¬ 
ducción  de  la  sección,  el  conjunto  de  terminales  es  7  —  [ma,  W,  conejo  *  matemático,  salta ,  come,  rá¬ 
pidamente.  salvajemente],  y  el  conjunto  de  no  terminales  es  N  -  (frase»  sujeto,  predicado,  adje¬ 
tivo.  artículo,  nombre,  verbo,  adverbio |.  En  el  alfabeto  hay  un  elemento  especial  llamado 
símbolo  micial,  denotado  por  S,  que  es  un  elemento  del  vocabulario  por  el  que  siempre  comenza¬ 
mos,  En  el  ejemplo  de  la  introducción,  el  símbolo  inicial  es  frase.  Se  llama  producción  de  la  gra¬ 
mática  a  toda  regla  que  específica  cuándo  se  puede  reemplazar  ana  cadena  de  V  ,  el  conjunto  de  to¬ 
das  las  cadenas  finitas  de  elementos  del  vocabulario,  por  otra  cadena.  Se  denota  por  :0  — >  ~1  la 
producción  que  establece  que  puede  reemplazarse  por  en  una  cadena.  En  el  ejemplo  de  la  in¬ 
troducción  se  listaron  tas  producciones  de  la  gramática.  La  primera  producción,  escrita  utilizando 
esta  notación,  es  frase  — *  sujeto  predicado.  Resumimos  estas  cuestiones  en  la  siguiente  definición. 


Una  gramática  con  estructura  de  frases  G  =  (K  T.  P)  consiste  en  un  vocabulario  V.  un  sub¬ 
co  n  junto  /  de  V  formado  por  los  elementos  termínales,  un  símbolo  inicial  S  de  V  -  T  y  un 
conjunto  P  de  producciones.  El  conjunto  l  -Tsé  denota  por  N.  Los  elementos  de  N  se  llaman 
elementos  no  terminales.  Toda  producción  de  P  debe  contener  al  menos  un  elemento  no  ter¬ 
minal  en  su  laclo  izquierdo. 


Sea  G  =  (V,  71 St  Pl  donde  Y  -  \a,  l\  A,  ll  5),  T  -  [a,  b\.  S  es  el  símbolo  inicial  y  P  =  \S  -4  ABa , 
A  — *  BB t  B  -4  ah,  AB  -4  h\ .  G  es  un  ejemp  o  de  gramática  con  estructura  de  frases.  *4 

Estamos  interesados  en  las  palabras  que  pueden  generarse  mediante  las  producciones  de  una 
gramática  con  estructura  de  frases. 


Sea  G  -  {V\  71 S ,  P)  una  gramática  con  estructura  ele  frases.  Sean  wn-  h{)r  (esto  es,  la  conca¬ 
tenación  de  L  z0y  r)  y  vvt  =  kf  cadenas  sobre  V.  Si  zQ  -4  zj  es  una  producción  de  G,  decimos 
que  wt  se  deriva  directamente  de  wQ  (o  que  es  directamente  deriva  ble),  y  escribimos  w(i  wr 
Si  w[V  w  wn  son  cadenas  sobre  V  tales  que  \v(}  u  r  wf  =>  h%,  vr  decimos  que 

wti  es  deriva  ble.  o  se  deriva,  de  vv0,  y  se  denotará  w{}  wh.  LaPsecueneki  de  pasos  utilizada 
para  obtener  w-Mñ  partir  de  hs(J  se  llama  derivación. 
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EJEMPLO  2 


DEFINICIÓN  4 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


EJEMPLOS 


La  cadena  Aaba  se  deriva  directamente  de  Afía  en  la  gramática  del  Ejemplo  L  puesto  que  //  ah 
es  una  producción  de  dicha  gramática.  La  cadena  abababa  se  deriva  de  ABa,  puesto  que  A  fía  =^> 
Aaba  ^  HBaba  Buhaba  =>  abababa ,  donde  se  han  utilizado  las  producciones  fí  — *■  ah,  A  — > 
íffl,  fi  -*  ah  y  B  ah  sucesivamente*  ^ 


Sea  C  =  (Pf  T,  S,  P)  una  gramática  con  estructura  de  frases*  El  lenguaje  generado  por  G  (o  el 
lenguaje  de  G),  denotado  por  L(G$Í  es  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  dé  terminales  que  se 
derivan  del  estado  inicial  5.  En  otras  palabras, 

L(G)  =  {wer\s^w). 


Los  Ejemplos  3  y  4  describen  lenguajes  generados  por  gramáticas  con  estructura  de  frases. 

Sea  G  la  gramática  con  vocabulario  V  =  ¡5,  A .  a.  h\.  conjunto  de  terminales  T ~  \a.  6|,  símbolo 
inicial  S  y  producciones  P=  |5  — » aA,  S  b .  A  — >  m/ 1*  ¿Cuál  es  ¿(G),  el  lenguaje  generado  por 
esta  gramática? 

Solución:  A  partir  del  estado  inicial  S,  se  puede  derivar  íM  utilizando  la  producción  5  ->  aA.  Tam¬ 
bién  se  puede  usar  la  producción  S  — >  h  para  derivar  /;.  De  aA  mediante  la  producción  A  -o  aa  se 
deriva  ana.  Puesto  que  no  puede  derivarse  ninguna  otra  palabra  utilizando  las  producciones,  se  tie¬ 
ne  que  L(G)  =  ( h ,  aaa  ( .  4 

Sea  G  la  gramática  con  vocabulario  V  =  1 5,  ÍL  1  (,  conjunto  de  terminales  T -  {0,  I },  símbolo  inicial 
5  y  producciones  P  -  \  S  —>  1  i S,  S  — >  0(.  ¿Cuál  es  UG),  el  lenguaje  generado  por  esta  gramática? 

Solución:  A  paiitr  de  S,  se  puede  derivar  0  utilizando  S  -  >  0  o  bien  1 15  si  empleamos  S  *  1 1 S. 
A  partir  de  115,  se  puede  derivar  bien  1 10  o  bien  1 1 1  15.  De  1 1115  se  puede  derivar  1 1 1 10  y 
lílll  15.  En  cualquier  paso  de  una  derivación,  se  pueden  añadir  dos  unos  al  final  de  la  cadena  o 
terminar  la  derivación  añadiendo  un  0  al  final  de  la  cadena.  Conjeturamos  que  L{ G)  —  ( í>*  1 10. 
I  1 110,  11 1 II 10.  ),  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  que  comienzan  con  un  número  pardo  unos 

y  terminan  con  un  0.  Esto  se  puede  demostrar  por  inducción,  mostrando  que  después  de  n  pro¬ 
ducciones  las  únicas  cadenas  de  terminales  generadas  son  aquellas  que  contienen  «-lo  menos 
concatenaciones  de  1 1  seguidas  por  un  0.  (Esto  se  de  ja  como  ejercicio  para  el  lector).  4 

Con  frecuencia  se  plantea  el  problema  de  construir  una  gramática  que  genere  un  lenguaje 
dado*  Los  Ejemplos  5,  6  y  7  describen  problemas  de  este  tipo. 


Construye  una  gramática  con  estructura  de  frases  que  genere  e)  conjunto  |()'T’  |  n  -  0,  L  2, ... }. 


Solución:  Se  pueden  utilizar  dos  producciones  para  generar  todas  las  cadenas  que  consisten  en  una 
cadena  de  ceros  seguida  de  una  cadena  con  el  mismo  número  de  unos,  incluyendo  la  palabra  vacía. 
La  primera  palabra  crece  formando  cadenas  cada  vez  más  largas  del  lenguaje  mediante  la  conca¬ 
tenación  de  un  0  al  principio  de  la  cadena  y  un  I  al  final*  La  segunda  producción  reemplaza  5  por 
la  cadena  vacía.  La  solución  es  la  gramática  G  =  (  V*  T<  5,  Fh  donde  \  ~  {0.  L  5  [.  T  =  |Ü.  í  L  5  es 
el  símbolo  inicial  y  las  producciones  son 


5  — >  05 1 
S->X. 


La  verificación  de  que  esta  gramática  genera  el  conjunto  correcto  se  deja  como  ejercicio  para  el 
lector.  4 


Et  Ejemplo  5  muestra  cómo  generar  el  conjunto  de  cadenas  de  ceros  seguidas  de  cadenas  con 
el  mismo  numero  de  unos*  El  Ejemplo  ó  considera  el  conjunto  de  cadenas  efe  ceros  seguidas  de 
unos  donde  d  número  de  ceros  y  unos  puede  diferir. 
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EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


Fnlaces 


EJEMPLO  S 


Oblen  urca  gramática  con  estructura  de  frases  que  genere  el  conjunto  |0WI"  |  m  y  n  son  enteros  no 
negativos  }. 


Solución:  Daremos  dos  gramáticas  G¡  y  C2  que  generan  este  conjunto.  Este  ejemplo  ilustra 
cómo  dos  gramáticas  distintas  pueden  generar  el  mismo  lenguaje. 

La  gramática  consta  del  alfabeto  VF  =  f  5,  0,  1  K  conjunto  de  terminales  1  -  (0,  \  \  y  [as 
producciones  S  — >  OS,  S  —>  SI  y  S  X.  Gl  genera  d  conjunto  correcto,  puesto  que  utilizando  la 
primer#!  producción  m  veces,  se  colocan  m  ceros  al  inicio  de  la  cadena,  y  usando  la  segunda  pro¬ 
ducción  n  veces,  tenemos  n  unos  al  final  de  la  cadena.  Los  detalles  de  esta  verificación  se  dejan  al 
lector. 

La  gramática  G2  consta  del  alfabeto  V  =  |S,  A,  0,  1 ).  conjunto  de  terminales  T  =  {0,  1 1  y  las 
producciones  S  — >  05. 5  — >  14,  S  L  A  -■>  14,  A  — $  1  y  5  — >  X.  Los  detalles  de  que  esta  gramá¬ 
tica  genera  el  conjunto  correcto  se  dejan  al  lector.  <4 

En  ocasiones,  un  conjunto  de  descripción  sencilla  sólo  se  puede  generar  mediante  una  gra¬ 
mática  complicada.  El  Ejemplo  7  ilustra  este  hecho. 

Una  gramática  que  genera  el  conjunto  (ÜT2*  j  n  -  0,  L  2, es  G  -  .  77  5,  P)  con  V=  [0,  L  2, 

5,  4,  H  |.  7  =  ¡0t  1.2},  símbolo  inicial  S  y  las  producciones  5  — 054 /L  5  — >  X,  8 A  4fí,  04  — * 
01.  14  1  L  ííf  — >  12.  2 B  — >  22.  Dejamos  como  ejercicio  para  el  lector  demostrar  que  esta  afir¬ 
mación  es  correcta.  La  gramática  dada  es  la  más  sencilla  de  las  que  generan  este  conjunto,  en  un 
sentido  que  quedará  claro  posteriormente  en  esta  sección.  El  lector  se  preguntara  por  el  origen  de 
esta  gramática,  puesto  que  parece  difícil  obtenerla  partiendo  de  cero.  Puede  ser  reconfortante  sa¬ 
ber  que  esta  gramática  se  puede  construir  de  manera  sistemática  utilizando  técnicas  de  teoría  de  la 
computación  que  exceden  el  nivel  este  libro,  -4 


TIPOS  1)E  GRAMATICA  CON  ESTRUCTURA  DE  ERASES 


Las  gramáticas  con  estructura  de  frases  se  pueden  clasificar  de  acuerdo  con  el  tipo  de  produccio¬ 
nes  que  utilicen.  Describiremos  el  esquema  de  clasificación  introducido  por  Noam  Chomsky.  En 
la  Sección  1 1 .4  veremos  que  los  diferentes  tipos  de  lenguajes  definidos  con  este  esquema  corres¬ 
ponden  a  las  clases  de  lenguaje  que  pueden  ser  reconocidas  utilizando  diferentes  modelos  de  má¬ 
quinas  de  computación. 

Una  gramática  de  tipo  I)  no  impone  ninguna  restricción  a  sus  producciones.  Una  gramática  de 
tipo  I  puede  tener  producciones  de  la  forma  donde  la  longitud  de  uy  es  mayor  que  la  de 

vi" ,  o  de  la  forma  w  — >  X.  Una  gramática  de  tipo  2  sólo  puede  tener  producciones  de  la  forma  > 
u\ .  donde  uyes  un  único  símbolo  no  terminal.  Una  gramática  de  tipo  3  solo  puede  tener  produc 
clones  de  la  forma  w2 .  con  vv,  =  4.  y  bien  u\  =  aH  o  bien  w2  -  o,  siendo  4  y  B  símbolos  un 
termínales  y  a  un  símbolo  terminal,  o  con  uq  =  S y  \t\=  X. 

De  estas  definiciones  se  sigue  que  toda  gramática  de  tipo  3  es  de  tipo  2.  toda  gramática  de 
tipo  2  es  de  tipo  I  y  toda  gramática  de  tipo  I  es  de  tipo  0.  Las  gramáticas  de  tipo  2  también  se  lla¬ 
man  gramáticas  libres  cíe  contexto  o  independiente^  del  contexto,  puesto  que  un  símbolo  no  ter 
mi  nal  que  esté  en  el  lado  izquierdo  de  una  producción  puede  ser  reemplazado  en  una  cadena  siem¬ 
pre  que  aparezca  independientemente  de  lo  que  figure  en  ía  cadena.  I  Jn  lenguaje  generado  por  una 
gramática  de  tipo  2  se  llama  lenguaje  libre  de  contexto  o  independiente  del  contexto.  Cuantío  se 
tiene  una  producción  de  la  forma  hv  r  — >  h\\r  (pero  no  de  la  furnia  vr(  — >  ve,),  la  gramática  se  de¬ 
nomina  de  tipo  1 .  sensible  al  contexto  o  dependiente  del  contexto,  puesto,  que  u  puede  ser  re¬ 
emplazado  por  n\  sólo  cuando  está  entre  las  cadenas  /  y  r  Las  gramáticas  de  tipo  3  se  llaman 
también  regulares.  Un  lenguaje  generado  por  una  gramática  regular  se  llama  regular.  La 
Sección  I  L4  trata  de  ía  relación  existente  entre  las  gramáticas  regulares  y  las  máquinas  de  estado 
finito.  El  diagrama  de  Vemi  de  la  Figura  I  muestra  ía  relación  que  existe  entre  los  diferentes  tipos 
de  gramáticas. 


En  el  Ejemplo  6  vimos  que  |0HT  |  m,  u  =  0,  1, 2, ...  j  es  lio  lenguaje  regulan  puesto  que  puede  ge 
nerarse  mediante  una  gramática  regular,  a  saber,  la  gramática  G2  del  Ejemplo  6.  < 
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EJEMPLO  9 


EJEMPLO  10 


Las  gramáticas  libres  de  contexto  y  las  regulares  desempeñan  un  papel  muy  importante  en  los 
lenguajes  de  programación.  Las  gramáticas  libres  de  contexto  se  utilizan  para  definir  la  sintaxis  de 
casi  textos  los  lenguajes  de  programación*  Estas  gramáticas  son  lo  bastante  potentes  como  para  de¬ 
finir  tina  amplia  variedad  de  lenguajes.  Además,  se  pueden  diseñar  algoritmos  eficientes  que  de¬ 
terminen  cuándo  y  cómo  generar  una  cadena*  Las  gramáticas  regulares  se  utilizan  para  buscar  cier¬ 
tos  patrones  dentro  de  un  texto  y  en  el  análisis  léxico,  que  es  el  proceso  en  el  que  un  analizador 
sintáctico  toma  una  secuencia  tic  entrada  y  la  transforma  en  componentes  léxicos  (en  inglés. 
tokenx  L 

Pe)  Ejemplo  5  se  sigue  que  f  0  L  |  n  =  U,  L  2.  J  es  un  lenguaje  líbre  de  contexto,  puesto  que  las 
producciones  en  esta  gramática  son  S  -o  051  y  5  — >  X.  Sin  embargo,  éste  no  es  un  lenguaje  regu¬ 
lar.  Esta  afirmación  se  justificará  en  la  Sección  1 1 A  ^ 

El  conjunto  ¡(b  T'2,r  |  n  -  (l  L  2,  ...  j  es  un  lenguaje  dependiente  del  contexto,  pues  se  puede  generar 
mediante  una  gramática  de  tipo  L  como  muestra  el  Ejemplo  7,  pero  no  es  un  lenguaje  de  Upo  2. 
(Esto  se  muestra  en  el  Problema  de  los  Problemas  complementarios  al  final  deí  capítulo).  ^ 

La  Tabla  1  resume  la  terminología  utilizada  para  clasificar  las  gramáticas  con  estructura  de  frase. 


Tabla  I 

Tipos  de  gramáticas. 

Tipo 

Restricciones  en  ias  producciones  vr  — >  u\ 

0 

Sin  restricciones 

1 

/fiv,)  <  /(te.).  o  w7  =  X 

2 

w  =  4.  siendo  l  un  símbolo  no  terminal 

3 

\\\  =  .  \  y  w2  =  aB  o  uy  =  a,  siendo  A  e  N,  B  €  N  y  a  s  1\  o  S  — »  X 

A  VRAM  INOAM  C'IIOMSKA  {nacido  en  192S)  Nottm  (Tu  nn.sk  \\  nacido  en  Filaddfta,  es  hijo  tic  un  profesor  de  hebreo. 
Se  licenció  y  doctoró  en  lingüística  por  la  Universidad  de  Pennsylvania.  Fue  profesor  de  la  Universidad  de  Pennsylvania 
desde  1950  hasta  1951,  En  1955  se  incorporó  al  Mil .  donde  comenzó  su  carrera  enseñando  francés  y  alemán  a  es  ludia  n- 
tes  de  ingeniería,  Chomsky  es  actualmente  el  Ferrari  P  Wttnl  Profrssor  de  Lenguas  Extranjeras  y  Lingüística  en  el<MH 
f.,s  conocido  por  sus  muchas  contribuciones  fundamentales  u  la  lingüistica,  incluido  el  estudio  de  las  gramáticas.  Chomsky 
es  también  muy  conocido  por  su  activismo  político. 
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ÁRBOLES  DE  DERIVACION 


Una  derivación  en  el  lenguaje  generado  por  una  gramática  libre  de  contexio  se  puede  representar 
gráficamente  mediante  un  árbol  con  raíz  ordenado,  denominado  árbol  de  derivación.  La  raíz  de 
este  árbol  representa  al  símbolo  inicial.  Los  nodos  internos  del  árbol  representan  los  símbolos  no 
terminales  que  aparecen  en  la  derivación.  Las  hojas  del  árbol  representan  los  símbolos  terminales. 
Sj  la  producción  A  — >  w  se  utiliza  en  la  derivación,  donde  w  es  una  palabra,  el  vértice  que  repre¬ 
senta  a  A  tiene  como  hijos  en  el  árbol  a  todos  los  vértices  que  representan  los  símbolos  de  vv,  or¬ 
denados  de  izquierda  a  derecha. 

EJEMPLO  i  I  Construye  un  árbol  de  derivación  pura  la  derivación  de  el  conejo  hambriento  come  rápidamente, 
dada  en  la  introducción  de  esta  sección. 

Solución:  El  árbol  de  derivación  se  muestra  en  la  Figura  2,  <4 

El  problema  de  determinar  si  una  cadena  pertenece  o  no  al  lenguaje  generado  por  una  gra¬ 
mática  libre  de  contexto  aparece  en  muchas  aplicaciones,  como  la  construcción  de  compiladores. 
En  el  siguiente  ejemplo  se  muestran  dos  enfoques  posibles  de  este  problema. 


EJEMPLO  12  Determina  s¡  la  palabra  cbab  pertenece  o  no  al  lenguaje  generado  por  la  gramática  G  =  (\\  T,  S,  Ph 
donde  V  =  h ,  c,  A ,  B \  C\  S|*  /  =  |í/,  Ik  c),  S  es  el  símbolo  inicial  y  las  producciones  son 

S  AB 
->  Ca 
B  Ba 
B  ->  Ch 
B  h 
C  cb 
C  — >  h 


Solución:  Una  manera  de  aproximarnos  al  problema  es  comenzar  con  S  e  intentar  derivar  cbab 
usando  una  serie  de  producciones.  Puesto  que  sólo  hay  una  producción  con  S  en  el  lado  izquierdo,  de¬ 
bemos  empezar  con  S=>AB.  Seguidamente  utilizamos  la  única  producción  que  tiene  a  A  en  su  lado  iz¬ 
quierdo,  a  saber,  Á  — >  Ca,  para  obtener  S  >.!/>*=>  CaB.  Puesto  que  chah  comienza  con  los  símbolos  cb, 
utilizamos  la  producción  C  —>  ch.  Esto  da  lugar  'd$=$Ab=^CaB=>  chali.  Finalizamos  utilizando  la  pro¬ 
ducción  B  >  /;  para  obtener  S=bAB=*  CaB=>  cbaB=>  chah.  El  método  utilizado  se  llama  análisis  des* 
tendente,  puesto  que  parte  del  símbolo  inicial  y  procede  aplicando  producciones  sucesivamente. 

Hay  otra  manera  de  resolver  el  problema,  llamada  análisis  ascendente.  En  este  caso,  traba¬ 
jamos  hacia  atrás.  Puesto  que  cbab  es  la  palabra  que  hay  que  derivar,  podemos  utilizar  la  produc¬ 
ción  C  — *  ch,  obteniendo  Cab=$  cbab.  Seguidamente,  podemos  usar  la  producción  A  — >  Ca  para 
obtener  Ab=$  Cúb=> cbab.  Utilizando  la  producción  B  — *  h ,  se  obtiene  Afí=>  Ah=> Cab=>  cbab. 
Finalmente,  mediante  la  producción  S  AB  se  completa  la  derivación  para  cbab,  que  es 
AB~>  /U?=>  Cab=>  cbab. 


Frase 


articulo  mimbre  adjetivo  verbo  uíherbm 


el  conejo  hambriento  come  rápidamente  « 


Figura  2.  Un  árbol  de  derivación. 
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LA  FORMA  DE  BACKlJS-NAlíR 


En  ocasiones  se  utiliza  otra  notación  para  especificar  Lina  gramática  de  tipo  2  llamada  forma  de 
Enlaces  Backus-Naur  (FBN),  llamada  así  en  honor  a  John  Backus.  que  la  invernó,  y  Peter  Naur.  quien  la 
modificó  para  utilizarla  en  las  especificaciones  del  lenguaje  de  programación  AI. GOL.  (Sor¬ 
prendentemente,  hace  aproximadamente  ¡ios  mil  quinientos  años  se  utilizó  una  notación  similar  a 
la  de  Backus- Naui  para  describir  ía  gramática  del  sánscrito).  La  forma  de  Backus-  Naur  se  emplea 
para  especificar  las  regias  sintácticas  de  muchos  lenguajes  de  programación,  incluido  el  lenguaje 
Java.  Las  producciones  en  una  gramática  de  tipo  2  tienen  un  solo  símbolo  no  terminal  en  su  lado 
izquierdo.  En  lugar  de  enumerar  las  producciones  separadamente,  podemos  combinar  todas  aque¬ 
llas  que  tienen  el  mismo  símbolo  no  terminal  en  el  lado  izquierdo.  En  lugar  de  utilizar  el  símbolo 
en  una  producción,  utilizaremos  el  símbolo  Colocaremos  los  símbolos  no  terminales  entre 
corchetes,  (  ),  y  listaremos  todos  los  lados  derechos  de  las  producciones  en  una  misma  línea,  se~ 
parados  por  barras.  Por  ejemplo,  las  producciones  A  — >  Aa,  A  — >  a  y  A  — >  AB  sé  pueden  agrupar 
dando  lugar  a  (A )  ::=  { A  )a  \  a  |  (A  )(B). 

El  Ejemplo  13  ilustra  cómo  se  utiliza  la  forma  de  Backus-Naur  para  describir  la  sintaxis  de 
los  lenguajes  de  programación*  El  ejemplo  procede  del  modo  origina)  de  utilizar  dicha  forma  en  la 
descripción  de!  lenguaje  ALGOL  60. 


EJEMPLO  13 


Ejemplos 
lhI  i  cii  mal  t,s 


En  ALGOL  60,  un  identificador  (que  es  d  nombre  de  una  entidad  como,  por  ejemplo,  una  varia¬ 
ble)  consiste  en  una  cadena  de  caracteres  alíanuméricos  (esto  es.  letras  y  números)  que  deben  co¬ 
menzar  por  una  Ierra.  Podemos  utilizar  estas  reglas  en  la  forma  de  Backus-Naur  para  describir  un 
conjunto  de  identificadores  válidos; 


(identifteador) (letra)  \  (identificado}'} {letra)  |  (ideniifteador) (dígito) 

{letra)  ::=  a  \  b  |  r  |  ...  j  a  |  y  |  :  tía  elipsis  indica  que  se  incluyen  todas  las  letras  del  alfabeto). 
(dígito) :  :=  0  |  1  |  2 1  3  |  4  |  5  |  6  |  7  |  R  |  9 


Por  ejemplo,  podernos  producir  el  identificador  válido  \99a  utilizando  la  primera  regla  para 
reemplazar  (identificado!)  por  (idenhfieador) (letra),  luego  la  segunda  regla  para  obtener 
(idennfieudor)a,  después  la  primera  regla  dos  veces  para  obtener  (ÍdcntÍfiradorHdígito)(dígito)a^ 


Enlace 


JOHN  ¡tu  KIS  (nucido  en  1924)  John  Backus  ñauo  en  liladeiífi  y  creció  en  W dmingion.  Delatare.  Asistió  A  co¬ 
legio  Hiil  SctHwt  en  Rortsioun.  Pcnmyb  ama.  Tuvo  que  asistir  lodos  los  años  a  cursos  de  verano,  puesto  que  no  era  un  es¬ 
tudiante  serio  ni  tampoco  un  buen  alumno,  Pero  disfrutaba  pasando  los  veranos  en  New  Hanipshire,  donde  asistía  a  la  es¬ 
cuela  de  venino  y  se  divertía  con  actividades  estivales,  como  la  navegue  i  ón.  Se  matriculó  en  la  Universidad  de  Virginia  para 
estudiar  química  a  instancias  de  su  padre.  Veto  rápidamente  decidió  que  la  química  no  era  para  el.  v  en  1943  se  enrolo  en 
el  ejército,  donde  recibió  una  formación  médica  y  trabajó  en  el  departamento  de  neurocirugía  de  un  hospital  mil  ¡lar.  Iró¬ 
nicamente,  se  le  diagnostico  pronto  un  rumor  de  huesos  en  el  cráneo,  y  se  le  implantó  una  placa  metálica.  Su  trabajo  mé¬ 
dico  en  el  ejército  le  animó  a  estudiar  medicina,  pero  abandonó  al  cabo  de  nueve  meses  porque  le  disgustaba  tener  que  me- 
morí  zar  tanto.  Después  de  abandonar  tu  escuela  de  medicina,  ingresó  en  una  escuda  de  técnicos  de  radio  porque  quería 
construir  su  propio  equipo  de  alta  fidelidad,  t  Tn  profesor  de  esta  escuda  reconoció  su  potencial  y  te  pidió  que  k  ayudase 
con  ciertos  cálculos  matemáticos  que  necesitaba  pan*  publicar  mi  artículo  en  una  revivía  (no  científica).  Finalmente. 
Backus  descubrió  en  qué  estaba  interesado;  las  matemáticas  y  sus  aplicaciones.  Se  matriculo  en  la  Universidad  de  Co¬ 
lumbra.  donde  obtuvo  tanto  su  licenciatura  como  una  tesis  de  grado  en  matemáticas.  Backus  se  incorporó  a  IBM  como  pro¬ 
gramador  en  1930,  Participó  en  el  diseño  y  desarrollo  de  dos  de  los  primeros  ordenadores  de  IBM.  De  1934  a  1938  dirigió 
el  grupo  de  IBM  que  desarrolló  FORTRAN.  Backus  pasó  en  1938  a  formar  parte  de  la  plantilla  del  IBM  Watson  Research 
Cerner.  Participó  en  los  comités  que  diseñaron  el  lenguaje  de  programación  ALGOL,  usando  lo  que  ahora  se  llama  la  for¬ 
ma  de  Backus- Naur  para  describir  la  sintaxis  de  este  lenguaje.  Mas  tarde.  Backus  trabajó  en  las  matemáticas  de  familias 
de  conjuntos  \  en  un  estilo  funcional  de  programación,  Backus  fue  nombrado  IBM  h’ellow  en  1%3  y  recibió  la  National 
MedaJ  of  Science  de  Estados  Unidos  en  1974.  así  como  el  prestigioso  Premio  Turing  de  la  Assodation  of  Computirig  Mu 
chínery  en  1977. 

PETER  \  U  R  (nacido  en  1928)  Peter  Naur  nació  en  Frederiksberg.  terca  de  Copenhague,  De  niño  se  intereso  poi  la 
astronomía.  No  sólo  observaba  los  cuerpos  celestes,  s  ao  que  calculaba  también  las  órbitas  de  los  cometas  y  los  asteroides. 
Naur  cursó  estudios  en  la  Universidad  de  Copenhague,  graduándose  en  1949.  De  193(1  a  1951  estuvo  en  Cambridge,  don¬ 
de  utilizó  uno  i k  los  primeros  ordenadores  para  calcular  movimientos  de  cometas  y  planetas.  Tras  regresar  a  Dinamarca, 
siguió  trabajando  en  astronomía,  pero  continuó  vinculado  a  la  computación.  Tn  1955  lite  asesor  para  la  construcción  del  pri¬ 
mer  ordenador  danés.  En  1959.  Naur  dio  d  salto  de  la  astronomía  a  la  computación  como  actividad  a  tiempo  completo.  Su 
primer  trabajo  como  informático  u  tiempo  completo  fue  participaren  el  desarrollo  det  lenguaje  de  programación  Al  X  301- 
De  l%üa  1967  trabajó  en  el  desarrollo  de  compiladores  para  Al.GOl  y  COBOL.  En  Í969  se  incorporó  como  profesor  de 
informática  a  la  Universidad  de  Copenhague,  donde  ha  trabajado  en  el  área  de  metodología  de  la  programación 
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la  tercera  regla  dos  veces  para  obtener  (identifia2dor)99a,  la  primera  regla  para  obtener  (Ierra) 99a 
y,  finalmente,  la  segunda  regla  para  obtener  x99a.  ^ 

EJEMPLO  14  ¿Cuál  es  la  forma  de  Backus-Naur  de  la  gramática  para  el  suheon  junto  del  español  descrito  en  la 
introducción  de  esta  sección? 

Solución:  1  .a  forma  de  Backus-Naur  de  esta  gramática  es: 

(frase)  :;=  (sujeto)(predicado) 

(sujeto)  (artícu!o)(nombrcó{odjetivo)  \  {aríicub){nombre) 

( predicado )  (verbü)(adverbio)  |  (verbo) 

(artículo) itn\  el 

(adjetivo) grande  \  hambriento 

(nombre)  conejo  \  matemático 

(verbo)  come  \  salto 

(adverbio) rápidamente  \  salvajemente 

EJEMPLO  !:>  Halla  la  forma  de  Backus-Naur  para  la  producción  de  los  enteros  con  signo  en  notación  decimal 
(Un  entero  con  signo  es  un  natural  precedido  por  un  signo  más  o  un  signo  menos). 

Solución:  La  forma  de  Backus-Naur  para  una  gramática  que  produce  enteros  con  signo  es 

{entero  con  signo)  ::=  {signo)(eníero) 

(signo)  ::=  +  |  - 

(entero)  ::=  (dígito)  ¡  (iiígitü){entéro) 

(dígito)  Oj  í 1 2 1 3  1 4 1 5 1 6 ]  7  j  8 1 9 

La  forma  de  Backus-Naur,  con  una  gran  variedad  de  extensiones,  se  usa  frecuentemente  para 
especificar  la  sintaxis  de  lenguajes  de  programación,  como  Java  y  L1SP;  lenguajes  de  bases  cíe  datos, 
como  SQL,  y  lenguajes  de  marcas,  o  de  marcado,  como  XML.  En  el  preámbulo  del  Problema  28 
al  final  de  esta  sección  se  presenta  algunas  variaciones  de  la  forma  de  Backus-Naur  que  se  utilizan 
habitualmente  en  la  descripción  de  los  lenguajes  rie  programación. 


Problemas 


Los  problemas  1-3  se  refieren  a  la  gramática  con  d  símbolo 
inicial  frase,  el  conjunto  de  terminales  T  -  1/a.  soñolienta, 
feliz .  tortuga,  liebre,  rebasa  a.  corre,  rápidamente,  lentamen¬ 
te]  ,v\  conjunto  de  no  terminales  N  -  ¡  sujeto,  predicado  con 
verbo  transitivo,  predicado  con  verbo  intransitivo*  articulo, 
adjetivo,  nombre,  verbo*  adverbio!  \  las  producciones: 

frase  -  >  sujeto  predicado  con  verbo  transitivo  sujeto 
fra  se  -  >  su  \  e  i  o  p  red  irado  eo  n  ve  r  b  o  ¡  n  t  r  ansí  t  i  vo 
sujeto  — >  articulo  nombre  adjetivo 
sujeto  articulo  nombre 

predicado  con  verbo  Iransitivo  —*  verbo  transitivo 
predicad!»  con  verbo  intransitivo  >  verbo  intransitivo 
adverbio 

predicado  con  verbo  intransitivo  >  verbo  intransitivo 

articulo  — >  la 

adjetivo  -4  soñolienta 

adjetivo  >  feliz 

nombre  4  tortuga 

nombre  — >  liebre 

verbo  transitivo  — >  rebasa  a 


verbo  intransitivo  -4  corre 
ad  ve  r  b  i  o  -4  rápidam  ente 
adverbio  -4  lentamente 


L  Utiliza  el  conjunto  de  producciones  para  justificar  que 
cada  mía  de  eslas  frases  es  una  frase  válida. 


a) 

b) 

c) 

d) 


La  liebre  feliz  corre . 

La  tortuga  soñolienta  t  orre  n  pi  dómente 
La  tortuga  rebasa  a  la  liebre. 

La  liebre  soñolienta  rebasa  a  la  tortuga  feliz 


2 ,  Obten  otras  cinco  frases  válidas  además  de  las  dadas  en 
el  Problema  1. 


3,  Justifica  que  la  liebre  corre  la  tortuga  soñolienta  no  es 
una  frase  válida. 

*4,  Sean  \  =  {S,  \,  fí.  oT  h]  y  7  =  (a,  h\.  Hulla  el  lenguaje 
generado  por  la  gramática  (\  .  f,  S.  P%  siendo  el  conjun¬ 
to  de  producciones  P 

a f  $  — ¥  AH,  A  -4  ah.  B  — ¥  bh, 

b)  S  -4  AB,  S  -4  aA,  4  -4  a ,  B  s  ha. 
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cj  $  — $  AB,  S  -4  AA,A  -a  aB.  A  —>  ub,  B  — ^  h. 

d)  S  -a  A4.  S  -a  B.  A  -4  <M/1t  ¿  -4  íí^  /i  -4  />tí,  tí  -4  /). 

e)  ó  — >  ABt  A  ■>  üAb,  B  — >  />/Í£Jh  zl  —>  Xr  B  ^4  k. 

5.  Construye  una  derivación  pura  0*V  utilizando  íagramu- 
tica  dada  en  el  Ejemplo  5. 

6.  Demuestra  que  la  gramática  dada  en  el  Ejemplo  5  genera 
d  conjunto  {0'TJ  I  n  =  0,  l,  2, ... |. 

7.  a)  Construye  una  derivación  de  O2  i 4  utilizando  la  gra¬ 

mática  G(  del  Ejemplo  6. 

b)  Construye  una  derivación  de  0214  utilizando  la  gra¬ 
mática  G\  del  Ejemplo  ó. 

8 .  a  \  Derm íes tra  q  ue  la  gram  át ica  G  f  de  1  Eje tnplo  6  genera 

el  conjunto  (O^T  I  tnr  n  =  ü.  1, 2 , 

h)  Demuestra  que  la  gramática  G,  del  Ejemplo  ó  genera 
el  mismo  conjunto. 

9.  Construye  una  derivación  de  i)2]2!2  con  la  gramática 
dada  en  el  Ejemplo  7. 

*1(1.  Demuestra  que  la  gramática  dada  en  el  Ejemplo  7  genera 
el  conjunto  I  m  —  0,  I,  2,  .*4- 

*11.  Obten  una  gramática  con  estructura  de  frases  para  cada 
uno  de  los  siguientes  lenguajes: 
a)  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  sin  unos  y 
que  tienen  un  número  par  de  ceros 
h\  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  que  tienen  un 
uno  seguido  de  un  número  impar  de  ceros 

c)  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  que  tienen  un 
número  par  de  ceros  y  un  número  par  de  unos 

di  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  construidas 
sin  unos  y  con  al  menos  diez  ceros 
e)  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bus  que  tienen 
más  ceros  que  unos 

D  el  conjunto  de  (odas  las  cadenas  de  bits  que  tienen  d 
mismo  número  de  ceros  que  de  unos 
gl  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  que  tienen 
distinto  número  de  ceros  y  unos 

12.  Construye  una  gramática  con  estructura  de  frases  que 
genere  cada  uno  de  los  siguientes  conjuntos: 

al  I012*  InarO) 
l>J  [O*!2*  I  n  ¿  0 ) 
ci  \Qrr(r\m*(\fi*Q\ 

13.  Sean  V  =  \S.  A.  tí,  a,  b¡  y  T=  \a>b\.  Decide  si  G  =  (V ,  T. 
S,  P)  es  una  gramática  de  tipo  i\  pero  no  de  tipo  i:  una 
gramática  de  tipo  I ,  pero  no  de  tipo  2.  o  una  gramática  de 
tipo  2,  j>ero  no  de  tipo  X  si  P.  el  conjunto  de  producciones,  es 

ni  $-aoAB>A 

Íjí  S  -4  cf/4.  *4  — >  fi.  A  — £  h „ 

el  S^ABa.AB^a. 

d)  S  -4  ABA,  A  -4  iiB.  B  -a  abt 

e)  S  — >  bA  t  A  —¥  tí.  tí  -4  a. 

f)  S  "4  a  A.  (l\^R,B^>  qAí  A  -a  b. 

g)  S^bArA  -a  b.  S  -A  X. 

h i  S  -4  AB.  B  -a  aAb,  aAb  ->  h. 

i)  S  ->  a  A,  A  -a  bB ,  b,  tí  -4  X. 

j) 


14.  Un  palíndromo  es  una  cadena  que  se  lee  igual  de  dere¬ 
cha  a  izquierda  que  de  izquierda  a  derecha*  esto  es.  una 
cadena  w  donde  w  =  ve*,  siendo  w*  la  cadena  obtenida  al 
invertir  el  orden  de  los  caracteres  de  u  .  Oh  ten  una  gra¬ 
mática  libre  de  contexto  que  genere  el  conjunto  de  todos 
los  palíndromos  sobre  el  alfabeto  (0*  I  | 

*15.  Sean  G t  y  G,  dos  gramáticas  libres  de  contexto  que  ge 
neran  los  lenguajes  L(G  \  y  L(G2X  respectivamente.  De¬ 
muestra  que  hay  una  gramática  Ubre  de  contexto  que  ge¬ 
nera  cada  uno  de  los  siguientes  conjuntos. 

al  UG)U!JGA 
w  hg;)L(g7)  ' 
c)  HGty 

16,  Halla  las  cadenas  construidas  utilizando  los  siguientes 
árboles  de  derivación. 


17.  Construye  los  árboles  de  derivación  para  las  frases  del 
Problema  I. 

18.  Sea  G  Ja  gramática  con  V  =■  \a,  b ,  c,  S  Je/1  -  \a .  b ,  c ) ,  sím¬ 
bolo  inicial  S  y  producciones  S  abS,  S  >  bcS,  S  -  >  hbS. 
S  -4  a,  S  -a  cfh  Construye  los  árboles  de  derivación  de 

al  bcbba. 
b)  hhbcbbíL 
el  hcabhbhbvh- 

Usa  el  análisis  descendente  para  determinar  cuáles  de 
las  siguientes  cadenas  pertenecen  al  lenguaje  generado 
por  la  gramática  de!  Ejemplo  12. 
al  baba  b)  abab  el  ( baba  di  bbbcba 


M: 


w 

( 


¡i 
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*20,  Utiliza  el  análisis  ascendente  pura  determinar  en  qué  ca¬ 
sos  las  cadenas  dd  Problema  I 9  pertenecen  al  lenguaje 
generado  por  la  gramática  del  Ejemplo  12. 

21*  Construye  un  árbol  de  derivación  para  -109  utilizando  la 
gramática  dada  en  el  Ejemplo  15. 

22.  a)  Explica  cuáles  son  las  producciones  de  una  gramática 

si  la  forma  de  Backus-Naur  para  las  producciones  es: 
(expresión) 

{(expresión))  | 

(expresión >  +  (expresión)  | 
(expresión*  *  (expresión)  j 
(variable) 

(variable)  ::^x  [y 

h)  Obten  un  árbol  de  derivación  para  (  v  *  v)  +  r  utili¬ 
zando  esta  gramática. 

23 .  a)  C onstruye  un  a  g  ra  m  át  ica  con  c sí  ruetura  de  I  ra  se  s  que 

genere  todos  los  números  decimales  con  signo,  que 
consisten  en  un  signo,  bien  +  o  bien  un  número  na¬ 
tura!,  y  una  parte  decimal,  que  es  b  cadena  vacía  o 
una  coma  decimal  seguida  por  un  natural  no  nulo 
que  puede  tener  ceros  a  la  izquierda. 

b)  Determina  la  forma  de  BackUK-Naur  de  esta  gramá¬ 
tica. 

c)  C  onstruye  un  árbol  de  derivación  para  -31,4  utili¬ 
zando  esta  gramática, 

24.  a)  Construye  una  gramática  con  estructura  de  frases  que 

genere  el  conjunto  de  todas  las  fracciones  de  i  a  forma 
a  h,  donde  a  es  un  entero  con  signo  en  notación  de¬ 
cimal  y  h  un  natural  no  nulo* 

b)  ¿Cuál  es  la  forma  de  Backus-Naur  de  esta  gramática? 

c)  Construye  un  árbol  de  derivación  para  +3 1 1/17  utili¬ 
zando  esta  gramática, 

25*  Obten  las  reglas  de  producción  en  la  forma  de  Backus- 
Naur  para  un  ide  mi  fie  ador  si  éste  puede  estar  formato 
por 

a )  un  a  o  más  le  tra  s  m  i  n  ásen  las. 

b)  al  monos  tres,  pero  no  más  de  seis,  letras  minúsculas, 

c)  de  mía  a  seis  letras,  mayúsculas  o  minúsculas,  co¬ 
menzando  por  una  mayúscula* 

d  )  una  letra  minúscula,  seguida  por  un  dígito  o  un  guión 
bajo  (_),  seguido  por  tres  o  cuatro  caracteres  alfana- 
me  ricos  (  letras  mayúsculas  o  minúsculas  n  dígitos  s 

26*  Obten  las  reglas  de  producción  en  h  forma  de  Backus- 
Naur  para  el  nombre  de  una  persona  si  dicho  nombre 
consiste  en  un  nombre  propio,  que  es  una  cadena  de  le¬ 
tras  dónde  sólo  la  primera  de  ellas  es  mayúscula:  una 
inicial  en  d  medio*  y  un  último  nombre,  que  puede  ser 
cualquier  cadena  de  letras. 

27.  Obten  las  reglas  de  producción  en  la  forma  de  Backus- 
Naur  que  generen  lodos  los  iden! doradores  en  el  lengua¬ 
je  de  programación  C  Los  idenli  fie  adores  de  este  lea- 
guaje  comienzan  por  una  letra  o  un  guión  bajo  í  _), 
seguido  por  tina  o  más  letras  minúsculas,  mayúsculas, 
guiones  bajos  y  dígitos. 


Para  definir  gramáticas  con  estructura  de  frase  se  utilizan  con 
frecuencia  extensiones  de  la  forma  de  Backus-Naur.  En  una  de 
esas  extensiones,  el  símbolo  de  interrogación  (?)  indica  que  d 
símbolo*  o  el  grupo  cié  símbolos  encerrados  entre  paréntesis,  a 
su  izquierda  pueden  aparecer  ninguna  o  una  vez  (esto  es.  de 
modo  opcional),  un  asterisco  (*)  indica  que  el  símbolo  a  su  iz¬ 
quierda  puede  aparecer  0  o  más  veces  y  una  suma  (+)  indica 
que  el  símbolo  a  su  izquierda  puede  aparecer  una  o  más  veces. 
Estas  extensiones  forman  parte  de  la  forma  de  Backus-Naur 
extendida  (FBNEk  y  los  símbolos  ?.  *  y  +  se  llaman  tnefaca- 
r aderes.  En  la  HIÑE  se  eliminan  los  corchetes  utilizados 
para  denotar  a  los  no  terminales, 

2H.  Describe  el  conjunto  de  cadenas  definido  por  cada  una  de 
e s i  as  col ecc i one s  de  produc c í unes  en  F B  N  B : 

a)  cadena  :  :=  L  +  D  ?  i  + 

L::=a¡b\c 
t)  ‘.:^Q\  l 

bi  cadena  signo  D  +  |  D  + 
signo  ::=  + 1  - 

/>  ::=  0  |  1  |  2  1 3  1 4  f  5  |  6  |  7  |  8  |  9 

c)  cadena L  *  (£)+)  ?  L  * 

L  x  |  y 

D  ::=  0 1 1 

29*  Da  las  reglas  de  producción  en  la  forma  de  Backus-Naur 
extendida  que  generan  todos  los  números  decimales  que 
constan  de  un  signo  opcional,  un  número  natural  y  una 
parte  decimal  que  es  bien  la  cadena  vacía  O  bien  una 
coma  decimal  seguida  por  un  entero  positivo,  opcional* 
que  puede  estar  precedido  por  un  número  arbitrario  de 
ceros. 


30*  Da  las  reglas  de  producción  en  la  furnia  de  Backus-Naur 
extendida  para  generar  un  sandwich  si  un  sandwich  cons 
ta  de  una  rebanada  inferior  de  pan;  mostaza  o  mayonesa; 
una  hoja  de  lechuga  opcional:  una  rodaja  de  tomate  op¬ 
cional:  una  o  más  rodajas  de  pavo,  pollo  o  roast  beef  ten 
cualquier  combinación);  opcional  mente,  algunas  roda¬ 
jas  de  queso,  y  una  rebanada  de  pan  colocada  en  Ja  parte 
superior. 


31.  Determina  las  reglas  de  producción  en  la  forma  de 
Backus-Naur  extendida  para  los  identificadorcs  dd  len¬ 
guaje  de  programación  C  (véase  d  Problema  27). 

32.  Describe  cómo  se  pueden  transformar  las  p  reducciones 
de  una  gramática  en  la  forma  de  Baekus-Na  ir  extendida 
en  un  conjunto  de  producciones  para  la  gramática  en  hi 
forma  de  Backus-Naur. 


Ésta  es  la  forma  de  Backus-Naur  que  describe  la  sintaxis  de  las 
expresiones  en  notación  postfija  (o  polaca  inversa) 

(expresión)  ::=  (término)  \  (término  ){términ< >) (OperadorSnnm) 
{Operador Suma)  ::=  4  |  - 

(término)  ::=  (factor)  [  (fae tor)(f actor )  (OperadorM td) 
(Operador Muí)  ::=  *  |  / 

(factor)  ::==  (identificad or)  \  (expresión) 

(idenfificüdor)  a  j  h\  ...  \  z 
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33.  Para  cada  una  de  las  cadenas  siguientes,  determina  si 
está  o  no  generada  por  la  gramática  dada  para  la  notación 
poslfíja.  En  caso  afirmativo,  detalla  los  pasos  realizados 
para  generar  la  cadena. 

d)  ahc*+  b)  jqH-+  C>  xy-z* 

d)  wxy2-*f  el  ade-* 

34.  Utiliza  la  forma  de  Backus-Naur  para  describir  la  sintaxis 
de  las  expresiones  en  notación  infija,,  donde  el  conjunto 
de  operadores  e  i deflti Picadores  es  el  mismo  que  en  la 
I  BN  de  las  expresiones  postfijas  dadas  en  el  preámbulo 
deí  Problema  33,  jx*ro  los  paréntesis  deben  encerrar  las 
expresiones  que  se  utilicen  como  factores. 


35.  Para  cada  una  de  las  cadenas  siguientes,  determina  si 
está  o  no  generada  por  la  gramática  dada  para  la  notación 
tnftja  del  Problema  M.  En  caso  afirmativo,  detalla  los  pa¬ 
sos  realizados  para  generar  la  cadena. 

a)  x  +  y  +  i  h)  db  +  c!d 

c>  +  d)  +m-n  +  p-q 

e)  (m  +  n)*  ip-q) 

36.  Sea  C  una  gramática  y  R  ]a  relación  que  contiene  al  par 
ordenado  tu  vv, )  si,  y  sólo  sí,  vr(  se  deriva  directamente 
de  Htl  en  G.  ¿Cuál  es  el  cierre  reflexivo-transitivo  de  K' 


I  1.2  Máquinas  de  estado  finito  con  salida 


INTRODUCCIÓN 


Muchos  tipos  de  máquinas,  incluyendo  algunos  componentes  de  ordenadores,  pueden  ser 
Zahiera  modelados  utilizando  una  estructura  llamada  máquina  de  estado  finito.  Varios  lipes  de  má¬ 
quinas  de  estado  finito  se  emplean  frecuentemente  como  modelos.  Todas  estas  versiones  de 
máquinas  de  estado  finito  incluyen  un  conjunto  finito  de  estados,  uno  de  los  cuales  es  el  estado 
inicial,  un  alfabeto  de  entrada  y  una  función  de  transición  que  asigna  a  cada  pareja  de  estado 
y  dato  de  entrada  el  siguiente  estado.  Las  máquinas  de  estado  finito  se  utilizan  con  mucha  fre¬ 
cuencia  en  aplicaciones  de  ciencias  de  la  computación  y  en  redes  de  dalos.  Por  ejemplo,  las 
máquinas  de  estado  finito  son  la  base  de  los  correctores  ortográficos  y  gramaticales,  de  los 
programas  de  mdexación  o  de  búsqueda  de  largas  secuencias  de  texto,  de  programas  para  el 
reconocimiento  de  voz,  de  los  programas  que  transforman  texto  utilizando  lenguajes  de  mar¬ 
cado  como  XML  y  HTML  y  de  los  protocolos  que  especifican  cómo  se  comunican  entre  sí  Jos 
ordenadores  de  una  red. 

En  esta  sección  estudiaremos  aquellas  máquinas  de  estado  finito  que  producen  una  salida. 
Mostraremos  cómo  se  utiliza  una  máquina  de  estado  finito  para  modelar  una  máquina  expende* 
dora,  una  máquina  que  genera  un  desplazamiento  o  retardo,  una  máquina  que  suma  culeros  y  una 
máquina  que  determina  si  una  cadena  de  bits  contiene  o  no  un  patrón  específico. 

Antes  de  pasar  a  la  definición  formal,  mostraremos  cómo  se  puede  modelar  una  máquina  ex 
pendedora  que  acepta  monedas  de  5.  10  y  25  céntimos.  Cuando  un  cliente  ha  depositado  3U  cén¬ 
timos  o  más,  la  máquina  devuelve  inmediatamente  iodo  lo  que  sobrepase  ¿fe  30  céntimos. 
A  continuación,  d  cliente  puede  apretar  un  botón  naranja  y  obtener  un  zumo  de  naranja  o  apretar 
un  botón  rojo  y  obtener  un  zumo  de  manzana.  Podemos  describir  cómo  trabaja  la  máquina  espe¬ 
cificando  sus  estados,  cómo  cambia  de  un  estado  a  otro  cuando  recibe  un  dato  de  entrada  y  la  sa 
[ida  que  produce  para  cada  combinación  de  entrada  y  estado  actual. 

1.a  máquina  puede  estar  en  uno  de  los  siete  estados  diferentes  >\  i  -  0,  1 .  2,  ó.  donde  $  es 
el  estado  en  el  que  la  máquina  lleva  recaudados  5i  céntimos.  La  máquina  comienza  en  el  estado  su. 
con  0  céntimos  recaudados.  Las  posibles  entradas  son  5  céntimos,  10  céntimos,  25  céntimos,  el  bo¬ 
lón  naranja  (A-)  y  el  botón  rojo  (R).  Las  posibles  salidas  son  nada  (n),  5  céntimos,  10  céntimos,  15 
céntimos,  20  céntimos»  25  céntimos,  un  zumo  de  naranja  y  un  zumo  de  manzana. 

Con  este  ejemplo  ilustramos  cómo  trabaja  este  modelo  de  máquina.  Supongamos  que  un 
estudiante  introduce  10  céntimos  seguidos  de  25  céntimos,  la  máquina  le  devuelve  5  cénti¬ 
mos,  y  él  aprieta  el  botón  naranja  del  zumo  de  naranja.  La  máquina  comienza  en  el  estado 
La  primera  entrada  es  10  céntimos,  que  cambia  el  estado  de  la  máquina  a  $2  y  no  devuelve 
nada.  La  segunda  entrada  es  25  céntimos.  Esto  cambia  el  estado  de  $2  a  s6  y  da  una  salida  de 
5  céntimos.  La  siguiente  entrada  es  el  botón  naranja,  que  cambia  el  estado  de  sb  a  s0  nueva 
mente  (puesto  que  la  máquina  vuelve  a  su  estado  inicial)  y  produce  una  salida  que  es  el  zumo 
de  naranja. 
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Tabla  1. 

Tabla 

Je  estados  para  una  máquina 

expendedora. 

Estado  siguiente 

Salida 

Entrada 

Entrada 

Estado 

5 

W 

25 

N 

R 

5 

10 

25 

N 

R 

so 

S 

S2 

** 

s 

n 

n 

n 

n 

n 

H 

S1 

s 

*■ 

n 

n 

n 

n 

n 

sl 

*3 

J4 

y, 

íj 

n 

n 

5 

n 

n 

h 

** 

s 

h 

X 

*3 

n 

n 

10 

n 

n 

h 

c 

h 

*4 

J4 

n 

n 

15 

n 

n 

Si 

h 

s 

s 

*3 

s 

n 

5 

20 

n 

a 

X 

K 

h 

X 

U) 

% 

5 

10 

25 

ZN 

7M 

25 


Figura  I.  Una  máquina  expendedora. 


Se  pueden  recoger  en  una  labia  todos  los  cambios  de  estados  y  las  salidas  de  esta  máquina. 
Para  ello  tenemos  que  especificar  para  cada  combinación  de  estado  y  entrada  el  siguiente  estado  y 
la  salida  obtenida.  La  Tabla  I  muestra  las  transiciones  y  las  salidas  para  cada  pareja  de  estado  y  en¬ 
trada. 

Otro  modo  de  mostrar  las  acciones  Je  una  máquina  es  mediante  un  grato  dirigido  con  aristas 
etiquetadas,  donde  cada  estado  se  representa  por  mi  círculo.  las  aristas  representan  las  transiciones 
y  están  etiquetadas  con  las  entradas  y  las  salidas  de  cada  transición.  La  Figura  1  muestra  dicho  gra¬ 
to  para  el  ejemplo  de  la  máquina  expendedora. 


MÁQUINAS  DE  ESTADO  FINITO  CON  SALIDA 


Pasamos  a  dar  la  definición  formal  de  una  máquina  de  estado  finito  con  salida. 


DEFINICIÓN  I  Una  máquina  de  estado  finito  M  -  (S,  L  Oj\  g.  sj  consiste  en  un  Conjunto  finito  de  estados  S: 

un  alfabeto  de  entradas  finito  /:  un  alfabeto  finito  de  salidas  O ;  una  función  de  transición  f 
que  asigna  a  cada  par  de  estado  y  entrada  un  nuevo  estado:  una  función  de  salida  g,  que  asig¬ 
na  a  cada  par  de  estado  y  entrada  una  salida,  y  un  estado  inicial 
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EJEMPLO  1 


EJEMPLO  2 


EJEMPLO  3 


EJEMPLO  4 


Sea  M  =  { S ,  /,  OJ\  g,  a*0)  una  máquina  de  estado  finito.  Podemos  utilizar  una  labia  de  estados  o 
tabla  de  transición  para  representar  los  valores  de  la  función  de  transición/ y  de  la  función  de  sa¬ 
lida  g  para  todas  las  parejas  de  estado  y  entrada.  Con  anterioridad  hemos  construido  una  tabla  de 
estados  para  la  máquina  expendedora  de  la  introducción  de  esta  sección. 

I  .a  tabla  de  estados  de  la  Tabla  2  describe  una  máquina  de  estado  finito  con  S  -  1  a{1,  sv  s  J ,  /  = 
{0,  1 1  y  O  -  {0,  1  (.  Los  valores  de  la  función  de  transición/ se  muestran  en  las  dos  primeras  co¬ 
lumnas  y  los  valores  de  la  función  de  salida  g  se  muestran  en  las  dos  ultimas  columnas.  4 

Otro  modo  de  representar  una  máquina  de  estado  finito  es  utilizar  un  diagrama  de  estados, 
que  es  un  grafo  dirigido  con  aristas  etiquetadas.  En  este  diagrama,  cada  estado  se  representa  por  un 
círculo.  Los  arcos  se  etiquetan  con  el  par  formado  por  la  entrada  y  la  salida  de  cada  transición. 

Construye  el  diagrama  de  estados  para  la  máquina  de  estado  finito  cuya  tabla  de  estados  se 
muestra  en  la  Tabla  2. 

Solución:  El  diagrama  de  estados  para  esta  máquina  es  eí  grafo  de  la  Figura  2.  4 

Construye  la  tabla  de  estados  para  la  máquina  de  estado  finito  cuyo  diagrama  de  estado  se  mues¬ 
tra  en  la  Figura  3, 

Solución:  La  tabla  de  estados  de  dicha  máquina  se  muestra  en  la  Tabla  3.  4 

Dada  una  cadena  de  entrada,  la  acción  de  la  máquina  consiste  en  llevar  el  estado  inicial  a  tra¬ 
vés  de  una  secuencia  de  estados  según  determine  la  función  de  transición.  A  medida  que  se  lee  la 
cadena  de  entrada  símbolo  a  símbolo  (de  izquierda  a  derecha),  cada  símbolo  de  la  entrada  lleva  h 
máquina  de  un  estado  a  otro.  Como  cada  transición  produce  una  salida,  una  cadena  de  entrada  tam¬ 
bién  genera  una  cadena  de  salida. 

Supongamos  que  la  cadena  de  entrada  es  a  =  xy\\  . . .  xr  Entonces,  la  lectura  de  la  entrada  lle¬ 
va  la  máquina  del  estado  sQ  al  estado  sv  donde  s]  =/í.v[t,  a/;  luego  al  estado  donde  s,=f(sr  v,), 
y  así  sucesivamente  hasta  llegar  al  estado  final  sk=J{sk  r  xk).  Esta  sucesión  de  transiciones  produce 
una  cadena  de  salida  y, y,  . . .  yr  donde  y,  =  g(s(y  a  /  es  la  salida  correspondiente  a  la  transición  de  5 
a  y;  y\-  g(sr  v2)  es  la  salida  correspondiente  a  la  transición  de  s{  a  sr  y  así  sucesivamente.  En  ge¬ 
neral,  vf  =  g(A.  [T  a\)  para  j  -1,2 . k.  Por  tanto,  podemos  extender  la  definición  de  función  de  sa¬ 

lida  g  a  cadenas  de  entrada  de  modo  que  g(x)  =  \\  donde  y  es  la  salida  correspondiente  a  la  cadena 
de  entrada  a.  Esta  notación  es  útil  en  muchas  aplicaciones. 

llalla  la  cadena  de  salida  generada  por  la  máquina  de  estadu  finito  de  la  Figura  3  si  la  cadena  de 
entrada  es  10101  L 

Solución:  La  salida  obtenida  es  DO  1000.  Los  sucesivos  estados  junto  con  sus  salidas  se  muestran 
en  la  Tabla  4.  <4 
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Figura  2.  El  diagrama  de  estados  para  la 
máquina  de  estado  finito  de  la  Tabla  2. 
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EJEMPLO  5 


ricura  4.  Máquina 
con  una  unidad  de 
retardo. 


EJEMPLO  6 


Figura  5,  Una 
máquina  para  la 
suma 


Figura  3.  Una  máquina  de  estado  finito* 


Tabla  3 

f 

g 

Entrada 

Entrada 

Estado 
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A  continuación  presentamos  algunos  ejemplos  útiles  de  máquinas  de  estado  finito*  Los 
Ejemplos  5,  6  y  7  muestran  que  las  máquinas  de  estado  finito  tienen  capacidad  de  memoria  limi¬ 
tada*  Los  estados  se  pueden  utilizar  para  recordar  las  propiedades  de  tos  símbolos  que  ha  leído  la 
máquina*  Sin  embargo,  puesto  que  sólo  hay  un  número  finito  de  estados  diferentes,  las  máquinas 
de  estado  finito  no  se  pueden  emplear  para  algunos  propósitos  importantes*  Esto  se  mostrará  en  la 
Sección  1 1  A. 

Un  demento  importante  en  muchos  componentes  electrónicos  es  la  máquina  con  una  unidad  de 
desplazamiento  (o  retardo )  que  produce  como  salida  la  cadena  de  entrada  retrasada  una  cantidad 
especificada  tie  tiempo.  ¿Cómo  puede  construirse  una  máquina  de  estado  finito  que  retarde  la  emi¬ 
sión  de  una  cadena  de  entrada  en  una  unidad  de  tiempo,  esto  es,  que  produzca  como  salida  la  ca¬ 
dena  de  bits  0xvx2 . . .  x{  1  para  la  cadena  de  entrada  xvx2 _ c? 

Solución:  La  máquina  se  puede  construir  de  mtxlo  que  tenga  dos  entradas  posibles,  a  saber*  0  y  L 
Debe  tener  vrn  estado  inicial  s[}.  Puesto  que  la  máquina  tiene  que  recordar  si  la  entrada  previa  ha 
sido  0  o  1,  se  necesitan  otros  dos  estados  ,v¡  y  tales  que  la  máquina  está  en  el  estado  a,  si  la  en¬ 
trada  anterior  ha  sido  1  y  en  el  estado  s2  en  el  otro  caso.  Se  produce  la  salida  U  para  la  transición 
inicial  desde  s0.  Cada  transición  desde  sí  produce  como  salida  1  y  cada  transición  desde  devuelve 
0.  La  salida  correspondiente  a  la  cadena  de  entrada  x  \\ _ i  es  la  cadena  que  comienza  con  0*  se¬ 

guida  de  xy  seguida  de  xv  ....  y  que  finaliza  con  xkr  El  diagrama  de  estados  de  esta  máquina  se 
muestra  en  la  Figura  4,  A 

Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  sume  dos  enteros  a  partir  de  sus  expresiones  binarías* 

Solución:  Cuando  se  suman  los  enteros  (,vfl ...  a  1_v0)2  e  [yfí ...  v,.VuJr  se  sigue  el  siguiente  procedi¬ 
miento  (descrito  en  la  Sección  2.5).  Primero,  se  suman  los  biLs.v0e  yff  dando  lugar  al  bit  suma  z{  \ 
al  bil  de  arrastre  c{).  El  arrastre  puede  ser  0  o  1.  Luego,  se  suman  los  bits  v  e  y,  y  también  el  bit  de 
arrastre  crr  dando  lugar  al  bit  suma  z(  y  al  bit  de  arrastre  cy  Este  procedimiento  continúa  hasta  el  n- 
ésimo  paso,  cuando  se  suman  los  bits  xM  e  y  y  también  el  bil  de  arrastre  cn  r  dando  lugar  al  bit 
suma  r  y  aí  bil  de  arrastre  c  ,  que  es  el  bit  suma  z  .,  A 

Se  puede  llevar  a  cabo  ¡a  suma  anterior  mediante  una  máquina  de  estado  finito  con  sólo  dos 
estados.  Por  simplicidad,  suponemos  que  ambas  cadenas  tienen  los  bits  x  e  y  [guales  a  0  (en  otro 
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casa  tendríamos  que  hacer  consideraciones  específicas  relativas  al  bit  suma  zfl+l).  El  estado  inicial 
se  utiliza  para  recordar  que  el  arrastre  previo  es  0  (o  para  la  suma  de  ios  términos  situados  más  a  la 
derecha),  Fi  otro  estado,  sr  se  utiliza  para  recordar  que  el  arrastre  previo  es  1 .  Puesto  que  las  en¬ 
tradas  a  ¡a  maquina  son  pares  de  bits,  hay  cuatro  posibles  entradas.  Representamos  estas  cuatro  po¬ 
sibilidades  por  00  (cuando  ambos  bits  son  Oh  01  (cuando  ef  primer  hit  es  0  y  el  segundo  es  1 ).  10 
(cuantío  el  primer  bit  es  I  y  el  segundo  es  0)  y  i  I  (cuando  ambos  son  1 ).  Las  transiciones  y  las  sa¬ 
lidas  se  construyen  a  partir  de  la  suma  de  ¡un  dos  bits  representados  por  la  entrada  y  el  arrastre  re¬ 
presentado  por  el  estado.  Por  ejemplo,  cuando  la  máquina  está  en  el  estado  s{  y  recibe  la  entrada  01, 
el  estado  siguiente  es  s{  y  la  salida  es  0*  puesto  que  la  suma  que  se  lleva  a  cabo  es  0  +  I  +  1  -  ( IQf, 
F1  diagrama  de  estado  para  esta  máquina  se  muestra  en  la  Figura  5.  A 


EJEMPLO  7  En  cieno  esquema  de  codificación,  el  receptor  de  un  mensa  je  sabe  que  ha  habido  un  error  de  trans¬ 


misión  cuando  aparecen  tres  unos  consecutivos  en  un  mensaje.  Construye  una  máquina  de  estado 
finito  que  devuelva  un  I  como  salida  si,  y  sólo  si,  los  últimos  tres  bits  recibidos  son  todos  i . 

Solución:  En  esta  máquina  se  necesitan  tres  estados.  El  estado  inicial  recuerda  que  la  entrada  an¬ 
terior,  si  existe,  no  era  I.  FI  estado  recuerda  que  la  entrada  anterior  fue  l,  pero  que  el  valor  pre¬ 
vio  al  anterior,  si  existe,  no  era  L  El  estado  ¿q  recuerda  que  las  dos  entradas  previas  han  sido  unos. 
Una  entrada  de  1  lleva  sQ  nsv  puesto  que  se  ha  leído  un  único  t  y  no  dos  unos  consecutivos.  Si  se 
leen  dos  unos  consecutivos,  se  pasa  del  estado  vt  al  .\\,  y  lleva  el  estado  a  sí  mismo,  puesto  que 
se  han  leído  al  menos  dos  unos  consecutivos.  La  entrada  0  lleva  cualquier  estado  al  estado  sfí,  pues¬ 
to  que  se  interrumpe  cualquier  secuencia  de  unos.  La  salida  de  la  transición  de  a\  a  sí  mismo  cuan¬ 
do  se  lee  un  I  es  I.  puesto  que  esta  combinación  de  entrada  y  estado  muestra  que  han  aparecido 
tres  unos  consecutivos.  Las  restantes  salidas  son  0.  El  diagrama  de  estado  para  esta  máquina  se 
muestra  en  la  Figura  ó,  * 

La  máquina  de  la  Figura  6  es  un  ejemplo  de  reconocedtir  de  lengua  jes,  porque  produce  una 
sal  uta  de  1  si,  y  sólo  su  ta  cadena  de  entrada  leída  n  ene  una  determinada  propiedad.  El  reconoci¬ 
miento  de  lenguajes  es  una  aplicación  importante  de  las  máquinas  de  estado  finito. 

TIPOS  DE  MÁQUINAS  DE  ESTADO  FINITO  Se  han  desarrollado  muchos  tipos  de  má¬ 
quinas  de  estado  finito  para  modelar  las  calculadoras.  En  esta  sección  hemos  dado  una  definición 
de  un  tipo  de  máquina  de  estado  finito.  En  el  tipo  de  máquina  introducido  en  esta  sección  las  sa¬ 
lidas  corresponden  a  transiciones  entre  estados.  Las  máquinas  de  este  upo  se  llaman  máquinas 
de  Mealy  porque  fue  G.  H.  Mealy,  en  1955,  el  primero  que  las  estudió.  Hay  otro  tipo  importante 
de  máquina  de  estado  finito  con  salida,  donde  la  salida  está  determinada  sólo  por  el  estado.  Este 
tipo  de  máquina  se  llama  máquina  de  Moore  en  honor  a  fe  E  Moaré»  quien  la  introdujo  en 
1956.  Las  máquinas  de  Moore  se  consideran  en  una  serie  de  problemas  al  final  de  la  sección. 

En  el  Ejemplo  7  mostramos  cómo  se  puede  ulíli/Lir  una  máquina  de  Mealy  en  el  reconoci¬ 
miento  de  lenguajes.  Sin  embargo,  hay  otro  tipo  de  máquinas  tic  estado  finito  que  no  producen  sa¬ 
lida  y  que  se  utilizan  normalmente  para  este  propósito.  Las  máquinas  de  estado  finito  sin  salida, 
también  llamadas  autómatas  de  estado  finito,  tienen  un  conjunto  final  de  estados  y  reconocen  una 
cadena  si,  y  sólo  si.  lleva  el  estado  inicial  a  un  estado  final.  Estudiaremos  este  tipo  de  máquinas  de 
oslado  finito  en  la  Sección  1  L3. 


F igur a  6.  Una  ri i áq u i n a  de  e s r ad o  ti n i to  c ( ue  d e v u e I v e 
mi  I  si,  y  sólo  si,  la  cadena  de  entrada  leída  condene 
tres  unos  consecutivos. 
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Problemas 


1 ,  D í  b uj a  1  os  d i  agram as  de  e sí  a d o s  para  1 as  m áq u in as  de  es- 
tado  finito  cuyas  tablas  de  estados  son  las  siguientes. 
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2,  Halla  las  tablas  de  estados  para  las  máquinas  de  estado  fi- 
n i  to  c uy os  di  agí  a m as  d e  e s l ados  son  1  os  si gu ie n tes. 


3*  Utilizando  la  máquina  de  estado  finito  del  Ejemplo  2,  de¬ 
termina  la  salida  para  cada  una  de  estas  cadenas  de  entrada. 

a)  01 1 1  b)  IUm DI  1  c)  01010101010 

4.  Utilizando  la  máquina  de  estado  finito  del  Ejemplo  3,  de¬ 
termina  la  salida  para  cada  una  de  estas  cadenas  de  entrada. 

a)  0000  b)  10 1010  c)  1 10.11100010 

5.  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  modele  una 
máquina  expendedora  de  bebidas  que  acepta  monedas  de 
5,  U)  y  25  céntimos.  La  máquina  acepta  monedas  hasta 
que  se  introducen  35  céntimos  y  devuelve  cualquier  can¬ 
tidad  superior  a  35  céntimos.  Entonces,  el  cliente  puede 
apretar  ios  botones  y  elegir  una  bebida  de  cola,  una  cer¬ 
veza  o  una  iónica, 

ó.  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  modele  una 
máquina  expendedora  de  periódicos  que  tiene  una  puerta 
que  se  abre  después  de  que  se  haya  introducido  tres  mo¬ 
nedas  de  10  céntimos  (y  cualquier  número  de  otras  mone¬ 
das)  o  bien  una  moneda  de  25  céntimos  y  una  de  5  (y 
cualquier  numero  de  otras  monedas).  Una  vez  que  la  puer¬ 
ta  se  puede  abrir,  el  cliente  abre,  toma  el  periódico  y  cierra 
la  puerta.  No  se  devuelve  cambio  en  ningún  caso,  inde¬ 
pendientemente  de  la  cantidad  de  dinero  extra  introducido. 
El  siguiente  cliente  comienza  sin  crédito. 

7.  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  retarde  en 
dos  bits  una  cadena  de  entrada,  dando  00  como  los  dos 
primeros  bits  de  la  cadena  de  salida. 

8.  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  cambie  los 
bits  alternadamente  (un  bit  sí  y  uno  no),  comenzando  por 
el  segundo,  de  una  cadena  de  entrada  y  deja  los  restantes 
sin  cambiar. 

9.  Construye  una  máquina  de  estado  finito  para  el  procedi¬ 
miento  de  acceder  a  un  ordenador,  en  el  que  el  usuario 
debe  introducir  un  número  de  identificación  de  usuario, 
que  se  considera  una  única  entrada,  y  posteriormente,  una 
clave,  que  se  considera  una  única  entrada.  Si  la  clave  es 
incorrecta,  d  usuario  debe  introducir  nuevamente  su  nú¬ 
mero  de  identificación. 

1.0,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  para  la  combina¬ 
ción  de  una  caja  de  seguridad  que  contiene  números  del  1 
ai  40  y  que  abre  sólo  cuando  se  marca  la  combinación 
correcta,  10  a  la  derecha,  K  dos  veces  a  la  izquierda  y  37  a 
la  derecha.  Cada  entrada  es  una  terna  que  consta  de  un 
número,  la  dirección  del  giro  y  el  número  de  veces  que  la 
llave  se  gira  en  esa  dirección. 
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1  i.  Construye  uno  máquina  de  estado  finito  para  una  máquina 
cobradora  de  peajes  que  da  paso  después  de  que  se  hayan 
introducido  25  céntimos  en  monedas  de  5*  10  o  25  cénti¬ 
mos,  No  devuelve  el  dinero  introducido  de  más  y  no  hay 
crédito  para  el  siguiente  conductor  aunque  se  hayan  depo¬ 
sitado  más  de  25  céntimos, 

12,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  dé  como  sa¬ 
lida  I  si  el  numero  de  símbolos  de  entrada  basta  ese  ins¬ 
tante  es  múltiplo  de  3  y  0  en  otro  caso, 

13,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  determine  si 
la  cadena  de  entrada  leída  hasta  ese  instante  tiene  un  1  en 
La  ultima  posición  y  un  Oer»  la  antepenúltima  posición, 

14,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  determine  si 
la  cadena  de  entrada  leída  hasta  ese  instante  contiene  al 
menos  cinco  tinos  consecutivos, 

15,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  que  determine  si 
se  ha  leído  la  palabra  ordenador  en  los  últimos  9  caracte¬ 
res  de  ía  entrada,  siendo  la  entrada  cualquier  cadena  de  le¬ 
tras  del  alfabeto  español. 

Una  maquina  de  \ Inore  V/  =  (5,  /,  Qtft  g,  consta  de  un  con¬ 
junto  finito  de  estados;  un  alfabeto  de  símbolos  de  entrada  /  un 
alfabeto  tle  salida  O:  una  función  de  transición  /  que  a  cada  par 
de  estado  y  entrada  le  asigna  el  estado  siguiente  una  función  de 
salida  g.  que  asigna  una  salida  a  cada  estado,  y  un  estado  inicial 
sy  Una  máquina  de  Moaré  se  puede  representar  bien  por  una  ta- 
bki  listando  todas  las  transiciones  para  cada  par  de  estado  y  cu 
irada  y  las  salidas  para  cada  estado  o  bien  mediante  un  diagrama 
de  estados  que  muestra  los  estados,  tas  transiciones  entre  los  es¬ 
tados  y  tas  salidas  para  cada  estado,  On  el  diagrama,  tas  transi¬ 
ciones  se  indican  con  flechas  etiquetadas  con  la  entrada  corres¬ 
pondiente  y  las  salidas  se  muestran  a  continuación  de  los  estados. 

16,  Construye  el  diagrama  de  estados  para  la  máquina  de  Moore 
cuya  tabla  de  estados  es 


1 7,  Construye  la  tabla  de  estados  para  la  máquina  de  Moore 
cuyo  diagrama  de  estados  se  muestra  a  continuación.  Cada 
cadena  de  entrada  para  una  máquina  de  Moore  produce 
tina  cadena  de  salida.  En  particular.  Ja  salida  correspon¬ 
diente  a  la  entrada  a}a2  ...  ak  es  Ja  cadena 
donde  .s(  =/(j._(1  a)  para  /  =  I,  2,  ....  L 


0 


18.  Halla  la  cadena  de  salida  generada  por  la  máquina  de  Moore 
del  Problema  16  para  cada  una  de  las  cadenas  de  entrada 
siguientes. 

a)  oioi  i>í  iinii  c)  iiiomom 

19.  1  lalla  la  cadena  de  salida  generada  por  la  maquina  de  Moore 
del  Problema  1 7  para  cada  una  de  las  cadenas  de  entrada 
del  Problema  18. 

20.  Construye  una  máquina  de  Moore  que  dé  un  l  como  sali¬ 
da  cuando  d  número  de  símbolos  leídos  en  la  cadena  de 
entrada  hasta  ese  Instame  sea  múltiplo  de  4, 

21.  Construye  una  máquina  de  Moore  que  determine  m  una 
cadena  de  entrada  contiene  un  número  par  o  impar  de 
unos,  l^a  máquina  devolverá  l  cuando  haya  un  número  par 
de  unos  en  la  enirada  y  i)  en  caso  contrario. 


Estado 

/ 

K 

Futrada 

0  I 

fu 

0 

1 

■í,  J, 

! 

h  su 

1 

11.3  Máquinas  de  estado  finito  sin  salida 


INTRODUCCIÓN 


Una  de  las  aplicaciones  más  importantes  de  las  máquinas  de  estado  finito  es  d  reconocimiento  de 
lenguajes.  Esta  aplicación  desempeña  un  papel  fundamental  en  el  diseño  y  construcción  de  com¬ 
piladores  para  los  lenguajes  de  programación.  En  la  Sección  1 1.2  mostramos  que  se  podía  utilizar 
una  máquina  de  estado  finito  con  salida  para  reconocer  un  lenguaje,  produciendo  la  salida  I 
cuando  leía  una  cadena  del  lenguaje  y  0  en  caso  contrario.  Sin  embargo,  hay  otros  tipos  de  niá- 


Knlaces 
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quinas  de  esiailo  finito  que  están  especialmente  diseñadas  para  el  reconocimiento  de  lenguajes.  En 
lugar  de  producir  una  salida,  estas  máquinas  tienen  estados  finales.  Una  cadena  es  reconocida  por 
la  máquina  sí.  y  sólo  si.  se  produce  una  transición  del  estado  inicial  a  uno  de  estos  estados  finales. 

CONJUNTO  DE  CADENAS 

Antes  de  centramos  en  las  máquinas  de  estado  finito  sin  salida,  introduciremos  algunos  conceptos 
básicos  relativos  a  conjuntos  de  cadenas.  Las  operaciones  que  definiremos  se  usarán  frecuente¬ 
mente  en  el  reconocimiento  de  lenguajes  mediante  máquinas  de  estado  finito. 

DEFINICIÓN  1 

Sean  V  un  alfabeto  y  Ay  $  su  be  oaj  untos  de  V\  La  concale  nación  de  A  y  H,  que  denotaremos 
por  AB ,  es  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  la  forma  xyf  donde  x  es  una  cadena  de  A  e  y  es 
una  cadena  de  B. 

EJEMPLO  1 

'  'iViiV/HWii 

Sean  A  =  {0,  J 1 1  y  B  =  1 1,  JO,  1 10|.  Halla  los  conjuntos  AB  y  BA . 

Solución:  Fd  conjunto  AB  contiene  todas  las  cadenas  obtenidas  al  concatenar  una  cadena  de  A  con 
Otra  de  B .  De  ahí  que  AB  =  {01,  010, 01 10,  III,  11 10,  1 1 1 10  ).  El  conjunto  BA  contiene  todas  las 
cadenas  obtenidas  al  concatenar  una  cadena  de  B  con  oira  de  A.  De  ahí  que  BA  =  1 10t  1 1 1,  100* 
101 1, 1100,  1101 1).  ^ 

Observa  que,  como  muestra  e¡  Ejemplo  1,  no  se  tiene  necesariamente  que  AB  —  BA  para  todos 
los  subconjuntos  A  y  B  de  V  *  donde  V  es  un  alfabeto. 

A  la  vista  de  la  definición  de  concatenación  de  dos  conjuntos  de  cadenas,  tiene  sentido  defi¬ 
nir  A"  ,  para  n  -  0,  1.2 . Esto  se  puede  hacer  de  modo  recursivo,  especificando  que 

A**1  -  A* A  para  n  -  0t  L  2, 

EJEMPLO  2 

Sea  A  -  1 1,  00 1 .  Halla  los  conjuntos  A n  para  n-  0,  L  2  y  3. 

Solución:  Tenemos  que  Aü  =  (A,]  y  A1  -AQA  =  { 1 A  -  ¡  1 . 00}.  Para  hallar  A2  concatenamos  pa¬ 
rejas  de  elementos  de  A.  Por  tanto,  A2  =  1 1  L  100.  OOP  0000}.  Para  obtener  A1  concatenamos  las 
cadenas  de  A2  con  las  cadenas  de  A.  Por  tamo,  (111,1 100.  1001.  10000,  001 1,  00100, 

OOOOK  0000001*  < 

DEFINICIÓN  2 

Sea  A  un  subconjunto  étV\  Llamamos  cierre  o  clausura  de  Kleene  del  conjunto  A,  y  lo  de¬ 
notamos  por  A\  al  conjumo  que  contiene  cualquier  concatenación  de  cadenas  de  A,  esto  es. 

EJEMPLO  3 

¿Cuál  es  el  cierre  de  Kleene  de  los  conjuntos  A  =  { 0 },  B  =  (0.1 1  y  C  =  |  II )? 

Solución:  Los  elementos  del  cierre  de  A  son  [a  concatenación  de  la  cadena  0  consigo  misma  un  nú¬ 
mero  finito,  pero  arbitrario,  de  veces.  Por  tanto,  A  —  )0"  1  n  ~  0,  L  2t  El  cierre  de  Kleene  de  B 

contiene  a  iodos  los  elementos  que  se  forman  concatenando  un  número  arbitrario  de  veces  las  ca¬ 
denas  0  y  L  Éste  es  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  sobre  el  alfabeto  V' ?  =  |0,  I ).  esto  es,  IV  -  V  \ 
Por  último,  los  elementos  del  cierre  Je  Kleene  de  C  se  obtienen  concatenando  la  cadena  1 1  consigo 
misma  un  número  arbitrario  de  veces.  Por  tamo,  (’  es  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  constituidas 
por  un  número  par  de  unos.  Esto  es,  C  -  [  l3w  J  n  =0*  1, 2, ...  |.  ^ 
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DEFINICIÓN  3 


EJEMPLO  4 


EJEMPLO  5 
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AUTÓMATAS  FINITOS 


A  continuación  darnos  una  definición  de  máquina  de  estado  finito  sin  salida.  Estas  máquinas  tam¬ 
bién  se  llaman  autómatas  finitos,  y  ése  es  el  término  que  utilizaremos  de  ahora  en  adelante  para 
referimos  a  ellas.  Estas  máquinas,  a  diferencia  de  las  estudiadas  en  la  Sección  1 1 2.  no  producen 
salida,  pero  tienen  un  conjunto  de  estados  finales.  Como  veremos,  estas  máquinas  reconocen  ca¬ 
denas  que  transforman  el  estado  inicial  en  un  estado  final. 


Un  autómata  finito  M  -  (£>  /,/  F)  consiste  en  un  conjunto  finito  de  estados  S;  un  alfabe¬ 
to  fuente  /,  que  contiene  los  símbolos  de  entrada;  una  función  de  transición/,  que  asigna  a 
cada  par  de  estado  y  entrada  el  estado  siguiente  (esto  es,  / :  S  x  /  ->  S );  un  estado  inicial  s0,  y 
un  subconjunto  F  de  S  de  estados  finales. 


Podemos  representar  un  autómata  finito  utilizando  tanto  los  diagramas  como  las  tablas  de  estados. 
En  los  diagramas  de  estados  representaremos  los  estados  finales  rodeados  por  círculos  dobles. 

Construye  el  diagrama  de  estados  del  autómata  finito  M  -  (5.  /,/  $i},  F),  donde  5  -  vr  sv  s  f, 
/  -  { 0,  !},/'  =  {  s{y  ,í3  ¡  y  la  función  de  transición  /es  la  dada  en  la  Tabla  1 . 

Solución:  El  diagrama  de  estados  se  muestra  en  la  Figura  \ .  Observa  que  puesto  que  ambos  datos 
de  entrada,  0  y  1?  transforman  el  estado  en  j  escribimos  una  única  arista  dirigida  de  a  s  con 
la  etiqueta  0,  !,  M 

La  fundón  de  transición  /se  puede  extender  de  modo  que  esté  definida  para  todos  los  pares 
de  estado  y  cadena;  esto  es, /admite  una  extensión,  que  denotaremos  igual,/;  S  x  F  Sea  v  - 
v  x  ...  v,  una  cadena  de  t  .  Entonces,  fíx,  x)  es  el  estado  obtenido  al  tomar  sucesivamente  como 
entrada  cada  símbolo  de  la  cadena  x,  de  izquierda  a  derecha,  comenzando  por  el  estado  s{.  De  5, 
pasamos  al  estado  =f(sv  x,)  y  de  ahí  a  s ,  =f(s,r  xj  y  así  sucesivamente,  hasta  que,  finalmente. 
f(xv  je)  =f{st,  Xk). 

Se  dice  que  una  cadena  .ves  aceptada  o  reconocida  por  el  autómata  M  -  (ó,  i,jr  s{r  /  )  si 
transforma  el  estado  inicial  si}  en  algún  estado  final,  esto  es «/ÍV  -v)  yn  esla^°  óe  F.  El  lengua¬ 
je  reconocido  o  aceptado  por  un  autómata  finito  M\  denotado  por  L{M),  es  el  conjunto  de  todas 
las  cadenas  reconocidas  por  M.  Se  dice  que  dos  autómatas  son  equivalentes  si  ambos  reconocen 
el  mismo  lenguaje. 


Determina  el  lenguaje  reconocido  por  los  autómatas  finitos  Mr  M,  y  A/  de  la  Figura  2, 


Solución:  El  único  estado  final  de  es  s(y  Las  cadenas  que  transforman  el  estado  i  en  sí  mismo 
son  la  cadena  vacía  y  cualquier  cadena  formada  por  unos.  De  aquí  que  ¿(A/)  =  ( 1 "  |  n  -  0,  1 .  2, ...  ] . 


STEPHEN  COLE  K  LE  ENE  (1909-1994)  Siephert  Kleene  nació  en  Hartford,  Conneetjcul.  Su  madre,  Alice  Lena 
Colé,  era  poetisa,  y  su  padre,  Gustav  Adolph  Kleene,  era  profesor  de  economía.  Kleene  estudió  en  el  Amhersl  Col  lepe  y  se 
doctoró  en  Princeton  en  1934.  bajo  la  dirección  de!  famoso  Alonzo  Church,  especialista  en  lógica  matemática.  Kleene  se 
incorporó  como  profesor  a  la  Universidad  de  Wisconsin  en  1935,  donde  permaneció  salvo  algunas  estancias  en  otras  ins¬ 
tituciones,  entre  ellas  el  Instituís  for  Advanced  SukIv  en  Princeton,  Durante  la  Segunda  Guerra  Mundial  fue  instructor  de 
navegación  en  la  Escuela  de  Guardi amarinas  de  la  Reserva  Naval  de  Estados  Unidos  y  posteriormente  sirvió  como  direc¬ 
tor  del  Laboratorio  de  investigación  Naval.  Kleene  hizo  contribuciones  relevantes  a  3a  teoría  de  las  funciones  recursivas, 
investigando  cuestiones  relativas  a  la  comp afabilidad  y  Ja  dec idi hií idad,  y  demostró  uno  de  los  resultados  centrales  de  la 
teoría  de  autómatas,  Fue  director  del  Mal  hematíes  Research  Cerner  y  decano  del  Collcge  of  Lctters  and  Sciences,  ambos 
de  la  Universidad  de  Wisconsin,  Kleene  se  interesó  toda  su  vida  por  las  ciencias  naturales.  Descubrió  una  variedad  no  cla¬ 
sificada  de  mariposa  a  la  que  se  le  dio  su  nombre.  Fue  un  montañero  y  escalador  entusiasta.  Kleene  destacó  también  por 
su  talento  a  3a  hora  de  contar  anécdotas,  para  Jo  que  utilizaba  su  poderosa  voz.  que  podía  oírse  a  varios  despachos  de  dis¬ 
tancia. 


1 


Modelos  de  computación  709 


Tabla  i 

/ 

Entrada 

E  sí  ¿ido 

0  1 

*0  Sl 

\  S1 

h  s. 

Figura  1*  R1  diagrama  de  estados  para  un 
autómata  finito* 


El  único  estado  final  de  Aín  es  s Las  únicas  cadenas  que  transforman  el  estado  si}  en  v,  son  1 
y  01.  Por  tanto,  L(M2)  -  j  L  Ül } * 

Los  estados  finales  de  Af,  son  sQ  y  sv  Las  únicas  cadenas  que  transforman  el  estado  sfl  en  sQ 
son  X,.  0.  OÜ,  000 . esto  es»  cualquier  cadena  con  cero  o  más  ceros  consecutivos.  Las  únicas  ca¬ 

denas  que  transforman  el  estado  en  s3  son  las  cadenas  que  comienzan  por  cero  o  más  ceros  con¬ 
secutivos,  seguidos  de  la  cadena  10,  seguidos  de  cualquier  cadena.  Por  tanto,  L{ M)  -  [0\  0ri10.v| 
n  =  0,  t ,  2t ...  y  x  es  cualquier  cadena  j .  4 

Los  autómatas  finitos  vistos  hasta  ahora  son  deterministas,  puesto  que  la  función  de  transi¬ 
ción  asigna  a  cada  par  de  estado  y  entrada  un  único  estado  siguiente.  Hay  otro  tipo  de  autómata  fi¬ 
nito  que  puede  asignar  varios  posibles  estados  siguientes  a  cada  pareja  de  entrada  y  estado.  Tales 
máquinas  se  llaman  no  deterministas.  Los  autómatas  no  deterministas  son  importantes  para  de- 
te  n  n  m  ar  q u c  ! c n gu  aj e s  pu ede n  se r  rccon oe  t c  1  os  por  un  a ut ór n ata. 
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DEFINICIÓN  4 
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EJEMPLO  6 


EJEMPLO  7 


EJEMPLO  S 


Uii  autómata  finito  no  determinista  M  =  <SJ  /,/  sy  F )  consiste  m  un  conjunto  finito  de  esta¬ 
dos  S,  un  alfabeto  fuente  f  que  contiene  ios  símbolos  de  entrada,  una  función  de  transición/ 
que  asigna  un  conjunto  de  estados  a  cada  par  de  estado  y  entrada  (esto  es;  / :  S  X  I  P(S))t 
un  estado  inicial  y  un  subconjunto  F  de  S  formado  por  los  estados  finales, 

.■ . . -  -  '  ■  .  .  ^ 

Podemos  representar  un  autómata  finito  no  determinista  mediante  tablas  o  diagramas  de  estados. 
Cuando  utilizamos  una  tabla,  para  cada  par  de  estado  y  entrada  damos  una  lista  con  los  estados  si’ 
guíenles.  En  ci  diagrama  de  estados  incluimos  una  arista  orientada  desde  cada  estado  a  todos  los 
posibles  estados  siguientes,  etiquetando  las  aristas  con  ta  entrada  o  entradas  que  definen  esa 
transición. 

Halla  el  diagrama  de  estados  de!  autómata  no  determinista  cuya  tabla  de  estados  se  muestra  en  la 
Tabla  2.  Los  estados  finales  son  s2  y  sy 

Solución:  El  diagrama  de  estados  para  este  autómata  se  muestra  en  la  Figura  3.  4 

Halla  la  tabla  de  estados  del  autómata  no  determinista  cuyo  diagrama  de  estados  se  muestra  en  la 
Figura  4. 

Solución:  La  tabla  de  estados  se  da  en  la  Tabla  3.  4 

¿Qué  significa  que  un  autómata  finito  no  determinista  reconozca  una  cadena  v  =  jqx,  a  ,?  El 
primer  símbolo  de  entrada  transforma  el  símbolo  inicial  s0  en  un  conjunto  de  estados  Sj.  El  si¬ 
guióme  símbolo  x2  transforma  cada  uno  de  los  estados  de  S{  en  un  conjunto  de  estados.  Sea  S2  la 
unión  de  estos  conjuntos.  Continuamos  el  proceso  incluyendo  en  cada  paso  todos  los  estados  ob¬ 
tenidos  al  utilizar  un  estado  obtenido  en  d  paso  previo  y  el  símbolo  de  entrada  en  curso.  Se  dice 
que  el  autómata  reconoce,  o  acepta,  la  cadena  a  si  en  el  conjunto  de  todos  los  estados  hay  un  es¬ 
tado  final  al  que  se  llega  desde  utilizando x  El  lenguaje  reconocido  por  un  autómata  no  de 
term mista  es  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  reconocidas  por  este  autómata. 


Halla  ei  lenguaje  reconocido  por  el  autómata  no  determinista  de  la  Figura  4r 


Solución:  Puesto  que  s  es  un  estado  final  y  hay  una  transición  desde  a  sí  mismo  cuando  la  en¬ 
trada  es  el  símbolo  0,  la  máquina  reconoce  todas  las  cadenas  que  constan  de  cero  o  más  ceros 
consecutivos.  Además,  puesto  que  s4  es  un  estado  final,  cualquier  cadena  de  entrada  tal  que  sl  está 
en  c!  conjunto  de  estados  que  pueden  alcanzarse  desde  s0  con  dicha  cadena  es  una  cadena  reco¬ 
nocida  por  el  lenguaje.  Las  únicas  cadenas  que  verifican  lo  anterior  constan  de  cero  o  más  ceros 
consecutivos  seguidos  por  01  olí.  Puesto  que  s{)y  $4  son  los  únicos  estados  finales,  el  lenguaje  re¬ 
conocido  por  la  máquina  es  ¡  0\  (P  0 1 , 0*1 1  |  n  ^  0  /  4 


Tabla  2 

f 

Entrada 

Estado 

0 

/ 

h 

% 

r 

* 

■V  S3 

h 

V  ‘S2 

r 

V  s  r 

Inicio 


Figura  3.  El  autómata  finito  no  determinista 
cuya  tabla  de  estados  se  da  en  la  Tabla  2. 
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EJEMPLO  9 
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Un  hecho  importante  es  que  el  lenguaje  reconocido  por  un  autómata  no  determinista  también 
es  reconocido  por  un  autómata  determinista.  Usaremos  este  hecho  en  la  siguiente  sección  cuando 
determinemos  qué  lenguajes  son  reconocidos  por  los  autómatas  finitos. 


Si  el  lenguaje  L  es  reconocido  por  un  autómata  finito  no  determinista  entonces  L  también 
es  reconocido  por  un  autómata  finito  determinista  Mv 


Demostración :  Describiremos  cómo  construir  el  autómata  finito  determinista  M  que  reconoce  a  L 
a  partir  de  Aín,el  autómata  no  determinista  que  reconoce  a  este  lenguaje.  Cada  estado  de  M  estará 
constituido  por  un  conjunto  de  estados  de  A/n.  El  símbolo  inicial  de  M  es  f  _v  fi  el  conjunto  que  con¬ 
tiene  al  estado  inicial  de  Mn.  El  alfabeto  fuente  de  es  el  mismo  que  el  de  M<y  Dado  un  estado  [  .V 
S .  S  }  de  Mv  el  símbolo  de  entrada  x  transforma  este  estado  en  el  conjunto  unión  de  los  estados 

siguientes  de  los  elementos  de  este  conjunto,  esto  es,  la  unión  de  los  conjuntos  j\s.  h  l\s  ) . J\s  ), 

Los  estados  de  M]  son  todos  tos  subconjuntos  del  conjunto  S  de  los  estados  de  ,V/(1  que  se  obtienen  de 
esta  manera  partiendo  de  su.  (En  principio,  la  máquina  determinista  puede  tener  hasta  2n  estados,  sien¬ 
do  n  el  número  de  estados  de  la  máquina  no  determinista,  puesto  que  todos  tos  subconjuntos  pueden 
ser  estados,  incluyendo  el  conjunto  vacío;  sin  embargo,  usualmentc  aparecen  muchos  menos  esta¬ 
dos).  Los  estados  finales  de  son  aquellos  conjuntos  que  contienen  un  estado  final  de  A7lV 

Supongamos  que  una  cadena  de  entrada  es  reconocida  por  A£ü.  Entonces  uno  de  los  estados 
que  se  puede  alcanzar  desde  sn  utilizando  esta  cadena  de  entrada  es  un  estado  final  (el  lector  pue¬ 
de  demostrarlo  por  inducción).  Esto  significa  que  en  Mt  esta  cadena  de  entrada  transforma  \  sj  en 
un  conjunto  de  estados  de  A7n  que  contiene  un  estado  final.  Este  subconjunto  es  un  estado  final  de 
Mr  así  que  esta  cadena  también  es  aceptada  por  Además,  una  cadena  de  entrada  que  no  sea 
aceptada  por  A/(  no  lleva  a  ningún  estado  final  de  A7  (+  (El  lector  debería  completar  los  detalles  que 
restan  para  justificar  esta  afirmación).  En  consecuencia,  esta  cadena  de  entrada  no  transforma  la 
configuración {r0|  en  un  estado  final  de  My 

Halla  un  autómata  determinista  que  reconozca  el  mismo  lenguaje  que  el  autómata  no  determinis¬ 
ta  del  Ejemplo  7. 

Solución:  El  autómata  determinista  que  se  muestra  en  la  Figura  5  se  construye  a  partir  del  autó¬ 
mata  no  determinista  del  Ejemplo  7.  Los  estados  del  autómata  determinista  son  subconjuntos  del 
conjunto  de  todos  los  estados  de  la  máquina  no  determinista.  El  siguiente  estado  de  un  subconjunto 
y  un  símbolo  de  entrada  es  el  subconjunto  que  contiene  los  estados  siguientes  en  el  autómata  no 
determinista  de  todos  los  elementos  de  este  subconjunto.  Por  ejemplo,  para  la  entrada  0,  \s0]  se 
transforma  en  (,vftt  s2\f  puesto  que  su  tiene  transiciones  a  sí  mismo  y  a  a\  en  la  máquina  no  deter¬ 
minista;  la  entrada  í  transforma  el  conjunto  \siy  s2]  en  [sv  54K  puesto  que  en  la  máquina  no  de¬ 
terminista  s0  se  transforma  en  s,  y  se  transforma  en  sfi  cuando  la  entrada  es  L  y  el  conjunto  ( srsA  I 
va  a  \s,\  cuando  la  entrada  es  0,  puesto  que  y  sA  ambos  se  transforma  en  sy  cuando  la  entrada  es  (I 
en  la  máquina  no  determinista.  Todos  los  subconjuntos  obtenidos  de  este  modo  se  incluyen  entre 
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Kígurii  5.  Un  autómata  determinista  equivalente  al  autómata  no 
determinista  del  Ejemplo  7. 


los  estados  de  la  máquina  determinista.  Observa  que  el  conjunto  vacío  es  uno  de  los  estados  de  esta 
máquina,  puesto  que  es  el  subconjunto  que  contiene  todos  los  estados  siguientes  a  UJ  con  entrada  L 
El  estado  inicial  es  \sn]  y  el  conjunto  de  todos  los  estados  finales  está  formado  por  todos  aquellos 
que  incluyen  a  $0  o  a  s4  <4 


Problemas 

f .  Sean  A  =  [0,  1 1 }  y  B  =  {00,  0]  ] .  Halla  cada  uno  de  es¬ 
tos  conjuntos. 

a)  AB  b>  BA  e>  A2  di  B* 

2,  Demuestra  que  si  A  es  un  conjunto  de  cadenas,  entonces 
,40  =:  04  =  0 

3*  llalla  todos  los  pares  de  conjuntos  de  cadenas  A  y  B 
para  los  que  AB  =  ( 10,  i  11.  1010,  1000,  1011 1, 
101 000  f 

4,  Demuestra  que  son  ciertas  las  igualdades  siguientes. 

a) 

b )  (A‘f  =  A  para  t  od  o  cor  i  j  u  n  t  o  d  e  c  a  den  as  A. 

5É  Describe  los  elementos  del  conjunto  A'  para  los  valores 
de  A  siguientes: 

a)  (10)  b)  I1I1I  e)  {0, 01]  d)  ji,  101  ] 

6.  Sea  V  un  alfabeto  y  sean  A  y  B  su bcon juntos  de  V".  De¬ 
muestra  que  |  AB  |  s  |  A  \  \  B  | , 

7.  Sea  V  un  alfabeto  y  sean  .4  y  B  subconjuntos  de  V  \  con 
4  C  B  Demuestra  que  .4*  C  B\ 

b,  Supongamos  que  A  es  un  subeon junto  de  V*  donde  \  es 
un  alfabeto.  Justifica  si  son  verdaderas  o  falsas  las  si¬ 
guientes  afirmaciones. 

a)  A  C  A: 

I»)  SI  A  -  A\  entonces  Xe  A 
c»  A{\\  =A 

d)  (AT  =  A* 

e)  A*A=A* 

f)  | A* \  -  \Á\" 

9*  Determina  sí  la  cadmía  1 1 101  está  o  no  en  cada  uno  de 
*  estos  conjuntos: 

a)  |0J  r 


c)  mu*  non  <■>  innoir 

et  mmorm  n  1111,0001100,01} 

10,  Determina  si  cada  una  de  las  cadenas  siguientes  es  reco¬ 
nocida  o  no  por  d  autómata  determinista  de  la  Figura  L 

a)  010  b)  1101  c)  11  UilO  di  010101010 

1 1.  Determina  si  todas  las  cadenas  de  cada  uno  de  los  si¬ 
guientes  conjuntos  son  reconocidas  o  no  por  d  autóma¬ 
ta  determinista  de  la  f  igura  I. 

a)  fot*  b)  |0} (OI*  c)  UH0}+ 

en  (oí  r  e>  ion  ir  o  f  i  no,  1 1^ 

En  los  Problemas  12-16,  halla  el  lenguaje  reconocido  por  el  au¬ 
tómata  determinista  dado. 


b)  tuwm 


i 
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lin  los  Problemas  17-21 ,  halla  el  lenguaje  reconocido  por  el  an¬ 
ión!  ara  no  determinista  dado. 


18, 


19. 


23.  Halla  un  autómata  determinista  que  reconozca  el  mismo 
lenguaje  que  e!  autómata  no  determinista  del  Problema  1 8. 

24.  Halla  uri  autómata  determinista  que  reconozca  d  mismo 
lenguaje  que  el  autómata  no  determinista  del  Problema  19, 

25.  Halla  un  autómata  determinista  que  reconozca  d  mismo 
lenguaje  que  el  autómata  no  determinista  de  i  Problema  20. 

26.  Halla  un  autómata  deteiminisla  que  reconozca  el  mismo 
lenguaje  que  el  autómata  no  determinista  del  Problema  21. 

27.  Hulla  un  a  uto  m  a  t  a  deiem  linisui  que  rccon  ozca  cada  u  no 
de  Jos  conjuntos 

a)  (0)  b)  (LOO)  c)  j  V  | ir  =  2.3, 4, ...  ¡ 

28.  Halla  un  autómata  no  determinista  que  reconozca  cada 
uno  de  los  lenguajes  del  Problema  27  y  tenga  menos 
estados,  si  es  posible,  que  el  autómata  determinista  pro¬ 
puesto  en  ese  problema. 

29.  Demuestra  que  no  hay  ningún  autómata  finito  que  reco¬ 
nozca  el  conjunto  de  cadenas  de  bits  que  contienen  igual 
n limero  de  ceros  que  de  unos. 


11.4  Reconocimiento  de  lenguajes 

INTRODUCCIÓN 


Hemos  visto  que  los  autómatas  finitos  se  pueden  utilizar  para  reconocer  lenguajes.  ¿Qué  conjun¬ 
tos  pueden  reconocer  estas  máquinas?  Aunque  esto  parece  un  problema  muy  difícil,  hay  una  ca¬ 
racterización  muy  sencilla  de  los  conjuntos  aceptados  por  un  autómata  finito.  Piste  problema  lo  re¬ 
solvió  en  1956  el  matemático  estadounidense  Stcpben  Kleene.  Demostró  que  hay  un  autómata 
finito  que  reconoce  un  conjunto  si,  y  sólo  si  este  conjunto  se  puede  construir  a  partir  del  conjun¬ 
to  vacío,  la  cadena  vacía  y  cadenas  de  un  símbolo  haciendo  uso  de  los  operadores  de  unión,  con¬ 
catenación  y  cierre  de  Kleene,  tomados  en  orden  arbitrario.  Los  conjuntos  que  se  pueden  construir 
de  este  modo  se  llaman  conjuntas  regulares. 

Las  gramáticas  regulares  se  definieron  en  la  Sección  1 1,L  Considerando  la  terminología  uti¬ 
lizada,  no  debe  sorprender  que  exista  una  relación  entre  conjuntos  regulares,  que  son  los  conjun¬ 
tos  reconocidos  por  los  autómatas  finitos,  y  las  gramáticas  regulares.  En  particular*  un  conjunto  es 
regular  si,  y  sólo  si,  está  generado  por  una  gramática  regular 

Finalmente,  hay  conjuntos  que  no  pueden  ser  reconocidos  por  ningún  autómata  finito.  Da¬ 
remos  un  ejemplo  de  este  tipo  de  conjuntos.  AI  final  de  la  sección  estudiaremos  brevemente 
otros  modelos  de  computación  más  potentes,  como  los  autómatas  a  pila  y  las  máquinas  de  Turing, 
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CONJUNTOS  REGULARES 


Los  conjuntos  regulares  son  aquellos  que  se  pueden  construir  utilizando  las  operaciones  de  concatenación, 
unión  y  cierre  de  Kleene,  en  un  orden  arbitrario,  a  partir  del  conjunto  vacío,  la  cadena  vacía  y  los  con¬ 
juntos  unitarios.  Veremos  que  los  conjuntos  regulares  son  aquellos  que  se  pueden  reconocer  utilizando  au¬ 
tómatas  finitos.  Para  definir  los  conjuntos  regulares  necesitamos  definir  ¡as  expresiones  regulares. 


DEFINICION  I  Las  expresiones  regulares  sobre  un  conjunto  /  se  definen  recursivamente  por: 

el  símbolo  0  es  una  expresión  regular; 
el  símbolo  X  es  una  expresión  regular; 
el  símbolo  t  es  una  expresión  regular  si  x  é  /; 

los  símbolos  (AB),  (A  U  B)  y  A*  son  expresiones  regulares  si  A  y  B  son  expresiones  re¬ 
gulares. 

Cada  expresión  regular  representa  un  conjunto  determinado  por  estas  regias: 

0  representa  al  conjunto  vacío,  esto  es,  el  conjunto  sin  cadenas; 

X  representa  al  conjunto  (X(,  que  es  el  conjunto  que  contiene  a  la  cadena  vacía: 
v  representa  al  conjunto  |_v|,  que  contiene  la  cadena  formada  únicamente  por  el  símbolo  v: 
(AB)  representa  a  la  concatenación  de  los  conjuntos  representados  por  A  y  B; 

(A  U  B  >  representa  a  la  unión  de  los  conjuntos  representados  por  A  y  B; 

A*  representa  el  cierre  de  Kleene  del  conjunto  representado  por  A. 

Los  conjuntos  representados  por  expresiones  regulares  se  llaman  conjuntos  regulares.  De  ahí  que 
las  expresiones  regulares  se  utilicen  para  describir  conjuntos  regulares.  Así,  cuando  hagamos  re¬ 
ferencia  al  conjunto  regular  A,  estaremos  refiriéndonos  al  conjunto  de  las  expresiones  regulares  re¬ 
presentadas  por  la  expresión  regular  A,  El  siguiente  ejemplo  muestra  cómo  se  usan  las  expresiones 
regulares  para  especificar  conjuntos  regulares, 

EJEMPLO  1  ¿Cuáles  son  las  cadenas  de  los  conjuntos  regulares  representados  por  las  expresiones  regulares  10  , 
( 10)\  0  U  01.  Oí 0  U  I)- y  (OI)*? 

Solución;  Los  conjuntos  regulares  representados  por  estas  expresiones  se  muestran  en  la  Tabla  1, 
como  el  lector  podra  comprobar.  < 

TEOREMA  DE  KLEENE 


En  1956,  Kleene  demostró  que  los  conjuntos  regulares  son  los  conjuntos  aceptados  por  un  autó¬ 
mata  finito.  Por  ello,  este  importante  resultado  se  llama  Teorema  de  Kleene. 

i 

TEOREMA  t  I  EOREMA  DE  KLEENE  Un  conjunto  es  regular  si,  y  sólo  sí,  es  reconocido  por  un  au- 
S  tomata  finito. 

El  teorema  de  Kleene  es  uno  de  los  resultados  centrales  de  la  teoría  de  autómatas.  Demostraremos 
Ert,aces  la  condición  necesaria  de  este  teorema,  es  decir,  que  todo  conjunto  regular  es  reconocido  por  un 
autómata  finito.  La  condición  suficiente,  esto  es,  que  un  conjunto  reconocido  por  un  autómata  es 
regular,  se  deja  como  ejercicio  para  d  lector. 

Demostración:  Recordamos  que  un  conjunto  regular  está  definido  en  términos  de  expresiones  re¬ 
gulares  que  se  han  definido  recursivamente.  Podemos  demostrar  que  todo  conjunto  regular  es  re¬ 
conocido  por  un  autómata  mediante  inducción  estructural,  esto  es.  realizando  las  siguientes  de¬ 
mostraciones  básicas. 


Mode J  os  de  c ompu  i  ac íód  1  \  5 


Tabla  1 

Expresión 

Cadenas 

10* 

un  1  seguido  por  cualquier  número  de  ceros  (incluyendo  ningún  0) 

(LO)* 

cualquier  número  de  copias  de  10  (incluyendo  la  cadena  nula) 

0U01 

la  cadena  0  o  la  cadena  01 

0(0  U  1>* 

cualquier  cadena  que  comience  por  0 

(0*1)* 

cualquier  cadena  que  no  termine  por  0 

L  Demostrar  que  0  es  reconocido  por  un  autómata  finito* 

2.  Demostrar  que  |  A,[  es  reconocido  por  un  autómata  finito. 

3*  Demostrar  que  {a\  es  reconocido  por  un  autómata  finito  para  todo  símbolo  a  de  /. 

4.  Demostrar  que  AB  es  reconocido  por  un  autómata  finito  si  Ay  B  Jo  son. 

5.  Demostrar  que  A  U  B  es  reconocido  por  un  autómata  finito  sí  A  y  fi  lo  son. 

6*  Demostrar  que  A'  es  reconocido  por  un  autómata  finito  si  -4  Jo  es. 

Ahora  consideramos  cada  una  de  las  tareas  anteriores.  Primero,  demostramos  que  0  es  reconocido 
por  un  autómata  no  determinista.  Para  ello,  necesitamos  un  autómata  sin  estados  finales.  Tal  au¬ 
tómata  se  muestra  en  la  Figura  l(a). 

En  segundo  lugar,  demostramos  que  { X\  es  reconocido  por  un  autómata  finito.  Para  ello,  todo 
lo  que  necesitamos  es  un  autómata  que  reconozca  a  Á,  la  cadena  vacía,  y  a  ninguna  otra  cadena. 
Esto  se  puede  hacer  sin  más  que  imponer  que  el  estado  inicial  st[  sea  un  estado  final  y  que  el  au¬ 
tómata  no  tenga  transiciones,  de  manera  que  no  haya  ninguna  otra  cadena  que  transforme  .v0  en  un 
estado  final.  El  autómata  finito  no  determinista  de  la  figura  l(b)  muestra  esa  máquina. 

En  tercer  tugar,  demostramos  que  |  a  |  es  reconocido  por  un  autómata  no  determinista.  Para 
día  pandemos  usut  una  máquina  con  un  estado  inicial  s{i  y  un  estado  Final  sy  Hay  una  transición  del 
estado*,  ai  estado  st  si  la  entrada  es  a  y  no  hay  otras  transiciones.  La  única  cadena  reconocida  por 
esta  máquina  es  a.  Esta  máquina  se  muestra  en  la  Figura  líe). 

Seguidamente,  demostramos  que  AB  y  A  U  B  son  conjuntos  reconocidos  por  un  autómata 
finito  si  A  y  B  son  lenguajes  reconocidos  por  el  autómata.  Supongamos  que  A  es  reconocido  por 
Ma  =  (Sv  IJy  sÁ,  Fa)  y  B  es  reconocido  por  \íH  -  (SR,  sB,  FH). 

Comenzamos  construyendo  una  máquina  de  estado  finito  M^  =  (Sui,  L  f  xñ,  Fw)  que  re¬ 

conoce  el  lenguaje  AB.  la  concatenación  de  A  y  B,  Construimos  esa  máquina  combinando  en  serie 
las  máquinas  para  A  y  B,  de  modo  que  una  cadena  de  A  transforma,  en  la  nueva  máquina  M  el 
estado  inicial  sA  de  MA  en  el  estado  inicial  sH  de  Mg .  Una  cadena  de  B  transformaría,  en  la  máqui¬ 
na  A7  el  estado  s  e n  un  estado  final  de  A/4r  Por  tanto,  realizamos  la  siguiente  construcción.  Sea 
5  -  SA  U  SI{  El  estado  inicial  sVi  de  Mm  es  vv  El  conjunto  de  estados  finales,  Fw ,  es  el  conjunto 

de  estados  finales  de  Afr  incluyendo  xAít  si,  y  solo  si.  A.  e  A  H  B.  Además,  si  X  e  8  también  son  es- 
lados  finales  de  F Uí  los  estados  finales  de  A/..  Las  transiciones  de  A/, .son  todas  las  transiciones  de 
M ^  v  de  Mg,  así  como  otras  transiciones  de  nueva  creación.  Para  cada  transición  de  A/]  que  trans¬ 
forma  un  estado  en  un  estado  final,  creamos  una  transición  en  M XB  desde  ese  mismo  estado  hasta 
sH,  con  los  mismos  datos  de  entrada.  Además,  si  X  e  A.  entonces  para  cada  transición  que  pana  de 
sB  construimos  una  transición  en  M  desde  $  que  llega  al  mismo  estado.  De  este  modo,  una  ca¬ 
dena  de  .4  transforma  el  estado  ,v  en  sB  en  M  y,  posteriormente,  una  cadena  de  B  transforma  sfí 
en  un  estado  final  de  Mw  La  Figura  2(a)  muestra  un  esquema  de  esta  construcción. 

Construimos  una  máquina  Mv  B  -  (S4ujr  Lfv  B ,  sM  H  Fs  ¡B)  que  reconoce  a  A  U  B.  Este  au¬ 
tómata  se  puede  construir  combinando  M  y  Mfi  en  paralelo,  utilizando  un  nuevo  estado  inicial  cu¬ 
yos  estados  siguientes  son  los  estados  siguientes  a  y  SB*  Sea  ;H  =  SA  U  Sg  U  { sM  ,íf ).  donde 


Inicio- 

(a)  (b)  te) 

Figura  1,  Autómatas  finitos  no  deterministas  que  reconocen  algunos  conjuntos  básicos. 
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.y  es  un  nuevo  estado,  que  es  el  estado  inicial  de  MAUS:.  Definimos  el  conjunto  de  estados  finales, 
como  FV)S  -  Fa  U  Fb  U  |  sÁuB }  si  X  e  A  U  B  y  FA  U  F&  en  otro  caso.  El  conjunto  de  las  transiciones 
de  M  &  contiene  las  transiciones  de  la  máquina  M A  y  las  de  \ífí.  Además,  porcada  transición  en  M 
desde  sA  a  un  estado  s  para  una  entrada  /,  incluimos  una  transición  en  MAuS  desde  sv  B  hasta  5  para 
el  mismo  dato  de  entrada  ó  y  para  cada  transición  en  Mp¡  desde  s&  a  un  estado  a  para  una  entrada  i,  in¬ 
cluirnos  una  transición  en  Af  desde  ,y  hasta  s  para  el  mismo  dato  de  entrada  i.  De  este  modo, 
una  cadena  de  A  en  M v  transforma  el  estado  sAUB  en  un  estado  final  y  una  cadena  de  B  transforma 
el  estado  s  en  un  estado  final.  La  Figura  2{b)  ilustra  la  construcción  de  M 

Finalmente,  construimos  MA%  -  (S^ ,  Itf  .  sA*  FA  J,  una  máquina  que  reconoce  a  A\ el  cierre 
de  Kieen  de  A .  Sea  S  el  conjunto  que  contiene  a  todos  los  estados  de  SA  junto  con  un  estado  adi¬ 
cional  s  ,  que  es  el  estado  inicial  de  Ja  nueva  máquina.  El  conjunto  de  estados  finales  F  A  incluye 
los  estados  finales  de  F  así  como  el  estado  inicial  s  ,  ya  que  X  debe  ser  reconocida.  Para  poder 
reconocer  las  concatenaciones  de  un  número  arbitrario  de  cadenas  de  .4,  incluimos  todas  las 
transiciones  de  Además,  por  cada  transición  en  Ai  desde  s  a  un  estado  s  para  una  entrada  if 
incluimos  una  transición  en  Af  desde  a  r  hasta  5  para  el  mismo  dato  de  entrada  i,  y  una  transición 
desde  cada  estado  final  hasta  s  para  el  mismo  dato  de  entrada  L  Con  este  conjunto  de  transiciones, 
una  cadena  formada  por  concatenaciones  de  cadenas  de  A  transformará  el  estado  ,y,v,  en  un  estado 
final  tras  leer  la  primera  cadena  de  A,  volverá  a  un  estado  final  tras  leer  la  segunda  cadena  de  A  y 
así  sucesivamente.  La  Figura  2{c)  ilustra  3a  construcción  realizada.  <a 


(a) 


I  a  transición  a  un  estado  final  de  MA  produce  una  transición  a  % 


1 


La  transición  desde  %  en  M8  produce  una  transición  desde  sA8  =  sA, 


El  estado  inicia]  sAB  -  que  .es  final  si  sÁ  y  snn  finales. 


Los  estados  finales  incluyen  todos  los  estados  finales  de  M}i. 


Ma¬ 


to 


Las  transiciones  desde  sA  producen  transiciones  desde  sA*  y  todos  los  estados  finales  de  MÁ. 


flash 


-sSf' 


Figura  2.  Construcción  de  un  autómata  que  reconoce  concatenaciones,  uniones  y  cierres  de  K leerse. 


Modelas  de  computación  717 


Se  puede  construir  un  autómata  no  determinista  para  cualquier  conjunto  regular  utilizando  d 
procedimiento  descrito  en  esta  demostración.  Ilustramos  cómo  hacerlo  en  el  Ejemplo  2. 

EJEMPLO  2  Construye  un  autómata  no  determinista  que  reconozca  al  conjunto  regular  1*  u  01 

Solución:  Comenzamos  construyendo  una  máquina  que  reconozca  a  1*.  Esto  se  hace  utilizando  la 
máquina  que  reconoce  al  conjunto  1  y  la  construcción  de  MA,  descrita  en  la  demostración.  Seguida¬ 
mente,  construimos  una  máquina  que  reconozca  a  01.  utilizando  máquinas  que  reconozcan  a  O  y  a  1, 
junto  con  la  construcción  de  MAñ  dada  en  la  demostración.  Finalmente,  utilizaremos  la  construcción 
realizada  para  MÁVB  en  la  construcción  de  la  máquina  para  1*  U  01,  El  proceso  de  construcción  se 
muestra  en  la  Figura  3.  Los  estados  en  las  sucesivas  máquinas  se  han  etiquetado  utilizando  distintos 


!*U0l 


i-Ufil 


(bj 


Figura  3.  Autómata  no  determinista  que  reconoce  a  1*  U  01. 
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TIOREMA  2 


EJEMPLO  3 


subíndices,  incluso  cuando  un  estado  se  forma  a  partir  de  uno  usado  previamente  en  otra  máquina. 
Obsérvese  que  i  a  construcción  dada  no  produce  i  a  máquina  más  simple  que  reconoce  a  1*  U  01.  En 
la  Figura  3(b)  se  muestra  una  máquina  más  sencilla  que  reconoce  a  este  conjunto.  ^ 


CONJUNTOS  REGULARES  Y  GRAMÁTICAS  REGULARES 


En  la  Sección  1 1.1  introdujimos  las  gramáticas  con  estructura  de  frase  y  definimos  distintos  tipos 
de  gramáticas.  En  particular,  definimos  las  gramáticas  regulares  o  de  tipo  3.  que  son  gramáticas 
(/  =  (\\  T,  S,  P).  donde  cada  producción  es  de  la  forma  S  — »  X,  A  — >  a  o  A  — >  aB.  siendo  a  un  sím¬ 
bolo  terminal  y  A  y  B  símbolos  no  terminales.  Tal  y  como  sugiere  la  terminología,  hay  una  rela¬ 
ción  muy  estrecha  entre  gramáticas  regulares  y  conjuntos  regulares. 


Un  conjunto  está  generado  por  una  gramática  regular  si,  y  sólo  su  es  un  conjunto  regular. 


Demostración:  Primero  demostramos  que  un  con  junto  generado  por  una  gramática  regular  es  un 
conjunto  regular.  Supongamos  que  G  =  {V.  7\  S,  P)  es  una  gramática  regular  que  genera  el  con¬ 
junto  /.(C),  Para  demostrar  que  LiG)  es  regular,  por  el  Teorema  de  Kleene,  hasta  con  construir  una 
máquina  no  determinista  M  -  (5,  /./.  F)  que  reconozca  a  L{G)>  Definimos  5.  el  conjunto  de  es¬ 
tados.  del  siguiente  modo:  por  cada  símbolo  no  terminal  A  de  G  consideramos  un  estado  s.  y  para 
el  símbolo  inicial  S  consideramos  el  estado  inicial  ao.  Además,  añadimos  un  estado  adicional  sr 
que  es  un  estado  final.  El  conjunto  /  del  alfabeto  fuente  será  el  de  los  símbolos  terminales  de  C, 
esto  es,  /  -  7\  Las  transiciones  de  M  se  forman  a  partir  de  las  producciones  de  G  del  modo  si¬ 
guiente.  Hay  una  transición  que  transforma  el  estado  s  en  con  la  entrada  a  si  A  — y  a  es  una 
producción  de  G:  hay  una  transición  que  transforma  el  estado  sA  en  *  con  la  entrada  a  sí  A  — >  aB 
es  una  producción  de  G.  El  conjunto  de  estados  finales  F.  que  incluye  al  estado  incluye  a  sfí 
si  S  X  es  una  producción  de  G.  No  es  difícil  comprobar  que  el  lenguaje  reconocido  por  M  es 
el  lenguaje  generado  por  la  gramática  G\  esto  es.  L{ M)  -  lAG).  Esto  se  puede  hacer  determi¬ 
nando  las  palabras  que  transforman  el  estado  inicial  en  un  estado  final.  Los  detalles  se  dejan 
como  ejercicio  para  el  lector.  <] 


Antes  de  demostrar  el  recíproco,  ilustramos  cómo  se  construye  una  máquina  no  determinis¬ 
ta  que  reconoce  al  mismo  conjunto  que  una  gramática  regular. 

Construye  un  autómata  no  determinista  que  reconozca  el  lenguaje  generado  por  la  gramática 
regular  G  =  (Vj  T,  S,  P\  donde  V  =  i  0.  L  .4,  $  | ,  T  -  \  0,  1 ) ,  y  las  producciones  de  P  son  S  m  1 4, 
S  ->  0,  $  -*M  -»  04,  A  ->  14  y  4  ->  1. 


Solución :  El  diagrama  de  estados  para  el  autómata  no  determinista  que  reconoce  a  L(G)  se 
muestra  en  la  Figura  4.  Este  autómata  se  construye  siguiendo  el  procedimiento  descrito  en  la  de¬ 
mostración.  En  este  Autómata  el  estado  asociado  a  S  es  ,\i(,  .v,  es  el  estado  asociado  a  4  y  s,  es  el  es¬ 
tado  final.  < 

Pasamos  a  con  pletar  la  demostración  del  Teorema  2. 


Demostración:  Vamos  a  demostrar  que  si  un  conjunto  es  regular,  entonces  hay  una  gramática  re¬ 
gular  que  lo  genera.  Supongamos  que  Al  es  una  máquina  de  estado  finito  que  reconoce  al  conjun¬ 
to  con  la  propiedad  de  que  el  estado  inicial  de  AL  nunca  es  el  estado  siguiente  de  ninguna  tran¬ 
sición.  {Esto  no  supone  ninguna  restricción;  en  el  Problema  14  se  muestra  cómo  obtener  esa 
máquina).  La  gramática  G  -  (V.  Tf  S*  P)  se  define  como  sigue.  El  conjunto  V  de  símbolos  de  G  se 
construye  asignando  un  símbolo  a  cada  estado  de  S  y  cada  símbolo  de  entrada  de  /.  El  con  junto  T 
de  símbolos  terminales  de  G  es  el  de  los  símbolos  formados  a  partir  de  los  símbolos  de  entrada  de  /. 
El  símbolo  inicial  S  es  el  símbolo  formado  a  partir  del  estado  inicial  s  El  conjunto  P  de  produc¬ 
ciones  de  G  está  formado  a  partir  de  las  transiciones  de  M.  En  particular,  si  el  estado  s  se  trans¬ 
forma  en  el  estado  final  para  la  entrada  a ,  entonces  se  incorpora  a  P  la  producción  A  — donde 


r 


I 
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Figura  4.  Un  autómata  finito  no  Figura  5.  Un  autómata  finito, 

determinista  que  reconoce  a  LiGh 


As  esc!  símbolo  no  terminal  formado  a  partir  del  estado  s.  Si  el  estado  s  va  al  estado  /  cuando  re¬ 
cibe  la  entrada  a,  entonces  se  incluye  en  P  la  producción  As-*aAf.  La  producción  S  — *  X  se  añade 
a  P  si.  y  sólo  si.  X  €  L(M).  Puesto  que  las  producciones  de  G  se  corresponden  con  las  transiciones 
de  M  y  las  producciones  que  llegan  a  elementos  terminales  son  aquellas  que  están  asociadas  a  las 
transiciones  que  llegan  a  un  estado  final,  no  es  difícil  ver  que  L(G )  -L{M).  Dejamos  los  detalles 
como  ejercicio  para  el  lector.  <¡ 

El  Rjemplo  4  ilustra  corno  construir  una  gramática  que  genere  el  lenguaje  reconocido  por  un 
autómata. 

EJEM  Pl  .O  4  Halla  una  gramática  regular  que  genere  el  conjunto  regular  reconocido  por  el  autómata  de  la  Figura  5. 

Solución:  La  gramática  G  -  (W  T,  S,  P )  genera  el  conjunto  reconocido  por  este  autómata,  donde 
V  =  [S«  A.  B t  0,  I  j;  los  símbolos  S,  A  y  B  se  corresponden  con  los  estados  y  respectiva¬ 
mente;  S  es  el  símbolo  inicial;  /  -  {O,  1  [,  y  las  producciones  son  *V  OA.  S  l  ZL  S  — *  L  S  — >  X. 
A  — >  ÜA.  A  — >  IB,  A—*  L  B  l£y¿?->  L  M 

UN  CONJUNTO  NO  RECONOCIDO  POR  UN  AUTÓMATA  FINITO 


Hemos  visto  que  un  conjunto  es  reconocido  por  un  autómata  finito  si.  y  sólo  si.  es  regular.  De¬ 
mostraremos  a  continuación  que  hay  conjuntos  que  no  son  regulares  dando  un  ejemplo.  La  técni¬ 
ca  utilizada  para  justificar  que  este  conjunto  no  es  regular  ilustra  un  importante  método  para  de¬ 
mostrar  que  ciertos  conjuntos  no  son  regulares. 

EJEMPLO  5  Demuestra  que  el  conjunto  (ir  I"  |  n  —  0.  L  2, ...  |  de  todas  las  palabras  formadas  por  cadenas  de 
ceros  seguidas  por  cadenas  de  unos  de  igual  longitud  no  es  regular. 

! 

Solución:  Supongamos  que  el  conjunto  es  regular.  Entonces  habría  un  autómata  finito  determinista 
M  -  (£.  l,ft  s.  t  F )  que  lo  reconoce.  Sea  N  el  número  de  estados  de  la  máquina,  esto  es,  N  =  I.S'I.  Pues¬ 
to  que  M  reconoce  todas  las  cadenas  construidas  con  un  bloque  de  ceros  seguido  por  un  bloque  con 

igual  numero  de  unos,  M  debe  reconocer  a  0V1 v.  Sea  s sr  s2 . .v,v  la  sucesión  de  estados  que  se 

obtienen  comenzando  en  si}  y  utilizando  los  símbolos  de  (LE  como  entrada,  esto  es,  s{  =f(sti>  0),  s, 
=f(sr  0),  AV=/(5V  0),  5n+|  =/(ív,  1),  ...t  |4).  Obsérvese  que  sm  es  un  estado  final. 

Puesto  que  hay  sólo  N  estados,  según  el  principio  del  palomar,  dos  de  los  N  +  I  primeros  estados, 
que  son  sn.  sr  sr  ....  deben  ser  iguales.  Sean  .í  y  ,vt  esos  dos  estados  idénticos,  con  0  ^  /  <  j  s  N. 
Esto  significa  que  /i.v .  O)  =  y.  donde  t-  i  /.  Entonces,  hay  un  bucle  de  \  en  sí  mismo  obtenido  al  uti¬ 
lizar  la  entrada  0  un  total  de  í  veces,  como  se  ilustra  en  el  diagrama  de  estados  de  la  Figura  6. 

Ahora  consideremos  la  cadena  de  entrada  ()V0TV  =  0,v+'l v.  El  número  de  ceros  consecutivos 
que  hay  al  inicio  de  este  bloque  excede  en  i  al  número  de  unos  consecutivos  que  les  siguen.  Puesto 
que  esta  cadena  no  es  de  la  forma  Ü'TJ  (ya  que  hay  más  ceros  que  unos),  M  no  la  reconoce.  Por 
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Figura  6,  El  carn i  n o  prod u c  í do  por  f >v  1 A . 


tanto ,f(s  1 0w+fljV)  no  puede  ser  un  estado  final*  Sin  embargo,  cuando  utilizamos  como  entrada  la 
cadena  ir +  '1  \  acabamos  en  el  mismo  estado  que  antes,  a  saber,  s2V,  Esto  se  debe  a  que  los  t  ceros 
adicionales  de  esta  cadena  hacen  que  recorramos  el  bucle  de  s.  en  sí  mismo  una  vez  más,  corno  se 
ve  en  la  Figura  6.  Por  tanto,  el  resto  de  la  cadena  nos  lleva  exactamente  al  mismo  estado  que  antes. 
Esta  contradicción  demuestra  que  1 0,J  1 " |  n  -  0,  1 , 2, ... }  no  es  regular.  ^ 


TIPOS  DE  MÁQUINAS  MÁS  POTENTES 


Los  autómatas  finitos  no  son  capaces  de  realizar  muchas  operaciones*  La  principal  limitación  de  es- 
Enlace  tas  máquinas  radica  en  su  capacidad  de  memoria  finita.  Esto  impide  que  reconozcan  lenguajes 
que  no  son  regulares,  como,  por  ejemplo,  {O'T'  |  n  -  0,  i,  2,  ...  j.  Puesto  que  un  conjunto  es  regular 
si,  y  sólo  si,  es  el  lenguaje  generado  por  una  gramática  regular,  el  Ejemplo  5  demuestra  que  no  hay 
una  gramática  regular  que  genere  el  conjunto  {CLP  |  n  -  0,  1,2,...].  Sin  embargo,  hay  una  gramática 
libre  de  contexto  que  sí  lo  genera.  Dicha  gramática  fue  descrita  en  el  Ejemplo  5  de  la  Sección  1 1.  L 
Debido  a  las  limitaciones  de  las  máquinas  de  estado  finito,  es  necesario  emplear  otros  mo¬ 
delos  de  computación  más  potentes,  lino  de  tales  modelos  es  el  autómata  a  pila.  Un  autómata  a 
pila  incluye  todos  los  elementos  de  un  autómata  finito,  además  de  una  pila  que  le  proporciona  una 


Enlaces 


ALAN  VtATHLSON  TU  RING  (1912-1954)  Afán  Tu  ring  nació  en  Londres,  aunque  fue  concebido  en  la  India,  donde  su 
padre  estaba  empleado  por  el  1  odian  Civil  Service.  Cuando  era  niño,  fascinado  por  la  química,  llevó  a  cabo  una  gran  va¬ 
riedad  de  experimentos,  fin  aquella  época  también  se  interesaba  por  fa  maquinaria.  Turing  asistió  a  S herbóme,  un  internado 
ingles.  En  1931  consiguió  una  beca  para  estudiaren  el  King’s  College  de  Cambridge.  Tras  defender  su  tesis  doctoral*  que 
incluía  un  redescubrí  miento  del  teorema  central  del  límite,  un  famoso  teorema  de  la  estadística*  fue  elegido  miembro  per¬ 
manente  del  King’s  College.  En  1935,  Turing  estaba  fascinado  por  el  problema  de  la  decisión,  un  problema  planteado  por 
el  gran  matemático  alemán  Hílbert,  y  que  pregunta  por  la  existencia  de  un  método  general  que  se  pueda  aplicar  a  cualquier 
afirmación  para  determinar  si  la  afirmación  es  o  no  verdadera.  Turing  disfrutaba  corriendo  (más  adelante  se  dedicarla  se¬ 
riamente  a  la  competición  como  aficiona  dol  y  un  día,  mientras  descansaba  tras  una  carrera,  descubrió  los  ideas  cruciales 
para  resolver  el  problema  de  la  decisión.  Como  parte  de  su  solución,  inventó  lo  que  hoy  día  llamamos  máquinas  de  T n- 
r¡ng,  como  el  modelo  más  general  de  uní  máquina  de  cálculo.  Haciendo  uso  de  estas  máquinas,  encontró  un  problema  de 
decisión  relacionado  con  loque  él  llamé  números  computahtcs.  que  no  podía  resolverse  por  medio  ríe  ningún  método 
general. 

Turing  visitó  la  Universidad  de  Prinecton  de  1936  a  1938  para  trabajar  con  Alonzo  Cburch,  quien  había  resuelto  tam¬ 
bién  el  problema  de  la  decisión  de  Hílbert.  En  1939,  Turing  regresó  al  King’s  College.  Al  comenzar  la  Segunda  Guerra 
Mundial,  se  incorporó  al  Foretgn  Office,  donde  realizaba  el  criptoanalisis  de  los  códigos  secretos  alemanes.  Su  contribu 
ción  a  Ja  ruptura  del  código  de  la  Enigma,  un  dispositivo  mecánico  de  cifrado  del  ejército  alemán,  contribuyó  en  gran  me¬ 
dida  a  ganar  la  guerra. 

Después  de  la  guerra,  Turing  trabajó  en  el  desarrollo  de  los  primeros  ordenadores.  Estaba  interesado  en  la  capacidad 
de  pensar  de  las  máquinas,  proponiendo  que  si  no  se  podía  distinguir  a  un  ordenador  de  una  persona  basándose  en  res¬ 
puestas  por  escrito  a  preguntas,  debería  considerarse  que  la  máquina  «pensaba».  También  estaba  interesado  en  la  biología, 
con  trabajos  sobre  ]a  morfogénesis,  el  desarrollo  de  la  forma  en  los  organismos.  Turing  se  suicidó  en  1954  por  ingestión  de 
cianuro  sin  dejar  ninguna  explicación  cl$ra.  .Sus  problemas  legales  debido  a  una  relación  homosexual  y  los  tratamientos 
hormonales  que  le  impusieron  los  tribunales  de  justicia  a  fin  de  corregir  sus  inclinaciones  sexuales  pudieron  ser  factores  im¬ 
portantes  en  su  decisión  de  acabar  con  su  vida. 
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memoria  ilimitada.  Los  símbolos  se  pueden  colocar  o  eliminar  de  la  cima  de  la  pila.  Un  autómata 
a  pila  puede  reconocer  un  conjunto  Je  dos  formas.  En  primer  lugar,  un  conjunto  es  reconocido  por 
el  autómata  si  el  conjunto  consta  de  todas  las  cadenas  que  produce  una  pila  vacía  cuando  ellas  se 
usan  como  entradas.  En  segundo  lugar  un  conjunto  es  reconocido  por  un  autómata  a  pila  si 
consta  de  todas  las  cadenas  que  conducen  a  un  estado  final  cuando  ellas  se  utilizan  como  entradas. 
Se  puede  demostrar  que  un  conjunto  es  reconocido  por  un  autómata  a  pila  sí,  y  sólo  si,  es  un  len¬ 
guaje  generado  por  una  gramática  independíente  dd  contexto. 

Sin  embargo,  hay  conjuntos  que  no  se  pueden  expresar  como  el  lenguaje  generado  por  una 
gramática  independiente  del  contexto.  Un  ejemplo  de  ello  es  el  conjunto  J0',U2ií |  n  =  0,  IT  2, ... 
Indicaremos  por  qué  este  conjunto  no  puede  ser  reconocido  por  un  autómata  a  pila,  pero  no  daremos 
una  demostración,  puesto  que  no  hemos  desarrollado  los  fundamentos  necesarios.  (Sin  embargo,  en 
e!  Problema  28  de  los  Problemas  complementarios,  al  final  de  este  capítulo,  se  presenta  un  método 
de  demostración).  La  pila  puede  utilizarse  para  mostrar  que  las  cadenas  comienzan  por  una  sucesión 
de  ceros  seguida  por  otra  con  igual  número-  de  unos  colocando  un  símbolo  en  la  pila  por  cada  Ó 
(mientras  se  estén  leyendo  sólo  ceros)  y  eliminando  un  símbolo  de  la  pila  por  cada  1  (sólo  mientras 
se  lean  unos  que  siguen  a  los  ceros),  Pero  una  vez.  que  se  haya  hecho  esto,  la  pila  esta  vacía  y  no  hay 
un  modo  de  determinar  que  en  la  cadena  hay  e!  mismo  número  de  doses  que  de  ceros. 

í  íay  otro  tipo  de  máquinas  llamadas  autómatas  lineaJ mente  acotados,  mas  potentes  que  los 
autómatas  a  pila,  que  pueden  reconocer  conjuntos  como  {Qn\n2n  \  n  -  0,  1,  2,  ... }.  En  particular,  un 
autómata  Encalmen  te  acotado  puede  reconocer  lenguajes  dependientes  del  contexto.  Sin  embargo, 
estas  máquinas  no  pueden  reconocer  todos  los  lenguajes  generados  por  gramáticas  con  estructura 
de  frases.  Para  evitar  las  limitaciones  de  los  tipos  especiales  de  máquinas,  se  utiliza  el  modelo  co¬ 
nocido  como  máquina  de  Turing,  en  honor  al  matemático  británico  Alan  Turing,  Una  máquina 
de  Turing  se  compone  de  linio  lo  que  consta  una  máquina  de  estado  finito  junto  con  una  cima,  que 
es  infinita  en  ambos  sentidos.  Una  máquina  de  Turing  tiene  capacidad  para  leer  y  escribir  en  la  cinta  y 
se  puede  mover  hacia  la  izquierda  y  hacia  la  derecha  a  lo  largo  de  la  cinta.  Las  máquinas  de  Turing 
pueden  reconocer  cualquier  lenguaje  generado  por  una  gramática  con  estructura  de  frases.  Además, 
las  máquinas  de  Turing  pueden  modelar  cualquier  cálculo  que  pueda  realizarse  en  una  calculado¬ 
ra.  Debido  a  esta  potencia,  las  máquinas  de  Turing  se  estudian  con  detalle  en  Ciencias  de  la  Com¬ 
putación.  Presentamos  una  introducción  a  las  máquinas  de  Turing  en  la  Sección  I  L5. 


Problemas 


L  Describe  con  palabras  las  cadenas  de  cada  uno  de  los 
conjuntos  regulares  siguientes. 

a)  UO  b)  1*00* 

cí  11IU0O1  d)  (IU00)* 

el  ÍÜ0*1)*  fl  íOUI)(0Ul)*OO 


2.  Determina  si  la  cadena  1011  pertenece  o  no  a  cada  uno 
de  los  siguientes  conjuntos  regulares: 


a)  10*1* 
el  Ií01)*1* 
el  Ü0)*(H)* 

g)  (10*1011 


bi  0*(10U  11)* 
d)  l*0l(0Ul) 

'n  i(O0)*(ii)* 
h)  (1UO0)(0 1  U0)1* 


3.  Expresa  cada  uno  de  Eos  siguientes  conjuntos  mediante 
una  expresión  regular: 

a)  el  conjunto  de  las  cadenas  de  uno  o  más  ceros  se¬ 
guidos  por  un  l 

hi  el  conjunto  de  las  cadenas  de  dos  o  más  símbolos 
seguidos  por  tres  o  más  ceros 
c)  el  conjunto  de  las  cadenas  tales  que  bien  no  hay 
ningún  1  por  delante  de  un  0  o  bien  no  hay  ningún  0 
por  delante  de  un  I 


d)  el  conjunto  de  las  cadenas  formadas  por  una  cadena 
de  unos  seguida  por  im  número  par  de  ceros,  de 
modo  que  el  mí  mero  de  unos  es  congruente  con  2 
módulo  3 

4.  Construye  un  autómata  finito  determinista  que  reco¬ 
nozca  los  siguientes  conjuntos  de  /',  donde  /  es  un  alfa¬ 
beto 

a)  0  b  I  { k  |  c)  |  a  ¡ ,  donde  a  €  h 

*5.  Demuestra  que  m  A  es  un  conjunto  regular,  entonces  4U 
el  conjunto  de  todas  las  inversas  de  las  cadenas  de  A.  es 
también  regular. 

6.  Construye  un  autómata  finito  que  reconozca 

a)  (X,  0}  b)  (0,11}  c)  |0. 11,0001 

7.  Construye  autómatas  finitos  no  deterministas  que  re 
conozcan  cada  uno  de  los  siguientes  conjuntos  utili¬ 
zando  las  construcciones  descritas  en  la  demostración 
del  1  eorema  de  Kleene 

a)  0*1*  b)  {0  U 11)*  e)  01*  Ü  00*1 
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H.  Construye  un  autómata  finito  no  determinista  que  reco¬ 
nozca  el  lenguaje  generado  por  la  gramática  regular  G  = 
(\ \  TP  S.  Pl  donde  V  =  (0,  1 1 5,  A,  B U  T  =  |(U  |?  5  es 
el  símbolo  inicial  y  el  conjunto  de  producciones  es 

al  S  — ^  CM,  5  I  /í,  /t  — >  0,  B  —‘t  ü 

b )  5  ^  I  A ,  ó  U.  5  — ^  A,  A  — ^  ( i/L  fi. — ^  1 B 

c)  S  ^  1 Bt  S  -»  0f  A  ->  M.  ¿  -»  0£.  /t  ->  L 

A  -K),/í->  I 

En  los  Problemas  9-  t  l,  construy  e  una  gramática  regular  fi  = 
(  V  p  i \  Sr  P)  que  genere  el  lenguaje  reconocido  por  tas  siguien¬ 
tes  máquinas  de  estado  finito. 


12.  Demuestra  que  el  autómata  finito  construido  en  la  de¬ 
mostración  del  Teorema  2  a  partir  de  una  gramática  re¬ 
guiar  reconoce  al  conjunto  generado  por  dicha  gramática. 

13.  Demuestra  que  la  gramática  regular  construida  en  la  de¬ 
mostración  del  Teorema  2  a  partir  de  un  autómata  Imito 
genera  el  conjunto  reconocido  por  dicho  autómata 

14.  De  m  uestra  q  ue  rod o  au  t  orna  t  a  fr  n  i  lo  n  o  de  temí  inisla  es 
equivalente  a  otro  autómata  que  tiene  la  propiedad  de 
no  volver  a  pasar  por  su  estado  inicial. 

*15,  Sea  M  =  (ó\  lj\  ,yí)P  F)  un  autómata  finito  determinista. 
Demuestra  que  el  lenguaje  reconocido  por  Af,  L(M)  es 
infinito  si.  y  sólo  si,  hay  una  palabra  v  reconocida  por  A/ 
con  /  (a)  =>  |5 j. 

*16,  Una  técnica  importante  a  la  hora  de  demostrar  que  cier¬ 
tos  conjuntéis  no  son  regulares  es  el  lema  de  bombeo  o 
lema  de  iteración.  Id  lema  de  bombeo  afirma  que  si  M 
=  (ST  i,f,  j0.  F)  es  un  autómata  finito  determinista  y  x  es 
una  cadena  de  ¿(Ai),  d  lenguaje  reconocido  por  con 
/(a)  fe  | S|,  entonces  hay  cadenas  ti,  v  y  u  de  V  tales  que 
.v  -  uvw.  K  u  v)  s  |Ój,  l(v)  fe  I  y  uv1  w  e  L(M)  para  /  -  0. 
L  2,  ...  Demuestra  el  lema  de  bombeo.  (Indicación: 
Utiliza  la  misma  idea  empleada  en  el  Ejemplo  5). 

*17.  Demuestra  que  el  conjunto  (O^DI  no  es  regular.  Pue¬ 
des  utilizar  el  lema  de  bombeo  enunciado  en  el  Proble¬ 
ma  16. 

*  1 tf ,  Demuestra  que  el  conjunto  1 1  |  n  ~  0.  1.2, ...  (  no  es 

regular.  Puedes  utilizar  el  lema  de  bombeo  enunciado 
en  el  Problema  1 6. 

*VK  Demuestra  que  d  conjunto  de  tos  palíndromos  sobre 
¡0.  I  ]  no  es  regular  Puedes  utilizar  d  lema  de  bombeo 
enunciado  en  d  Problema  16.  {Indicación.  Considera 
cadenas  de  la  forma  (P 10V). 

**20.  Demuestra  que  el  conjunto  reconocido  por  un  autómata 
finito  es  regular  (es  la  implicación  si  del  Teorema  de 
KJeene), 


11.5  Máquinas  de  Turing 


INTRODUCCIÓN 

Las  máquinas  de  estado  finito  estudiadas  en  secciones  anteriores  no  se  pueden  usar  como  modelos 
KnLict^  generales  de  computación,  pues  tienen  limitaciones  en  cuanto  a  lo  que  pueden  hacer.  Por  ejemplo. 

los  autómatas  finitos  son  capaces  de  reconocer  conjuntos  regulares,  pero  no  reconocen  muchos 
conjuntos  de  fácil  descripción,  como  [O*]"  |  n  fe  0),  que  los  ordenadores  si  reconocen  empleando 
memoria.  Los  autómatas  finitos  se  pueden  utilizar  para  calcular  funciones  relativamente  simples, 
como  la  suma  de  dos  números,  pero  no  podemos  utilizarlos  para  calcular  ciertas  funciones  que  sí 
pueden  ser  calculadas  por  los  ordenadores,  corno  el  producto  de  dos  números.  Para  superar  estas 
deficiencias,  podemos  utilizar  un  tipo  de  máquina  más  potente  conocida  como  máquina  de  Turing 
en  honor  de  Alan  Turing,  el  famoso  matemático  e  informático  que  la  inventó  en  la  década  de  1930. 

Básicamente,  una  máquina  de  Turing  consta  de  una  unidad  de  control,  que  en  cada  paso  está 
en  un  estado  diferente  de  entre  un  conjunto  finito  de  estados,  y  de  una  cinta  dividida  en  celdas,  que 
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es  ínt  i  nica  en  ambos  sentidos.  Las  máquinas  de  Turing  tienen  capacidad  para  leer  y  escribir  en  la 
cima  a  medida  que  la  unidad  de  control  se  desplaza  hacia  atrás  y  hacia  adelante  a  lo  largo  de  la  cin¬ 
ta,  cambiando  de  estado  en  función  del  símbolo  que  haya  leído.  Las  máquinas  de  Turing  son  más 
potentes  que  Jas  máquinas  de  estado  finito  porque  poseen  memoria,  cualidad  de  ía  que  carecen  las 
máquinas  de  estado  finito.  Mostraremos  cómo  utilizar  las  máquinas  de  Turing  tamo  para  recono¬ 
cer  conjuntos,  incluso  aquellos  que  no  son  reconocidos  por  las  máquinas  de  estado  imito,  como 
para  calcular  funciones.  Las  máquinas  de  Turing  son  los  modelos  de  computación  más  generales; 
esencialmente,  una  máquina  de  Turing  puede  realizar  cualquier  operación  que  un  ordenador  pueda 
hacer.  Obsérvese  que  las  máquinas  de  Turing  son  mucho  más  pótenles  que  los  ordenadores  reales, 
puesto  que  éstos  tienen  una  capacidad  finita  de  memoria. 


DEFINICIÓN  DE  MÁQUINA  DE  TURING 


Vamos  a  dar  la  definición  formal  de  máquina  de  Turing,  Seguidamente  explicaremos  cómo  in¬ 
terpretar  esta  definición  formal  en  términos  de  una  cabeza  de  control  que  puede  leer  y  escribir  sím¬ 
bolos  en  una  cinta,  desplazándose  a  izquierda  y  derecha. 


DEFINICION  1  Una  máquina  de  Twing  T  =  (S, 1,f  s{)  consiste  en  un  conjunto  finito  de  estados  S:  un  alfabeto 
tic  símbolos  de  entrada  /,  que  contiene  el  símbolo  B  def  espacio  en  blanco;  una  función  parcial 
/de  S  x  /  en  S  x  /  x  {i?,  L  j ,  y  un  estado  inicial  jr . 


Recordemos  del  preámbulo  del  Problema  69  de  la  Sección  L8  que  una  función  parcial  está  defi¬ 
nida  sólo  para  los  elementos  del  dominio  de  definición.  Eso  significa  que  para  algún  par  (estado, 
símbolo)  la  función  parcial/ puede  no  estar  definida,  pero  para  el  par  que  sí  lo  este,  hay  una  úni¬ 
ca  tema  (estado,  símbolo,  dirección)  asignada  por /a  ese  par. 

Para  interpretar  esta  definición  en  términos  de  una  máquina,  consideremos  una  unidad  de 
control  y  una  cinta  dividida  en  celdas  en  número  infinito  en  ambos  sentidos,  de  modo  que  en  cada 
momento  sólo  haya  un  número  finito  de  símbolos  distintos  del  blanco,  como  se  muestra  en  la  Fi¬ 
gura  ! ,  La  acción  de  una  máquina  de  Turing  depende  en  cada  paso  del  valor  que  toma  la  función 
parcial  /en  el  argumento  determinado  por  el  estado  y  el  símbolo  de  la  cinta. 

Ln  cada  paso,  la  unidad  de  control  Ice  el  símbolo  de  la  cinta  x  Si  la  unidad  de  control  está  en 
el  estado  s  y  la  función  parcial /está  definida  para  el  par  (s,  x)  con  f{$,  x)  -  (s  ,  a  d ),  entonces  la 
unidad  de  control 

1 ,  pasa  al  estada  s\ 

2,  escribe  d  símbolo  v  en  la  celda  actual,  borrando  d  símbolo  a,  y 

3,  se  mueve  una  celda  a  la  derecha  si  d  -  R  o  se  mueve  una  celda  hacia  la  izquierda  si  d  =  L. 

Denotamos  este  paso  por  la  5- tupia  (j*  v,  s\  x\  di  Si  la  función  parcial /no  está  definida  para  el 
par  (,v,  i),  entonces  la  máquina  de  Turing  /  se  para. 

Una  manera  Habitual  de  definir  una  máquina  de  Turing  consiste  en  especificar  un  conjunto  de 
-V  tu  pías  de  la  fonrfa  Lv.  xr  s\  .v\  d ).  Cuando  se  utiliza  esta  definición,  el  conjunto  de  estadas  y  ef  al¬ 
fabeto  de  entrada  islán  definidos  implícitamente. 


Unidad  de  ^  * 

control  N 

s\  s2 


f  Cabeza  de  lectura/ escritura 

... 

8 

B 

i 

l 

0 

1 

B 

0 

1 

B 

n 

■ 

I  a  cinta  es  ¡nfimlfl  en  ambos  sentidos 


En  cad;i4i notante  solo  hay  tin  número  finito  de  celdas  que  no  están  en  blanco. 


Figura  L  Una  representación  de  una  máquina  de  Turing, 
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EJEMPLO  1 


Se  supone  que,  al  comenzar  a  operar,  una  máquina  de  Turing  está  en  el  estado  inicial  y  que 
está  situada  sobre  el  símbolo  de  la  cinta  que  está  más  a  la  izquierda  de  entre  todos  los  que  no  son 
el  símbolo  en  blanco.  Si  la  cima  está  toda  en  blanco,  la  cabeza  de  control  puede  estar  sobre 
cualquier  celda,  A  la  posición  de  la  cabeza  sobre  el  símbolo  más  a  la  izquierda  que  no  sea  blanco 
la  llamaremos  posición  inicial  de  la  máquina. 

El  Ejemplo  1  ilustra  corno  trabaja  una  máquina  de  Turing. 

¿Cuál  es  la  cinta  lina!  que  se  obtiene  al  desplazarse  la  máquina  T  sobre  la  cinta  de  la  Figura  2(a)  si 
la  máquina  está  definida  por  las  siete  5-tuplas  siguientes  (sty  íí,  sút  0,  /?),  (s0,  1 ,  sv  E  R ),  (s0T  B .  sv 
B.  R),  (svQ,  ¿0.  0r  R),  (sv  \,  sy  0,  L\  (s]f  Bt  sy  B,  R)  y  (sr  í.  sv  0,  R)'! 

Solución:  La  acción  de  la  máquina  comienza  con  T  en  el  estado  inicial  sQ  y  colocada  sobre  la  po¬ 
sición  inicial.  El  primer  paso,  utilizando  la  5 -tupia  (${y  ÜT  sQt  0.  R),  lee  el  0  de  la  celda  situada  más 
a  la  izquierda  que  no  contiene  un  blanco,  permanece  en  el  estado  s(y  escribe  un  0  en  esta  celda  y  se 
mueve  una  posición  a  la  derecha.  En  el  segundo  paso,  osando  la  5 -tupi a  (s{y  1 ,  sy  1 ,  R),  lee  el  I  de 
la  celda  actual,  introduce  el  estado  $  escribe  un  1  en  esa  celda  y  se  mueve  una  celda  hacia  la  de¬ 
recha.  El  tercer  paso,  utilizando  la  5-üipla  (sy  0,  sQf  0,  R),  lee  el  0  de  la  celda  actual  introduce  el 
estado  viT  escribe  0  en  esta  celda  y  se  mueve  hacia  la  celda  de  la  derecha.  El  cuarto  paso,  usando  la 


(di 


Vi 


I 


E 

H 

0 

1 

a 

i 

i 

0 

B 

n 

La  máquina  se  para 

ñ 


Figura  2.  Los  pasos  producidos  por  los  desplazamientos  de  Y  sobre 
la  cinta  de  la  Figura  I  . 
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DEFINICIÓN  2 


EJEMPLO  2 


5-tupla  (5d#  L  A'r  L  /?') ,  lee  el  I  de  la  celda  actual  Introduce  el  estado  sjt  escribe  un  I  en  esta  cel¬ 
da  y  se  mueve  hacia  la celda  de  la  derecha.  El  quinto  paso,  empleando  la  5-tupla  (ty  I ,  ,s\.  0,  L\ ,  lee 
el  1  de  la  celda  actual,  introduce  d  estado  sr  escribe  0  en  esta  celda  y  se  mueve  a  la  celda  de  la  i/ 
quierda.  El  sexto  paso,  usando  la  5-tupla  (sr  \ ,  xy  ü,  /f).  Ice  d  I  de  la  celda  actual,  introduce  e!  es- 
lado  escribe  0  en  esta  celda  y  se  mueve  una  posición  hacia  la  derecha.  Finalmente,  en  el  sépti 
mu  paso,  la  máquina  para,  ya  que  en  la  descripción  de  la  máquina  no  hay  ninguna  5-tupla  que 
comience  con  el  par  (jrv  0).  Los  pasos  se  muestran  en  la  Figura  2, 

Obsérvese  que  T  cambia  el  primer  par  de  unos  consecutivos  de  la  cinta  por  ceros  y  luego 
para,  4 


USO  DE  LAS  MÁQUINAS  DE  TU  RING  PARA  RECONOCER 
CONJUNTOS 


Las  máquinas  de  Turing  se  pueden  utilizar  para  reconocer  conjuntos.  Para  ello  se  necesita  definir 
el  concepto  de  estado  final.  Un  estado  final  de  una  máquina  de  Turing  Tes  un  estado  que  no  es  el 
primer  estado  de  ninguna  5-tupla  de  las  que  aparecen  en  la  descripción  de  T  (por  ejemplo,  el  estado 
xy  del  Ejemplo  1 ). 

Ahora  podemos  definir  qué  significa  que  una  máquina  de  Turing  reconozca  una  cadena.  Dada 
una  cadena,  escribimos  símbolos  consecutivos  de  la  cadena  en  celdas  consecutivas  de  la  cinta. 


Sea  V  un  subconjunto  de  un  al  labelo  L  Una  máquina  de  Turing  T  -  (S,  /,  ft  s(.)  reconoce  la  ca¬ 
dena  \  de  V  si,  y  sólo  si,  comenzando  desde  ta  posición  inicial  7  para  en  un  estado  final  al  es¬ 
cribir  x  en  !a  cinta.  Se  dice  que  T  reconoce  un  subconjunto  A  de  V*  si  v  es  reconocido  por  /  si, 
y  sólo  si.  *  pertenece  a  A. 


Nótese  que  para  reconocer  un  subconjunto  A  de  \  podemos  utilizar  símbolos  que  no  están  en  \  . 
Esto  significa  que  el  alfabeto  entrada  /  puede  incluir  símbolos  que  no  estén  en  l  .  Esos  símbolos 
adicionales  se  usan  frecuentemente  como  marcadores  (véase  el  Ejemplo  3). 

¿Cuándo  se  dice  que  una  maquina  de  Turing  T  no  reconoce  una  cadena  x  de  \r'¡  La  respues¬ 
ta  es  que  7  no  reconoce  una  cadena  \  si  bien  T  no  para  o  bien  cuando  opera  sobre  la  cima  co¬ 
menzando  cu  la  posición  inicial  y  colocando  ios  símbolos  de  a  en  celdas  consecutivas  para  en  un 
estado  que  no  es  un  estado  final  (El  lector  comprenderá  que  ésta  es  una  de  las  muchas  pos  i  bilí 
dades  de  definir  cómo  reconocer  conjuntos  utilizando  máquinas  de  Turing). 

[lustramos  este  concepto  en  el  Ejemplo  2. 


Define  una  máquina  de  Turing  que  reconozca  el  con  junto  de  cadenas  de  hits  que  tienen  un  l  como 
segundo  bit,  esto  es,  el  conjunto  regular  í(MJ  1  >1(0  U  1)*. 


Solución:  Queremos  construir  una  máquina  de  Turing  que,  comenzando  en  el  primer  símbolo  no  blan¬ 
co  de  la  izquierda  de  la  cima,  sU  mueva  hacia  la  derecha  y  determine  si  el  segundo  símbolo  es  o  no  un 

I ,  Si  el  segundo  símbolo  es  L  k  máquina  debería  desplazarse  hacia  un  estado  final  Si  el  segundo  sím 
bolo  no  es  im  L  la  máquina  dcqería  bien  no  parar  o  bien  parar  en  un  estado  que  no  sea  final. 

Para  construir  esa  máquina  me  uimos  las  5  tupias  0(  s{t  0,  R)  y  í.c,.  I .  sr  1.  R)  para  leer  el 
primer  símbolo  y  poner  la  máquina  en  el  estado  sv  Después,  incluimos  las  5-tupías  (sr  0,  .v,.  0.  ft) 
y  (xv  I .  sy  ! .  R\  para  leer  el  segundo  símbolo  y  que  se  mueva  bien  al  estado  sz  si  el  segundo  sím¬ 
bolo  es  un  0  o  bien  al  estado  a,  si  este  símbolo  es  un  I .  Puesto  que  no  queremos  que  se  reconozcan 
tas  cadenas  cuyo  segundo  bit  es  un  ti  >\  no  debe  ser  un  estado  final  mientras  que  s  .  sí  debe  serlo. 
Por  tanto,  incluimos  la  5-tupla  f\\.  i\  v  „  0,  R).  Puesto  que  no  queremos  que  se  reconozca  la  cadena 
vacía  ni  las  cadenas  de  un  bit,  también  incluimos  las  5-tuplas  (,y|F  Bt  sy  0,  R)  y  (sr  Bt  0.  A* 1) 

La  máquina  de  Turing  1\  que  consta  de  !a.s  sie^e  5- tupias  enumeradas  anteriormente,  termi¬ 
nará  en  el  estado  final  si,  y  splo  si.  la  cadena  de  bits  tiene  al  menos  dos  bits  y  el  segundo  de  ellos 
es  un  I .  Sí  la  cadena  de  bits  contiene  menos  de  dos  bits  o  si  el  segundo  bit  no  es  un  1 .  la  máquina 
terminará  en  el  estado  .y,,  que  no  es  un  estado  final  4 
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EJEMPLO  3 


Dado  un  conjunto  regular,  se  puede  construir  una  máquina  de  Tu  ring  que  reconozca  este  con¬ 
junto  y  que  siempre  se  desplace  hacia  la  derecha  (como  en  el  Ejemplo  2).  Para  construir  esta  má¬ 
quina  de  Turing*  primero  hallamos  un  autómata  finito  que  reconozca  el  conjunto  y  después  cons¬ 
truimos  la  máquina  de  Turing  usando  ia  función  de  transición  de  la  máquina  de  estado  finito, 
desplazándose  siempre  hacia  la  derecha 

Mostramos  ahora  cómo  construir  una  máquina  de  Turing  que  reconoce  un  conjunto  no  re¬ 
gular. 


1  lalla  una  máquina  de  Turing  que  reconozca  el  conjunto  (0*1"  |  n  a  l 


Solución;  Para  construir  esta  máquina  utilizaremos  un  símbolo  auxiliar  M  como  marcador.  Así, 
tendremos  V=  (0, 1  ]  e  /  =  [0, 1*  Af  |*  Queremos  reconocer  sólo  un  subeon junto  de  cadenas  de  V\ 
Pendremos  un  único  estado  final,  sy  La  máquina  de  Turing  reemplaza  sucesivamente  un  0  de  la 
posición  situada  más  a  la  izquierda  de  la  cadena  por  una  M  y  un  i  en  la  posición  más  a  la  derecha 
por  lina  Mt  yendo  hacia  delante  y  hacia  atrás,  terminando  en  un  estado  final  sL  y  sólo  si,  la  cade¬ 
na  consiste  en  un  bloque  de  ceros  seguidos  por  un  bloque  de  unos  de  igual  tamaño. 

Aunque  esta  tarea  es  fácil  de  describir  y  una  máquina  de  Turing  puede  llevarla  a  cabo  fácil¬ 
mente,  la  máquina  que  necesitamos  es.  en  cierto  sentido,  complicada.  Usamos  el  marcador  M  para 
guardar  los  símbolos  ya  examinados  que  están  situados  en  el  extremo  de  la  derecha  y  en  e!  extre¬ 
mo  de  la  izquierda.  Las  5-tuplas  que  empleamos  son:  [ sty  0.  sr  M,  R ) ,  (sr  0,  sr  0,  R\  (sr  La.  L 
Ri  (sr  M.  Sy  Ai,  U  (sv  B.  sr  B,  L),  (sr  l.sy  M.  U  (xy  L  Ay  1  f  Lh  (sy  0.  s4, 0.  U  (sy  M,  sy  AL  R), 
($r  0,  sr  0,  L),  í.v4,  Ai,  xfJ,  A/t  R)  y  (sy  M,  Ay  M.  R).  Por  ejemplo»  a  medida  que  la  máquina  opera  y 
hasta  que  se  detiene,  la  cadena  000  í  1 1  se  transforma  sucesivamente  en  A/001 1  L  A/ÜOi 1  \/. 
V/l/Oi  1M.  A/  V/0Í  V/A/.  MMMIMM.  MMMMMM*  Sólo  se  muestran  los  cambios,  puesto  que  los 


pasos  róstanles  no  producen  alteraciones  en  la  cadena. 

Dejamos  como  ejercicio  para  el  lector  (véase  el  Problema  13  al  final  de  esta  sección)  explicar 
las  acciones  de  esta  máquina  y  por  qué  reconoce  el  conjunto  |0" I"  |  n  £  l ) .  M 


Se  puede  demostrar  que  un  conjunto  es  reconocido  por  una  máquina  de  Turing  si,  y  sólo  si,  se 
genera  por  una  gramática  de  tipo  í)  o,  en  otras  palabras,  si  e!  conjunto  está  generado  por  una  gra¬ 
mática  con  estructura  de  frases.  La  demostración  no  se  presentará  aquí. 


CÁLCULO  DE  FUNCIONES  CON  MÁQUINAS  DE  TURING 


Una  máquina  de  Turing  se  puede  considerar  como  un  ordenador  que  calcula  ios  valores  tic  una 
función  parcial.  Para  ver  esto,  supongamos  que  cuando  la  máquina  de  Turing  T  recibe  la  cadena 
de  entrada  .y  se  para,  habiendo  escrito  la  cadena  y  en  la  cinta.  Podemos  definir  T(.x)  -  y.  El  do¬ 
minio  de  /'es  el  conjunto  de  las  cadenas  para  las  que  /  para;  /  (a)  no  está  definido  si  T no  para 
cuando  la  cadena  de  entrada  es.v.  Pensar  en  una  máquina  de  Turing  como  una  máquina  que  eva¬ 
lúa  tina  función  sobre  el  conjunto  de  las  cadenas  es  útil,  pero  ¿cómo  podemos  utilizar  las  má¬ 
quinas  de  Turing  para  calcular  funciones  definidas  sobre  los  enteros,  sobre  pares  de  enteros,  so¬ 
bre  lemas  de  enteros,  etc  ? 

Para  considerar  una  máquina  de  Turing  como  tina  calculadora  de  funciones  del  conjunto  de 
las  ¿-tupias  de  enteros  no  negativos  en  el  conjunto  de  los  enteros  no  negativos  (llamadas  funcio¬ 
nes  aritméticas),  necesitamos  un  modo  de  representaren  una  cinta  las  ¿tupias  de  enteros.  Para 
elfo,  utilizamos  las  representaciones  linarias  de  los  enteros.  Representamos  el  entero  no  negati¬ 
vo  n  mediante  una  cadena  de  n  +  1  unos,  de  modo  que,  por  ejemplo,  0  se  representa  por  la  cadena 

I  y  5  se  representa  por  la  cadena  lililí.  Para  representar  la  ¿  tupía  (;?r  . nl )  utilizamos  una 

cadena  de  n  +  1  irnos,  seguida  por  un  asterisco,  seguida  por  una  cadena  de  tt7  +  I  unos,  seguida 
por  un  asterisco  y  así  sucesivamente,  finalizando  con  una  cadena  de  rt  +  I  unos.  Por  ejemplo,  para 
representar  la  4-tupla  (2,  0T  1 , 3)  utilizamos  la  cadena  111*1*11*1111.  * 

Ahora  podernos  considerar  una  máquina  de  Turing  fauno  evaluador  de  funciones  aritméti¬ 
cas  T,  T\  T\  La  función  f*  se  define  por  la  acción  de  T  sobre  las  A-tupias  de  enteros  repre¬ 
sentados  mediante  sus  representaciones  linarias  separadas  por  asteriscos. 
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EJEMPLO  4 


fr!  niaras 


Construye  una  máquina  de  Turing  para  sumar  dos  enteros  no  negativos. 

Solución:  Necesitamos  construir  una  máquina  de  Turing  /  que  calcule  la  ftinctón/(7í(,  nj  = 

El  par  (nv  n  j  se  representa  mediante  una  cadena  ácn}  +  I  unos  seguidos  por  un  asterisco  y  seguidos 
por  n2  +  1  anos.  A  partir  de  estos  datos  de  entrada,  la  máquina  T  debería  producir  como  salida  una 
cinta  con  +  n ,  +  1  unos.  Un  modo  de  hacer  esto  es  el  siguiente.  La  máquina  comienza  colocándose 
sobre  el  !  situado  en  ei  extremo  de  la  izquierda  de  te  cadena  de  entrada  y  horra  este  1  *  Si  /;  =  0,  de 
modo  que  no  hay  más  unos  ames  del  asterisco,  !a  máquina  para.  Después,  reemplaza  el  asterisco  por 
el  1  situado  en  el  extremo  de  la  izquierda  y  entonces  para.  Para  construir  la  máquina  podemos  uti¬ 
lizar  estas  5-luplas:  {siy  1 ,  sr  B.  R).  (_vJf  *T  sy  R },  (sv  L  $2.  Bf  R ),  (sr  1 .  sr  L  R)  y  ($r  *P  \v  I ,  R). 

Desgraciadamente,  construir  máquinas  de  Turing  que  implcmenten  funciones  simples  puede 
ser  muy  complicado.  Por  ejemplo,  en  muchos  libros  se  puede  encontrar  una  máquina  de  Turing 
que  para  multiplicar  dos  números  enteros  emplea  31  5 -tupi as  y  once  estados.  Si  éste  es  el  nivel  de 
exigencia  de  las  máquinas  ele  ’I  uring  que  calculan  funciones  relativamente  simples,  ¿qué  cabe  es¬ 
perar  del  diseño  de  máquinas  de  Turing  para  funciones  más  complejas?  Un  modo  de  simplificar 
este  problema  es  usar  una  máquina  de  Turing  rnulticinta  que  utiliza  simultáneamente  más  de  una 
cinta  y  construir  máquinas  de  Turing  rnulcicjnta  para  la  composición  de  funciones.  Se  puede  de¬ 
mostrar  que  para  toda  máquina  de  Turing  rnulticinta  hay  una  máquina  de  Turing  (de  una  cinta)  que 
produce  lo  mismo. 

Una  función  que  se  puede  calcular  utilizando  una  máquina  de  Turing  se  llama  compnnihlc.  Es 
bastante  sencillo  demostrar  que  hay  funciones  aritméticas  que  no  son  computabies.  Sin  embargo, 
no  es  fácil  construir  tales  funciones.  La  fundón  del  castor  atareado  definida  en  el  preámbulo  del 
Problema  23,  al  final  de  esta  sección,  es  un  ejemplo  de  función  no  cornpulable.  Un  modo  de  ver 
que  esa  función  no  es  computable  es  demostrar  que  crece  más  rápidamente  que  cualquier  función 
cornpulable.  (  Véase  el  Problema  24). 


DIFERENTES  TIPOS  DE  MÁQUINAS  DE  TURING 


Hay  muchas  variantes  de  la  definición  de  máquina  de  Turing,  Podemos  modificar  Jas  capacidades 
de  una  máquina  de  Turing  de  diversas  maneras.  Por  ejemplo,  podemos  permitir  que  en  cada 
paso  la  máquina  se  mueva  a  la  derecha,  a  la  izquierda  o  permanezca  quieta.  También  podemos  per¬ 
mitir  que  una  máquina  de  Turing  opere  en  múltiples  cintas  utilizando  (2  +  3/ri-tuplas  para  descri¬ 
bir  la  máquina  de  Turing  cuando  se  emplean  n  cintas.  Podemos  permitir  a  la  cinta  que  sea  bidi- 
mensional  desplazándonos  en  cada  paso  hacia  arriba,  hacia  abajo,  a  la  derecha  o  a  la  izquierda  y 
no  sólo  a  derecha  e  izquierda  como  hacemos  en  una  cinta  unidimensional  Podernos  dotarla  de 
múltiples  cabezas  que  leen  diferentes  celdas  simultáneamente.  Más  aún,  podemos  conseguir  una 
máquina  de  Turing  no  determinista,  permitiendo  que  un  par  (estado,  símbolo  de  la  cinta)  aparez¬ 
ca  como  el  primer  par  de  elementos  de  mfc  de  una  5-tupla  de  la  máquina  de  Turing,  Por  ejemplo, 
podemos  considerar  la  restricción  de  que  la  cinta  sea  infinita  sólo  en  un  sentido  o  de  que  el  alfa¬ 
beto  tenga  sólo  dos  símbolos.  Todas  estas k  arlantes  de  una  máquina  de  Turing  han  sido  estudiadas 
con  detalle. 

El  punto  crucial  es  que  no  importa  cuál  de  estos  modelos  alternativos  utilicemos,  o  incluso 
qué  combinación  de  ellos,  porque  nunca  aumentaremos  o  disminuiremos  la  potencia  de  cálculo  de 
la  máquina.  Cualquier  variante  puede  hacer  lo  mismo  que  la  máquina  de  Turing  definida  en  esta 
sección,  y  viceversa*  La  razón  por  Eli  que  estas  variantes  son  útiles  es  que  a  veces  permiten  diseñar 
una  máquina  que  realiza  un  trabajo  en  concreto  de  una  forma  más  sencilla.  Pero  ninguna  de 
ellas  amplía  las  capacidades  de  fa  máquina  definida  en  la  Definición  1 . 
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LA  TESIS  DE  CHUR(  H  TURINti 


Las  máquinas  de  Turing  son  relativamente  simples*  Sólo  pueden  tener  un  número  finito  de  estados  y 
Knbces  pueden  leer  y  escribir  un  solo  símbolo  cada  vez  sobre  una  anta  unidimensional.  Pero  las  máquinas  de 
Turing  resultan  ser  muy  potentes.  Hemos  visto  que  pueden  construirse  máquinas  de  Turing  para  su¬ 
mar  números  y  para  multiplicarlos.  Aunque  puede  ser  muy  difícil  construir  una  máquina  de  Turing 
para  calcular  una  función  en  concreto  que  se  pueda  definir  mediante  un  algoritmo,  esa  máquina  de 
Turing  siempre  puede  hallarse.  Liste  fue  el  objetivo  original  de  Turing  al  invernar  sus  máquinas. 

Además,  hay  grandes  evidencias  de  la  tesis  de  Church- Turing,  que  afirma  que  para  cual¬ 
quier  problema  que  se  pueda  resolver  con  un  algoritmo  efectivo,  hay  una  máquina  de  Turing  que 
lo  puede  resolver.  La  razón  de  que  esto  se  llame  tesis  en  lugar  de  teorema  es  porque  el  concepto 
de  resoluble  mediante  un  algoritmo  efectivo  es  informal  e  impreciso,  a  diferencia  del  concepto  de 
resoluble  por  medro  de  una  máquina  de  Turing,  que  es  formal  y  preciso.  Sin  embargo,  cualquier 
problema  que  pueda  resolverse  utilizando  un  ordenador  con  un  programa  escrito  en  cualquier  len¬ 
guaje.  empleando  quizá  una  cantidad  ilimitada  de  memoria,  debe,  ciertamente,  considerarse  re¬ 
soluble  de  manera  efectiva* 

Se  han  desarrollado  muchas  teorías  formales  distintas  para  reflejar  el  concepto  de  «compu¬ 
ta  ble  de  modo  efectivo»*  Entre  ellas,  están  la  teoría  de  Turing  y  d  Uimbda-cálculo  de  Church,  así 
como  otras  teorías  propuestas  por  Kleene  y  por  Bbst.  A  primera  vista,  estas  teorías  parecen  dife¬ 
rentes.  Lo  sorprendente  es  que  se  puede  demostrar  que  son  equivalentes,  mostrando  que  todas  ellas 
definen  exactamente  la  misma  clase  de  funciones.  Con  esta  evidencia,  parece  que  las  ideas  origi¬ 
nales  de  Turing,  formuladas  con  anterioridad  a  la  invención  de  los  ordenadores  modernos,  des¬ 
criben  de  manera  concluyente  las  capacidades  últimas  de  estas  máquinas. 


Problemas 


L  Sea  7  la  máquina  de  Turing  definida  por  las  5  tupias: 
íy  0.  y  !  /O,  (y  1 .  y  0r  R)<  (y  B.  y  0,  R),  (y  0, 

1 .  L).  (y  L  y  0.  R L  (y  ti.  0,  /.)*  Para  cada  una  de 
estas  cimas,  determina  lacinia  final  cuando  T para,  su 
poniendo  que  T  comienza  en  la  posición  inicial. 
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2.  Sea  T  la  máquina  de  Turing  definida  por  las  Mu  pías  : 
(y  0. y  0,  Rl  (y  L  y  0,  Lh  (y  B.  y  1  -  Ri  (y  0,  s *♦ 
I .  Rh  (y  l ,  y  \  *'  R\  (y  B *  y  0,  R)  y  (y  B}  y  0.  Rl 


Para  cada  una  de  las  cintas,  determina  la  cinta  final 
cuando  T  para,  suponiendo  que  T  comienza  en  la  posi¬ 
ción  inicial. 


al 


bl 

c) 

d) 


B 

B 

0 

1 

0 

1 

B 

B 

B 

B 

1 

1 

1 

B 

B 

B 

— 

B 

B 

0 

3 

0 

0 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

— 

¿Que  hace  la  máquina  de  Turing  definida  por  las  5-tu- 


plasíy  O.y  0T/?),  (  y  1*  st 
O.  y  (y  I.  y  LR)y 
cadena  de  bits  de  entrada? 


0,/?),(y  Btsy  B'R 
¿y  />,  y  B.  R)  sobre  una 


Enlaces 


\LONZO  ( MURCH  1 1903-1995)  Alonzo  Church  nació  en  Washington*  D.C.  Estudió  en  Guanga*  donde  fue  alumno 
de  Hilbert,  y  en  Amsterdim.  Tue  profesor  de  la  Universidad  de  Prineeton  desde  1927  hasta  1967.  uño  en  que  se  irasladp  u 
UCLA.  Church  fue  uno  Je  tos  miembros  fundadores  Je  la  Asociación  para  la  Lógica  Simbólica.  Realizó  sustaiu  tales  con¬ 
tribuciones  a  la  teoría  de  la  amigabilidad,  incluye  rulo  ^u  solución  al  problema  Je  tu  decisión*  su  invención  del  lambda- 
eátculo  y*  por  supuesto,  su  enunciado  Je  lo  que  se  conoce  hoy  día  como  tesis  de  C  hurch- Turing.  Entre  los  estudiantes  de 
Church  estaban  Srepheu  Kíoetie  y  Atan  Turing.  Publico  amentos  después  de  cumplir  noventa  años. 
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4.  ¿Qué  hace  la  máquina  de  Turíng  definida  por  las  5-tu- 
pías  ÍSp  Ü.  j)T  H .  R\  (sr  1  #  í(I  I ,  /?),(*,,  0.  sv  0,  Rl  Ur 
1 ,  jv  I .  Rl  Ur  U,  sv  0.  R\  (-v  i ,  Jv  0,  Ll  (sy  0,  $4,  0,  R) 
y  1 .  sAt  0,  R)  sobre  una  cadena  de  hits  de  entrada? 

5.  Construye  una  máquina  de  Turíng,  con  símbolos  de  es¬ 
critura  0,  I  y  B*  que  reemplaza  el  primer  0  por  un  I  y  no 
cambia  ningún  otro  símbolo  de  la  cinta. 

6.  Construye  una  máquina  de  Turíng,  con  símbolos  de  es 
entura  0, 1  y  R.  que.  dada  una  cadena  de  bits  de  entrada, 
reemplaza  por  unos  todos  los  ceros  tic  la  cadena  escrita 
en  la  cinta  y  no  cambia  ninguno  de  los  unos  de  la  cima. 

7.  Construye  una  máquina  de  Turíng,  con  símbolos  de  es¬ 
critura  0T  í  y  /í,  que,  dada  una  cadena  de  bits  de  entrada, 
reemplaza  por  ceros  todos  los  unos  de  la  cadena  escrita 
en  la  cima  salvo  el  l  situado  en  el  extremo  de  la  iz¬ 
quierda  y  no  cambia  ningún  otro  símbolo  de  la  cinta. 

8.  Construye  una  máquina  de  Turíng,  con  símbolos  de  es- 
entura  0,  \  y  B.  que,  dada  una  cadena  de  hits  de  entrada, 
reemplaza  por  ceros  los  dos  primeros  unos  consecutivos 
de  la  cadena  escrita  en  la  cinta  y  no  cambia  ningún  otro 
símbolo  de  la  cinta, 

9.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  reconozca  el 
conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  que  acaban  en  0. 

10.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  reconozca  d 
conjunto  de  indas  las  cadenas  de  bits  que  contienen  al 
me  fio  s  dos  unos. 

11.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  reconozca  el 
conjunto  de  lorias  las  cadenas  de  bits  que  contienen  un 
número  par  de  unos. 

12.  Muestra  en  cada  paso  el  contenido  de  la  cinta  de  la  má¬ 
quina  de  Turíng  del  Ejemplo  3  si  la  cadena  de  entrada  es 

a)  001 1  b)  00011  c)  101100  d)  000111 

13-  Explica  por  qué  la  máquina  de  Turíng  del  Ejemplo  3  re- 
conoce  una  cadena  de  bits  si,  y  sólo  si,  esta  cadena  es  de 
la  forma  Q"l*  para  algún  entero  positivo  n. 

14.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  reconozca  el 
conjunto  (O  T  |  n  &  0\. 

'  15,  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  reconozca  el 
conjunto  {0*1  "2"  |/i  &Q|. 


Conceptos  clave  y  resultados 

CONCEPTOS 

alfabeto  t  o  vocabulario):  un  conjunto  que  contiene  elementos 
utilizados  para  formar  cadenas 

lenguaje:  un  subconjunto  del  conjunto  de  todas  las  cadenas  so¬ 
bre  el  alfabeto 

gramática  con  estructura  de  frases  iV\  Tf  S,  P ):  una  des¬ 
cripción  de  un  lenguaje  que  contiene  un  alfabeto  Vf,  un 
conjunto  de  símbolos  terminales  7,  un  símbolo  inicial  S  y 
un  conjunto  de  producciones  P 


16.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun¬ 
ción  f(n)  =  n  +  2.  para  lodo  entero  no  negativo  n . 

17.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun¬ 
ción /(rt)  =  n  -  3  si  n  *  3,  n  entero,  y  f{n)  =  0,  para  n  = 
0.  i,  2. 

18.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun- 
cíón  f{n)  -  n  mod  3,  para  todo  entero  no  negativo  n . 

19.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun¬ 
ción  /O»)  =  3  si  n  ^  5,  n  entero,  y  fin)  -  0,  para  n  =  0,  L 
2,  3  o  4, 

20.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun 
ción/ríq,  «,)  =  w,  +  2  para  lodos  los  pares  de  enteros  no 
negativos  ni  y  nr 

*21,  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun¬ 
ción  f{n y  n  j  =  miní/i,,  n2)  para  todos  los  pares  de  en¬ 
teros  no  negativos  n}  y 

22.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que  calcule  la  fun- 
cióit  fin  y  n2)  =  n}  +  n2  +  I  para  todos  los  pares  de  ente¬ 
ros  no  negativos  nl  y  ñv 

Sea  B(n)  el  máximo  número  de  unos  que  una  máquina 
de  Turíng  con  n  estados  y  el  alfabeto  |  l .  B  j  puede  es¬ 
cribir  sobre  una  cima  que  está  íriidalmente  en  blanco.  Fl  pro¬ 
blema  de  determinar  B(n)  para  valores  particulares  de  n  se 
conoce  como  el  problema  de!  castor  atareado.  Este  problema, 
fue  estudiado  en  primera  instancia  por  Tibor  Rario  en  1962. 
Actualmente,  se  sabe  que  Zí(2j  =  4, 25(3)  =  6  y  B{ 4)  -  13,  pero 
no  se  conoce  el  valor  de  Bin)  para  n  £  5. 

*23.  Demuestra  que  ¿7(2)  es  al  menos  4  hallando  una  máqui¬ 
na  de  Turíng  con  2  estados  y  alfabeto  [  1,  B  \  que  para 
cuando  hay  cuatro  unos  consecutivos  en  la  cinta. 

*'*24,  Demuestra  que  la  función  Bin)  no  puede  ser  calculada 
mediante  una  máquina  de  Turíng.  [indicación:  Supon 
que  hay  una  máquina  de  Turíng  que  calcula  Bin)  en 
binario.  Construye  una  máquina  de  Turíng  que.  comen¬ 
zando  con  la  cinta  en  blanco,  escriba  n  en  binario,  cal 
eule  B(n)  en  binario  y  convierta  Bin)  de  binario  a  una- 
rio.  Demuestra  que,  para  n  suficientemente  grande,  el 
número  de  estadas  de  T  es  menor  que  Bin),  llegando  a 
una  contradicción]. 


la  producción  w  — >  w{:  nf  se  puede  reemplazar  por  a j  siempre 
que  ve  aparezca  en  una  cadena  dd  lenguaje 
h-  =>  ln\es  directamente  derivable  de  n\\:  h  sc  puede 
obtener  a  partir  de  w(  u  lili /ando  una  producción  para  re¬ 
emplazar  una  cadena  de  por  oira  cadena 
=í  m\  íw\es  derivable  de  h^í;  vt„  se  puede  obtener  a  partir 
de  hj  utilizando  una  sucesión  de  producciones  para  reem¬ 
plazar  unas  cajerías  por  otras 

gramática  de  tipo  0:  cualquier  gramática  con  estructura  de 
frases 
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gramática  de  tipo  1:  una  gramática  con  estructura  de  frases  en 
ía  que  toda  producción  es  de  la  forma  h’,  — >  wT  donde 
/(ve,)  s  /{h  ,)ow,-  X 

gramática  de  tipo  2,  o  independiente  del  contexto,  o  libre  de 
contexto:  una  gramática  con  estructura  de  frases  en  la  que 
toda  producción  es  de  la  forma  A  — >  u'r  donde  A  es  un 
símbolo  no  terminal 

gramática  de  tipo  X  o  regular:  una  gramática  con  estructura 
de  frases  en  la  que  toda  producción  es  etc  la  forma  A  — >  aB1 
A  — >  a  o  S  —>  X>  donde  A  y  ft  son  símbolos  no  terminales,  S 
es  el  símbolo  inicial  y  a  es  un  símbolo  terminal 
árbol  de  derivación:  un  árbol  ordenado  con  raíz  donde  la  raí/ 
representa  al  símbolo  inicial  de  una  gramática  de  tipo  2,  los 
vértices  internos  representan  elementos  no  terminales,  las 
hojas  representan  elementos  terminales  y  los  hijos  de  un 
vértice  son  los  símbolos  del  lado  derecho  de  una  produc¬ 
ción,  ordenados  de  izquierda  a  derecha,  donde  el  símbolo 
que  representa  al  padre  esta  en  el  lado  izquierdo 
forma  de  Backus-Naur:  una  descripción  de  una  gramática 
libre  de  contexto  en  la  que  todas  las  producciones  que  tie¬ 
nen  los  mismos  símbolos  no  terminales  en  su  lado  izquier¬ 
do  se  agrupan  en  una  misma  línea,  colocando  los  diferentes 
lados  derechos  de  las  producciones*  separadas  por  una  ba¬ 
rra,  con  los  símbolos  no  terminales  encerrados  entre  ángu¬ 
los  y  el  símbolo  — >  se  reemplaza  por  ::= 
máquina  de  estado  finito  (S,  l.  O,  f,  gf  sn)  (o  máquina  de 
Mealy):  una  seis-tupia  que  contiene  un  conjunto  de  estados 

S.  un  alfabeto  de  entrada  /  un  alfabeto  de  salida  Or  una 
función  de  transición  /que  asigna  el  estado  siguiente  a 
cada  par  de  estado  y  dato  de  entrada,  una  función  de  salida 
g  q ue  asigna  una  salida  a  cada  par  de  estado  y  entrada  y  un 
símbolo  inicial  su 

Mi  ( concatenación  de  A  \  Bit  el  conjunto  de  todas  las  cade¬ 
nas  formadas  al  concatenar  una  cadena  de  A  con  otra  de  IL 
en  ese  orden 


1*  (la  clausura  o  cierre  de  K Ivene  de  A ):  el  conjunto  de  to¬ 
das  las  cadenas  formadas  al  concatenar  un  numero  arbitra¬ 
rio  de  cadenas  de  A 

autómata  finito  determinista  Í,S\  /,/  srF):  una  cinco-tupia 
que  contiene  un  conjunto  de  estados  S ,  un  alfabeto  de  en¬ 
trada  /,  tina  función  de  transición /que  asignad  estado  si 
guíente  a  cada  par  de  estado  y  dato  de  entrada,  un  estado 
inicial  y  un  conjunto  F  de  estados  finales 
autómata  finito  no  determinista  t,S\  //  su,  Ft:  una  cinco-tupia 
que  contiene  un  con  junto  de  estados  un  alfabeto  de  entra¬ 

da  7  una  función  de  transición  /  que  asigna  un  conjunto  de 
posibles  estados  siguientes  a  cada  par  de  estado  y  dato  de  en¬ 
trada,  mi  estado  inicial  y  un  conjunto  F  de  estados  finales 
lenguaje  reconocido  ío  aceptado)  por  un  autómata:  el  con¬ 
junto  de  cadenas  de  entrada  que  transforman  el  estado  un 
nal  en  un  estado  final  del  autómata 
expresión  regular:  una  expresión  definida  recursi v ámente  es- 
petrificando  que  0,  X  y  x,  para  lodo  ,v  del  alfabeto  de  entra¬ 
da,  son  expresiones  regulares  y  que  í  AB 1,  (A  U  B)  y  (A)* 
son  expresiones  regulares  si  A  y  ft  lo  son 
conjunto  regular:  un  conjunto  definido  mediante  una  expre¬ 
sión  regular  (véase  página  714) 
maquina  de  Turing  /'  -  (*S\  /,  /  .v(1):  una  cuatro-tupia  que 
contiene  un  conjunto  de  estados  V.  un  alfabeto  de  entrada  / 
que  contiene  el  símbolo  en  blanco  /í,  una  función  parcial / 
de  $  x  /  en  S  x  /  x  \R*L]  y  un  estado  inicial 

KKSULTADOS 

Para  cualquier  autómata  finito  no  determinista  hay  un  autóma¬ 
ta  finito  determinista  que  reconoce  el  mismo  conjunto. 
Teorema  de  Kleene:  un  conjunto  es  regular  sl  y  sólo  si,  hay 
un  autómata  finito  que  lo  reconoce. 

Un  conjunto  es  regular  si,  y  sólo  si.  está  generado  por  una 
gramática  regular. 


Cuestiones  de  repaso 


1.  a)  Define  gramática  con  estructura  de  frases. 

a)  ;,Qué  significa  que  una  cadena  sea  derivable  a  partir  de 
una  cadena  w  mediante  una  gramática  G  con  estructu¬ 
ra  de  frases? 

2.  a)  ¿Qué  es  un  lenguaje  generado  por  una  gramática  G 

con  estructura  de  frases? 

b)  ¿Cual  es  el  lenguaje  generado  por  Ja  gramática  Í7  cuyo 
alfabeto  es  ¡ S>  0.  1 1,  el  conjunto  de  terminales  7  ■■ 
(0,  1 |,  el  símbolo  inicial  S  y  las  producciones  S  — > 
OOOS,  S  I? 

cf  Da  una  gramática  con  estructura  de  frases  que  genere 
el  conjunto  |  U  j *  j  n  —  0,  1 T  2.  t..  | . 

3.  a)  Define  gramática  de  tipo  I 

b)  Da  un  ejemplo  de  gramática  que  no  sea  de  tipo  I. 

c )  l )efi ne  g  ram  á  tica  de  i  i  po  2 . 

ti )  Da  un  ejemplo  de  gramática  que  no  sea  de  tipo  2,  ¡uto 
qué  sea  de  tipo  I. 

c )  De  fi  ne  g  ram  á  t  i  ca  de  ti  po  3, 

1  )  Da  un  ejemplo  de  gramática  que  no  sea  de  tipo  3,  pero 
que  sea  de  tipo  2. 


4.  a)  Define  gramática  regular, 
b  t  De  fit  te  le  ng  u  aje  reg  u  I  ar, 

c)  Demuestra  que  el  conjunto  |0*r  |  mt  n  =  0,  L  2.  >♦♦) 
es  un  lenguaje  regular. 

5,  a)  ¿Que es  la  forma  de  Backus-Naur? 

b)  Da  un  ejemplo  de  fonua  de  Backus-Naur  de |a  grama- 
tica  para  un  subconjunto  del  español  elegirle! por  ti. 

6,  a)  ¿Qué  es  una  máquina  tie  estado  finito? 

b)  Muestra  cómo  modelar  mediante  una  máquina  de  es 
lado  finito  una  máquina  expendedora  que  acepta  sólo 
monedas  de  25  céntimos  y  dispensa  una  bebida  gaseo¬ 
sa  después  de  introducir  75  céntimos. 

7.  ui  ¿Cuál  es  el  cierre  de  Kleene  de  un  conjunto  de  ca¬ 

denas? 

b)  Calcula  el  cierre  de  Kleene  del  conjumo  ¡  11.0}. 

8*  u)  Define  autómata  finito, 

b)  ¿Qué  significa  que  una  cadena  sea  reconocida  por  un 
autómata  finito?  a 

lT  a)  Define  autómata  finito  no  determinista. 

h)  Demuestra  que  para  todo  autómata  finito  no  detemri- 
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nista  hay  un  autómata  finito  determinista  que  reconoce 
el  mismo  lenguaje* 

10*  al  Define  el  conjunto  de  expresiones  regulares  sobre  un 
conjunto  /* 

b)  Explica  cómo  se  utilizan  las  expresiones  regulares  para 
representar  conjuntos  regulares. 

1 1.  Enuncia  el  Teorema  de  Kkene. 

12.  Demuestra  que  un  conjunto  está  generado  por  una  gra¬ 
mática  regular  si*  y  sólo  si.  es  un  conjunto  regular. 


13*  Da  un  ejemplo  de  un  conjunto  que  no  sea  reconocido  por 
una  máquina  de  estado  finito.  Demuestra  que  ninguna  má¬ 
quina  de  estado  finito  lo  acepta, 

14*  Define  la  máquina  de  Turing. 

i  5*  Describe  cómo  se  utilizan  las  máquinas  de  Turing  para  re^ 
conocer  conjuntos. 

i  ó*  Describe  cómo  se  utilizan  las  máquinas  de  Turing  para 
construir  funciones  aritméticas. 


Problemas  complementarios 

*1.  Obten  una  gramática  con  estructura  de  frases  que  genere 
cada  tuto  de  los  siguientes  lenguajes: 

a)  el  conjunto  de  las  cadenas  de  bits  de  la  forma  (FnI  **, 
siendo  n  un  entero  no  negativo 

b)  el  conjunto  de  las  cadenas  de  bits  con  d  doble  de 
ceros  que  de  unos 

c)  el  conjunto  de  las  cadenas  de  bils  de  la  forma  ir\ 
siendo  \v  una  cadena  de  bits 

*2*  Obtén  una  gramática  con  estructura  de  frase  que  genere 
el  conjunto  (CE  |  n  s  0|. 

Para  los  Problemas  3  y  4.  sea  G  =  (V,  7\  5.  P )  la  gramática  de 
contexto  libre  con  V  [(,),  S,A,  B¡,  T  -  ((*)(,  símbolo  inicial  S  y 
producciones  S  — M,  A  — >  AIk  A  — >  /i*  B  —>  B  ->  0  y  5  —*  A. 
3.  Construye  los  árboles  de  derivación  para  las  siguientes 
cadenas: 

a)  (())  b)  ()(0)  c)  «00)) 

*4.  Demuestra  que  L(G)  es  el  conjunto  de  rodas  las  cadenas 
equilibradas  de  paréntesis,  definidas  en  ct  preámbulo  del 
Problema  complementario  57  del  Capítulo  3* 

Una  gramática  independíente  del  contexto  es  ambigua  si  hay  una 
palabra  en  l,(G)  con  dos  derivaciones  que  producen  árboles  de  de 
ovación  diferentes*  considerados  como  árboles  con  raíz  ordenados 

5*  Demuestra  que  la  gramática  G  =  (V,  T  *  Sf  P)  con  \  =  (0, 
5],  T  •  {()],  símbolo  inicial  S  y  producciones  S  — *  05* 
5  — >  50  y  5  — >  í )  es  ambigua  construyendo  dos  árboles  de 
derivación  diferentes  para  O1. 

6,  Demuestra  que  la  gramática  (i  =  (V  .  7T  S.  P)  con  V  = 
¡  0*  5),  /  =  (ÜJ*  símbolo  inicial  S  y  producciones  S  — >  05 
y  S  -4  0  no  es  ambigua* 

7,  Sean  A  y  /¿  suhconjunlos  finitos  de  V\  siendo  V  un  alfa¬ 
beto.  ¿Es  necesariamente  etc  no  que  \AB\  =  \BA  |7 

8,  Demuestra  la  veracidad  o  falsedad  de  las  siguientes  afir 
maciones,  siendo  A.  B  y  C  subcon  juntos  de  \  .  donde  V 
es  un  alfabeto. 

a)  A(BUC)~ABUAC 
bi  M8r\Q  =  ABr\AC 

c)  {AB)C  =  MBQ 

d)  (AUB)*  =A*U¿Í* 

Sean  \  y  B  su  be  on juntos  finitos  de  T\  siendo  Y  un  alfa¬ 
beto.  ¿Es  cierto  que  A  C  B  si  A'  C  5*? 

10,  ¿Que  conjunto  de  cadenas  con  símbolos  en  el  conjunto 
|  f),  1,2)  esta  representado  por  3a  expresión  regular  í 2+)(0 

uíinr? 


La  altura  asterisco  h{ E)  de  una  expresión  regular  sobre  el 
conjunto  /  se  define  recursivamente  por 

h(Q)  =  0; 
h{\)  ~  0*si  x  e  /; 

/i((Et  U  YA)  -  /ifiE.Ed)  ^  mmMÍL'  k  h( E,)l  si  E,  y  Y., 
so  n  e  x  pre  s  i  o  n  e  s  re  g  ul  ares ; 
h( E+)  =  h i K)  4  1  si  E  es  una  expresión  regular. 

1 1,  Determina  la  altura  asterisco  de  cada  una  de  las  siguien¬ 
tes  expresiones  regulares: 

a)  0*1 
h|  0*1* 

c)  (0*01)* 

d)  ((0*1)*)* 

c)  (01O*)(  1*01*}*((01)*(10)*)* 
f)  <((({fl*)í)*0)*)l)* 

*12,  Para  cada  una  de  las  siguientes  expresiones  regulares 
determina  una  expresión  regular  con  altura  asterisco  mí¬ 
nima  entre  la*s  que  representan  el  mismo  lenguaje* 
al  (0*1*1* 

b)  (0(01*01*1* 

c)  (0*u(0t)*y i*)* 

13,  Construye  una  máquina  de  estado  finito  con  salida  que  pro¬ 
duzca  como  salida  un  1  si  la  cadena  de  bils  leída  hasta  esc 


instante  contiene  cuatro  o  mas  unos.  Después,  construye  un 
autómata  finito  determinista  que  reconozca  este  conjunto. 

14*  Construye  una  máquina  de  otado  finito  con  salida  que 
produzca  como  salida  un  1  si  la  cadena  bits  leída  hasta 
ese  instante  contiene  cuatro  o  más  unos  consecutivos. 
Después*  construye  un  autómata  finito  determinista  que 
reconozca  este  cor  junto. 

15.  Construye  una  má  juina  de  estado  finito  con  salida  que 
produzca  como  sa  ida  un  1  si  la  cadena  bits  leída  hasta 
ese  instante  acaba  en  cuatro  o  más  unos  consecutivos* 
Después,  construye  un  autómata  finito  determinista  que 


reconozca  este  conjunto. 

16.  Se  dice  que  un  estado  s'  de  una  máquina  de  estado  finito 
es  accesible  desde  el  estado  a  si  hay  una  cadena  de  en¬ 
trada  i  tal  que  f(s,  jr)  -  $é.  Se  dice  que  un  estado  s  es 
transitorio  si  ninguna  cadena  de  entrada  no  vacía  a  cum¬ 
ple  que  f{s,  a)  =  s.  Se  dice  que  un  estado  s  es  un  sumi¬ 
dero  si  f{s.  a)  =  s  para  cualquier  cadena  ^e  entrada  a. 
Responde  las  siguientes  preguntas  acerca  de  la  máquina 
de  estado  finito  cuyo  diagrama  de  estados  se  muestra  a 
Continuación. 
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a)  ¿Qué  estados  son  accesibles  desde  s0 7 

b)  ¿Que  estados  son  accesibles  desde  ,Q? 

c)  ¿Qué  estados  son  transitorios'/ 

d)  ¿Qué  estados  son  sumideros? 

*1 7.  Sean  S ,  /  y  O  conjuntos  finitos  tales  que  |S|  =  n,\I\  y 
¡  0 1  =  m. 

a)  ¿Cuántas  máquinas  (de  Mealy)  de  estado  finito  dife¬ 
rentes  M  =  (S,  L  0,f,  g,  s{)  se  pueden  construir  sí  el 
estado  inicial  se  puede  elegir  de  modo  arbitrario? 

b)  ¿Cuantas  máquinas  de  Moone  diferentes  M  =  {S,  /,  O, 
f\  g,  sA  se  pueden  construir  si  el  estado  inicial  st}  se 
puede  elegir  de  modo  arbitrario? 

*18.  Sean  S  e  /  conjuntos  finitos  tales  que  \S\  =  n ,  ]/[  -  k. 
¿Cuántos  autómatas  finitos  diferentes  M  ~  (5,  /,/f  y,,  F) 
hay  si  el  estado  inicial  sñ  y  el  subconjunto  F  de  S  que 
consiste  en  los  estados  finales  se  pueden  elegir  de  modo 
arbitrario 

a)  en  el  caso  de  que  el  autómata  sea  determinista? 

b)  en  el  caso  de  que  el  autómata  pueda  ser  no  determi¬ 
nista?  {Nota *  Esto  incluye  a  los  autómatas  determi¬ 
nistas). 

19-  Construye  un  autómata  finito  determinista,  que  sea  equi¬ 
valente  al  autómata  no  determinista  cuyo  diagrama  de  es¬ 
tados  se  muestra  a  continuación 


0 


20.  ¿Cuál  es  el  lenguaje  reconocido  por  d  autómata  del  Pro¬ 
blema  19? 

2J.  Construye  un  autómata  finito  que  reconozca  los  siguien¬ 
tes  conjuntos: 

a)  0*(I0>* 

b)  (01U1I1)*1I)*(OU1) 

c)  (001  U  (11)*)* 

*22.  Determina  las  expresiones  regulares  que  representan  el 
conjunto  de  todas  las  cadenas  de  ceros  y  unos 

a)  construidas  con  bloques  con  un  numero  par  de  unos, 
de  modo  que  entre  cada  dos  bloques  de  unos  haya  un 
número  impar  de  ceros. 

b)  con  al  menos  dos  ceros  consecutivos  o  tres  unos  con¬ 
secutivos. 

c)  que  no  contengan  ni  tres  ceros  consecutivos  ni  dos 
unos  consecutivos. 

*23.  Demuestra  que  sí  A  es  un  conjunto  regular,  entonces  A 
también  lo  es. 

*24.  Demuestra  que  si  A  y  B  son  conjuntos  regulares,  enton¬ 
ces  A  fl  B  también  lo  es. 

*25.  Determina  autómatas  de  estado  finito  que  reconozcan 
las  siguientes  cadenas  de  ceros  y  unos: 

a)  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  que  comienzan  por 
no  más  de  tres  ceros  consecutivos  y  contienen  al  me¬ 
nos  dos  unos  consecutivos. 

b)  d  conjunto  de  todas  las  cadenas  con  un  numero  par 
de  símbolos  que  no  contengan  la  subeadena  10J. 

c)  el  conjunto  de  todas  las  cadenas  con  al  menos  tres 
bloques  de  dos  o  más  unos  y  ai  menos  dos  ceros. 

*26.  Demuestra  que  i  QreN)  no  es  regular.  Puedes  utilizar  el 
lema  de  bombeo  visto  en  el  Problema  Jó  de  la  Sección  HA 
*27.  Demuestra  que  (  \p  |  p  es  primo)  no  es  regular.  Puedes 
utilizar  el  lema  de  bombeo  visto  en  d  Problema  ló  de  la 
Sección  1 1 A , 

*28.  Hay  un  resultado  para  lenguajes  libre  de  contexto  análo¬ 
go  al  lema  de  bombeo  para  conjuntos  regulares.  Sea 
L(G)  el  lenguaje  reconocido  por  una  gramática  de  con¬ 
texto  libre  G+  El  resultado  afirma  que  hay  una  constante 
,'Y  tal  que  si  z  es  una  palabra  de  L(G)  con  /(vi)  >  N t  en¬ 
tonces  z  se  puede  escribir  como  uv\v\y\  donde  I(ywx) 
N.  i(r.x)  >  1  y  itVwxiy  e  L(G)  para  /  =  0.  1,  2.  3, ...  Utiliza 
este  resultado  para  demostrar  que  no  existe  ninguna  gra¬ 
mática  G  libre  de  contexto  tal  que  L(G)  -  { 0" l n 2'  |  n  =  0, 
1,2,  ...}. 


Ejercicios  de  programación 

ESCRIBE  PROGRAMAS  CON  LAS  ENTRADAS  Y  SALIDAS  QUE  SE  ESPECIFICAN 


L  Dadas  las  producciones  de  una  gramática  con  estructura 
de  frases,  determina  qué  tipo  de  gramática  es  según  la 
c  I  a  si  f  i  c  aci  ón  de  Chom  s  k  y . 

*2.  Dadas  tas  producciones  de  una  gramática  libre  de  con¬ 
texto  v  una  cadena,  construye  un  árbol  de  derivación 
para  esta  cadena  en  el  caso  de  que  ésta  pertenezca  al 
lenguaje  generado  por  dicha  gramática. 


3.  Dada  una  tabla  de  estados  de  una  máquina  de  VI  o  ore  y 
una  cadena  de  entrada,  construye  la  cadena  de  salida  ge¬ 
nerada  por  la  máquina. 

4.  Dada  una  tabla  de  estados  de  una  máquina  de  Mealy  y 
una  cadena  de  entrada,  construye  la  cadena  de  salida  ge-0 
nerada  por  la  máquina. 

5.  Dada  una  tabla  de  estados  de  un  autómata  finito  deter 


, 
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minista  y  una  cadena  de  entrada,  decide  si  la  cadena  es 
reconocida  o  no  por  el  autómata, 

6,  Dada  una  tabla  de  estados  de  un  autómata  finito  no  de¬ 
terminista  y  una  cadena  de  entrada,  decide  sí  la  cadena  es 
reconocida  o  no  por  el  autómata. 

*7.  Dada  una  tabla  de  estados  de  un  autómata  finito  no  de¬ 
terminista,  construye  la  tabla  de  estados  de  un  autó¬ 
mata  finito  determinista  que  reconoce  d  mismo  len¬ 
guaje. 


Cálculo  y  experimentación 

UTILIZA  LOS  PROGRAMAS  QUE  HAS  ESCRITO  PARA  H 


■:S.  Dada  una  expresión  regular,  construye  un  autómata  fini¬ 
to  no  determinista  que  reconozca  el  conjunto  que  repre¬ 
senta  dicha  expresión. 

9.  Dada  una  gramática  regular,  construye  un  autómata  fini¬ 
to  que  reconozca  el  lenguaje  generado  por  esta  gramática. 

1 0 *  Dar  lo  un  au  tóm  at  a  finito ,  con  s  i  ru  y  e  i  n  i  a  gram  át  ica  regu  1  tu¬ 
que  genere  el  lenguaje  reconocido  por  este  autómata. 

*11-  Dada  una  máquina  de  Turing.  construye  la  cadena  de 
salida  producida  por  una  cadena  de  entrada  dada. 


;er  estos  ejercicios 


i.  Resuelve  el  problema  del  castor  atareado  para  dos  esta¬ 
dos  mediante  la  comprobación  de  todas  las  máquinas  de 
Turing  con  dos  estados  y  el  alfabeto  { 1,  B  j. 

*2.  Resuelve  el  problema  del  castor  atareado  para  tres  esta¬ 
dos  mediante  ía  inspección  directa  de  todas  las  máquinas 
de  Turing  de  tres  estados  y  el  alfabeto  ¡  E  B }. 

**3,  Encuentra  una  máquina  que  resuelva  el  problema  del 


castor  atareado  para  cuatro  estados  mediante  la  inspec¬ 
ción  directa  de  todas  las  máquinas  de  Turing  de  cuatro 
estados  y  el  alfabeto  1 1 ,  B  \  > 

*  * 4,  De sa rr ol  1  a  todo  I o  que  p ued .as  u  na  m áq  u i n a  q  u e  res uel  v a 
el  problema  del  castor  atareado  con  cinco  estados. 
Desarrolla  todo  lo  que  puedas  una  máquina  que  resuelva 
el  problema  del  castor  atareado  con  seis  estados. 


Redacción  de  proyectos 

REDACTA  UN  TRABAJO  QUE  RESPONDA  A  ESTAS  CUESTIONES  MANEJANDO  BIBLIOGRAFÍ  A  ADECUADA 


1 ,  Deser  ibe  c  óm  o  se  puede  modelar  el  cree  i  mi  en  l  o  de  ciertas 
plantas  utilizando  el  sistema  de  Lindenmeyer.  Para  mode¬ 
lar  los  diferentes  tipos  de  plantas  que  pueden  crecer,  este 
sistema  emplea  una  gramática  con  producciones. 

2 ,  De  ser  i  be  1  a  ft  >rm  a  d  e  B  ac  k  u  s  -  N  aur  (y  la  fom  i  a  d  e  B  ac  k  u  s- 
Naur  extendida)  y  las  reglas  utilizadas  para  especificar  la 
sintaxis  de  a  I  g  un  os  le  n  guaj  es  de  p  rog  ra  m  ac  i  ón  coirt  o  J  a  va , 

!  íSP  o  ADA  y  lenguajes  de  bases  de  datos  como  SQI 

3,  Explica  cómo  utilizan  los  comprobadores  léxicos  las  má¬ 
quinas  de  estado  finito. 

4,  Explica  cómo  se  utilizan  las  máquinas  de  estado  finito  en 
el  estudio  de  los  protocolos  de  redes. 

5,  Explica  cómo  se  utilizan  las  máquinas  de  estado  finito  en 
los  programas  de  reconocimiento  de  voz, 

6,  Explica  d  concepto  de  rninímizacíón  de  un  autómata  fini¬ 
to,  Da  un  algoritmo  que  lleve  a  cabo  esta  rnínimización. 

7,  Define  autómata  celular.  Explica  sus  aplicaciones.  Utiliza 
corno  ejemplo  el  Juego  de  la  Vida  (del  inglés.  Carne  of 
Life). 

S.  Define  autómata  a  pila.  Explica  cómo  se  utilizan  los  auto- 
matas  a  pila  en  el  reconocimiento  de  conjuntos,  ¿Qué  con¬ 
juntos  son  reconocidos  por  un  autómata  a  pila?  Justifica  tu 
respuesta  dando  las  líneas  generales  de  una  demostración. 

9.  Define  autómata  linealmente  acotado.  Explica  cómo  se 
utilizan  los  autómatas  lineal  mente  acotados  en  el  recono¬ 
cimiento  de  conjuntos.  ¿Qué  conjuntos  son  reconocidos 


por  un  autómata  linealmente  acotado?  Justifica  tu  res¬ 
puesta  dando  las  líneas  generales  de  una  demostración. 

10,  Busca  la  definición  original  de  Turing  de  lo  que  se  conoce 
corno  máquina  de  Turing,  ¿Qué  le  motivó  a  definir  estas 
máquinas? 

1 1 ,  Des  en  be  e  1  concepto  de  m  á  q  u  i  n  a  d  e  Tu  ring  universal.  Ex  - 
plica  cómo  se  construye. 

12,  Explica  en  qué  tipo  de  aplicaciones  se  utilizan  las  máqui¬ 
nas  de  Turing  no  deterministas  en  lugar  de  las  determinis¬ 
tas. 

13,  Demuestra  que  una  máquina  de  Turing  puede  simular 
cualquier  acción  realizada  por  una  máquina  de  Turing  no 
determinista. 

14,  Demuestra  que  un  conjunto  es™ reconocido  por  una  má¬ 
quina  de  Turing  si,  y  sólo  sí,  está  generado  por  una  gra¬ 
mática  con  estructura  de  frases,  j 

15*  Describe  los  conceptos  básicos  lid  larnbd a- cálculo  y  ex¬ 
plica  cómo  se  utiliza  en  el  estudio  de  las  funciones  com- 
put  ables. 

16.  Demuestra  que  una  máquina  de  Turing  de  las  definidas  en 
este  capítulo  puede  llevar  a  cabo  cualquier  tarea  de  las 
realizadas  por  una  máquina  de  Turing  con  n  cimas. 

17.  Demuestra  que  una  máquina  de  Turing  con  una  cinta  infi¬ 
nita  en  un  sentido  puede  llevar  a  cabo  las  mismas  tareas 
que  una  máquina  de  Turing  con  una  cima  infinita  en  am¬ 
bos  sentidos. 


Funciones  exponencial 
y  logarítmica 


En  este  apéndice  revisamos  algunas  de  las  propiedades  básicas  de  las  funciones  exponencial 
y  logarítmica-.  Estas  propiedades  se  utilizan  a  lo  largo  de  este  libro.  Los  estudiantes  que  ne¬ 
cesiten  profundizar  más  en  este  material  deberían  consultar  libros  de  cálculo  infinitesimal, 
como  los  que  se  mencionan  en  las  lecturas  recomendadas. 

FUNCIONES  EXPONENCIALES 


Sea  n  un  entero  positivo  y  sea  h  un  número  real  positivo  fijo.  La  función  fb(n)  -  lf  se  define  como 
fb{n)  ~  bn  =  h  ■  b  >  b . bt 

donde  hay  n  factores  iguales  a  b  multiplicados  a  la  derecha  de  la  igualdad. 

Podemos  definir  la  función  fbix)  -  ff  para  todos  los  números  reales  x  usando  técnicas  dd 
cálculo  infinitesimal.  A  la  función  j^r)  -  i?  se  le  llama  función  exponencial  en  base  b.  No  va¬ 
mos  a  describir  cómo  se  calculan  ios  valores  de  tas  funciones  exponenciales  en  base  />  cuando  x 
no  es  un  entero. 

Dos  de  las  propiedades  importantes  que  satisfacen  las  funciones  exponenciales  se  dan  en  el 
Teorema  L  Las  demostraciones  de  estas  y  otras  propiedades  relacionadas  pueden  hallarse  en  los 
libros  de  texto  de  cálculo  infinitesimal. 


TEOREMA  1 


Sea  b  un  numero  rea).  Entonces 
L  bl+>  =  l?b\  y 
2.  { hiy  =  b" 


Bn  la  Figura  I  se  muestran  las  gráficas  de  algunas  funciones  exponenciales. 


FUNCIONES  LOGARÍTMICAS 

Sea  h  un  número  real  con  h  >  L  Entonces,  la  función  exponencial  fh(x)  -  hx  es  estrictamen¬ 
te  creciente  (como  puede  comprobarse  en  cualquier  libro  de  cálculo  infinitesimal).  Es  una 
correspondencia  biyectiva  del  conjuntó  de  ios  números  reales  en  el  conjunto  de  los  números 
reales  no  negativos.  Por  tanto*  esta  función  tiene  inversa,  a  lasque  se  llama  función  logarítmica 
en  base  b.  En  ottas  palabras,  si  h  es  un  número  real  mayor  que  1  y  x  es  un  número  real  positivo, 
entonces 

#***  =  . v, 

Al  valor  de  esta  función  en  x  se  le  llama  el  logaritmo  en  base  b  de  x . 

De  la  definición  se  deduce  que 

logj.  bl  =  . v. 


En  el  Teorema  2  revisamos  varias  propiedades  importantes  de  los  logaritmos. 
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Figura  I  *  Gráficas  de  Jas  funciones  exponenciales  en  las  bases  ■£,  2  y  5. 


TEOREMA  2 


Sea  /?  un  numero  real  mayor  que  L  Entonces, 

1 .  log,  (x y)  =  log^  x  +  logA  y  para  todo  par  de  números  reales  positivos  x  c  y, 

2 .  logh  (a’  )  =  y  log6  a  para  tocio  numero  real  positivo  a. 


Demostración:  Como  log¿!  (.vy)  es  el  único  número  real  que  verifica  bu'*h  {xy)  -  xy9  para  demostrar  el 
apartado  l  basta  demostrar  que  hk^l+l^Y-  \y.  Por  el  apartado  1  del  Teorema  l.  se  tiene 

r+(í}i?í.  y  -  x  *  bl°£h  y 

=  xy. 

Para  demostrar  el  apartado  2»  basta  demostrar  que  />  =  x  .  Por  el  apartado  2  del  Teorema  L  se 

tiene  que 

-  xy.  <1 

El  siguiente  teorema  relaciona  logaritmos  en  bases  diferentes. 


TEOREMAS 


Sean  a  y  b  números  reales  mayores  que  I  y  sea  a  un  número  real  positivo.  Entonces, 
log,,* -  fog-.í/log^Éí. 


vi  m 1 


Demostración:  Para  demostrar  este  resultado,  hasta  demostrar  que 


blt'** 1  tofo*  =  x. 

Por  el  apartado  2  del  Teorema  E  se  tiene  que 

*  tog tü  ~  (¡)U>Zi r11)1^  T 
=  1 
=  X. 

Esto  completa  la  demostración. 

Puesto  que  la  base  utilizada  con  mayor  frecuencia  en  este  libro  es  b  -  2,  denotaremos  por  log  x 
a  log,  x . 

En  la  Figura  2  se  muestra  la  gráfica  de  la  función  fU)  ~  log  v.  Según  el  Teorema  3.  cuando  se 
utiliza  una  base  b  distinta  de  2,  se  obtiene  una  función  que  es  una  constante  multiplicada  por  la 
función  log  a,  a  saber.  ( l/¡og  b)  log  a. 
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Figura  2»  La  gráfica  de  f(x)  =  Jog  v. 


Problemas 

1 .  Expresa  como  potencias  de  2  las  siguientes  cantidades: 

a)  2  •  21 

b)  (23)1 

c)  2<a 

2.  Cal  cu  la  I  a  s  sigtiien  tes  c  an  t  i  d  ades : 

a)  log  1.024 

b\  ¡og2  1/4 
eJ  Iog4  8 

3.  Sea  v  log4  x.  Calcula  las  siguientes  cantidades: 

a)  log,-* 

b)  log,.  x 

c> 


4.  Sean  a,  b  y  c  números  reales  positivos.  Demuestra  que 

ak,s,  f  — 


5.  Dibuja  la  gráfica  de  fix)  -  h'  si  h  es 

a)  3 

b)  1/3 

0  1 

6.  Dibuja  ¡a  gráfica  ríe  f(x)  -  logfc  .v  si  b  es 

a)  4 

b)  100 

c)  1.000 


os  algoritmos  de  este  texto  se  describen  en  lenguaje  natural  y  en  pseudocódigo*  El 
pseudocódigo  es  un  paso  intermedio  entre  la  descripción  en  lenguaje  natural  de  los  pasos 
un  algoritmo  y  la  programación  de  dicho  algoritmo  utilizando  un  lenguaje  de  pro¬ 
gramación.  Las  ventajas  de  utilizar  pseudocódigo  son,  entre  otras,  su  simplicidad  y  la  facilidad 
para  producir  código  fuente  (en  un  lenguaje  de  programación  determinado)  a  partir  del  pseu¬ 
docódigo. 

Este  apéndice  describe  el  formato  y  la  sintaxis  del  pseudocódigo  utilizado  en  el  libro*  El 
pseudocódigo  se  ha  diseñado  de  forma  que  la  estructura  básica  es  similar  a  la  de  Pascal,  el 
lenguaje  de  programación  más  usado  en  docencia  en  la  actualidad  Sin  embargo,  el  pseu¬ 
docódigo  que  utilizaremos  será  mucho  más  flexible  que  un  lenguaje  de  programación  for¬ 
ma],  ya  que  daremos  frecuentemente  descripciones  de  pasos  del  algoritmo  en  lenguaje  na¬ 
tural. 

Este  apéndice  no  está  pensado  para  ser  estudiado,  sino  para  utilizarlo  como  referencia  por  el 
estudiante  que  se  enfrente  a,  las  descripciones  de  los  algoritmos  dados  en  d  texto  y  que  escriba  el 
pseudocódigo  de  las  soluciones  a  los  problemas. 


INSTRUCCIÓN  PARA  PROCEDIMIENTOS 


i  Él  pseudocódigo  de  un  algoritmo  comienza  con  una  instrucción  procedure  en  la  que  se  incluye  el 

nombre  del  algoritmo,  la  lista  de  las  variables  de  entrada  y  la  descripción  del  tipo  de  dichas  va¬ 
riables.  Por  ejemplo,  la  instrucción 


procedure  fnaximo(L  :  lista  de  enteros) 


es  la  primera  instrucción  del  pseudocódigo  de  un  algoritmo  denominado  máximo,  que  determina  ei 
máximo  de  una  lista  L  de  enteros. 


ASIGNACIONES  Y  OTROS  TIPOS  DE  INSTRUCCIONES 


La  asignación  se  utiliia  para  dar  valores  a  las  variables.  En  una  asignación,  la  pane  de  la  izquier¬ 
da  es  el  nombre  del  \alor  y  la  parte  de  la  derecha  es  una  expresión  que  contiene  constantes,  va¬ 
riables  a  las  que  ya  se  les  ha  asignado  un  valor  o  funciones  definidas  por  un  procedimiento.  El  tér¬ 
mino  de  la  derecha  puede  contener  cualquiera  de  las  operaciones  aritméticas  usuales.  Sin  embargo, 
en  el  pseudocódigo  de  este  libro  podrá  aparecer  también  cualquier  operación  bien  definida,  incluso 
en  el  caso  de  que  dicha  operación  sólo  puede  ser  realizada  utilizando  un  gran  número  de  instruc¬ 
ciones  en  un  lenguaje  de  programación  concreto. 

Utilizaremos  el  símbolo  para  denotar  una  asignación,  que  tendrá,  por  lanío,  la  forma 


variable expresión 
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Por  ejemplo,  la  instrucción 


max  :=  a 


asigna  a  la  variable  max  el  valora.  También  utilizamos  una  instrucción  como 


v el  mayor  entero  de  la  lista  L 


que  asigna  a  la  variable  x  el  mayor  entero  de  la  lista  L.  Para  traducir  esta  instrucción  a  un  lengua¬ 
je  de  programación  necesitaríamos  más  de  una  instrucción.  Además,  utilizaremos  la  instrucción 


intercambiar  a  y  h 


para  intercambiar  los  valores  de  a  y  h.  Esta  instrucción  podría  expresarse  por  medio  de  varias  asig¬ 
naciones  (véase  el  Problema  2  al  final  de  este  apéndice),  pero,  por  simplicidad,  utilizaremos  a  me¬ 
nudo  esta  forma  abreviada  de  pscudocodigo. 


BLOQUES  DE  INSTRUCCIONES 

Las  instrucciones  se  pueden  agrupar  en  bloques  para  realizar  procedimientos  complicados.  Dichos 
bloques  se  delimitan  utilizando  instrucciones  hegin  y  end  y  las  instrucciones  del  bloque  aparecen 
con  la  misma  sangría. 


hegin 

instrucción  I 
instrucción  2 
instrucción  3 


instrucción  n 

end 


Las  instrucciones  del  bloque  se  ejecutan  de  forma  secuencia I. 


COMENTARIOS 


En  el  pseudocódigo  de  este  libro,  las  instrucciones  encerradas  entre  llaves  no  se  ejecutan.  Dichas 
instrucciones  tienen  como  objetivo  aclarar  cómo  funciona  el  procedimiento.  Por  ejemplo, 


{.ves  el  mayor  entero  de  /.  | 


se  puede  utilizar  para  recordar  al  lector  que  en  esc  momento  del  procedimiento  la  variable  a  es 
igual  al  mayor  elemento  de  la  lista 
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CONSTRUCCIONES  CONDICIONALES 

L,a  forma  más  sencilla  de  una  construcción  condicional  que  utilizaremos  es 


if  condición  then  instrucción 


o 


if  condición  then 
hegin 

bloque  cíe  instrucciones 

ene! 


En  esta  construcción  se  comprueba  la  condición,  y  si  es  cierta,  se  ejecuta  la  instrucción.  Por  ejeni' 
pío,  el  Algoritmo  1  de  la  Sección  2. 1 ,  que  determina  el  máximo  de  un  conjunto  de  enteros,  utiliza 
una  instrucción  condicional  para  comprobar  si  max  <  a.  para  cada  variable  o  no.  Si  lo  es,  asigna  el 
valor  a  a  la  variable  max* 

i 

Con  frecuencia  se  necesita  utilizar  una  construcción  de  tipo  más  general,  como  cuando  se 
quiere  realizar  una  acción  cuando  la  condición  es  cierta  y  otra  acción  cuando  no  lo  es.  Utilizamos 
la  construcción 


if  condición  [lien  instrucción  I 
else  instrucción  2 


Obsérvese  que  una  o  ambas  instrucciones  se  pueden  reemplazar  por  un  conjunto  de  instrucciones 
A  veces,  utilizaremos  una  forma  aún  más  general  de  construcción  condicional.  La  forma  general 
de  construcción  condicional  que  utilizaremos  es 


if  condición  l  íhen  instrucción  1 
else  ¡f  condición  2  then  instrucción  2 
el  se  if  condición  3  then  instrucción  3 


else  íf  condición  n  then  instrucción  n 
else  instrucción  n  +  1 


Cuando  se  utiliza  esta  construcción,  si  la  condición  1  es  cierta,  se  ejecuta  la  instrucción  1 ,  y  se  aban¬ 
dona  la  construcción.  Además,  si  la  condición  I  es  falsa,  el  programa  comprueba  si  la  condición  2  es 
cierta,  v  en  caso  afirmativo,  se  ejeara  la  instrucción  2,  y  se  abandona  d  bloque.  Si  ninguna  de  las  pri¬ 
meras  tt  I  condiciones  es  cierta,  pero  la  condición  n  sí  lo  es.  se  ejecuta  la  instrucción  n.  Finalmente, 
sí  ninguna  de  las  n  primeras  condiciones  es  cierta,  se  ejecuta  ía  instrucción  n  +  I.  Obsérvese,  además, 
que  cualquiera  de  las  instrucciones  puede  ser  reemplazada  por  un  bloque  de  instrucciones. 


BUCLES 


En  d  pseudocódigo  de  este  libro  aparecen  dos  tipos  de  bucles.  El  primero,  es  la  construcción 
«for»,  que  tiene  la  forma 
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for  variable  :=  valor  inicial  to  valor  final 
instrucción 


o 


for  variable  :=  valor  inicia!  to  valor  final 

begirt 

hlo<|uc  de  instrucciones 

end 


En  esta  construcción,  al  inicio  del  bucle  se  le  asigna  el  valor  inicial  a  variable  sí  valor  inicial 
es  menor  o  igual  que  valor  final  y  se  ejecuta  el  bloque  de  instrucciones  con  el  valor  asignado  a 
riable.  A  continuación,  variable  se  incrementa  en  una  unidad  y  se  ejecuta  el  bloque  de  instruc¬ 
ciones  con  este  nuevo  valor  de  variable.  Este  proceso  se  repite  hasta  que  variable  es  igual  a  valor 
final.  Cuando  esto  ocurre,  se  ejecuta  por  ultima  vez  el  bloque  de  instrucciones  y  el  algoritmo  con¬ 
tinúa  con  la  siguiente  instrucción.  Cuando  valor  inicial  es  mayor  que  valor  final  no  se  ejecuta  nin¬ 
guna  de  las  instrucciones  del  bucle. 

El  bucle  «for»  se  puede  utilizar  para  calcular  la  suma  de  los  enteros  de  I  a  n  como  se  mues¬ 
tra  en  el  siguiente  pseudocódigo. 


sum  0 
íor  /  ;=  0  to  n 

sum  sum  +  / 


También  utilizaremos  la  instrucción  «for»  más  general 


for  todos  los  elementos  con  cierta  propiedad 


Esto  quiere  decir  que  la  instrucción  o  bloque  de  instrucciones  que  aparecen  a  continuación  se 
ejecutan  de  forma  sucesiva  con  los  elementos  que  verifican  la  propiedad. 

El  segundo  tipo  de  bucle  que  utilizaremos  es  la  construcción  «while»,  que  tiene  la  forma 


while  condición 

instrucción 


o 


while  condición 
begin 

bloque  de  instrucciones 

end 


Cuando  se  utiliza  esta  construcción,  se  comprueba  la  condición,  y  si  es  cierta,  se  ejecutan  las 
instrucciones  correspondientes,  que  pueden  cambiar  los  valores  de  las  variables  que  aparecen  en  la 
condición.  Si  la  condición  sigue  siendo  cierta  con  los  nuevos  valores  de  las  variables,  se  vuelven 
a  ejecutar  las  instrucciones.  Este  proceso  se  repite  hasta  que  la  condición  es  falsa.  Como  ejemplo. 
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veamos  cómo  calcular  la  suma  de  los  enteros  del  l  al  n  utilizando  el  siguiente  bloque  de  pseudo- 
código  con  la  construcción  «while». 


Sltm  0 

while  n  >  0 
begin 


end 


siwi  ;=  sum  +  n 
n  :=  n  -  1 


Obsérvese  que  cualquier  construcción  «for»  se  puede  transformar  en  una  construcción  «while» 
(véase  el  Problema  3  al  final  de  este  apéndice).  Sin  embargo,  con  frecuencia,  es  más  fácil  de  en¬ 
tender  la  construcción  «for>\  por  loque,  cuando  sea  posible,  utilizaremos  la  construcción  «for»  en 
lugar  de  la  construcción  «while». 


USO  DE  PROCEDIMIENTOS  EN  OTROS  PROCEDIMIENTOS 


Podemos  utilizar  un  procedimiento  dentro  de  otro  procedimiento  (o  dentro  de  él  mismo,  en  un  pro¬ 
grama  recursivo)  escribiendo  el  nombre  del  procedimiento  seguido  de  sus  datos  de  entrada.  Por 
ejemplo, 


max(L) 


ejecuta  el  procedimento  mcix  con  los  datos  de  la  lisia  L .  Después  de  esto,  el  algoritmo  continúa  con 
la  siguiente  instrucción. 


Problemas 

I.  ¿Cuál  es  la  diferencia  entre  los  siguientes  bloques  de  dos 
asignaciones? 

a  :=  b 
h  :=  c 

y 

b:~c 

a  :=  b 


2.  Escribe  un  procedimiento  que  utilice  asignaciones  para  in¬ 
tercambiar  los  \  alores  de  fas  variables  v  e  y,  ¿Cuál  es  el  me¬ 
nor  número  de  asignaciones  necesarias? 

X  Demuestra  que  un  bucle  de  la  forma 
for  i  ;=  valor  inicial  lo  valor  final 
instrucción 

se  puede  escribir  utilizando  la  construcción  «while». 


Lecturas  recomendadas 


Entre  otros  recursos  para  profundizar  en  el  estudio  de  Lis  materias  trataiks  en  este  libro,  hay  disponible 
tanto  material  impreso  como  páginas  web  relacionadas  con  dichas  materias.  Esta  sección  de  lecturas 
recomendadas  está  dedicada  a  describir  el  material  impreso,  í  .as  lecturas  se  enumeran  capítulo  por  ca¬ 
pítulo  y  asociadas  a  materias  concretas.  También  se  hace  mención  especial  de  algunas  referencias  de  carác¬ 
ter  general.  Un  libro  que  puede  ser  muy  útil  es  el  Hanáfoaok  of  Disavíe  md  Combinatoria!  Ma  ti  te  ma  ríes „  de 
Rosen  [RoOOaJ,  un  libro  de  referencia  particu ¡ármente  completo.  En  d  libro  de  Michaejs  >  Rosen  [MiRo91] 
pueden  hallarse  otras  aplicaciones  de  k  matemática  discreta,  ademas  dé  las  vistas  en  el  presente  libro.  El  li¬ 
bro  de  Gruska  [Gr97]  cubre  con  mayor  profundidad  muchas  cuestiones  de  la  informática,  incluyendo  las  que 
se  han  tratado  en  el  presente  libro.  Para  hallar  información  biográfica  adicional  sobre  muchos  de  los  mate¬ 
máticos  e  informáticos  mencionados  en  este  libro,  véase  el  libro  de  Gillispíe  [Gi70}. 

Para  buscar  páginas  web  relevantes,  deben  consultarse  los  enlaces  que  hay  en  la  página  web  de  este 
libro.  Su  dirección  es  www.nihhé.com/rosen. 


capítulo  i 

[ ína  forma  divertida  de  estudiar  lógica  es  leer  el  libro  de  Lewis 
Carroll  |Ca78f  Algunas  referencias  generales  sobre  lógica  son 
Mendelson  [Meb4j.  Stoll  |St74j  y  Suppes  [SuS7J.  Puede  ha¬ 
llarse  en  Oríes  y  Schneider  [GrSc93]  un  tratamiento  exhaustivo 
de  la  lógica  en  d  contexto  de  la  matemática  discreta.  El  libro  de 
hice  [lu93]  estudia  las  especificaciones  de  sistema.  I.os  pasa 
tiempos  de  Smullym  protagonizados  por  caballeros  y  escude¬ 
ros,  aparecieron  original  mente  en  |'3m78J.  SmuUyan  ha  escrito 
muchos  libros  fascinantes  sobre  rompecabezas  lógicos,  entre 
dios  [Sm92J  y  [Sm9S].  El  lenguaje  Prolog  es  tratado  en  pro- 
fu  n  d  i  ciad  en  Nilsson  y  M  u  \  u  szy  n  ski  |  N  i  M  a9  5 1  ■  a  sí  e  o  m  o  en 
Clocks  in  y  Mellish  [ClMe94|.  Los  fundamentos  del  concepto  de 
demostración  se  describen  en  Cupillari  [CuOi  |T  Solow  (Sol)  i]. 
Ve t lemán  [Ve94]  y  Wolf  |Wü98].  Un  y  Lm  fLíLiSl]  es  un  libro 
fácil  de  leer  que  trata  de  los  conjuntos  y  suS  aplicaciones.  Los  Eí 
bros  de  1  tolmos  [ííaóQ],  MonL[Mo69]  y  StoB  ¡St74]  contienen 
desarrollos  axiomáticos  de  la  teoría  di?  conjuntos.  BruaJdi  [Br77] 
v  RcingoM  Nicvcrgelt  y  Deo  [ReNihe7¡¡íj|  contienen  sendas  in¬ 
troducciones  a  los  multiconjtmtas.  Los  conjuntos  difusos  y  sus 
aplicaciones  a  los  sistemas  expertos  y  a  fa  inteligencia  artiñe  al 
se  describen  en  Negotta  |Ne85]  y  en  Zi  ni  merman  [Zi91 }.  Los  li¬ 
bros  de  Cálculo  infinitesimal,  como  Apóstol  [Ap67|.  Spivak 
| Sp94 1  y  Tilomas  y  Finuey  |TlíFi96J,  tratan  en  detalle  el  con¬ 
cepto  de  fundón.  Los  libros  de  Arbih,  Kfoury  y  Molí  |ArKf- 
M08Ü],  Bobrow  y  Arbib  (BoArTS],  Redíman  [BeKOj  y  Trem- 
blay  y  Manohar  [TrMa75|  estudian  cuáles  son  los  fundamentos 
matemáticos  que  requiere  la  informática.  El  libro  de  Gillispíe 
[Gi70]  contiene  información  biográfica  sobre  muchos  de  tos 
matemáticos  e  informáticos  mencionados  en  d  presente  texto. 

CAPÍTULO  2 

Los  artículos  de  Knuth  (Kn77|  y  Wirth  |WÍ84]  son  introduc¬ 
ciones  accesibles  a  los  algoritmos*  Puede  hallarse  en  Knuth 
[Kn97a]  una  discusión  exhaustiva  de  las  estimaciones  en  no¬ 


tación  <5.  Entre  las  referencias  generales  sobre  algoritmos  y  su 
complejidad  están  Aho,  HopcFoft  y  U liman  [Ahí  íolíl74],  Baase 
y  Van  G eider  [BaGe99],  Gormen,  1  eierson,  Rivest  y  Stem 
[CoLeRiStOI.],  Gonnet  [Go84],  Goodman  y  íledelmemi 
ÍGoHe77|,  Haré!  |HaS7|,  Horowit/  y  Sahni  |HoSnK2].  Kreher 
y  Stínson  ( KrSl9S],  la  famosa  serie  de  libros  de  Knuth  sobre  el 
arte  de  la  programación  informática  [Kn97a.b,98],  Kronsjo 
[Kr87],  PoW  y  Shaw  IPuShSll,  PurtUnii  V  Brown  [PuBrSS], 
Rawiíns  |Ra92]i  Sedgcwíck  [Se88|,  Wilf  [Wi86]  y  Wirth 
¡  Wí76|  ,  Los  algoritmos  de  ordenación  y  de  búsqueda,  así  como 
sus  complejidades,  se  estudian  con  detalle  en  Knuth  [Kn9ftj. 
Entre  las  referencias  sobre  teoría  cíe  números  se  incluyen 
Hardy  y  WrighC  [HaWr79J,  LeVeque  |Le77],  Rosen  |Ro00]  y 
Stark  [St78f  Las  aplicaciones  de  la  teoría  de  números  a  la  crip¬ 
tografía  se  estudian  en  Denning  [UeH2 1,  Menzen,  Van  Oorschot 
y  Vanstone  |'MeOoVa97|,  Rosen  [RoOOj,  Seberry  y  Pieprzyk 
|SePi89J,  Sinkov  [Sió6|  y  Stínson  |Stt)2].  El  sistema  de  clave 
pública  RSA  apareció  originalmente  cu  Rivest.  Shamir  y  Ad 
lemán  [RiShAd78j*  Los  algoritmos  para  la  aritmética  de  los 
ordenadores  se  estudian  en  Knuth  JKn97b)  y  Pohl  y  Shaw 
[PóSh&l  |,  Las  matrices  y  sus  operar  iones  se  tratan  en  cualquier 
libro  de  álgebra  lineal,  como  Curtís  [Cu84|  y  Strang  |St88|. 

CAPÍTULO  3 


La  ciencia  { y  arte)  de  construir  demostraciones  se  describe  de 
un  modo  delicioso  en  tres  libros  de  Pul  ya:  fPo62.  7  L  90],  La 
mejor  fuente  de  información  por  escrito  sobre  sucesiones  de 
enteros  es  Sloan  y  Pkuiífe  [SIP195],  El  libro  de  S  tan  al  y 
Me  Al  liste  r  (StMc77J  condene  una  sección  muy  completa 
sobre  nu inefabilidad.  Puede  hallarse  una  introducción  acce¬ 
sible  a  la  inducción  matemática  en  la  traducción  inglesa  (del 
original  en  ruso)  de  SotninskiS  |Soól  ],  Los  problemas  rela¬ 
cionados  con  el  recubrimiento  de  todas  o  de  algunas  de  las 
casillas  de  un  tablero  de  ajedrez  mediante  piezas  en  forma  de 
L  se  analizan  en  Goiornb  [Go94f  Algunos  libros  qué  inclu¬ 
yen  un  tratamiento  bastante  completo  del  principio  de  in- 
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ducrión  y  de  las  definiciones  recursivas  son  Liu  [Li85]*  Sahni 
[SaK5],  Stanat  y  McAlfister  [SrMc77J  y  Tremblay  y  Manohar 
[TrMa75J.  La  función  de  Aekemtann,  definida  por  W.  Acker- 
munn  en  1928*  aparece  en  la  teoría  de  funciones  recursivas 
(véanse,  por  ejemplo,  Beckman  [BeSOj  y  McNaughlon  [Mc82]J* 
así  como  en  el  análisis  de  complejidad  de  ciertos  algoritmos  de 
la  leona  de  conjuntos  (véase  Trujan  [Ta83]).  La  recursión  se  es* 
tudia  en  Roberts  [Ro86|*  Rohl  fRo84a]  y  Wand  [Wa8ü|.  El  es¬ 
tudio  de  si  un  programa  es  o  no  correcto,  así  corno  el  aparato  ló¬ 
gico  que  se  utiliza  para  demostrar  que  lo  es*  se  puede  encontrar 
en  Alagie  y  Afbib  IAIAr78|t  Anderson  [An79J,  Backhouse 
[Ba8ó],  Sahni  [SaS5| y  Stanat  y  McAilíster  [StMc77]. 

CAPÍTULO  4 

Algunas  referencias  generales  sobre  técnicas  de  recuento  y  sus 
aplicaciones  son  Anderson  [An74f  Berma n  y  Frycr  [BeFr72], 
Bogart  [B0S6J,  Bose  y  Manvel  [BoMa86],  Bruaidi  [Br97], 
Cohén  [Co78j,  Grima  Idi  [Gr94]*  Liu  [L»68],  Púlya*  Tarjan  y 
Woods  {PoTaWo83],  Riordan  [Ri58|*  Roberts  [Ro84],  Tucker 
[Tu02]  y  Williamson  [Wi85|,  El  libro  de  Vilenkín  [ Ví7  3  ]  con¬ 
tiene  una  selección  de  problemas  de  combinatoria  junto  con  sus 
soluciones.  En  el  libro  de  Lovász  [Lo79J  puede  hallarse  una  se¬ 
lección  de  problemas  de  combinatoria  de  mayor  difícil  liad.  El 
libro  de  Comer  JCoQO]  contiene  información  acerca  de  proto¬ 
colos  de  Internet  y  datagramas.  Pueden  encontrarse  aplicaciones 
del  principio  del  palomar  en  Bruaidi  [Br77|,  Luí  |Li85]  y  Ro- 
hens  [Ro84]*  El  libro  de  Riordan  jRi68!  incluye  una  amplia  se¬ 
lección  de  igualdades  combinatorias.  Los  algoritmos  combi 
natorios,  incluyendo  los  algoritmos  para  generar  combinaciones 
y  permutaciones,  se  describen  en  Even  [Ev73],  Lehmcr  [Le64] 
y  Rcingold*  Nievergeit  y  Deo  |ReNiDe77]* 

CAPÍTULO  5 

Algunas  referencias  útiles  en  teoría  de  probabilidad  discreta 
son  Feíler  [FeftKJ*  Nabin  [NaOO]  y  Ros*  (RoOlf  El  libro  de 
Ross  [RoQ2],  que  se  centra  en  la  aplicación  de  la  teoría  de 
probabilidad  a  la  informática,  contiene  ejemplos  de  análisis 
de  complejidad  promedio  e  incluye  el  ménxio  probabilísiico. 
El  libro  de  Aho  y  Ullman  [AhU195  |  trata  varios  aspectos  de  la 
teoría  de  probabilidad  que  son  importantes  en  la  informática, 
entre  ellos  las  aplicaciones  de  Ui  probabilidad  a  ta  progra¬ 
mación,  Al  método  probabilístíco  se  le  dedica  un  capítulo  de 
Aigner  y  Ziegler  [AiZiOl  ]*  una  monografía  que  recopila  de¬ 
mostraciones  ingeniosas*  brillantes  y  que  revelan  una  com¬ 
prensión  profunda  del  problema  que  se  resuelve,  esto  es,  de¬ 
mos  traen  mes  que*  según  Paul  Erdós.  provienen  de  «El  Libro*». 
Puede  hallarse  una  descripción  exhaustiva  del  método  proba 
bilístkoen  Alón  y  Spencer  [AlSpOO]. 

CAPÍTULO  6 


Pueden  hallarse  muchos  modelos  diferentes  que  utilizan  rela¬ 
ciones  de  recurrencia  en  Roberts  [Rn84]  y  Tucker  [Tu()2J.  Los 
libros  de  Bruaidi  [Br77j,  Liu  |Lió8]  y  Mattson  [Ma93J  contie¬ 


nen  un  tratamiento  exhaustivo  de  las  relaciones  de  recurrencia 
lineales  homogéneas  con  coeficientes  constantes,  así  como  de 
ciertas  relaciones  de  recurrencia  no  homogéneas  vinculadas  a 
ellas.  Los  algoritmos  de  divide  y  vencerás  y  su  complejidad  se 
describen  en  Roberts  [Ro84]  y  Stanat  y  McAUister  [SiMc77|h 
Puede  hallarse  una  descripción  de  los  algoritmos  de  multipli¬ 
cación  rápida  de  enteros  y  de  matrices  en  Aho,  Hopcmft  y 
Ullman  [AhHoU174]  y  Knuth  JKnSl],  Puede  hallarse  una  ex¬ 
celente  introducción  a  las  funciones  generatrices  en  el  libro  de 
Pólya,  Tarjan  y  Woods  [PoTaWo83].  Las  funciones  generatri¬ 
ces  se  estudian  con  detalle  en  Bruaidi  [Br77],  Cohén  [Co781* 
Graham,  Knuth  y  PatashnLk  [GrKnPa94],  Grimaldi  [Gr94]  y 
Roberts  [Ro84]*  Los  libros  de  Liu  |Lí85,  Li68|.  Roberts  [Ro84] 
y  Ryser  [Rvó3]  presentan  algunas  aplicaciones  adicionales  del 
principio  de  inclusión-exclusión. 

CAPÍTULO  7 

Algunas  referencias  de  carácter  general  acerca  de  las  relacio¬ 
nes,  incluyendo  el  estudio  de  relaciones  de  equivalencia  y  ór¬ 
denes  parciales*  son  Bnbrow  y  Arhíb  [BoAr74|,  Grimaldi 
[Gr94],  Sahni  [Sa85]  y  Tremblay  y  Manohar  [TrMa75]*  Los  li¬ 
bros  de  Date  [Da82|  y  de  Aho  y  miman  [AhU195|  tratan  los 
modelos  relaciónales  de  bases  de  datos.  Los  artículos  origina¬ 
les  de  Roy  y  Warshull  para  calcular  cierres  transitivos  pueden 
hallarse  en  [Ro59]  v  |  Wa62],  respectivamente.  Los  grafos  di¬ 
rigidos  se  estudian  en  Chartrand  y  Lesniak  [ChLe86|,  Grnss  y 
Vellen  |GrYe99]*  Robinson  y  Foulds  [RoFoSO],  Roberts 
|  Ro84|  y  Tucker  [Tu85]*  La  aplicación  de  los  retículos  en  mo- 
i  le  los  deJ  fl  u  i  i > <  i  e  i  n  fomi  a  c  i  ó  n  se  l  rat  a  e  n  De  n  n  i  ng  (I  )e  8  2  ¡ . 

CAPÍTULO  8 


Algunas  referencias  de  carácter  general  de  teoría  de  gratos 
son  Behzad  y  Charlrand  |BcCh7I].  Chartrand  y  Lcsníak 
[ChLe96J,  Bondy  y  Murty  |BoMu76J,  Chartrand  y  Oeltcr 
mann  [ChOe93J,  Graver  y  Waikins  [GrWa77],  Groas  y  Yellen 
|GrYe99L  Harary  [Ha69]*  Ore  fOrí>3  f,  Robcris  |Ro84],  Tucker 
[Tu85|,  Wilson  [Wi85¡  y  Wilson  y  Waikins  [WiWa90].  Puede 
hallarse  una  amplia  variedad  de  aplicaciones  de  la  teoría  de 
grafos  en  Chartrand  [Ch77],  Deo  [De74j,  Foulds  [Fc>92]*  Ro¬ 
berts  |Ro84,  Ro7ó],  Wilson  y  Beincke  [WiBe79]  y  McHugh 
|  Mc90].  Las  aplicaciones  que  involucran  grafos  de  gran  ta¬ 
maño*  incluyendo  el  grafo  de  la  Red,  se  traían  en  llaves 
[HaOOa,  00b].  Puede  hallarse  una  descripción  muy  completa  de 
los  algoritmos  de  la  teoría  de  grafos  en  Gibbon  |Gi85j*  Otras 
referencias  acerca  de  algoritmos  de  la  teoría  de  grafos  son 
Bucklcy  y  Harary  [Bullu90J,  Chartrand  y  Oe  Herma  un 
[ChOe93]f  Chachra*  Girare  y  Moore  [ChGhMo79f  Even 
[Ev73t  Ev79j*  Hu  fHu82J  y  Rcingold,  Nievergeit  y  Deo  [Re- 
NiDe77].  El  artículo  fEu53)  contiene  una  traducción  al  inglés 
del  artículo  original  de  Euler  sobre  e!  problema  de  los  puentes 
de  Konigsberg.  El  algoritmo  de  Dijkstra  se  estudia  en  Gih- 
hons  [Gi85]>  Liu  ¡LÍ85]  y  en  Reingold,  Nievergeit  y  Deo  ¡Re- 
NiDe77].  Puede  hallarse  el  artículo  original  de  Dijkstra  en 
[Di59].  Los  libros  de  Harary  [Haó9]  y  Liu  [U68]  contienen 
sendas  demostraciones  de I  teorema  de  Kuratowski.  El  número 
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de  corte  y  el  grosor  de  un  grató  se  estudian  en  Chartrand  y  Les- 
niak  [ChLc9ó].  Los  libros  de  B  amelle  [Ba83]  y  Saaty  y  Kainen 
[SaKa86]  incluyen  referencias  relativas  a  las  coloraciones  de 
grafo s  y  al  teorema  de  los  cuatro  colores.  El  éxito  de  Appel  y 
Haken  en  la  demostración  del  teorema  de  los  cuatro  colores  fue 
anunciado  originalmente  en  [ApHa76f  Las  aplicaciones  de 
las  coloraciones  de  gratos  se  describen  en  Roberts  [Ru84],  F1 
libro  de  Biggs,  Lloyd  y  WÜson  [BÍL1W186]  está  dedicado  a  la 
historia  de  la  teoría  de  grafos,  Las  redes  de  interconexión  para 
el  procesamiento  en  paralelo  se  tratan  en  Akl  [Ak89J  y  en  Sie- 
gel  y  Hsu  [SiHs88| 

CAPÍTULO  9 


Los  árboles  se  estudian  en  Deo  [De74],  Grimaldi  [Gr94],  Knuth 
|  Kn97a],  Roberts  [Ro84]  y  Tncker  [Tu85].  El  empleo  de  árboles 
en  la  informática  se  describe  en  Gotlieb  y  Gotlieb  [GoGo78], 
Horowitz  y  Sahni  [HoSaS2]  y  Knuth  [Kn97a5  9H[.  El  libro  de 
Roberts  ]Ro84|  presenta  aplicaciones  de  los  árboles  en  muchas 
áreas  diferentes*  Los  códigos  instantáneos  y  la  codificación  de 
Huffman  se  estudian  en  Hamming  [HaSOj.  La  búsqueda  en  pro¬ 
fundidad  es  un  método  antiguo:  un  ejemplo  de  su  empleo  para 
resolver  pasatiempos  con  laberintos  aparece  ya  en  el  libro  de 
Lucas  [Lu91],  fechado  en  1891.  Puede  hallarse  un  tratamiento 
bastante  completo  de  cómo  resolver  problemas  utilizando  la 
búsqueda  en  profundidad  en  Re  i  n  gol  d,  Nie  vergel  t  y  Deo  [Rc- 
NiDe  /7].  Los  libros  de  Gibbons  [Gi85j  y  Reingold*  Nic vergel!  y 
Deo  |  ReNiDe77|  describen  diversos  algoritmos  para  construir 
árboles  rec  abridores  y  árboles  recubrid  ores  mínimos.  La  historia 
de  ios  algoritmos  para  calcular  árboles  recubrí  dores  mínimos 
puede  hallarse  en  Graham  y  Hell  [GrHe'85].  Prim  y  Kruskal 
describieron  sus  algoritmos  para  hallar  árboles  recubridores  mí¬ 
nimos  en  [Pr57]  y  ¡Kr56|,  respectivamente.  El  algoritmo  de 
Sollin  es  un  ejemplo  de  algoritmo  especialmente  adecuado  para 
el  procesamiento  en  paralelo;  aunque  Sollin  nunca  publicó  una 
descripción  de  su  algoritmo,  éste  aparece  descrito  en  Even 
| Ev73 1  y  en  Goodman  y  Hedetniemi  [GoHe77J. 

CAPÍTULO  10 


Las  álgebras  de  Boolc  se  estudian  en  Hohn  [HoóóJ,  Kohavi 
[Ko86[  y  Tremblay  y  Manchar  [TrMa75J*  Las  aplicaciones 
del  álgebra  de  Boole  a  los  circuitos  lógicos  y  a  los  circuitos 
conmutados  se  describen  en  Hay  es  [Ha93J*  Hohn  [Hoó6],  Katz 
[Ka93]  y  Kohavi  [Ko8ó].  Los  artículos  originales  sobre  la  mi¬ 
nimizad  ón  de  desarrollos  en  suma  de  productos  por  medio  de 
diagramas  son  Kamuugh  [Ku53]  y  Vciich  [Ve52J*  F4  método 
de  Quine-McCluskey  apareció  originalmente  en  McCluskey 
[Mc56]  y  en  Quine  [Qu52,  Qu55f  El  libro  de  Kohavi  [Ko78J 
trata  las  funciones  umbral 

CAPÍTULO  11 


Algunas  referencias  generales  sobre  lenguajes  y  teoría  de  au¬ 
tómatas  son  Denníng,  Dennis  y  Quaiitz  [DeDeQuSl],  Hop- 
croft  y  Ullman  [HqUí79),  Hopkin  y  Moss.  [HoMo76],  Lewis  y 


Papadimitriou  [LePaS 4]  y  McNaughton  ¡Mc82j.  Las  máquinas 
de  Mealv  y  las  máquinas  de  Moaré  aparecieron  originalmente 
en  Meaiy  [Me35J  y  Moore  [Mo56J.  La  demostración  original 
de!  teorema  de  Kleene  está  en  [K156J*  Los  libros  de  Brooks- 
liear  [Br89],  Hennie  [He77]T  Hopcroft  y  Ullman  [HoU179], 
Hopkin  y  Moss  [HoMo7ó],  Martin  [Ma91  j  y  Wood  |  Wo87] 
presentan  varios  modelos  potentes  de  computación*  entre  ellos 
los  autómatas  a  pila  y  las  máquinas  de  Turing.  El  libro  de 
Barwise  y  Etchemendy  [BaEt93J  es  una  excelente  introducción 
a  las  máquinas  de  Turing.  Pueden  hallarse  en  Hcrken  [He88] 
artículos  interesantes  acerca  de  la  historia  y  las  aplicaciones  de 
las  máquinas  de  Turing  y  de  otras  máquinas  relacionadas.  Las 
máquinas  de  castor  atareado  se  propusieron  por  vez  primera  en 
Rado  [Ra62],  y  puede  hallarse  información  acerca  de  ellas  en 
Dewdnev  |De84.  93],  en  el  artículo  de  Brady  incluido  en  Hcr¬ 
ken  |  He 88]  y  en  Wood  [Wo87|. 

APÉNDICES 


Puede  hallarse  un  tratamiento  detallado  de  las  funciones  expo¬ 
nenciales  y  logarítmicas  en  libros  de  cálculo  como  Aposto í 
[Ap67],  Spivak  [Sp80]  y  Tilomas  y  Fínney  [ThFi92] .  El  pseu 
docódigo  descrito  en  el  Apéndice  2  es  similar  a  Pascal*  Pohl  v 
Shaw  [PoShS  1 1  emplean  un  tipo  parecido  de  lenguaje  para 
describir  algoritmos.  Wirth  [WÍ76]  describe  cómo  utilizar  al¬ 
goritmos  y  estructuras  de  datos  para  construir  programas  em¬ 
pleando  Pascal  Además,  Rohl  [Ro84]  muesua  cómo  imple- 
mentar  programas  recursivos  utilizando  Pascal 
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CAPITULO  1 

SECCIÓN  M 

1*  a)  Sfc  V  b)  Sú  F  c)  Sí,  V  d)  SíT  F  e|  No  f)  No 

g)  Sí,  V  ,1  a)  Hoy  no  es  jueves,  b)  Hay  polución  en  Nuc- 

va  Jersey  c)  2  +  1  *  3.  d)  El  verano  en  Veracruz  no  es  cá¬ 
lido  o  no  es  soleado.  5.  a)  No  se  han  divisado  tiburones 
cerca  de  la  cosía,  h)  Está  permitido  nadar  en  la  costa  de 
Nueva  Jersey  y  se  han  divisado  tiburones  cerca  de  la  cosía, 

c)  No  está  permitido  nadar  en  la  costa  de  Nueva  Jersey  o  se 

han  divisado  li  hurones  cerca  de  la  costa,  d)  Si  está  permitido 
nadar  en  la  costa  de  Nueva  Jersey,  entonces  no  se  han  divisado 
tiburones  cerca  de  la  costa  e)  Si  no  se  han  divisado  tiburones 
cerca  de  la  costa,  está  permitido  nadar  en  la  costa  de  Nueva 

Jersey,  fí  Si  no  está  permitido  nadar  en  la  cosía  de  Nueva 

Jersey,  entonces  no  se  han  divisado  tiburones  cerca  de  la  cos¬ 
ta.  g}  Nadar  cu  la  costa  de  Nueva  Jersey  está  permitido  si,  y 
sólo  si,  no  se  han  divisado  tiburones  cerca  de  Ja  costa,  h)  No 
está  permitido  nadar  en  la  costa  de  Nueva  Jersey  y  bien  nadar 
en  la  costa  de  Nueva  Jersey  esta  permitido  o  bien  no  se  han  di 
visado  tiburones  cerca  ele  la  costa,  (Observa  que  podemos  in¬ 
corporar  los  paréntesis  en  nuestra  expresión  usando  la  conjun¬ 
ción  «bien...  o  bien».)  7.  a)  p  a  q  b)  p  a  ^q  c)  -«/>  a  -*q 

d)  pvq  e)  p  -*  q  f)  (pvq)/\(p  -*  >q)  g)  q  +->  p- 

9.  a)  -'P  h  )  p  a  ">¿7  c)  p  ->  q  d)  +  -*q  e)  p  >  q 

f)  qA^p  g)  q  -*  p  H.  a)  r  A  -y>  b)  “7>  a  q  A  r 

c)  r  *  (q  *-*  -ip)  d)  e)  (q  ->■  (-?fA  •/>)>  A 

"i((-irA-i/M  í/)  f)  (p  A  r)  *  -tq.  !3.  a I  Falsa  b)  Ver¬ 
dadera  c)  Verdadera  d)  Verdadera  cj  Verdadera  f)  Ver 

dadora  g )  1  hi Isa  h t  V  crdadem.  1 5,  a )  O  i  nc  lusi  v  o:  p  i  icdes 

dar  clases  de  matemática  discreta  si  has  dado  clases  de  calculo 
o  un  curso  de  ciencias  de  la  computación  o  ambas  cosas.  O  ex¬ 
clusivo:  puedes  dar  clases  de  matemática  discreta  si  has  dado 
ciases  de  cálculo  o  un  curso  de  ciencias  de  la  computación, 
pero  tío  si  has  dado  ambas  cosas.  Es  más  probable  el  caso  del  o 
inclusivo,  h)  O  inclusivo:  puedes  obtener  la  rebaja  o  el  prés¬ 
tamo  o  ambos  a  la  vez,  O  exclusivo:  debes  elegir  entre  la  re¬ 
baja  o  el  préstamo  pero  no  puedes  obtener  ambos  a  ht  vez.  Es 
más  probable  el  o  exclusivo  en  este  caso,  c)  O  inclusivo: 
puedes  pedir  dos  platos  de  la  columna  A  y  ninguno  de  la  B,  o 
tres  de  la  B  y  ninguno  de  la  AT  o  cinco  platos,  dos  de  la  co¬ 
lumna  A  y  tres  de  la  columna  B.  O  exclusivo:  puedes  pedir  dos 
platos  de  la  columna  A  o  tros  de  la  R,  pero  no  ambas  casas  a  la 
vez.  Es  casi  seguro  que  el  o  es  exclusivo,  d)  O  inclusivo: 
más  de  50  cm  de  nieve,  o  viento  helado  por  debajo  de  20  'C. 
o  ambos  obligará  a  cerrar  el  colegio.  O  exclusivo:  más  de  50  cm 
de  nieve,  o  viento  helado  por  debajo  de  —20  C'C,  pero  no  am¬ 
bos,  obligará  a  cerrar  el  colegio.  Se  aplica  un  o  inclusivo  en  f) 
este  caso.  17.  a)  Sí  d  viento  sopla  del  noreste,  entonces 
nieva,  h)  Si  el  tiempo  se  mantiene  cálido  durante  una  sema¬ 
na.  entonces  oí  manzano  florecerá,  c)  Eos  Pistón s  ganaron  el 
campeonato,  entonces  ganaron  a  los  l  .akers.  d)  Si  llegas  a  la 

cima  de!  pico,  entonces  debes  haber  andado  12  km.  el  St 
eres  mundial  mente  famoso,  entonces  puedes  ser  profesor  l  ijo. 


D  Si  conduces  más  de  600  km  seguidos,  entonces  necesita 
rás  repostar  gasolina,  g)  Si  iti  garantía  es  válida,  debes 
haber  comprado  el  reproductor  de  CD  hace  menos  de  90 
días.  19.  a)  Te  compras  un  cucurucho  de  helado  si,  y  sólo  si. 
hace  calor  fuera,  b)  Ganas  el  concurso  si,  y  sólo  si.  tienes  d 
número  ganador,  c)  Ascenderás  si,  y  sólo  si,  tienes  contactos, 
d)  Tu  mente  se  empobrecerá  si,  y  sólo  si.  ves  televisión,  e)  El 
tren  llega  con  retraso  sí,  y  sólo  si.  es  un  día  que  tengo  que  lo¬ 
marlo.  21.  a)  Recíproca:  «Esquiaré  mañana  sólo  si  nieva 
hoy».  Contrarrecfproca:  «Si  no  esquío  mañana,  entonces  no  ha¬ 
brá  nevado  hoy».  Inversa:  «Sí  no  nieva  hoy,  entonces  esquiaré 
mañana»,  b)  Recíproca:  «S\  voy  a  clase,  entonces  hay  un  con¬ 
trol».  Contrarrecíprocu:  «Si  no  voy  a  clase,  entonces  no  habrá 
un  control».  Inversa:  «Sí  no  va  a  haber  un  control,  entonces  no 
voy  a  clase»,  c )  Recíproca:  «Un  entero  positivo  es  primo  si  no 
tiene  otros  divisores  más  que  1  y  él  mismo».  Contrarrccíproca: 
«Si  un  enteró  positivo  tiene  un  divisor  aparte  de  I  y  él  mismo, 
entonces  no  es  primo».  Inversa:  «Si  un  entero  positivo  no  es  pri¬ 
mo,  entonces  tiene  un  divisor  aparte  de  1  y  él  mismo». 
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25,  Para  Jas  partes  {ab  ib),  fe),  (d)  y  (fi  tenemos  esta  tabla. 
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Para  la  pane  (e)  tenemos  la  tabla. 
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33.  a)  OR  bit  a  bit:  111  lili;  AND  bit  a  bit:  OOO  OCKXJ;  XOR 
bit  a  b]t:  \  \\  M  IL  h)  OR  bit  a  bit:  111!  1010; AND  bit  a  bit: 
1010  0000;  XOR  bit  a  bit:  0101  1010.  e)  OR  bit  a  bit:  10 
01 11  1001;  AND  bit  a  bit:  00  0100  0000;  XOR  bit  a  bit:  10 
001 1  1001  d)  OR  bit  a  bit:  11  lili  lili:  AND  bit  a  bit:  00 
0000  0000;  XOR  bit  a  bit:  1 1  1 1 1 1  III  L  35.  0,2;  O  A 
37.  0.8,  0,6.  39.  a)  La  sentencia  99  es  verdadera  y  el  resto 
son  falsas,  b)  Las  sentencias  de  la  1  a  la  50  son  todas  verda¬ 
deras  y  de  la  51  a  la  99  son  todas  falsas,  c)  Hsío  no  puede  su¬ 
ceder;  es  una  paradoja  (viendo  que  éstas  no  pueden  ser  sen¬ 
tencias),  41,  «Si  te  preguntase  si  el  camino  de  la  derecha 
conduce  a  las  minas,  ¿responderías  que  sí?».  43,  a)  t¡  -  *  p 

l>)  q  a  -y?  c)  q  p  d)  -*  ->p.  45.  Inconsistentes, 

47.  Consistentes.  49.  NUEVA  AND  JERSEY  AND  PLA- 
Y  A.  ( Pi  ,A  Y  A  A  ND  J  ERSEY)  N  OT  NU  EVA .  51.  A  es  un 
caballero  y  H  un  villano.  53,  A  y  B  son  caballeros,  55,  A  es 
un  villano  y  B  es  un  caballero.  57.  En  orden  decreciente  de 
salarios:  Fred.  Maggíe  y  J anice,  59.  El  detective  puede  de¬ 
terminar  une  el  mayordomo  y  el  cocinero  están  mintiendo. 
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pero  no  puede  determinar  si  el  jardinero  o  el  de  mamenim  len¬ 
to  dicen  la  verdad,  61,  El  japonés  es  el  dueño  de  la  cebra  y 
la  bebida  favorita  del  noruego  es  el  agua, 

SECCIÓN  1.2 


L  Las  equivalencias  se  verifican  mostrando  que  los  pares  de 
valores  en  eada  columna  coneuerdan. 
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9*  Se  demostrará  en  cada  caso  que  si  la  hipótesis  es  verdadera, 
entone  es  la  conclusión  también  lo  es.  a)  Si  la  hipótesis  p  a  q 
es  verdadera,  entonces,  por  la  definición  de  conjunción,  la  con¬ 
clusión  p  debe  ser  verdadera,  b)  Si  la  hipótesis  p  es  verda¬ 
dera,  por  la  definición  de  disyunción,  ía  conclusión  p  v  q  es 
también  verdadera,  c)  Si  Ja  hipótesis  -»/?  es  verdadera,  esto 
es,  p  es  falsa,  entonces  la  conclusión  p  ->  q  es  verdadera, 

d)  Si  la  hipótesis  p  a  q  es  verdadera,  entonces  tanto/?  como  q 
son  verdaderas,  por  lo  que  ía  conclusión  p  -*  q  es  verdadera. 

e)  Si  la  hipótesis  -*(p  -*  q)  es  verdadera,  entonces  p  ■>  q  es 
falsa,  por  lo  que  La  conclusión  p  es  verdadera  (y  q  es  falsa), 

f)  Si  la  hipótesis  -*(p  q)  es  verdadera,  entonces  p  —>  q  es 
falsa,  por  lo  que  p  es  verdadera  y  q  es  falsa.  Por  tanto,  la  con- 
e  1  usi ón  ~^q  es  v erd ad era.  11,  La  parte  ( a )  se  de m ue stra  vien¬ 
do  que  la  cuarta  columna  de  la  tabla  de  verdad  mostrada  es 
idéntica  a  la  primera  columna.  Que  la  sexta  columna  es  idén¬ 
tica  a  la  primera  demuestra  la  paite  (b). 
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13.  La  única  forma  por  la  que  la  implicación  puede  ser  falsa 
es  para  -*q  a  (p  ->  q)  verdadera  y  -*p  falsa.  Para  que  -i p  sea 
falsa,  p  debe  ser  verdadera.  Para  que  ~*q  A  (p  —>  q)  sea  verda¬ 
dera,  -n  q  debe  ser  verdadera,  por  lo  que  q  deberá  ser  falsa. 
Como  p  es  verdadera,  esto  hace  que  p  -+  q  sea  falsa,  lo  cual  es 
i  ni  pos  i  b  le .  15.  No  so n  1  óg  icam e  n  te  equivalen  tes .  puesto  q  ue 

cuando  p,  q  y  r  son  falsas,  {p  -*  q)  ->  r  es  falsa,  pero  p  — > 
(q  — >  r)  es  Verdadera.  17.  La  proposición  -*p  q  es  verda¬ 
dera  cuando  -»p  y  q  tienen  los  mismos  valores  de  verdad,  lo 
que  significa  que  p  y  q  tienen  valores  de  verdad  diferentes.  De 
forma  similar,  p  *->  -»q  es  verdadera  exactamente  en  los  mis¬ 
mos  casos.  Por  tanto,  estas  dos  expresiones  son  lógicamente 
equivalentes.  19.  La  proposición  *  >  q)  es  verdadera 
cuando  p  q  es  falsa,  lo  que  significa  que  p  y  q  tienen  valores 
de  verdad  diferentes.  Como  este  caso  es  precisamente  cuando 
<-+  q  es  verdadera,  las  dos  expresiones  son  lógicamente 
equivalentes.  21.  Para  que  íp  -*  r)  a  (q  >  r)  sea  falsa,  una 
de  las  dos  implicaciones  debe  ser  falsa,  lo  que  ocurre  exacta¬ 
mente  cuando  r  es  falsa  y  al  menos  una  de  las  dos  proposicio¬ 
nes  p  y  q  es  verdadera.  Pero  éstos  son  precisamente  los  casos 
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a)  que p  q  es  verdadera  y  r  es  falsa,  que  es  cuando  (p  v  q)  ->  r 
es  falsa.  Como  las  dos  proposiciones  son  falsas  exactamente 
en  fas  mismas  situaciones,  son  lógicamente  equivalentes. 
23,  Para  que  (/?  —*  r)  v  (q  r)  sea  falsa,  tus  dos  implicaciones 
deben  ser  l  uisas,  io  que  ocurre  exactamente  cuando  r  es  falsa  y 
tanto  p  como  q  son  verdaderas.  Fvsie  es  precisamente  el  caso  en 
d  cual  p  a  q  es  verdadera  y  r  falsa,  que  es  cuando  (p  a  q)  —>  r 
es  falsa.  Como  las  dos  proposiciones  son  falsas  exactamente 
en  las  mismas  situaciones,  son  lógicamente  equivalentes, 
25,  Este  hecho  se  vio  en  la  Sección  1,  cuando  se  definió  la  In¬ 
condicional.  Cada  una  de  ellas  es  verdadera  precisamente 
cuando  p  y  q  tienen  los  mismos  valores  de  verdad.  27,  Cada 
una  de  ellas  es  verdadera  precisamente  cuando  p  y  q  tienen  va¬ 
lores  de  verdad  opuestos,  29,  La  última  columna  son  todas 
verdaderas. 
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3L  Si  tomarnos  duales  dos  veces,  cada  V cambia  a  a.  luego 
vuelve  a  un  v,  todo  a  cambia  a  unv  y  luego  vuelve  a  un  a. 
Cada  V  cambia  a  un  F  y  luego  vuelve  a  un  V.  Cada  F  cambia 
a  un  V  \  luego  \  uelve  a  un  K  Por  tanto,  (í*)*  —  s.  33.  Sean 
p  y  q  proposiciones  compuestas  equivalentes  que  sólo  contie¬ 
nen  los  operadores  a,  v  y  ->  y  los  valores  V  y  F  Observa  que 
-i/i  y  -></  son  también  equivalentes.  Usa  las  leyes  de  De  Mor¬ 
gan  lautas  veces  corno  sean  necesarias  para  mover  tas  nega¬ 
ciones  hacia  hiera  como  sea  posible  dentro  de  estas  propo¬ 
siciones  compuestas,  cambiando  los  signos  v  por  a,  y 
viceversa,  y  cambiado  los  valores  V  por  K  y  los  F  por  V.  Esto 
muestra  que  y  ~<q  son  las  mismas  que  p*  y  q*.  excepto 
que  cada  proposición  elemental  p  dentro  de  ellas  está  reem¬ 
plazada  por  su  negación.  De  aquí  se  puede  concluir  que  p* 
y  q*  son  equivalentes  tanto  en  cuanto  -*p  y  -»r/  lo  son. 
35.  {p  A  q  A  -ir)  v  (p  a  q  a  r)  vfa/Mí/A  r).  37.  Dada  una 

proposición  compuesta  p.  forma  su  tabla  de  veiHad  y  constru¬ 
ye  una  proposición  q  en  forma  normal  disyuntiva  que  sea  ló¬ 
gicamente  equivalente  a  p.  Como  q  sólo  contiene  operadores 
“1,  av  v,  se  ve  que  estos  operadores  forman  una  colección 
intuí  on  a !  me  m  e  com  pl  e  t  a .  3  9.  Por  e  1 1  *ro b  I  e  rn  a  37 .  da  d  a  un  a 
proposición  compuesta  p,  podemos  construir  una  proposición  q 
que  sea  lógicamente  equivalente  a  p  y  que  contenga  sola¬ 
mente  los  operadores  Ay  v,  Por  las  leyes  de  De  Morgan 
podemos  eliminar  los  operadores  a  reemplazándolos  cuan¬ 
do  aparecen  en  expresiones  como  por 

v  ~>p:  v  ...  v  ~*pj.  4t.  -r(p  a {^)  es  verdadera  cuando 

bien  p  o  bien  ¡7,  o  ambas,  son  falsas,  y  es  falsa  cuando  tanto  p 
como  q  son  verdaderas.  Como  esta  es  la  definición  de  p  |  q,  las 
dos  proposiciones  compuestas  son  lógicamente  equivalentes. 
43,  -^{pwq)  es  verdadera  cuando  p  corno  q  son  Falsas,  y  es 


falsa  en  cualquier  otro  casa  Como  ésta  es  Ja  definición  de  p  I  q. 
las  dos  son  lógicamente  equivalentes.  45*  {(p  i  p)  1  q)  j 
i\p  lp)  i  q).  47.  Esto  se  ve  inmediatamente  a  partir  de  la 

labia  de  verdad  o  la  definición  de  p  \  cp  49.  16,  51.  Si  fa 

base  de  datos  está  abierta,  entonces  bien  el  sistema  está  en  su 
estado  inicial  o  bien  el  monitor  está  puesto  en  estado  cerrado. 
53.  Todos  nueve.  55.  Para  determinar  si  c  es  una  tautología, 
aplicamos  un  algoritmo  para  conocer  si  ->r  se  satisface.  Si  el 
algoritmo  dice  que  se  satisface,  entonces  concluimos  que  r 
no  es  una  tautología,  y  si  el  algoritmo  dice  que  t  no  se  satis¬ 
face,  concluimos  que  c  es  una  tautología. 


SECCIÓN  13 

L  a)  V  b)  V  c)  F  3.  a)  V  b)  F  c)  F  d)  F. 
5,  a)  Hay  un  estudiante  que  asiste  a  más  de  cinco  horas  de  cla¬ 
se  ai  día.  b)  Todos  los  estudiantes  asisten  a  mas  de  cinco  ho¬ 
ras  de  clase  al  día.  c)  Hay  un  estudian  le  que  no  asiste  a  más 
Je  cinco  horas  d  e  el  a  se  al  día .  di  Ningún  e  s  l  ud  i  an  te  asist  e 
a  más  de  cinco  honis  de  dase  al  día.  7,  a)  Todos  los  có¬ 
micos  son  divertidos,  h)  Todas  las  personas  son  cómicos 
divertidos,  el  Existe  una  persona  tal  que  si  es  un  cómico, 
e  n  to n ce s  e  s  d  i  v en  i  do .  d )  Algiu tos  cót ti  i  eos  son  d  i  ve  n  i  d  os . 
9,  ¡\)  IxiPti) aQ(_x))  b)  3x{F(a) a~*Q(x))  c)  \fx{P(x)v  Q(x)) 
ri >  V.t-ím)vQU))  IX,  a)  V  b)  V  c)  F  d)  F 

e)  V  H  r.  13.  a)  Verdadera  l>)  Verdadera  c)  Verda¬ 

dera  d)  Verdadera.  15.  a)  Verdadera  l>)  Falsa  el  Ver 
Jadera  tl|  Falsa.  17.  a)  P(0)  v  P(l)  v  Pí2)  v  P(3)  v  P{4) 
b)  P(0)  A  P(  l  J  A  P(2)  A F(3)  A  P<4)  c)  ^P(O)  V-ip{|)  v 
-»P( 2}  v  -P{ 3)  V -F{4)  d)  -P( 0)  A  ^P(  1  i  A  A  -^F(3)  A 

^Pldl  el  vF{  1 1  v  P(2)  v  P(3t  v  P(4))  f)  ->íP(0)  a 

Píl )  a  F(2)  a  P(3)  a  F  (4)  í  19,  n)  P(  1 1  v  P(2)  v  P(3)  v 
P < 4)  v  P(5)  b)  P (1)  a  P (2)  a  P  (3 )  a  Pf4)  a  P  (5) 
el  -»(Pt  I )  v  P{2)  v  P Ó)  v  P(4)  v  P{5))  d)  -«(P(I)  aP(2)a 
F<3)  A  P(4)  aP(5»  e)  (P(  I )  a  P( 2)  a  P( 3)  a  P{ 4)  a  P[5  i)  v 

i  1 P(  I )  v  -F(2)  v  -1 P(3 )  v  -»P( 4)  v  -iP(5)).  21.  Sea  C{x) 
la  función  proposictonal  «a  está  en  tu  clase»,  a)  3xí¡(x)  y 
Ir  (C  (  v)  a  //(a»,  donde  //( x)  es  «a  habla  hindú»  h)  Va  F{ a)  y 
Va  (Cía)  F(v)h  donde  I  (x)  es  «x  es  amigable»  c)  3  \  -Tí 
1 .  v  í  y  3.x  ( C  (  \  |  a  -« B  u })  T  dond  e  B  (a)  e  s  «a  nací  ó  en  San 
Jago»  á)  3v  3/u)  y  3 \{C  (  v)  a  Alfa)),  donde  Mi.x)  es  -  v  ha 
visto  li  na  pe  I  ícu  la»  e )  V a  <  a  )  y  V  v  ( C  (a)  (a)  )  T  don  - 

de  /.  (a  )  es  «a  ha  dado  trn  curso  de  programación  lógica», 
23,  Sea  P(x\  «a  es  perfecto»;  sea  t  (x)  *  v  es  tu  amigo»  y  sea 
el  dominio  el  conjunto  de  todas  las  personas,  a)  Va  ^/ji a) 
b)  -  Va  F(a)  e)  Va(Fía)  P(  x))  d)  3x  (Fía)  a  Fea)),  asu¬ 
miendo  el  significado  «al  menos  uno»  de  tus  amigos  es  per¬ 
fecto  e)  Va  ((a)aF(x))  o  (Va  F{x))  a  {Va  P(a)> 

f )  (Va  “*  F(  v ) )  v  (3x  “■  P  ( v ) ) .  25 .  S  e  a  K(a  )  la  fuñe  i  ó  n  pro  - 
posicional  que  afirma  que  x  es  un  estudiante  de  tu  facultad, 
a  I  Si  denotarnos  jw  R{ x)  a  la  proposición  -  v  lia  vivido  en  La 
Rioja».  entonces  tenemos  3xR{\)  si  el  dominio  consiste  en  los 
estudiantes  de  tu  facultad  o  3a  (Y[x)  a  Fía))  si  el  dominio  es  el 
conjunto  de  unías  Jas  personas.  Si  denotamos  por  Dea.  y)  a  las 
personas  x  que  han  vivido  en  la  región  y,  entonces  se  puede 
reescribir  como  3  v  (  T(a)  a  l){ a,  l  ,a  Rioja)).  b)  Si  denotamos 
por  f/{\  )  a  «x  habla  hindú»,  tenemos  3a  -»//( a)  si  el  dominio  es 
el  eonjnruo  de  tus  compañeros  de  facultad  o  dv()J,v)  a  ^/7(a))  si 
e!  dominio  es  el  conjunto  de  todas  las  personas.  Si  denotamos 
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por  Slw  y)  a  «a  habla  el  lenguaje  y».  la  sentencia  se  puede  re- 
eseribir  como  3x(Kfx)  A-tJfjr,  hindú)),  c)  Si  Ay),  P(.y)  y 
fu)  son  las  funciones  preposicionales  que  aseveran  que  a  cü- 
noce  lava.  Prolog  y  C++*  respectivamente,  tenemos  3a 
ói)  Pía)  a  i  '(a))  si  el  dominio  es  el  conjunto  de  tus  compa¬ 
ros  de  facultad  o  3a  í  Y{x)  a  J(x)  a  Pix)  a  C(x»  si  el  dominio 
es  d  conjunto  de  todas  tas  personas.  Si  denotamos  por  K{ a,  y) 
a  las  personas  v  que  saben  programar  en  el  lenguaje  y,  enton¬ 
ces  podemos  rcescríbir  esto  último  como  3a  (Tía)  a  K(.\\ 
Java)  a tf(x,  Prolog)  a  K(á\  C++)).  di  Si  /(a)  es  «a  a  le  gusta 
la  comida  italiana»,  entonces  tenemos  V.v  /(a)  si  d  dominio 
cusiste  en  lodos  tus  compañeros  de  facultad,  o  Va  (K(a) 

*  /i  y))  si  el  dominio  es  toda  la  gente.  Si  í7(a\  y)  significa  que 
a  la  persona  a  le  gusta  el  tipo  de  comida  y*  se  puede  reescribir 
i  orno  Va  í  Lu)  -+  G( x,  italiana)),  e)  Si  H(\)  es  «a  juega  al 
hockey*,  tenemos  3x-i //{a)  si  el  dominio  son  los  estudiantes 
lc  lu  facultad  oHv  i  Ví  a)  a  ->//(a  »  si  dominio  es  d  conjunto  de 
♦das  las  personas.  Si  hacernos  que  Pix,  y)  indique  que  la  per- 
nía  a  practica  el  deporte  y,  esta  última  semencia  se  puede  re- 

i  m  ribir  co mo  3 1  ( Y(x)  A  -i  P(  v.  h ocke y ) ) .  27,  S e a  / X,x )  1  a  pro- 
posición  que  afirma  que  \  es  una  tautología  y  C  (a)  la  que 
a  1 1  nna  q  ue  x  es  u  na  ci >nlrad  icción .  a \  3x  7(x)  b )  V.  r  (C(x) 

*  Tí-*))  c)  3x3y{-*T{x)  a-C(jt)  A->T(y)  A-C(y)  a 

¡  (x  v  y) )  d >  Va  Vy  {(7  ( a  )  a  T (y) )  ->  /  i x  a  y )}.  29,  a )  £?(0, 
0.  0)aQ((1  1,  0)  b)  Q{ 0*  I.  1)vf7(l.  t,  J)vfi(2,  1,  I) 
el  -Q( 0,  0.  0)  v  -.0(0.  0,  1 )  di  - £>(( I,  0.  1)  v-(?(l,0, 
I)  v-(?(2*  0,  I),  31.  a)  Sea  T(x)  el  predicado  v  puede 

3 prender  nuevos  trucos  y  consideremos  el  dominio  de  todos 
los  perros  viejos.  La  sentencia  original  csHv  Tí*).  La  negación 
es  Va  -*T( a):  «No  todos  los  jarros  viejos  pueden  aprender  nue¬ 
vos  trucos»,  b)  Sea  C  (a)  el  predicado  x  sabe  cálculo  y  sea  el 
dominio  todos  los  conejos.  Lu  sentencia  original  es^3x  C<  v> 
La  negación  es 3. xC(x):  «Hay  un  conejo  que  sabe  cálculo» 
c )  Sea  V  ía  )  el  predicado  x  puede  volar  y  consideremos  el  do¬ 
minio  de  todos  los  pájaros,  Lu  sentencia  original  es  Va  V‘(.v)  y 
la  negación  3a  -A  Ix);  «Hay  un  pájaro  que  no  sabe  volar», 
ü)  Sea  H{ a)  el  predicado  ,v  puede  hablar  y  consideremos  e! 
Uminio  de  todos  los  perros.  La  sentencia  original  es  ->3x  /7(aí 
v  su  negación  3\  //(a):  «Existe  un  perro  que  puede  hablar». 
H  Sean  T  U )  y  R{ a)  los  predicados  x  habla  francés  y  a  habla 
tuso,  respecto ámente.  El  dominio  es  el  conjunto  de  personas 
de  la  dase.  La  sentencia  original  es  ->3a  E/  t.v)  a  R{  \ )).  La  ne 
nación  es  3i  ( / 1  vi  a  /?(*)):  «Hay  alguien  en  la  clase  que  habla 
francés  y  raso»,  33*  a)  No  hay  contraejemplos.  h)  r  =  0 


x)  x  =  2.  35,  a)  Va  tí /'(a,  25.000)  v  .Vía.  25))  E{x)% 

donde  ¿'(a)  es  «La  persona  a  se  cual  i  l  ica  como  v  ia  jero  el  i  le  en 
un  año  dado»,  F(  y)  es  «La  persona  i  vuela  más  de  y  kiló¬ 
metros  en  un  año  dado»  y  5( x.  y)  es  «  La  persona  x  loma  más 
d  e  y  v  ue  los  c  n  n  a  añ  o  d  a  do» .  b  I  V.v  (( ( V(  x )  a  T(x* 
.1))  v  (-i  V'(.v)  a  Tíx*  3,5))}-*-ÍJ(a)),  donde  Q( x)  es  «La  persona  x 
se  califica  para  la  maratón»*  V  (a)  cs  «La  persona  v  es  un  va- 

m  y  Tíx,  y)  es  «la  persona  x  ha  corrido  la  maratón  en  menos 
d t  v  horas  » .  c I  M  -*((//  (60)  v  (H  (45 )  A  T»  a  Vy  G  ( r lot ab le, 

y) ),  donde  M  cs  la  proposición  «El  estudíame  se  ha  gradúa 


do»’.  Hix)  es  «El  estudiante  ha  recibido  al  menos  v  horas  de 


clase»,  Tes  la  proposición  1:1  estudiante  ha  escrito  una  tesi¬ 
na»  y  Gíx,  v)  es  «La  persona  ha  conseguido  la  nota  i  o  su  pe¬ 
ra  ir  en  el  curso  y»,  d)  3x  {(Ti  y  2 1 )  a  0"{a,  sobresaliente)),  donde 
/'(  c  y)  es  «La  persona  a  ha  recibido  más  de  y  horas  de  clase»  y 
íV(x,  }}}  es  «La  persona  i  ha  sacado  una  puntuación  medía  de  p 


en  un  semestre  dado».  37*  a)  Sí  hay  una  impresora  que  está 
fuera  de  servicio  y  ocupada,  entonces  algún  trabajo  se  ha  per¬ 
dido.  b)  Si  rodas  las  impresoras  esián  ocupadas,  entonces  hay 
un  trabajo  de  impresión  en  cola,  c)  Si  hay  un  trabajo  de  im¬ 
presión  que  está  en  cola  y  se  ha  perdido,  entonces  alguna  im¬ 
presora  está  fuera  de  servicio,  d)  Si  ííxIun  las  impresoras  están 
fuera  de  servicio  y  todos  los  trabajos  están  en  cola*  entonces  al¬ 
gún  trabajo  de  impresión  se  ha  perdido.  39.  a)  (3a  T(a\  10» 
*  3a5(,i)*  donde  F(xr  y)  es  «El  disco  x  tiene  más  de  y  kilobytes 
de  espacio  líbre»  y  S(x)  es  «El  mensaje  de  correo  *  se  puede 
salvar»,  b)  (3x,4(x))  >  Va  (Oía)  -+  T(x)),  donde  A  (a)  es 
«La  alerta  i  está  activa  ■,  Q(x)  es  «El  mensaje  x  esta  en  cola»  y 
Tía)  es  «FJ  mensaje  r  se  transmite»,  e)  Va  ((  y  *  consola  prin¬ 
cipal)  — >  /Vi»,  donde  7'(x)  es  «El  monitor  de  diagnosis  vigila 
el  estado  del  sistema  i»,  d)  Va  (“'/(a)  -  >  fi(,r))*  donde  L(x)  es 
«El  responsable  puso  al  participante  ven  una  lista  especial»  y 
R(x)  es  «Se  le  envía  una  factura  al  participante  a».  4L  No 
siempre,  43,  Ambas  semencias  son  verdaderas  justamente 
cuando  al  menos  una  de  las  dos  funciones  proposición  ales 
Pix)  y  Qix)  sea  verdadera  para  al  menos  un  valor  de  a  dentro 
del  dominio,  45.  a)  Si  A  es  verdadera,  entonces  ambos  lados 
son  lógicamente  equivalentes  a  Va  P(x).  Si  A  es  falsa,  el  lado 
de  la  izquierda  de  la  equivalencia  es  claramente  falso.  Además* 
para  todo  v,  P(x)  a  A  es  falsa,  por  lo  que  el  lado  de  la  derecha 
es  falso.  Por  tanto,  los  dos  lados  son  lógicamente  equivalentes, 

b)  Si  4  es  verdadera,  entonces  ambos  lados  son  lógicamente 

equivalentes  a  3v  P{ a).  Si  A  es  falsa,  el  lado  de  ta  izquierda  es 
claramente  falso.  Además*  para  todo  i,  P\x)  a  A  es  falsa,  por  lo 
que  3a  (Tu  )  a  4)  es  falsa.  Por  tanto,  ambos  Jados  son  lógica¬ 
mente  equivalentes.  47,  Para  demostrar  que  no  son  lógica¬ 
mente  equivalentes*  sea  P{x)  la  semencia  «x  es  positivo»  y 
Ou)  la  sentencia  «x  es  negativo»  para  d  dominio  de  los 
enteros  Entonces.  3x  P[ x)  a 3a  Q(\)  es  verdadera*  pero 
3a  ( Pi  v  I  a  0(v ) )  es  fa  I  sa ,  49.  a )  Ve  ni  adera  b)  Falsa,  ano 

ser  que  el  dominio  tenga  un  solo  dememo  c)  Verda¬ 
dera.  51.  a)  Sí  b)  No  c)  juana*  kiko  d)  maíe273* 
cc301  e)  juana,  kiko.  53.  hermanos  (X  *  Y)  :  madre 
(MrX) t  madre  (M,Y),  padre  (P,X) ,  padre  (P,Y) 
55,  a)  Va  (Pía)  ^Q(x))  b)  Va  (Oí  a)  ->  A‘(a  ))  c)  V  i 
I Pi x)^-*R(x))  di  La  cono! I usi ón  m i  se  ci ím p I e  h tede  ha ber 
profesores  ineptos,  puesto  que  tas  premisas  no  descartan  la 
posibilidad  de  que  haya  otras  personas  ineptas  además  de  los 
ignorantes.  57.  a)  Vy(Pia)  -►  ^Oí  v)j  b>  Vví/?( x)  -iS{x)) 

c)  Va  (-> Q(x)  S(x))  d)  Va  [Pi r)  >  _»/?(a))  e)  La  conclu¬ 
sión  se  cumple.  Supongamos  que  v  es  un  bebé  Por  la  primera 
premisa*  x  es  ilógico,  por  lo  que  por  la  tercera  premisa*  x  es 
despreciado.  La  segunda  premisa  afirma  que  x  fue  capaz  de 
dominar  a  un  cocodrilo,  entonces  i  no  sería  despreciado.  Por 
tanto,  a  no  puede  ser  capaz  de  manejar  un  cocodrilo. 


SECCIÓN  L4 

I  .  a)  Para  lodo  número  real  a  existe  un  numero  real  y  tal  que  v 
es  menor  que  y.  b)  Para  todo  número  real  y  y  número  real  y* 
si  v  e  y  son  no  negativos,  entonces  su  producto  es  m>  negativo, 
el  Para  Unto  número  real  x  y  todo  número  real  y  existe  un  nú¬ 
mero  real .:  tal  que  xy  =  z  ,  3,  a)  Hay  algún  estudiante  en  tu 

clase  que  ha  enviado  un  mensaje  de  correo  electrónico  a  algún 
estudiante  de  lu  clase,  lij  Hay  algún  estudiante  en  tu  clase 
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que  ha  enviado  un  mensaje  de  correo  electrónico  a  todos  los 
estudiantes  de  tu  clase,  c)  Todos  los  estudiantes  de  tu  clase 
han  enviado  un  mensaje  de  correo  electrónico  al  menos  a  un 
estudiantes  de  tu  ciase,  d)  Hay  algún  estudiante  en  tu  dase 
que  ha  recibido  un  mensaje  de  correo  electrónico  de  todos  los 
estudiantes  de  tu  dase,  e)  Todo  estudiante  de  tu  dase  ha  re¬ 
cibido  un  mensaje  de  correo  electrónico  de  al  menos  un  estu 
di  ante  de  tu  dase,  tí  Todo  estudiante  de  tu  clase  ha  recibido 
un  mensaje  de  correo  electrónico  de  todos  los  estudiantes  de  tu 
clase.  5,  a)  Sai  ah  Smítli  ha  visitado  www.att.cOTn.  b)  Al 
menos  una  persona  ha  visitado  wwwjmdb.org.  c)  José  Orez 
ha  visitado  al  menos  una  página  web.  d)  Hay  una  página 
web  que  han  visitado  tanto  A  shok  Puri  como  Cindy  Yoón. 

e)  Hay  una  persona,  aparte  de  David  Belcher,  que  ha  visitado 

todas  las  páginas  web  que  éste  ha  visitado,  f)  Hay  dos  per¬ 
sonas  diferentes  que  han  visitado  exactamente  las  mismas  pá¬ 
ginas  web.  7.  a)  A  Abdailab  Hussein  no  le  gusta  la  cocina 
japonesa,  b)  A  algún  estudiante  de  tu  facultad  le  gusta  la  co¬ 
mida  coreana  y  a  todos  en  tu  facultad  le  gusta  ln  comida  meji¬ 
cana.  c)  Hay  un  tipo  de  cocina  que  le  gusta  tanto  a  Monique 
Arsenault  como  a  Jay  Johnson,  d)  Para  cada  par  de  estu¬ 
diantes  distintos  de  tu  facultad,  hay  un  tipo  de  cocina  que  al 
menos  a  uno  de  ellos  no  le  gusta,  e)  Hay  dos  estudiantes  en 
tu  facultad  a  los  que  le  gusta  exactamente  el  mismo  tipo  de  co- 
c  i  n  a .  f )  Para  e  a  d  a  par  de  es  ludí  ante  s  de  t  u  tac  u  I  tad ,  hay  a  lgú  t  i 
tipo  de  cocina  acerca  de  la  cual  tienen  la  misma  opinión  (a  am¬ 
bos  les  gusta  o  a  ambos  les  desagrada),  9.  a)  V.xL(a\  Jaime) 
b)  V.v  3_y  ¡Áx,  y)  c)  3yVx  ¿(x,  y)  d)  Vx3y  -i  Lix,  y) 
el  3x ~*L{ Lidia,  x)  f)  3 yY_y->L(  v,  x)  g)  3x(Vy L  {y,  x)  a  Vz 
(( Vw  L( w ,  z ))  i  -  x ) )  h )  3x 3y  (x  #  y  a  ¿(Lidia,  x)  a  ¿(Li¬ 
dia.  v)  a  Vz  (¿(Lidia,  z)  ->  (z  =  xv  z  =  y)))  i)  Va  ¿(.i.  .v) 
j )  3  y  V  v  (¿í  y  .  y)  *-*x  -  y).  11*  ¡i)  A  (  Lui  $,  e  I  p  reteso  r  M  i  ch  ac  Is ) 

i>)  Vjv  (5íx)  ->  A(. i,  profesor  Grossí)  c)  Yx  (7(xj  (A (a. 
profesor  Miller)  v  A  (profesor  Míller,  x)).í  d)  3x  (ó'(.v)  a  Vy 
(F(y)  -*A(xt  y»)  e)  3x  (Fix)  a  Vy  (S(y)  ->  ^A(y,  x))) 

f)  Vy  iF(y)  ->  3x  iS(x)  v  A(x,  y»)  g)  3.x  (F(x)  A  Vy 

{{Fix)  a  (y  *  x))  ->  A(x,  y)))  h)  Ir  (S(x)  a  Vy  (F(y)  -»  -W(yf  x))). 
1 3 .  a)  ->  j M  ( Car  me  n ,  K  i  k  o )  h )  -i  M  ( Arl  e  ne ,  S  ara )  a  -» 7  ( A  r- 
I  ene .  S  ara )  c  )  ^  Mi  Dé bo  ra ,  J  osé )  d )  Va  M (a,  K  e  n )  e)  Va 
-iTU,  Nina)  f)  Va  {(T.  a.  A  vi))  v  M(.v,  A  vi))  g)  3a  Vy  (y  * 
v  — >  M{x,  y))  h)  3a Vy  [y  *  x  — >  (A/(xPy)  vT(xty)))  i)  3x 
3  y  (x  *  y  a  M(x,  y)  a  M(yr  a))  j)  3a  M{xf  a)  k  í  3xVy  (.y  * 
x  -*  (-i  M{x,  y)  a  -i  T(y.  v)  >)  I)  Va  (3y  (x  *  y)  a  M(y,  x)  v  T (yP 
v))))  m)  3x3y  ( v  ^  y  a  M(  vt  y  )  a  T(y,  a))  n)  3x3 y  (a  * 
v  a  V:  ((_  y)  — ►  (A/(x,  z)  vM{yr  s)  v  7  (ay  2)  v  ¿(y, 

:)))).  15.  a )  Va  Fix),  d o nde  F{  a)  es  «x  n e ce .5 i  ta  u n  c  u rsojd e 
matemática  discreta»  y  el  dominio  es  el  conjunto  de  estudi  tu¬ 
tes  de  ingeniería  informática,  b)  3a  ¿(a),  donde  Fix)  es 
«a  tiene  un  ordenador  personal»  y  el  dominio  es  el  conjuntóme 
es  t  ud  i  a  mes  de  esta  clase,  c )  Yx3y  F  (a- ,  y ) ,  d  on  d  e  P{  v,  y )  e  s 
«a  ha  dado  y»,  el  dominio  para  x  es  el  conjunto  de  estudiantes 
de  esta  clase  y  el  dominio  de  y  son  todos  Jos  cursos  de  ciencias 
de  la  computación,  d  i  3x3 y  7(x\  y),  para  Fix,  y)  y  dominios 
iguales  a  los  deí  apartado  anterior,  e)  Va  Vy  P  (a,  y),  donde 
¿(.y,  y)  es  «x  ha  estado  en  y»,  el  dominio  de  x  es  todos  los  es¬ 
tudiantes  de  esta  dase  y  el  dominio  de  y  es  todos  los  edificios 
del  campus,  fj  3x3y7r  (7(z,  y)  -  >  Q{x,  z)},  donde  Pu,  y)  es 
«z  está  en  y»  y  Oía,  z)  es  *  y  ha  estado  en  z»,  el  dominio  de  x  es 
todos  los  estudiantes  de  esta  dase,  el  dominio  de  y  es  todos  los 
edificios  del  campus  y  ei  dominio  para  z  es  todas  las  habita¬ 


ciones.  g)  VaVv3z  (P{zl  y)  a  Qix,  z))T  con  las  mismas  fun¬ 
ciones  preposicionales  y  dominios  anteriores.  17.  a)  \fu3m 
i  A  (uy  n)  a  Vn  (n  ^  m  +  ™vl(  u ,  n)  ))T  don  de  A (u,  m)  sign  i  fi tea  que 
el  usuario  u  tiene  acceso  al  buzón  de  correo  m.  b)  3p Ve 
i  ¡i  ye)  .a  Síjk  ejee  u  t  ándese) )  S{  ke  me  1 ,  fu  n  c  i  on  and  o  corree  t  a  - 
mente),  donde  / l(e)  significa  t]ue  se  da  el  caso  de  error  e  y  Six ,  y) 
significa  que  el  es  tad  o  de  a  es  y.  c )  V  üVy  {E(s  ,  .ed  u )  — ^  /\  ( n .  x }), 
donde  ¿Cv,  xj  significa  que  la  página  web  s  tiene  la  terminación 
x  y  A{u,  5)  significa  que  el  usuario  s  tiene  acceso  a  la  página 
wreb  s.  d)  3x3y  (x  *  y  a  Vz  ((V.v  M{z  .  s))  (z  =  x  v  z  =  v»)_ 
donde  A/(ía  />)  significa  que  ei  sistema  a  monitoriza  el  servidor 
remoto  b.  19,  a)  VxVy  (Ja  <  0)A{y  <  0)  (x  +  y  <  0)) 
b)  -f  VxVy  ((x  >  0)  a  (y  >  0)  -  (x  -  y  >  0))  c)  VxVy  CV  +  f 
£  (a  +  y)2')  d)  VxVy  (¡xy  |  —  | x  |  |y|).  21.  'V\x3ü3lr3c3d  ((x  >  0) 
a  =  a2  +  +  c2  +#),  donde  el  dominio  es  el  conjunto  de 

los  enteros.  23-  a)  VxVy((x  <  0)  a  (y  <  0)  -*  (xy  >  0)) 

b)  Va  (x  x  =  0)  c)  Yx3tf3£(#  ^  ó  a  Vr  {c  —  ave 

=  /?)))  d)  Va  «a  <  0)  >  -i3y  (x  -  y2))  25.  a)  El  producto 
de  los  números  reales  tiene  un  demento  identidad,  b)  El 
producto  de  dos  reales  negativos  es  siempre  un  real  positivo. 

c)  Existen  números  reales  x  e  y  tales  que  x2  es  mayor  que  yr 
pero  que  x  es  menor  que  y.  d)  Los  números  reales  son  cerrados 
bajo  la  operación  de  la  suma.  27.  a)  Verdadera  bl  Ver¬ 
dadera  el  Verdadera  d)  Verdadera  e)  Verdadera  f)  Falsa 

g)  Falsa  h)  Verdadera  i)  Falsa.  29.  a)  P(L  1  i  a  P{  L 

2)  a  7(1,  3)  a  7(2,  1)a  7(2,  2)  a.7(2t  3)  a  7(3,  1)  a  7(3,  2)  a 
7(3, 3)  b)  P(  L  1 )  v  P(  L  2)  v  7(1, 3)  v  7(2, 1 )  v  7(2, 2)  v  7(2, 

3 )  v  7( X  \ )  v  7(3,  2)  v  7(3,  3)  c)  í 7( 1 ,  I )  a  P{  1 ,  2)  a  7(  1 . 
3»  v  (7(2.  I )  a  7(2,  2)  A  7(  2,  3))  v  (7(3,  I)  A  7(3,  2)  A  7(3,  3)) 
tí)  (7(L  I )  v  7(2,  I  i  v  7(3,  1 )(  a )7(  L  2)  v  7(2,  2)  v  7(3, 
2))  a  (7(  1 ,  3)  v  7(2 #  3)  v  7(3 ,  3) ).  31.  a)  3  xVy3  z  -»7X x,  y,  z ) 
l> )  3  x  Vy  -i  7  (  a  .  y )  a  3  a  Vy  Q  ( x .  y )  c  I  3  x  Vy  ( -»7( . y.  y ) 
v  Vz  ->7(xf  y,  z))  d)  3xVy  (7(xf  y)  a  ^0,vF  v)).  33.  a)  3x3  y 
i7(-rt  y)  b)  3 y  Va-7{a,  y)  c)  3y3x  (-7(xj  y)  a  y)) 
di  (Va  Vy  7{x,  y»  v 3 x 3  v  ^Q(  v.  y))  e)  3x  (Vv3z  ->7(,v.  y, 
z)  v  Vz  3  y  ->7(xs  y,  z».  35.  a)  Hay  algún  estudiante  en  esta 
clase  tal  que  para  todo  par  de  asignaturas  diferentes  de  mate¬ 
máticas,  éstas  no  son  las  únicas  dos  asignaturas  cié  matemáticas 
que  el  estudiante  ha  cursado,  b)  Toda  persona  bien  ha  visita¬ 
do  Libia  o  no  ha  visitado  otro  país  que  no  sea  Libia,  c)  AL 
guien  ha  escalado  toda  montaña  en  el  U  i  malaya,  di  Hay  al¬ 
guien  que  ni  ha  participado  en  una  película  con  Kevin  Baeon  ni 
ha  participado  en  una  película  con  alguien  que  haya  participado 
en  una  película  con  Kevin  Bacon.  37.  a)  x  =  2,  y  =  2  b)  v  = 

4  C)  *  =  1 7,  y  =  -  L  39.  Vx  Vy  Vz  ((x  ■  y)  -  z  =  x  ■  (_v  ■  z)). 
41.  a)  Verdadera  b)  Falsa  c)  Verdadera.  43,  -<3xVv 
Fix.  y))  *-*  Va  f-tVy  F(xt  y))  Vx3y-»7(x?  y).  45.  a)  Supon¬ 

gamos  que  Va  7(x)  a  3x  Q{x)  es  verdadera.  Entonces,  P(x)  es 
verdadera  para  todo  x  y  existe  un  elemento  y  para  el  cual  Qiy) 
es  verdadera.  Como  7(x)  a  Q(y)  es  verdadera  para  todo  x  y 
existe  un  y  para  el  cual  Q(  y)  es  verdadera,  entonces  Yx3v 
\P(x)  a  C01))  es  verdadera.  Al  revés,  supongamos  tjue  la  se¬ 
gunda  proposición  es  verdadera.  Sea  x  un  elemento  del  dominio. 
I Iay  un  y  tal  que  Q(y )  es  verdadera,  por  lo  que 3 a  £?(x)  es  ver¬ 
dadera.  Como  Va  7(x)  es  tambíéu  verdadera,  se  sigue  que  la  pri¬ 
mera  proposición  es  verdadera,  b)  Supongamos  que  Va 
7 (a)  v3.r  Q(x)ts  verdadera.  Entonces,  bien  Pix)  es  verdadera 
para  todo  x  ü  bien  existe  un  y  para  el  cual  £)(y)  es  verdadera.  En 
el  primer  caso.  Fix)  v  Q(v)  es  verdadera  para  todo  v,  por  lo  que 
Va3v  (7 (a)  v  Q(y  ))  es  verdadera.  En  el  segundo  caso,  Qiy )  es 
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verdadera  para  un  caso  particular  do  y,  por  lo  que  F(x)  v  Q(y) 
es  verdadera  para  todo*  y,  por  tanto,  Va  3y  (P{x)  v  £)(y))  es 
verdadera,  Al  reves,  supongamos  que  la  segunda  proposición 
e  verdadera.  Si  P(x)  es  verdadera  para  todo  x,  la  primera  pro¬ 
posición  es  verdadera.  Si  no,  P(x)  es  falsa  para  algún  jr*  y  para 
este  x  debe  existir  un  y  tal  que  Pix)  v  (4<  y)  es  verdadera.  Por 
tanto,  Q(y)  debe  ser  verdadera,  por  lo  que  Hy  Q{y)  es  verdade¬ 
ra,  Se  sigue  que  la  primera  proposición  debe  cumplirse,  47. 
Demostraremos  que  una  expresión  se  puede  poner  en  forma 
orinal  preñe* (PNF)  si  las  subexpresiones  contenidas  en  elhi 
se  pueden  poner  en  forma  PNF.  Asi,  trabajando  de  dentro  a 
fuera,  cualquier  expresión  se  podra  poner  en  forma  PNF.  (Para 
¿ormalizar  este  argumento  es  necesario  usar  el  método  de  in¬ 
ducción  estructural  que  se  disentirá  en  la  Sección  3.4),  Por  el 
Problema  39  de  la  Sección  1.2  podemos  suponer  que  la  pro¬ 
posición  utiliza  solamente  las  conexiones  lógicas  v  y -i.  Ob 
serva  ahora  que  cualquier  proposición  sin  cuanlific adores  está 
.  i  en  forma  PNF  (esto  es  el  caso  base  del  argumento).  Ahora 
supongamos  que  la  proposición  es  de  la  forma  Qx  P{x).  donde 
'  es  un  cu  ;m  ti  fie  ador.  Como  Píx)  es  una  expresión  más  corta 
ae  la  proposición  original,  podemos  ponerla  en  forma  PNF 
Entonces,  Qx  seguida  de  esta  proposición  en  forma  PNF  está 
también  en  forma  PNF  y  es  equivalente  a  la  proposición  ori¬ 
ginal.  Ahora  supongamos  que  ia  proposición  es  de  la  forma 
^ P .  Si  P  ya  está  en  forma  PNF,  deslizamos  el  signo  de  nega¬ 
ción  fuera  de  todos  los  cuan  lifiead  ores  usando  tas  equivalen¬ 
cias  de  la  Tabla  2  de  la  Sección  1.3.  Finalmente,  supongamos 
que  la  proposición  es  de  la  forma  P  v  Q.  donde  P  y  O  están  en 
forma  PNF.  Si  sólo  P  o  sólo  Q  tiene  cuanti  Picadores,  podemos 
usar  el  Problema  44  de  la  Sección  1.3  para  llevar  el  cuanti fi- 
cador  hacia  lucra  de  ambas  expresiones.  Si  ambas  tienen  cuan- 
liíicadores.  podemos  usar  el  Problema  43  de  la  Sección  L3,  e 
Problema  44  o  la  parte  ib)  del  45  para  reescribir  P  v  Q  con  dos 
c ua nt i fi c ad ore s  preced ic ndo  la  d i s y u  nc  i ón  de  una  propc »s ic i ón 
de  la  forma  A'  v  S  y  luego  poner  R  v  S  en  forma  PNF.  49,  3.t 
P(x)  a  V.vVv  i  (Pix)  a  P(y))  —>  v  —  y).  51.  VT3cVA/3n  (?r  > 

N  a  | afí  -  L  |  s  e),  53.  Ve(VAT (n  >  N  a  an  >  L  -  £)  a  3 WVn 
{n  >  N  ar  s  L  +  £)). 

SECCIÓN  L5 

La)  Adición  b)  Simplificación  c)  Modo  ponens  d)  Modo 
lollens  el  Silogismo  hipotético.  3.  Sea  d  «Randy  trabaja 
duro»,  sea  ^  Randy  es  un  chico  soso»  y  sea  t  «Randy  con  se¬ 
guirá  el  trabajo».  Las  hipótesi|  son  ii  d  -+  s  y  s  -  w.  Usando 
incido  ponens  y  (as  primeras  dps  hipótesis,  se  cumple  s.  I  Isan- 
do  el  modo  poneos  y  ia  úhimj  hipótesis.  que  es  la  conclu¬ 
sión  deseada.  «  Randy  no  conseguirá  el  trabajo».  5.  Se  usa  la 
particularización  universal  para  concluir  que  «Si  Sócrates  es  un 
hombre,  entonces  Sócrates  es  mortal*.  Se  usa  el  modo  po¬ 
nens  para  concluir  que  Sócrates  es  mortal.  7,  a)  Conclu¬ 
siones  válidas  son  «No  me  tomé  el  martes  libre»,  «Me  tomé  el 
jueves  libre»,  «Llovió  el  jueves»,  b)  «No  cené  comidas  pi 
cantes  y  no  tronó»  es  una  conclusión  válida,  c!  «Soy  inieli 
gente»  es  una  conclusión  válida»  d )  *  Ralph  no  es  estudiante 
de  i  ngen  te  ría  i  n  form  át  i  e  a»  es  un  a  c  onel  11  s  i  ón  v  ál  ida,  & )  «  Qu t 
consumas  compulsivamente  es  bueno  para  lu  país  y  para  ti»  es 
una  conclusión  válida  (¡Nota  del  'traductor:  ¡Que  sea  una  con¬ 
clusión  válida  no  significa  que  sea  cierta! |j  Fl  «Los  rutones 


roen  su  comida»  y  «Los  conejos  no  son  roedores»  son  conclu¬ 
siones  válidas,  9,  a)  Sea  r(.i  )  «x  es  un  estudiante  de  esta 
dase»,  /<  v)  «x  sabe  programar  en  JAVA»  y  t{x)  «,\  puede  con¬ 
seguir  un  trabajo  bien  remunerado».  Las  premisas  son  c(  Do¬ 
mingo).  ji  Domingo)  y  Vri/UH  h{x)).  Usando  la  panícula- 
rizactón  universal  y  la  ultima  premisa,  se  obtiene  que  /(Do¬ 
mingo)  *  ti Domingo).  Aplicando  el  modo  ponens  a  esta  con¬ 
clusión  y  a  la  segunda  premisa,  se  obtiene  /(Domingo).  Usan¬ 
do  Ja  conjunción  y  la  primera  premisa,  se  obtiene 
¿(Domingo)  a  /(Domingo).  Finalmente,  usando  la  generaliza¬ 
ción  existencia!,  se  sigue  fa  conclusión  deseada:  3x  {e(  \  l  a  rív)). 
h)  Sea  cía!  «x  es  de  tu  clase»,  b(x)  es  «a  x  le  gusta  observar  ba¬ 
llenas»  y  p{x)  <u  se  preocupa  por  la  contaminación  del  océa¬ 
no».  Las  premisas  son  3x (c(x)  a  h{x) )  y\fx(b(x)—>p{x)).  De  la 
primera  premisa,  tenemos  que  c{y)  a  h(y)  para  alguna  persona 
en  particular  y.  Usando  la  regla  de  simplificación,  se  obtiene 
b(y)*  Usando  la  segunda  premisa  y  la  parí ieulariz ación  uni¬ 
versal,  obtenemos  h{y)—*p(y)>  Usando  cí  modo  ponens,  obte¬ 
nemos  p(y),  y  por  la  conjunción,  c(y)Apiy).  Finalmente,  por 
generalización  existencia!,  se  sigue  ía  conclusión  deseada, 
3x(c(x)  a  p(x)).  c)  Sea  r(x)  «a  está  en  la  dase»,  o(x)  <x  tiene 
un  ordenador»  y  e{x)  «x  puede  utilizar  un  editor  de  texto». 
Las  premisas  son  ¿(Zacarías),  Vx  (dvWtKv))  y  Va  (o(v)  * 
e(x)),  Usando  la  segunda  premisa  y  la  particularización  uni¬ 
versal.  se  obtiene  cí  Zacarías)-*  o  (Zacarías),  Usando  la  prime¬ 
ra  premisa  y  el  modo  ponens.  obtenemos  oí  Zacarías),  l  sando 
la  tercera  premisa  y  la  particularización  universal,  se  obtiene 
o ( Zac arfas )-*e( Zacarías).  Finalmente.  usando  el  modo  po¬ 
nens.  se  sigue  la  conclusión  deseada:  ¿(Zacarías),  d)  Sea 
j(x)  «x  es  de  Santo  Domingo»,  /U)  «x  vive  a  menos  de  100  km 
del  océano»  y  vía)  «a  ha  visto  d  océano».  Las  premisas  son  Va 
(j(x\  -*  /íx))  y  Ti  ij(x)  a  — < a(a  ) >.  La  segunda  hipótesis  y  la  par- 
t  i  cu  1  ari  zac  i  ó  n  e  x  i  stenci  a  I  implican  q  ue  j(y)  a  vi y )  para  u  na 
persona  particular  y.  Por  simplificación,  obtenemos  jtx )  para  la 
persona  y.  Usando  la  particularización  universal  >  la  primera 
premisa,  y(y) — ►  ./(>)>  y  por  el  mudo  ponens  obtenemos  /(  v). 
Por  simplificación,  de  j(y)  a  ^.ví  v)  se  obtiene  -vvt  v),  F>or  la 
conjunción, /(v)  a -i  a  (y).  Finalmente,  la  conclusión  deseada 
se  sigue  de  Ja  generalización  existencia!:  3a  (/tv)  a  -  .víah, 
11.  aí  Correcta,  usando  la  particularización  universal  y  d 
modo  ponens.  b)  No  válida,  falacia  de  afirmar  la  conclu¬ 
sión,  e)  No  válida,  falacia  de  negar  la  hipótesis,  el)  Co¬ 
rrecta.  usando  la  particularización  universal  y  el  modo  lollens. 
13.  a)  Falacia  de  afirmar  la  conclusión,  fa)  Razonamiento 
circular,  c)  Argumento  válido  usando  el  modo  toUens,  d)  Fa¬ 
lacia  de  negar  la  hipótesis,  15,  Sabemos  que  existe  algún x 
que  hace  //(a)  verdadera,  pero  no  podemos  concluir  que  Lola 
es  uno  de  estos  v.  1 7,  l  ,a  proposición  es  verdadera,  puesto 
que  0  no  es  un  entero  positivo.  Es  una  demostración  vacua. 
19.  P(  I )  es  verdadera,  puesto  que  (a  4  bí  =  a  4  h  s  a1  +  h[  = 
a  +  h  Demostración  directa,  2L  a)  Supónganlos  que  n  es 
impar,  por  lo  que  n  =¡  2k+  1  pura  algún  entero  L  Entonces.  +  5 
=  2(4í:’  +  hk:  +  3 k  f  3).  Como  /P  +  5  es  dos  veces  un  entero 
determinado,  es  par.  b)  Supongamos  que  n~  +  5  es  impar  y  n 
también.  Corno  n  es  impar  y  el  producto  de  dos  impares  es  un 
número  impar,  se  cumple  que  n2  es  impaF  y.  por  tanto,  tí'  es 
también  impar.  Pero,  en  este  caso*  5  -  {tí  +  5)-  tí  debería  ser 
par  por  ser  la  diferencia  de  dos  impares.  Por  tanto,  la  suposi¬ 
ción  de  que  tí  +  5  y  n  son  impares  a  la  vez  es  equivocada. 
23,  Sean  n  =  2k  +  1  y  m  =  2/  4  I  dos  enteros  impares.  Enkm- 
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ces.  n  -i-  m  =  2 (k  +  /  +  I )  es  par.  25.  Supongamos  que  r  es 
racional,  í  irracional  y  s  =  r  +  /  racional.  Por  d  Ejemplo  18, 
?  +  (  r)  =  i  es  racional,  lo  cual  es  una  contradi crian.  27.  (  ionio 
yf  2  ■  v  2  =  2  es  racional  y  V  -  irracional,  el  producto  ilc  dos  nú¬ 
meros  irracionales  no  tiene  por  qué  ser  irracional  29.  Prue¬ 
ba  indirecta.  Si  l/x  fuese  racional,  entonces  por  definición  l/x 
=  p/q  para  algún  par  de  enteros  p  y  qT  q  *  0,  Como  l/x  no  pue¬ 
de  ser  0  (si  fuese  0,  tendríamos  la  contradicción  I  =  x  *  0  al 
multiplicar  por  x  en  ambos  lados  de  la  igualdad),  sabemos 
que  p  *  0.  Operando,  tenemos  que  .v  =  1/(1  /.v )  -  1  ¡(p/q)  -  q/p, 
aplicando  reglas  básica  de  álgebra  y  aritmética.  Por  tanto,  x  se 
puede  escribir  como  ei  cociente  de  dos  números  racionales 
con  el  denominador  no  nulo,  luego,  por  definición,  x  es  racío 
nal.  31.  Si  9  o  menos  días  correspondiesen  a  cada  día  de  la 
semana,  éstos  harían  como  mucho  9  1-  63  días.  Pero  leñe¬ 
mos  64  días.  Esta  contradicción  muestra  que  al  menos  JO  días 
deben  corresponder  al  mismo  día  de  la  semana.  33,  Si  x  <  y, 
entonces  max(xt  y)  4  mm(x,  y)  =  y  +  x  =  x  -4  y.  Sí  v  >  yt  enton¬ 
ces  max(x.  y)  4  min(x\  y)  -  x  +  y.  Como  estos  dos  casos  son 
los  únicos  posibles,  la  igualdad  se  cumple.  35.  Hay  cuatro 
casos.  Caso  1 :  x  s  0  e  y  >  0.  Entonces,  |  x  |  4 1  y  |  =  x  4  y  -  \  x  +  y  f 
Caso  2:  x  <  0  e  y  <  0,  Entonces,  |  x  \  +  |  y  |  =  -  x  4  (- y)  =  (x 
4  y)  -  I  x  4  y  [,  puesto  que  x  4  y  <  0.  Caso  3:  x  >  0  e  y  <  0.  En¬ 
tonces,  |  x  1  +  |  y  ]  -  x  +  ( — y).  Si  x  s  -  y,  entonces  j  x  +  y  |  -  x  + 
y.  Pero  como  y  <  0,  -  y  >  y,  por  lo  que  ¡  x  |  4  |  y  |  =  x  4  (-y)  >  x 
4  v  =  |  x  4  y  Si  x  <  —  y\  entonces  |  x  4  y  |  -  (x  4  y)  =  -  x  4 
(-y).  Pero  como  x  ;>  0,  x  >  -x.  por  lo  que  |  x  \  4  |  y  1  -  x  +  (-y) 
s*  _  _v  +  (— y)  —  |  .v  4  v  ¡.  Cuso  4:,tc  <  O  e  y  s  ü.  Es  idéntico  al 
c  as  o  3.  a  mi  blando  x  por  y,  y  v  i  ce  versa.  37 .  Sin  pe  rd  ida  d  e 
generalidad,  podernos  asumir  que  n  es  un  en  tero  no  negativo, 
puesto  que  la  citarla  potencia  de  un  entero  y  la  de  su  negativo 
llenen  el  mismo  valor.  Siguiendo  la  ayuda  dada  en  el  Problema 
36,  dividirnos  un  entero  arbitrario  n  por  10,  obteniendo  un 
cociente  k  y  un  resto  L  donde  n  =  10/  +  /,()</<  9.  Calcula¬ 
mos  rd  en  cada  uno  de  estos  diez;  casos  posibles.  Tenemos  los 
siguiente  valores,  donde  X  es  algún  entero  múltiplo  de  10 
cuyo  valor  exacto  no  necesitamos:  (10 k  4  O)4  =  í  O.OOOC  4  0, 
(10  k  4  l}4  =  í  (XÜ00Z4  +  X  - 12  4X’E  +  XT+  1t(1ü/4  2)4  = 
1 (LOGO/4  4  X  -  C  4  X  ■  k2  4  X'k  4  16,  (10 k  4  3)4  -  IQMttk*  4 
X  -  k*  4  X  .  k?  4  X  k  4  8 ! ,  o  O*  +  4)4  -  HhOOÍJ/4  4  X  *  C  4  X  ■ 
k:  4  X  ■  k  4  256,  (10/  4  5)4  =  1 0.000 k*  4  X  -  /-  4  X  ■  k2  4  X  -  k 
4  625,  (10/  4  6)*  ==  10.000C  4  X  ■  k?  4  X  ■  k2  4  X  /  4  1 .296, 
( 1 0/  4  7)4  =  í  (LOGO/4  4  X  *  t?  4  X  ■  k1  4  X  -  *  4  2.40  E  (l  0/4 

8)4  =  humjoz4  4  x  ■  u  4  x  -  k1  +  x  ■  k  4  4.090,  nm  4  9)4  = 

10.000Z4  4  X  -  /'  4  X  -  /'  4  X  ■  /  4  6.561.  Como  cada  coefi¬ 
ciente  indicado  por  X  es  múltiplo  de  10,  el  término  corres¬ 
pondiente  no  tiene  efecto  ene!  primer  dígito  del  valor  (el  dí¬ 
gito  unidad).  Por  tanto,  los  dígitos  unidad  de  la  respuesta  serán 
0,  1.6,  I,  6,  5,  6,  1 ,  6  o  1,  respectivamente.  1. riego  el  dígito 
unidad  será  0,  1, 5  o  6,  39.  Primero,  supongamos  que  n  es 
impar,  por  lo  que  u-2/4  I  para  algún  entero  Z\  Entonces,  5n 
4  6  -  5(2/  4  1)46=10/4  II  =  2(5  k  4.5)4  1 .  Por  tanto,  5n  4 
6  es  impar.  Para  demostrar  d  recíproco,  supongamos  que  n  es 
par,  por  lo  que  n  =  2/  para  algún  entero  /.  Entonces,  5n  4  6  = 
10/  4  6  =  2(5/  4  3),  por  lo  que  5n  4  6  es  par.  Por  lanío,  5n  4  6 
es  impar  sí,  y  solo  si,  n  es  impar.  4L  Esta  proposición  es 
verdadera.  Supongamos  que  rn  no  es  ni  1  ni  L  Entonces  nm 
tiene  un  factor  m  mayor  que  1.  Por  otra  parte,  nm  =  I,  y  l  no 
tiene  tai  factor.  Por  tanto,  m  =  1  o  m  =-  I .  En  el  primer  caso, 
n  1 .  y  en  el  segundo,  n  -  -  E  puesto  que  n  =  1  ¡m.  43.  De¬ 


mostramos  que  las  tres  sentencias  son  equivalentes  a  que.v  sea 
par.  Si  x  es  par,  entonces  x  =  2/  para  algún  entero  k.  Por  tanto, 
3.x  +  2  =  3-2/42  =  6/  4  2  =  2(3/  4  I  j,  que  es  par,  puesto  que 
se  puede  poner  déla  forma  2ft  siendo  t-  3/  +  L  De  forma  .si¬ 
milar,  x  4  5  -  2/  4  5  -  2(Z  4  2)  4  1 ,  por  lo  que  x  4  5  es  impar, 
y  .r  =  (2/E  -  2(2/-),  por  lo  que  x~  es  par.  Para  los  recíprocos 
usarnos  una  demostración  indirecta.  Asumamos  que  .\  no  es 
par.  Por  tanto,  x  es  impar  y  lo  podemos  poner  de  la  forma  2/  +  E 
para  algún  entero  /.  Entonces,  3x  +  2  =  3(2/  4  1)42-6/45 
-  2(3/  4  2)  4  1 ,  que  es  impar  (es  decir,  no  es  par)  por  ser  de  la 
forma  2t  4  I,  con  t  =  3/  4  2.  De  forma  similar,  x  4  5  =  2/  4  I 


4  5  =  2/  4  6  =  2(Z  4  3),  por  lo  que  x  4  5  es  par  (es  decir,  no 
impar).  Que  r  es  par  ya  se  demostró  en  el  Ejemplo  14. 
45.  Daremos  demostraciones  indirectas  de  (i)  -+  (si),  (ii) 

(i),  (i)  (ü i)  y  (ni)  -+  (i).  Para  la  primera,  .supongamos  que 
4x  4  2  es  racional,  es  decir,  igual  a  p/q ,  para  dos  enteros  p  y  p. 
a  +  0.  En  este  caso,  podemos  escribir  x  =  {(p/q)  -  2)/3  =  {p— 
2q)fOq),  donde  3 q  +  0.  Esto  muestra  que  x  es  racional.  Para  la 
s  e  g  linda  i  mpl  i  c  ac  i  un ,  s  u  pon ga mos  q u e  x  e  s  ra  c  ion  al ,  e  s  d  e  c  i  r. 
igual  a  p/q.  para  dos  enteros  p  y  q.  q  +  0.  Entonces,  3x  4  2  = 
(3 p  4  2 q)jq,  donde  q  +  0,  Esto  demuestra  que  3x  4  2  es  racio¬ 
nal.  Para  la  tercera  implicación,  supongamos  que  a/2  es  racio¬ 
nal,  es  decir,  x/2  --  p/q ,  p  y  q  enteros,  q  +  0.  Por  tanto,  x  2 p/q. 
donde  q  +  0,  por  lo  que  es  racional.  Y  para  la  cuarta,  suponga¬ 
mos  que  x  es  racional,  es  decir,  x  =  p/q,  p  y  q  enteros,  q  +  0. 
Entonces,  podemos  escribir  que  x/2  =  p/(2q),  donde  2 q  *  0.  por 

lo  que  x/2  es  racional.  47.  No  49,  10.001,  10.002 . 

1 0. 1  (XI  no  son  cuadrados  perfectos,  puesto  que  i  OO-  =  10. IKK')  y 
10Í2  =  10,201 ;  constructiva,  5L  8  =  T  y  9  ^  32  ,  53.  a) 
Esta  sentencia  asevera  la  existencia  de  un  x  con  una  cierta 
propiedad.  Si  hacernos  y  -  v,  entonces  vemos  que  P i\  )  es  ver¬ 


dadera,  Sí  y  es  otro  valor  diferente  de  x,  entonces  P\.\)  no  es 
verdadera.  Por  tanto,  x  es  el  tínico  elemento  que  hace  P  ver¬ 
dadera,  b)  Aquí  la  primera  cláusula  afirma  que  hay  un  de 
mentó  que  hace  P  verdadera.  La  segunda  cláusula  afirma 
que  siempre  que  haya  dos  elementos  que  hagan  /J  verdadera, 
éstos  serán  d  mismo  elemento.  Uniendo  ambas  aseveracio¬ 
nes.  se  concluye  que  P  se  satisface  solamente  para  un  ele¬ 
mento.  c)  Esta  sentencia  asevera  la  existencia  de  un  x  que 
hace  P  verdadera  y  tiene  la  propiedad  adicional  de  que  siempre 
que  encontremos  un  elemento  que  haga  P  verdadera,  este  de¬ 
mento  será  x,  En  otras  palabras,  x  es  el  único  elemento  que 
hace  P  verdadera.  55.  La  ecuación  |  a  -  c  \  =  \  h  -  c  |  es 
equivalente  a  la  disyunción  a  —  c  =  h  —  c  o  a  ■  c  -  b  4  r.  La 
primera  de  estas  igualdades  es  equivalente  a  a  =  h,  lo  que 
contradi  ;e  la  suposición  hecha  en  el  problema,  por  lo  que  la 
ecuació]  1  original  debe  ser  equivalente  a  a  -  c  =  -  b  4  r,  Aña¬ 
diendo  4  c  a  ambos  lados  y  dividiendo  por  2.  vemos  que  la 
ecuación  es  equivalente  a  c  =  (a  4  b)f 2,  Por  tanto,  hay  una  úni¬ 
ca  solución.  Además,  este  c  es  entero,  porque  la  suma  de  dos 
enteros  impares  a  y  b  es  par  57,  Nos  piden  resolver  >í  - 
(/-  2)  4  (/  4  3.)  para  la  variable  /.  Usando  reglas  básicas  de 
dgebra,  obtenemos  que  k  =  (n  -  t)/2.  En  otras  palabras,  hay 
uno  y  sólo  un  valor  de  /  que  satisface  la  ecuación.  Como  n  es 
impar,  n  -  I  será  par,  por  ío  que  /  es  entero.  59.  Si  x  es  en¬ 
tero.  podemos  tomar  n  =  x  y  e  =  0.  No  hay  otra  solución  posi¬ 
ble  en  este  caso,  puesto  que  si  n  fes  mayor  que  x.  entonces  n  es 
d  menos  x  4  1 ,  lo  que  haría  ral.  Si  x  no  es  entero,  lo  redon 
deamos  al  siguiente  entero,  que  llamamos  n ,  Hacemos  r  =  n  x 
Claramente,  0  ^  E  <  I:  es  la  única  forma  de  construir  £  para 
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este  n;  //  nu  puede  ser  mayor,  puesto  que  t¿  está  forzado  a  ser 
menor  de  L  61-  Sea  p  «Llueve-»;  sea  q  «Yvette  tiene  tm  pa¬ 
raguas»;  sea  r  «Yvette  se  moja».  Las  suposiciones  son 
->pv  q^qv^r  y  p  v  ->/\  La  regla  de  resolución  sobre  las  dos 
primeras  da  ~p)  v  t.  La  regla  de  resolución  sobre  esta  y  la  ter¬ 
cera  suposición  da  -*r.  que  es  el  resultado  que  se  busca.  63. 
Supongamos  que  se  satisface  esta  proposición.  Usando  la  regla 
de  resolución  sobre  las  dos  primeras  clausulas,  condumios 
q  Ví/;  en  otras  palabras,  sabemos  que  q  debe  ser  verdadera. 
Usa  n  d  o  1  a  re  gi  a  de  re  so.lt  te  i  ót  t  sob  re  1  as  d  os  ti  Itim  a  s  c.I  áu  su  i  as . 
concluimos  ^qv~*q;  en  otras  palabras,  sabemos  que  es 
verdadera.  Esto  es  una  contradicción.  Por  tanto,  esta  proposi¬ 
ción  no  se  puede  satisfacer.  65.  Sea  x  =  2  e  y  =  V2.  Si  xy  = 
2V  2  es  irracional,  está  hecho.  Si  no.  entonces  hagamos  x  =  ¡L2 
e  y  -  V 2/4.  Entonces,  $  -  (2,/;')v'2/J  =  2v,‘2  lV2)/J  =  2m  =  V  2  . 
67.  Supongamos  que  p.  ~*  p4~>  p  p5  ->  /.q-+  p,.  Para  de¬ 
mostrar  que  una  de  estas  proposiciones  implica  cualquier  otra 
de  las  restantes  basta  con  usar  el  silogismo  hipotético  repeti¬ 
damente.  69.  Toda  pieza  de  dominó  colocada  en  el  tablero 
de  ajedrez  cubre  exactamente  una  casilla  blanca  y  otra  negra. 
Por  tanto,  cualquier  conjunto  de  piezas  de  dominó  cubrirá 
exactamente  el  mismo  numero  de  casillas  blancas  que  de  ne¬ 
gras.  Como  quitar  dos  esquinas  opuestas  deja  al  tablero  con 
dos  casillas  blancas  más  que  negras,  o  dos  negras  más  que 
blancas,  ningún  conjunto  de  fichas  de  dominó  podrá  cubrir  un 
la b I ero  de  aj ed re z  c on  do s  e sq u i n í ts  op uestes  q u i tad as .  7  L  Da¬ 
remos  una  demostración  por  contradicción.  Supongamos  que  los 
av  ....  an  son  todos  menores  que  A.  donde  A  es  el  valor  medio 
de  estos  números.  Entonces,  a  ■+  nq  +  ...  +-  a  <  nA.  Dividiendo 
ambos  lados  por  rp  tenemos  que  A  =  [a,  -+  o.,.  +  „.  -+  í?rt)/w  <  A , 
lo  cual  es  una  contradicción.  73,  Demostraremos  que  estas 
cuatro  sentencias  son  equivalentes  mostrando  que  (i)  implica 
(¡i),  tii)  implica  (iii),  (üi)  implica  (iv)  y  que  (iv)  implica  (i). 
Primero,  supongamos  que  n  es  par.  Entonces,  n  -  2k  para  al¬ 
gún  entero  k.  Por  tanto,  n  +  I  =2 k  +  i ,  por  lo  que  n  +  1  es  im¬ 
par,  Esto  demuestra  que  (i )  ->  iii).  Supongamos  ahora  que  n  + 
1  es  impar,  por  lo  que  n  -p  \  -  2k  +  \  para  algún  entero  k.  Por 
tamo,  3n  +  l  =  2 n  +  {n  +  I)  =  2(n  +  k)  +-  I,  que  muestra  que  xn 
+  1  es  impar,  demostrando  que  tii)  ->  (iii).  Supongamos  que 
3 n  +  I  es  impar,  por  lo  que  3/7+1  2k  +  l  para  algún  en! ero 
k.  Entonces,  kn  =  2 k.  por  lo  que  3n  es  par,  mostrando  que 
(iii)  ->  (iv).  Finalmente,  supongamos  que  n  no  es  par.  Enton¬ 
ces,  n  es  impar,  por  lo  que  77  =  2 k  +  I  para  algún  entero  k.  Asi, 
3/i  =  3(2 k  +  1)  =  6A  +  3  -  2(3A  +  I )  +  L  por  lo  que  3ti  es  impar. 
Fsto  completa  una  demostración  indirecta  de  que  (iv)  -»  (i). 
75.  Por  la  segunda  premisa,  hay  algún  león  nuc  no  loma  café. 
>ea  Leo  esta  criatura.  Por  la  ley  de  simplificación,  sabemos 
que  Leo  es  un  Icón.  Por  el  modo  ponens  sabednos,  a  paitir  de  la 
primera  premisa  que  Leo  es  una  fiera.  Por  tanto,  Leo  es  Fiero  y 
no  toma  café.  Por  i  a  definición  deí  cuant  i  Picador  exisíeucial, 
existen  criaturas  fieras  que  no  loman  café,  esto  es.  algunas 
criaturas  fieras  no  toman  café.  77.  Válido. 
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L  a)  {-L  1}  b)  [1,2,  3.4,  5,  ó.  7.8.9,  10,  11 )  c)  {(),  1,4, 

9,  16,  25,  36,  49,  64,  SI  |  d)  0.  3,  a)  Sí*  b)  No  c)  No. 

5.  a)  Sí  b)  No  e)  Sí  d)  No  e)  No  f)  No.  7,  a)  Falsa 

b)  Falsa  el  Falsa  d)  Verdadera  e)  Falsa  íj  Falsa  g)  Ver¬ 


dadera.  9.  a)  Verdadera  b)  Verdadera  e)  Falsa  ú)  Verda¬ 
dera  e)  Verdadera  f)  Falsa,  M.  Supongamos  que  v  e  A. 
Como  ,4  C  ft,  esto  implica  que  je  B.  Como  B  C  C,  vernos  que 
v  e  C.  Como  ae  A  implica  que  x e  C\  se  deduce  que  A  C  C. 
13,  a)  I  b)  I  c)  2  d)  3.  15.  a)  |0,  \a\ }  b)  |0,  \a\] 

\bl  \a,h  |í  c)  (tí,  (0},  ((0}},  10,  10}}},  17.  a)S  b)  16 

c)  2,  19-  a)  j  (a,  y).  (hr  y),  (c,  y),  id,  y),  {a>  z),  {bt  2 ),  (c,  z)T 

(d,  z)  ¡  b)  {(y,  a),  (y,  b ),  (y,  c),  (y,  d)>  (zt  a),  (z,  ó),  (1.  c),  (z? 

d)  J .  21.  El  conjunto  de  ternas  {a.  b ,  c),  donde  a  es  una  línea 

aérea  y  b  y  c  son  ciudades  europeas.  23.  0  x  A  -  |  (x,  y)  I  j  E  0 
e  y  g  A  1  =  0  =  |  (x,  y)  ¡  x  £  A  e  y  £  0)  -  A  x  0.  25,  mn. 

27.  a)  El  cuadrado  de  un  numero  nunca  puede  ser- L  Verda¬ 
dera  b)  Existe  un  entero  cuyo  cuadrado  es  2.  Falsa,  c)  El 
cuadrado  de  todo  entero  es  positivo.  Falsa  d)  Hay  un  núme¬ 
ro  real  igual  a  su  propio  cuadrado.  Verdadera.  29.  Debe¬ 
mos  demostrar  que  ¡Ir/},  (a,  b  \ }  =  j  |  c } .  ( c,  d  \ )  si,  y  sólo  si, 
a  ~  c  y  b  -  d.  La  implicación  directa  «sí»  es  inmediata.  Por 
tanto,  supongamos  que  estos  dos  conjuntos  son  iguales  Prime¬ 
ro,  consideremos  el  caso  en  que  a  *  b.  Entonces,  { )¿j),  [a,  } 

contiene  exactamente  dos  elementos,  uno  de  los  cuales  con¬ 
tiene  un  elemento.  Portante,  { ¡r }.  |.c,  ¿7)  [  debe  tener  la  misma 
propiedad,  por  lo  que  c  #  d  y  fe}  es  d  elemento  que  contiene 
exactamente  un  elemento.  Por  tanto,  \a  \  —  jr),  loque  implica 
que  a  =  c.  Los  conjuntos  de  dos  elementos  \cp  h)  y  (c,  d] 
deben  ser  iguales  también.  Como  a  =  c  y  a  *  b,  se  sigue  que 
b  -  d>  Segundo,  supongamos  que  a  =  ¡k  Entonces,  j  \a\. 
jí/,  b] )  =  { \  u  \  J,  un  conjunto  con  un  solo  elemento.  Por  ramo, 
{ je.  },  \t\  d]  \  tendrá  un  solo  demento,  lo  que  puede  ocurrir 
sólo  cuando  c  =  d  y  el  conjunto  es  j  j  c  ( | .  Se  deduce,  por  tan¬ 
to,  que  a  =  c  y  b  =  d.  31.  Sea  S  =  {o,,  a, . a  \>  Repre¬ 

senta  cada  subconjunto  de  S  como  una  cadena  de  hits  de  lon¬ 
gitud  77.  donde  el  bit  en  la  posición  oésima  es  í  si,  y  sólo  si,  at 
£  5.  Para  generar  todos  los  subconjuntos  de  A.  lista  las  2fí 
posibles  cadenas  de  bits  de  longitud  n  (por  ejemplo,  en  orden 
creciente)  exponiendo  por  cada  una  de  ellas  su  subcon junto 
asociado, 
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I,  a)  F!  conjunto  de  los  estudiantes  que  viven  a  2  km  de  la  fa¬ 
cultad  y  que  van  andando  a  dase,  h)  F3  conjunto  de  los  es¬ 
tudiantes  que  viven  a  2  km  de  la  facultad  o  que  van  andando  a 
clasefo  ambas  cosas),  c)  El  conjunto  de  los  estudiantes  que 
viven  a  2  km  de  la  facultad,  pero  que  no  van  andando  a  clase, 
d)  El  conjunto  de  los  estudiantes  van  andando  a  clase,  pero  que 
viven  a  más  de  2  km  de  la  facultad.  3,  a)  1 0.  1 , 2,  3,  4,  5,6] 
b)  13)  0  11,2,4,51  (1)  {0,  6 1 .  5.  í=|.ri-.(re Á)\  = 

u  I  vt)|  =  \x  |  X  £Á}  =  A.  7,  a)  A  U B  =  \x  |  xe/t 

VI  £  B I  =  {x  1  x  £livx€Á}=B  UA  b)  A  DB  =  [x  1 1  e  .4 
a  x  £  A  a  y  £  B\  —  1-t  I  x  e  B  a  x  £Á  J=  B  H  A.  9,  Suponga¬ 
mos  x £  A  n  (A  U B)r  Entonces,  a  £  A  y  v£  A  U/L  por  la  defi¬ 
nición  de  intersección.  Como  re  A+  hemos  demostrado  que  la 
parte  de  la  izquierda  es  un  subcon  junto  de  la  parte  de  la  dere¬ 
cha.  En  el  sentido  inverso,  supongamos  que  ac  A.  Por  defini¬ 
ción  de  unión,  a  f=  AUB.  Por  tanto,  por  la  definición  de  inter¬ 
sección.  x £Ar\(AUB),  por  lo  que  la  parte  de  la  derecha  es 
subconjunto  de  la  parte  de  la  izquierda.  11,  a)  .ve  {AUB)  = 
x  £  (A  U  B)  :  ^  (a  e  A  v  a  e  /+)  c  -t  (a  e  A )  A  (  v  £  B)  ~  x  £  A  a  x 

(¿B  =  x  £  A  a  mt  £  B  =  x  £  A  H  /?. 


1U2  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 
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13*  al  t  e  A  C\B  OC  sí  €  A  O/í  n  C  =jr A  v  x  £  B  v  a  £  C  =  v 
£  d  v.ve  B  va f  C  e  ,4UÍí  UC. 
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15.  Ambos  [ados  son  igual  a  |  a  |  ate  A  a  i  £/í  ].  17.  a)  x 

e  4  U  í B  U  C)  =  [x  t  /V)  v  (a  e  (/í  U  C))  =  U  e  4 )  v  (jc  e/ív.i 
€  C)  -  (x  t  A  v  r f  /í )  v  (x e C)  =  xe  (4  U fl) U C  b)  idéntico  a 
la  pane  (a),  reemplazando  U  por  fl  y  v  por  A  c)  v  €  A  U 
( B  fl  O  =(i  e4)  v  1 1  e  { tí  nr»  =(a  e  A I  v  ( v  e  Zí  a  x  e  O  s 
(a  e  4  v  AJ  e  /í )  a  (,  v  e  4  v  a  e  C)  =  a  £(,4U/íj  O  (4  U C ). 
IV*  ai  ¡  4,  ó  f  b)  |(K  ! ,  2,  3,4.  5.6.7,  8,9.  10|  c)  {4,  5,6,  8. 
10}  di  ¡0, 2, 4,  5. óT  7. 8:  9.  10).  2L  a)£CA  h)4C/í 
ci  4P/Í  =  0  di  nada*  puesto  que  esto  es  siempre  verdad 
e  i  4  =  tí.  23.  ,4C/Í  =  Va  (x  e  A  -+  xe  tí)  =  Va  (a  íé  #  -+  x  $j\) 
=  Vv(a  €  ->  a  f  4)  “  5  CA.  25*  El  conjunto  de  estudiantes 

de  tu  universidad  de  ciencias  de  la  computación  que  no  son  es 
Ludíanles  de  matemáticas  o  ios  estudiantes  de  matemáticas  de 
tu  universidad  que  no  son  estudiantes  de  ciencias  de  la  com¬ 
putación.  27.  Un  demento  está  en  (A  U  tí)  -  {A  DB  i  si  está 
en  la  unión  de  ambos  conjuntos,  [tero  no  en  su  intersección,  lo 
que  significa  que  bien  está  en  A  o  bien  está  en  B ,  pero  no  en 
ambos.  Esto  es  exactamente  el  significado  de  que  un  elemento 
pertenezca  a  4  ©/i.  29.  a j  A  @  A  =  (A  -  A )  U  {A  A )  =  0  U 

0  =  0  I) 1 4©  0  =  (A  -  0)  U  (0  A)  =  A  U  0  =  A  c)  A  ©  U  = 
(A  -  Í/HJ  (V  -A)  =  0  U  A  =A  tí)  A  ©A  =  {A  - 1)  U  (A- A) 
=  4  U  A  -  U,  31.  /í  =tí.  33.  Sí.  Supongamos  que  ve  4. 
pero  x  E  tí.  Si  a  e  C.  entonces  i  £  A  ®  C,  pero  a  :e  Z?@C.  una 
contradicción.  Si  x  ?  (\  entonces  a  e  4  ©C  pero  a  £  /3  ©C  una 
contradicción.  Por  tanto.  A  C  B.  De  forma  similar,  tí  C4,  por 
lo  que  A  =  Zí.  35.  Sí.  37.  a)  [  L  2*  3,  ....  b)  1 1 }. 
39,  al4w  bí{0J|.  41.  a)  {1.2,3,4,7*8.9,10}  b)  [2, 
4.  5,  6,  1}  c|  | ! ,  10).  43.  El  bil  en  la  posición  pésima  de  la 
cadena  de  bits  de  la  diferencia  de  dos  conjuntos  es  I  sí  el  bit 
i-ésimo  de  la  primera  cadena  es  I  y  el  bit  /  ésimo  de  la  segun¬ 
da  cadena  es  0.  y  0  en  cualquier  otro  caso.  45.  all  1  II 10 
0000  0000  0000  0000  0000  v  DI  1 100  1000  0000  01(10  0101 
0000  M  MIO  KXÍ0  0000  0100  0101  ÍJ000,  representando  (a, 
h,  c,  d,  et  g.  p>t.  y \  b)  1 1  1  MU  0000  0000  0000  0000  0000 
a  01  1 1  í  H  >  1000  0000  0100  0101  OtJOO  =  01  1 100  0000  0000 
0000  00<K)  0000,  representando  |  h.  c.  d\  el  (11  111 0  0000 

0000  0000  0000  0000  V  00  01 10  0110  0001  1000  o  no 

01 10)  a  (01  1100  UMK)  0000  OH 10  0101  0000  v  00  1010  0010 
0000  1000  0010  0111}=  II  11  10  01 10  0001  1000  0110 


oiioa  oí  i  no  ioio  oooo  iioooin  om  ^oi  umooio 

0000  1000  01 10  01  lí).  representando  (fr,  i\  ti,  e.  t  o  t .  u,  v,  y] 
d 4  1 1  JIJO  0000  0000  0000  0000  0000  V  0 1  II 00  J  ooo  I  )000 
0100  0101  0000  V  00  1010  0010  0000  1  ©00  0010  0111  V  00 

ou  o  oí  io  ooo  i  i  ooo  01100110=11 1  no  n  i  o  oooi  n  oo 

011 1  011 1 ,  representando  {a,  b,  cy  d .  e,  h,  t,  n,  o t  p.  rr  uf  v>  xt 

y.zl  47.  a)  {1,2,3,11,2,3}}  b)  [0f  0(0,10})  d)  {fl* 
(0(,  (0,  (0U),  49.  aH3’<i,3-M  *f,4*d}  b)  [2-^2 
h  |  c)  ¡  ]  -  a,  I  c\  d)  j  l  b,  4  ■  d]  e)  1 5  -  a,  S  *6, 1  *  c,  4 
j  d)  51*  F  =  ¡0.4  Alicia,  0*  1  Brian.  0,6  Alfredo,  0.9  Óscar. 
0,5  Rita!,  R  =  (0.6  Alicia,  0,2  Brian,  0.8  Alfredo,  0,1  Oscar. 
0,3  Rila}.  53.  F  C\R  =  1 0,4  Alicia,  ü?8  Brian,  0.2  Alfredo, 
0.  t  Óscar.  0,5  Rila  j . 


SECCIÓN  1.8 

1*  ¡D/tOt  no  esta  definida  b|/U)  no  está  definida  para  v  <  0 

c) y  (a)  no  está  bien  definida,  puesto  que  hay  dos  valores  dis¬ 
tintos  asignados  a  cada  v,  3*  No  es  una  función  b)  Es 
una  función  c)  No  es  una  función.  5.  a)  El  conjunto  de  los 
eme  ros  b )  1 4  c<  mj  u  ni  o  de  los  e  n  teros  no  neg a  i  i  v  os  pares  c)  Et 
conjunto  de  ios  enteros  no  negativos  menores  o  iguales  que  7 

d)  El  conjunto  de  los  cuadrados  de  los  enteros  =  (0,  1 , 4,  9.  16* 

7.  a)  Dominio:  Z"  X  Z4;  rango:  Z*  b)  Dominio:  Z+: 
rango:  (0,  1,  2.  5.  4.  5,  ó.  7.  8.  9]  c)  Dominio:  el  conjunto  de 
cadenas  de  bits:  rango:  \  di  Dominio:  el  conjunto  de  cadenas 
de  bits;  rango:  N,  9.  a)  1  b>  0  c)  0  d)  —l  e)  3  f)  í 
g  l  2  h)  E  11.  Sólo  la  fundón  de  la  pane  (a).  13.  Sólo  las 

fu  r>c  i  i  >nes  de  las  partes  (a)  y  (d).  15.  a  t  So  breyecti  va  b  í  N  o 

sobreyectiva  el  Sobre  vea  t\ a  d)  No  sobityeciiva  el  So- 
breyectiva.  17*  a)  La  función  f(x)  =  3a  x  l  cuando  va  0  y 
f(x)  =-3j  +  2  cuando  x  <  0  h)f(x)  =  |  x  j  +  I  c)  La  función 
fix)  =  2\  +  1  cuando  i  s  0  y  Jlx)  ~-lx  cuando  t  <0  d)  fl  x)  = 
a"+L  19,  a|  Sí  bl  No  el  Sí  di  No.  21.  Supongamos 
que  /( i)  es  estrictamente  decreciente.  Esto  significa  que  /(a)  > 
fly)  siempre  que  v  <  y.  Para  mostrar  que  g  es  estrictamente  cre¬ 
ciente,  supongmuos  que  v  <  v.  Entonces,  g(.v)  -  1  ffix)  <  I  //(y) 
-  g(y)*  Recíprocamente,  supongamos  que  g  es  estrictamente 
creciente.  Esto  significa  que  sjlv)  <  g(y)  s*  1  <  3T-  ^iini  mostrar 
que /es  estrictamente  decreciente,  supongamos  que  a  <  v  En- 
toncos, /(a)  =  l/g(x)>  1  Igiy)  =  /(y).  23.  a)  f(S)  -  (0.  L3) 

b)  J(S)  =  j  0.  1 . 3, 5, 8 1  c)  /(5)  =  1 0T  8,  1 6, 40 }  d )  flS) 
=  1 1 ,  1 2, 33, 65  (,  25.  al  Sean  x  e  y  dos  elementos  distintos 
de  A,  Como  g  es  inyecliva.  g{x)  y  giy)  son  elementos  di  Mimos 
de  />',  Como/es  inyc|livav/lg(A))  =(f°^)( x)  yflg(y))  =  (f  "ü)(y) 
son  elementos  distintos  de  C\  Por  tanto»  f°g  es  invectiva. 

b)  Sea  ve  C*  Como yjes  sobreyectiva,  y  =  fih\  paja  algún  he  tí. 

Como  g  es  sobreyectiva,  h  =  g(x)  para  algún  red.  Por  lamo, 
y  —  J\b)  =/(g(x))  =(/°g)  U)’  Se  sigue  que/eg  es  sobreyeeliva* 
27.  No.  Por  ejemplo,  supongamos  que  A  -  \a\,fí=\h,c  \  y  C 
=  ¡  i/)*  Sea  giú)  ~  h.flb)  =  í/  y  yfi)  =  d./y  /  son  sobre  vedi  vas, 
pero  g  no  lo  es.  29,  a)  Í/+  g)(x)  =  x2  +  x  +  3,  {fg}{x)  -  a  '  4  2r 
+  a  +  2.  31*  /es  iriyectiva»  puesto  que  /ü  L  )  -  =  ax ,  +  h  = 

£/t,  +  />  ~  av  =  ~  it  =  A,./  es  sobreyecüvu,  puesto  que /(i  y- 

ÍO/tf )  =  y./_1(y)  =  (v-  33.  Sea /i  I )  =  ri./í2 )  =  í/  Sea  5  = 

{ 1 1  y  r  =  1 2  f  E monees. /(A  O  /j  =  /(0)  ^0.  pero/(5)  íl/(  H  - 
(¿j)  n(u|  =  (n|.  36.  a)  {«|  Os  v<  1}  h)\x\  l  s  i  <  2_\ 

c)  0.  37.  f~\S)  =  I  x  e  A  |  f(x)  e  5 }  ={x  e  A  \f(x)  e  j]  =  /  J(5). 
39*  Sea  v  =1  xj  +c,  donde  £  es  un  número  real*  0  <  r  <  1.  Si  F  <  f- 
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entonces  UJ-  I  <x-^<  U I  por  lo  que,  U  -  ^1  =U1  y  este  es 
el  entero  más  cercano  a  x.  Si  e  >  1.  entonces  UJ<  x  -  V  <UJ 
+  1 T  por  lo  que  \x  -  \ 1  =  UJ  +  L  y  éste  es  el  entero  más  cerca¬ 
na  i  v.  Si  £  =  L  entonces  \x -  U  =  Ui  que  es  el  menor  de  los 
dos  enteros  en  el  entorno  de  x  y  que  están  a  la  misma  distancia 
de  x  41.  Escribimos  el  número  real  x  comobd  +  E,  donde  z 
es  un  número  real.  ü  s  £  <  I.  Como E  =  x-UJ,  0  s  -UJ  <  t , 
Las  primeras  dos  desigualdades,  v  1  <  LvJ  yl-vj  s  i.  se  obtie¬ 
nen  directamente.  Para  las  otras  dos  desigualdades,  escribimos 
t  -  í  .vi  e',  ()  s  e'  <  1 .  Entonces,  0  s  Uí  -  v  <  L  de  donde  se 
obtienen  las  desigualdades  requeridas.  43.  al  Si  x  <  nr  como 
La  .1  <  v,  se  cumple  que]  xj  <  n.  Supongamos  que  x  ^  n .  Por  de¬ 
finición  de  la  función  suelo,  se  cumple  que  UJ  >  n.  Esto  signi¬ 
fica  que  si  UJ  <  n ,  entonces  x  <  n.  bi  Si  n  <  a,  entonces 
como  x  Ul.  se  cumple  que  n  s  [x\  Supongamos  que  n  s  x. 
Por  la  definición  de  la  función  techo,  se  cumple  que  UJ  ^  n . 
Esto  significa  que  si  n  <  U"L  entonces  n  <  a.  45-  Si  n  es 
par,  eniortces  n  -  2 k  para  algún  entero  k .  Por  tanto,  U/2j  =lk  J 
=  k  -  nj 2,  Si  n  es  impar,  n  -  2k  +  I  para  algún  entero  k.  Por 
tanto,  U/2 j  =U  +  \  j  =  k  =  (n -  1 )  /  2.  47.  Supongamos  que  x 
^  0.  El  lado  izquierdo  es  í-x]  y  e!  derecho-  UJ.  Si  x  es  un  en¬ 
tero,  ambos  lados  son  iguales  a  v.  En  caso  contrario,  hacemos 
v  =  n  +  f,  donde  n  es  un  número  natural  y  £  es  uno  real.  Os  £  <  1 . 
Entonces*  F-xl  -  ¡-n  =  ny  -  UJ  -  -  L  n  +ej  =  -  n  tam¬ 

bién.  Cuando  x  <  Ü,  ía  ecuación  también  se  cumple,  puesto  que 
se  puede  obtener  sustituyendo  -  v  por  x.  49.  fh  I  -  Lid  -  l  ■ 
51.  a>  1  b)  3  c)  126  di  3.600,  53.  a)  100  b>  256 
c)  1.030  d  i  30.200. 
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g.)  Véase  parte  (a).  61,  f~'{y)  -  (y  l)1'-'.  63.  n)  fArJx)  =  1  =  v 
sAnB  =  xeA  y  .te  B  =fA  U)  =  1  y  fu{x)  -  I  s/,U -)fB{x)  ~  1 
h)  fM  ,„(.v  I  =  I  =  .v  e  A  U  R  =  v  e  /lo  .v  e  B  =fA(x)  =  l_y  fa(x)  =  I 
=/, (a  )  +  fB(x)  - }\  U)  fH(x)  =  I  c)f-  ( jr)  =  [  =  jr  e  A  =  x<£  A  = 
fp)  -  0  ■  l  -/,(*)  =  1  d)  Oí )  =  I  -  a  e  A  ©  6  =  (jt  e  A 
y  i¿fí)  o  (,v  £  A  y  i  eB)  =  f\(x)  +  /#(.v)  2/^.v)  /n(.v>  =  1. 

65.  :i  I  Verdadera;  puesto  que  L  vJ  es  ya  un  entero.  TLvJl  =  LrJ. 
1»  Falsa;  ,isi  es  un  contraejempln.  c)  Verdadera;  si  v  o  y  es 
un  entero,  usando  la  propiedad  4b  de  la  l  abia  1  de  la  Sección 
L8,  la  diferencia  es  0.  Si  ni  x  ni  y  es  entero,  entonces  x  -n+  e 
c  y  =  m  +  §,  donde  n  y  m  son  enteros  y  z  y  5  son  números  rea¬ 
les  positivos  menores  que  I  Entonces,  m  +  n  <x  +  y  <  /?j  +  /i  + 
2*  por  lo  que,  I  v  +  y]  es  bien  m  +  n  +  l  o  bien  m  +  /?  +  2.  Por 
tanto,  la  expresión  dada  bien  es  (r;  +  I )  +  (m  +  1 )  -  (m  +  n  +  1 ) 
=  I  o  bien  es  (n  +  1 )  +  ( m  +  1 )—  (m  +  n  +  2j  =  0,  como  se  de¬ 
sea.  d)  Falsa;  v  -  /  ev  =  3  es  un  contfaejempb.  e)  Falsa; 
.v  =  -j-  es  un  contraejemplo.  67,  ¡i)  Si  \  es  un  entero  posiii 

vo,  entonces  ambos  lados  son  iguales.  Supongamos  que  v  =  rr 
+■  m  +  F.  donde  n2  c s  el  mayor  cuadrado  perfecto  menor  que 
a,  m  es  un  entero  no  negativo  y  Q<  es  1,  Entonces,  tanto  Vx 
como/jx]  -  Vn-  +  m  están  entre  n  y  n  +  1 .  por  lo  que  ambos 
lados  son  iguales  a  n.  b)  Si  x  es  un  entero  positivo,  entonces 
los  dos  lados  son  iguales.  Supongamos  que  x  -  rr  -  m-  z 
donde  rr  es  el  menor  cuadrado  perfecto  mayor  que  x ,  m  es  un 
entero  no  negativo  y  0  <  £  s  1 ,  Entonces,  tanto  Vx  comoVT-i'l 
=  \Af  m  están  entre  n~  1  y  n .  por  lo  que  ambos  lados  son 
iguales  a  n.  69,  a)  El  dominio  es  Z;  el  codominio  es  R:  d 
dominio  de  definición  es  el  conjunto  de  los  enteros  no  nulos;  el 
Conjunto  de  los  valores  para  los  cuales /no  está  definida  es 
(0[;  no  es  una  función  total,  bl  El  dominio  es  Z;  el  codomi¬ 
nio  es  Z;  el  dominio  de  definición  es  Z;  el  conjunto  de  los  va¬ 
lores  para  los  cuales /no  está  definida  es  0:  es  una  función  to¬ 
ta  I.  e)  El  dominio  es  Z  x  Z;  el  codominio  es  Q:  el  dominio 
de  de f  i n  i c  i ón  e s  Z  x  ( Z  ¡  0 }  s;  el  c o n j un! o  de  los  v a l ores  para 
los  cuales /no  esiá  definida  es  Z  x  (0);  no  es  una  función  to¬ 
tal.  di  El  dominio  es  2,  x  Z;  el  codominio  es  Z:  eí  dominio 
de  definición  es  7,  x  Z;  d  conjunto  de  los  valores  para  los  cua¬ 
les  /  no  está  definida  es  0:  es  mía  función  total,  el  El  dominio 
es  Z  x  Z:  el  codominio  es  Z;  el  dominio  de  definición  es  1  (m, 
n)  |  m  >  n };  el  conjunto  de  ios  valores  para  los  cuates  /"no  está 
definida  es  ((/n,  n)  |  ms  /i|;  no  es  una  función  total. 
71,  Está  claro  a  partir  de  la  fórmula  que  el  rango  de  valores 
que  la  [unción  toma  para  un  valor  fijo  de  m  +  es  decir,  para 
-  m  +  n,  es  desde  (x-  2}(.v-  l)/2  +  I  hasta  (.v-  2)(x-  1  )/2  -+ 
[\  I ),  puesto  que  m  puede  asumir  los  valores  1 , 2,  3,  I ) 

bajo  estas  condiciones,  y  el  primer  termino  de  la  fórmula  es  un 


entero  positivo  fijo  cuando  m  +  n  es  fi  jo.  Para  mostrar  que 
esnt  función  es  invectiva  y  sobre,  solamente  necesitamos  de¬ 
mostrar  que  el  rango  de  valores  para  a  +  t  recoge  precisamen- 
te  aquellos  valores  que  el  rango  de  valores  que  a  no  incluye,  es 
decir.  que//r  1 ,  1)  +  1  -/( ! ,  x).  Tenemos  que/í.i  ) ,  I )  +  I  == 
+  ( A  ^  i )  + 1  =  3  t&M  + 1  ^  /  ( i ,  ¿ ) . 
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I.  nU¡  P  h)q/\p  ei-'fjv-i p  d 3,  a)  La 
proposición  no  puede  scf  falsa  a  no  ser  que  ~^p  sea  falsa,  por  b 
que  p  es  verdadera.  Si  p  es  verdadera  y  q  también  Jo  es.  en- 
tonces  a  {p  q)  es  falsa  y  la  implicación  es  verdadera.  Si  p 
es  verdadera  y  q  es  falsa,  entonces  p  ->  q  es  falsa,  por  lo  que 
a  {p  (/)  es  falsa  y  la  implicación  es  verdadera,  b)  La 
proposición  no  puede  ser  falsa  a  no  ser  que  q  sea  falsa.  Si  q  es 
falsa  y  p  es  verdadera,  Íjiví/)A  ^ p  es  falsa  y  la  implicación  es 
verdadera.  Si  q  es  falsa  y  />  es  falsa,  entonces  {p  v  q)  a  ~yp  es 
falsa  y  Ja  implicación  verdadera.  5.  ip  /\  q  a  r  /\  ^s}  v 
(pAqA^rAs)v(pA^qArAs)V(^pAqArAsy  7,  Tra¬ 
duciendo  estas  sentencias  a  lenguaje  simbólico,  tenemos  -•/ 
-*  -*■  -*q*  r  —*■  q+~*t  a  r.  Supongamos  que  las  sentencias 

stin  consistentes.  La  cuarta  nos  dice  que  ->/  debe  ser  verdadera. 
Por  tanto,  p(^r  d  modo  poneos  con  la  primera  sentencia,  se  de¬ 
duce  que-ig  es  verdadera.  Por  lauto,  por  la  segunda  sentencia, 
-■(/  es  verdadera.  La  cuarta  también  nos  dice  que  r  debe  ser 
verdadera  y  de  nuevo  el  modo  ponen»  I' tercera  sentencia)  hace 
q  verdadera.  Esto  es  una  contradicción:  q  a  Por  lanío,  las 
sentencias  son  inconsistentes,  l>.  Blas.  II.  a)  F  bí  V 
c)  F  til  V  ef  F  f)  V.  13.  Vx3yir  (y  *  -  a  Vw  ( P(w ,  x) 
*  >(w=yv  w  =  r  n  i.  15.  Supongamos  que  Ti  iPi  o  -*  Q\  vo 
es  verdadera.  Entonces,  bien  Qi  xn)  es  verdadera  para  algún 
y  .  en  cuyo  caso  VxF(.v)  — »  3x  Q{  v)  es  verdadera,  o  bien  Píx(t) 
es  taha  para  algún  yr  en  cuyo  caso  Va  P{  x)  *  Tr  Qix)  es  ver¬ 
dadera.  Recíprocamente ,  supongamos  quelvíPtv)  ->  Q(x)) 
es  falsa.  Esto  significa  que  V.v  (P(x)  A  (){.v))  es  verdadera, 
lo  que  implica  Va  P(a)  y  Vx("»í?(  '))■  Esta  última  proposición 
es  equivalente  a->3je£(.í).  Por  tanto.  Va  /'(a)  zLv  £>(a)  es 
falsa,  17.  No.  19.  VvVr3v  /  i.v,  y,  c}.  donde  T{x.  y,  zi  es  la 
sentencia  que  afirma  que  el  estudiante  v  se  ha  mal  neniado  en 
la  asignatura  y  riel  departamento Los  dominios  son  los  estu¬ 
diantes  de  esta  dase,  las  asignaturas  impartidas  y  ios  departa- 
memos  de  la  escuela  politécnica,  21*  al  A  b)  A  O  B  c)  A 
-  B  d)  A  O  B  e)  A  ©5.  23.  El  segundo  uso  de  la  parti- 
cularizaeión  existencia!  no  puede  usar  la  letra  r.  puesto  que 
esta  tetra  ya  se  ha  utilizado.  Nc  hay  garantías  de  que  la  a  que 
hace  P  verdadera  sea  la  misma  que  hace  Q  verdadera,  por  lo 
que  no  podemos  llamar  a  ambas  con  d  mismo  nombre  c, 
25,  Dada  e  debemos  demostrar  que  ^Ri.x  )  -*  Pix),  por  lo  que 
supongamos  que  ~^R(x)  es  verdadera.  Aplicamos  la  pariicula- 
rización  universal  a  la  segunda  hipótesis,  tomamos  el  contra- 
recíproco  y  aplicamos  las  leyes  de  l'R:  Morgan  para  obtener 
que “iR(a)  -**  iP\  v)  v  v)j.  Por  el  modo  ponen*,  esto  nos  da 
P( a)  v  La  primera  hipótesis  da  Pix  ¡  v  Q{x)  [x  ir  particu¬ 

lar  i  zación  universal.  Combinando  estas  proposiciones  por  la 
ley  de  resolución,  tenemos  P{x),  como  desearnos,  2?.  Da¬ 
mos  una  demostración  indirecta  de  que  si  V  v  es  racional,  en¬ 
tonces  \  es  racional.  Asumimos  en  este  problema  que  _v>  0. 
Supongamos  que  Va  =  p/q  es  raciona!,  q  *  0.  Entonces,  i  - 


Respuestas  a  los  problemas  impares  765 


(Ya )  =  p2¡ip  es  también  racional  [q1  es  de  nuevo  distinto  de 
cero).  29.  Podemos  dar  una  demostración  constructiva  ha 
eiendo  m  =  \(Fm  +  I .  Entonces,  m1  =  (U)m  +  1  f  > ( \Úm)2 = 
1  UiM1Nl.  31.  23  no  se  puede  poner  como  la  suma  de  odio  cu¬ 
bos.  33-  223  no  se  puede  poner  como  la  suma  de  potencias 
trigésimo  sextas,  35,  Sí,  37.  a)  A  D  A  =  \.x  \  .ve/1  a  a 
A  |=0  b \  A  ü  Á  =  U  1  .ve  A  v x£  A }^=  U.  39.  A  í  A  -  B) 
=  /i  -  {A  n  B)  =  a  n  (,4  n  r\  =  4  o  (A  u  B)  =  (á  n  A)  u  (4  n 
B)=»  U  {A  n  B)  =  A  C\B.  41,  Sea ,4  =  ( 1 1.  £í  =  0,  C  =  |1). 
Entonces,  (/I  -  £í)  C  =0,  pero  ,4  -  (B  O  =  1 1 }.  43.  No. 
Por  ejemplo,  sean  A  -  B  =  |</,  />  | ,  (7  =  0  y  />  =  [a].  Entonces. 
(A  -  B ) -  (C-  D)  =  0  - 0  =0,  pero í,\ -  O  -  (B  -  D)  =\a9h]- 
|/>|  =  (fl}.  45.  a)|B|sl.4n'B|  *|A|s|AUB|  ±\U\  h)|0[< 
I A  /í  |  s  \A  ©  B|  s  \A  U B I  ¡s  I A  |  +  |  B\ ,  47,  a  I  Sí.  no  h )  Sí. 
no  c)/ tiene  inversa J~}{a)  =  3./  ’{¿)  =  4,  /  '(r)  =  2,  f  \<f)  =  1:  g 
no  tiene  inversa,  49.  ¡>ea/(t0  =f(b)  =  l,/(r)  -f(d)  =  2.  S  =  ¡o, 
c),  7  =  \l\  d | .  Entonces, /(SH  D=/Í0)  =  0,  pero/íS)  fl /(7j  »  1 1 . 
2 1  O  I  L  2 )  =  )  U  2}.  51,  La  ecuación  es  verdadera  si,  y  sólo  si. 
la  suma  de  las  partes  fracciónales  Je  .re  y  son  menores  que  I . 


CAPÍTULO  2 


SECCIÓN  2.1 

l.  mi ur  :=  1,  /  :=  2:  iwiy  :=  8.  i  :=  3;  mor  :=  12.  /  :=  4,  /  5, 

i  :=  6,  /  :=  7;  max  :=  14,  /  :=  8.  /  :=  9,  i  :=  10,  i  :=  !  1 
3.  pruced  li re  .vm/h(u  ( ,  ,  a  :  c  meros) 

snm  ;=  ¿j( 

fnr  #  :=  2  to  i? 
jriim  :=  su  ni  +  tr 

i 

\surtt  contiene  el  valor  buscado  | 

5.  procedure  duplica  ( a  1 ,  ....  o;  culeros  en  orden  no  de¬ 

creciente) 

k  :=  0  [éste  es  el  contador  de  duplicados) 

j‘-2 

while  j  s  n 
begin 

ífa=a  then 

;  1 1 

hegin 

Jt  :=  jt  - r  I 
r  :=  a 

k  t 

while  (j  s;  n  y  a  =  c¿) 

/:=/+! 

end 

7  ■=  /  +  1 

end  U  r  r\,  ck  es  la  lisia  bascada  ( 

7.  procedo  re  localización  ultimo  por  (¿ir,  i/,.  u:  ente¬ 
ros) 

k  ;=  0 

for  /  :=  1  tu  n 

if  a.  es  par  Ihcn  ¿  ;=  i 

end  ¡  k  es  la  posición  buscada  (o  0  si  no  hay  pares)) 

9.  procedure  comprobación  de  palíndromos  («  a,  ...  üf:  ca¬ 
dena) 

respuesta  Inte 

for  i  :=  II  o  [nf 2j 

if  ex  ^  ai|t|  then  respuesta  :=  falsc 
end  | respuesta  es  verdadera  si.  y  sólo  si,  la  cadena  es  un 
palíndromo  | 


II .  p  roced  u  re  m  ten  amhu  4a.  y:  n  ú  n  re  ros  reales ) 

i  :=  x 

x  :-y 
y  :=  z 

El  míninio  número  de  asignaciones  que  se  necesitan  es  tres. 
13.  Búsqueda  lineal:  t  L  /  :=  2,  /  ;=  3,  t  :=  4.  i  :=  5,  /  :=  ó, 
i  ■-  7,  focr//íríi(7on  :=  7:  búsqueda  binaria:  í  :=  l,y  :=  8,  m  :=4, 
;  :=  5, 7?í  :=  6,  i  :=  7 ,  m  :=  7 .  /  :=  7,  /¿jct/fo/no/í  :=  7. 

15.  procedure  í7isman(jt,  <i  ,  w.,  í^:  enteros  i 

|  la  lista  en  orden:  a  s  ti,  s  ...  á  a  | 

£j  ,  x  +  1 

«+I 

i  ;=  1 

while  a  >  o 

/:»/-+  1 1 
for  _/  :=  0  to  n  -  r 

n-jH*  i  » j 

í/  :=  ,v 

i 

¡  V  ha  sido  insertado  en  la  posición  correcta  ! 

17.  p  re  ice  d  u  re  primer  mayor{  1 1  r  . . . ,  a  t :  e  nt  e  ro  s ) 
max  := 

localización  :=  1 

for  i 2  to  n 
begin 

if  max  <  n  then 
begin 
max  :=  a 
local nación  i 

end 

end 

1 9,  prcKedure  med ia- media  na -maxan  in  ( a .  ó.  enteros) 
/ncí/ícj  :=  (n  +  b  +  c)j 3 

{los  seis  diferentes  órdenes  de  />.  í  con  respecto  a  a  se 
ir  atarán  por  separado } 

if  ¿i  >  b  then 
begin 

if  h  >  c  then 

mediana  :=  h\  max  a:  min  v 

end 


\  El  resto  del  algoritmo  es  similar) 


21.  procedure  ires-primerchs{av  ar  ...  ür¡:  enteros) 
if  u1  >  u:  then  intercambiar  a x  y  a 
if  a1  >  a  .  then  intercambiar  a2  y  ay 
ifü,  >  ip  then  intercambiar  y  a2 
23.  procedure sobreif;  función  de  A  a  B,  donde  A  =  {o 


.  .  ü)T  br  ...,  bm  son  enteros) 

for  i 1  tu  m 

hii{l »)  :=  0 
cuenta  :=  0 


for  j  :=  I  tn  n 

if  hiHf(a))  :=  0  then 
begin 


hu\f(a))=  I 
cuenta  :=  cuenta  +  I 

end 

if  i  nenia  =  m  then  sobre  :=  truc 
else  sobre  :=  False  ^ 


25,  procedure  unosia\  cadena  de  caracteres,  a  ^  a —  a  j 
unos  0 

for  i  :=  1  to  n 


7  6*  Mal em áti  ca  d  isvre i  a  y  s  us  api  ícac  iones 


begin 

if  a  :s  |  then 

i 

unos  :=  wnoj  +  1 

end 

end  t  fí/iav  es  d  número  de  unos  de  Ja  cadena  de  caracteres  a  ( 
27,  procedure  búsqueda  removíais:  enteros.  a}.  ar 
enteros  crecientes) 
i 1 
/  :=  « 

while  í  <y  ! 
begin 

/ = L(  í  +  mi 

u  =  L2(i  +  /)/3j 

si  .r  >  a  llu'n  i  :=  ¡i  +  1 

M 

else  si  x>af  then 
begin 
/:=/+  í 

i  -  « 

end 

else y  ;=  / 
end 

si  t  =  a  then  localización  :=  i 
else  if  v  =  a}  then  focalizarían  ;=y 
else  localización  0 

¡  localización  es  d  subíndice  dd  término  igual  a  ,v  (0  si  no 
se  encuentra)  ] 

29.  procedure  encuentra  un  modo  iar  a . í^:  enteros  no 

decrecientes) 
contador  de  modos  :=  0 
i l  while  /  s  n 
begin 
valor at 
contador  i 
while  i  s  n  y  a  -  valor 
begin 

contador  :=  contador  +  1 
i  ;=  i  +  1 

end 

si  contador  >  contador  de  modos  \  fien 
begin 

contador  de  modos  contador 
modo  :=  valor 

end 

end 

\  modo  es  el  primer  valor  más  repetido) 

31.  p  r  oced  u  re  e  tu  1 1  entra  di  tp  lit  ado{  a  ,  a . a  n :  e  n  teros ) 

localización  :=  0 
i  2 

while  /s/iy  localización  -  0 
begin 

Í-1 

while  y  <  i  y  localización  =  Ü 
if  at  =  af  ihen  localización  :=  t 
else  y  y  +  ] 
i-t+l 

end 

|  /oca/fctiaow  es  el  subíndice  del  primer  valor  que  coinci¬ 
de  con  un  valor  anterior  de  la  sucesión  ( 

33.  procedure  encuentra  decreciente  [or  a ..  ...T  cvi?:  enteros 
positivos) 


tóCíi/fztfn'on 0 

i  :=  2 

while  /  /i  y  /ocafeflc&m  =  0 
íf  t/  <  íf  j  then  /oratíiacró/i  :=  / 
else  i  ;=  í  +  I 

¡  localización  es  el  subíndice  del  primer  valor  menor  que 
el  que  le  precede  inmediatamente) 

35.  Al  final  de  la  primera  pasada:  1. 3t  5. 4.  7;  al  final  de  la  se¬ 
gunda  pasada:  1 , 3. 4.  5,  7:  al  final  de  la  tercera  pasada:  1 . 3.  4, 
5, 7:  al  final  de  la  cuarta  pasada:  1.  3.  4,  5.  7. 

37.  procedure  burbuja  nwjorado(a . a¿  enteros) 

1 ;  completado  :=  false 
while  (/  <  n  y  completado  =  false) 
begin 

completado  ;=  true 
for  j  :=  I  to  n-  i 
íf  a.>aj4i  then 
begin 


intercambiar  a.  y  a ^ 
completado  false 
end 

i i  +  1 

end  ( a] . an,  está  en  orden  creciente  ] 

39.  Al  final  de  la  primera,  segunda  y  tercera  pasadas:  1. 3.  5.  7. 
4:  al  final  de  la  cuarta  pasada:  L  3. 4. 5.  7.  41.  a)  1.  5, 4. 3. 2: 
1,2, 4, 3. 5;  I.  2,  3. 4,  5;  1, 2, 3. 4.  5  b)  L  4.  3,  2. 5;  1.2,  3, 4. 
5:  1, 2. 3. 4. 5:  1,2. 3,4.5  c)  1,2, 3, 4, 5;  L  2.3.4.5:  1,2.3, 
4,  5:  L  2,  3. 4,  5  43.  Desarrollamos  c!  algoritmo  de  búsqueda 
lineal  dado  como  Algoritmo  2  en  esta  sección,  sustituyendo  i  *  a 
po  r  ,\  <  a ,  y  re  e  n  i  p !  a  z  ar  else  /  ot  a  /  izo  don  í )  po  r  else  loca¬ 
lización  :*  n  +  1  45.  2  +  .1  +  4  +  —  +  =  (/r  +  «  -  2)72. 

47,  Encontrar  la  posición  de  2  en  la  lista  de  un  único  demento 
3  (una  comparación)  c  insertarla  delante  de  3,  por  lo  que  la  li^ 
ta  pasa  a  ser  2,  3,  4.  5*  1.6,  Encontrar  la  posición  de  4  t compa¬ 
rándolo  con  2  y  luego  con  3)  e  insertarlo  convenientemente, 
dando  Ja  lista  2,  3.  4.  5,  l,  ó.  Encontrar  la  posición  de  5  {com¬ 
parándolo  con  3  y  luego  con  4)  e  insertarlo,  dando  la  lista  2.  3, 
4.  5.  1.  ó.  Encontrar  la  posición  para  I  (comparándolo  con  3, 
luego  con  2  y  luego  con  2  de  nuevo)  e  insertarlo,  dando  la  lisia 
l,  2,  3,  4,  5,  b.  Encontrar  la  posición  para  6  (comparándolo 
con  3t  4  v  5)  e  insertarlo,  dando  la  respuesta  final  !,  2. 3.  4.  5,  b. 

49.  procedure  onfr/wnorc  /w  rrurmcm  bmr/m/fií, . o 

números  reales,  n  2=  2) 
for  y  2  to  ti 

begin 

|  búsqueda  binaria  para  la  posición  le  inserción  i\ 
izquierda  :=  l 
í/ítcc/iu  := y  -  l 
while  er^utmA?  <  derecha 

begin 

w£v//o  :=  L(irí/t«Vríiúf  +  derecha )f2i 
ita  >  ame ,  then  /zí/w/m/a  4- 

else  derci  ha  medio 


end 


if  o  <  a  then  t  :=  izquierda  else  ;  :=  izauierd* I  +  I 

i  ijijaél  i  i*ü  J  1 

¡insertar ij  en  b  posición  i  desplazando  lí  a  través  de 
í;  ,  hacia  atrás  de  b  lista ) 

v-i  f 

m  :=  ti  * 

for  k  :=  0 toj'-i-l 


Respuestas  a  los  problemas  impares  7ft7 


¿7  :=  m 

end  ( m,  ar  ...,  un  quedan  ordenados) 

51*  La  variante  del  Ejercido  50*  55.  a  l  Dos  de  25,  una  de  i 
hl  Dos  líc  25,  una  de  10,  una  de  5.  cuatro  de  1  c)  Tres  de  25. 
una  de  1  d)  Dos  de  25,  una  de  10.  55.  El  algoritmo  voraz 

usa  el  menor  número  posible  de  monedas  en  los  apartados 
(a),  fe)  y  (d)  j)  Dos  de  25.  tmu  de  1  b)  Dos  de  25,  una  de 
!  0,  nueve  de  1  e)  Tres  de  25.  una  de  l  d)  Dos  de  25,  una 
de  10,  57.  al  La  variable  f  almacenará  el  tiempo  de  finali¬ 

zación  de  la  última  charla  que  se  haya  seleccionado,  comen¬ 
zando  con  /Igual  a  la  hora  en  la  que  el  salón  de  actos  está  dis¬ 
ponible.  Se  ordenan  las  charlas  en  orden  creciente  de  su 
tiempo  de  finalización  y  se  comienza  arriba  de  la  lista.  En 
cada  paso  del  algoritmo,  se  baja  la  lista  de  charlas  desde  donde 
se  dejó  y  se  busca  la  primera  cuya  hora  de  comienzo  no  sea 
menor  que/.  Selecciona  esta  charla  y  actualiza  la  variable/  con 
su  tiempo  de  finalización  bi  la  charla  de  9:00  a  9:45,  la  ehnr 
la  de  9:50  a  10:15,  la  charla  ríe  10:15  a  10:45.  Ja  charla  de 
11:00  a  11:15- 

SECCiÓN  2.2 

I.  Las  elecciones  de  C  y  A  no  son  umeas,  a)  C  =  L  k  =  10 

b )  C  =  4,  A  =  7  O  No  d)  C  -  5.  k  =  I  e)  C  =  L  k  =  0 

0  C  =  1.  k  ~  2.  3,  a4  +  9v'  +  4 +  7  s  4a4  para  todo  i  >  9: 
testigos:  C  =  4.  k  -  9.  5.  (x2  +  1  )/(.v  + 1  )  ~x—  I  +  21  (x  +  I )  < 
a  pura  todo  *v>  I :  testigos:  t -  1 ,  k  -  L  7.  Las  elecciones  de 
C  y  k  no  son  únicas,  a)  n  =  3*  C  =  3,  A  =  I  bl  n  =  3,  C  =  4. 
A  =  I  el  7i=  LC  =  2,A  =  l  dj  ñ  -0.0  =  2,  &  =  L  9.  .r  + 
4,v  +  17  *  3a'  para  todo  v  >  17T  por  lo  que  x2  +  4a  +  17  es 
OCr1);  testigos:  C  =  3.  A  =  17.  No  obstante,  si  x*  fuese  0{fi  4 
4\  +  17),  entonces  x1  <;  C{.r  +  4x  +  I7>  *  300  para  algún  O  y 
v alores  de  x  suficientemente  grandes,  lo  que  implica  que  x  s  3 C 
para  todo  v  suficientemente  grande,  lo  cual  es  imposible*  Por 
tanto,  x-  no  es  0{x2  4-  4a  +  17).  11.  3a4  +  I  ¡s  4a4  *=  8(*v72) 

para  todo  x  >  I,  por  lo  que  3a4  4  I  es  0{xA¡2),  con  testigos 
C  -  K,  k  =  L  También  se  ve  que  vJ/2  s  3a4  +  1  para  todo  x  >  0, 
por  lo  que  a4/2  es  OiXf  +  I ).  con  testigos  C  =  1  y  k  =  0, 
13,  Como  2fl  s  3"  para  todo  n  >  0,  se  sigue  que  2n  es  0(3fl), 
cotí  testigos  C  -  L  k  =  0.  Sin  embargo,  si  3*  fuese  0(2*),  en¬ 
tonces  para  algún  O,  3H  s  C  ■  2*  para  #i  suficientemente  gran¬ 
des.  Esto  dice  que  C  ;>  (3/2  f  para  n  suficientemente  grandes, 
lo  cual  es  imposible;  por  tanto,  3*  no  es  Q(2N),  15.  7  odas  las 

funciones  para  las  que  existen  los  reales  C  y  k  tales  que  |/(x)  | 
<  O  para  a  >  k.  Éstas  son  las  func¡ones/(x)  que  están  acotadas 
para  todo  valor  de  x  su  fie  ien  teme  me  grande.  17,  Existen 
cuatro  constantes  Cr  O,.,  k ,  y  A,  tales  que  \fix)  \  <=  CT  |gU)|  para 
x  >k¡  y  que  \g{x) \  s  C]  |  h(x)\  para  t  >  A...  Por  tanto,  para  x  > 
max(Ar  Aj,  se  cumple  que  |/(a)|  s  Cj  |g(x)|  s  CjO:  |/í(a)|. 
Esto  muestra  que  fix)  es  0(/úx))«  19,  al  Otn3)  b)  0(«5) 

c)  C>(i7 '  -  n\).  21,  a)  0(/rlag n)  li)  Ot/Éílogfí)2)  c)  0{rr  )> 

23.  a)  Ni  0(:r)  ni  Qir  )  b)  01  rj  y  Í2(*tr)  c)  Ni  Gtx2)  ni 
í2(a:)  di  Qía-),  pero  no  ©(.r)  c)  O(a').  pero  no  0(,r) 
t  i  Í2ía:)  v  0(  v:L  25.  Si  jíx)  es  Glgí.vfi.  existen  dos  constan¬ 
tes  Cj  y  Cn  tales  que  Cí  [g(  U|  s  \  fl\  )  \  ^  C\  tg(x)|  para  x  >  L  Se 
sigue  que  \ftx)\  *  C2  \g(x)  \  y  que  |gU)  |  ^  (1  /C,)  t/Ú)  I  í^tra 
todo  v  >  t  Por  tanto, /(r)  es  0(g(.v))  y  g(  v)  es  0(fix)),  Recí¬ 
procamente,  supongamos  que  fix)  es  fi(g(x))  y  g(x)  es  0(fix)  l 
Existen  cuatro  constantes  C|t  C’2,  A,  y  Av  tales  que  | /U )  |  s  Ci  | 


gi x )  |  para  a  >  A(  y  \g{x)  \  s  C  \J(  x)  \  para  v  >  A2-  Podemos  asu^ 
mir  que  C,  >0  (C,  siempre  se  puede  hacer  más  grande).  En¬ 
tonces.  tenemos  que  ( t/C  )  |  i>(  v)  |  s  [/( v)  |  <  €  ¡  y(x)  |  para  x  > 
mux(A, ,  A,).  Por  tanto,  fix)  es  0(g(.\ )).  27.  Si  fix)  es  0(g(x)), 

entonces  fix)  es  tanto  0(g(x)  )  como  Ú(gU)).  FJor  tanto,  habrá 
cuatro  constantes  C(í  Cr  kt  y  A,  tales  que  \  fix)  |  s  C,  |  g(  v)( 
para  x  >  A,  y  |_/Lv)  |  £  C\  |  g{x)  |  para  todo  x  >  ky  Se  sigue  que 
Cj  ¡g(-Y)  |  ^  Í/U)  |  ^  C3 1  I  para  x  >  A,  A  =  max(Ar  A  ),  Recí 
procamente,  si  tenemos  tres  constantes  Cr  Cn  y  A  tales  que 
r,  |  g(A  i  |  ^  |  /t.T>  |  s  C\  |  g(x)  |  pura  v  >  A,  entonces  tomando  kt  = 
A  =  A  se  muestra  qOe/U)  es  tanto  Oíg(.v))  como  Qiyix )). 


31,  Si  fix)  es  0(1),  entonces  \  fix)  \  está  acotada  entre  dos 
constantes  positivas  Cj  y  t\.  En  otras  palabras,  fix)  no  puede 
crecer  en  valores  positivos  más  que  una  cota  fija  y  menos  en 
valores  negativos  que  el  negativo  de  esta  cota.  No  se  puede 
aproximar  a  cero  más  que  una  cota  fija.  33,  Lomo  fix)  es 
D(C(.v}).  hay  dos  constantes  ('  y  /  para  las  cuales  \  fix)  |s  C  I 
gi x)  |  para  x  >  /.  Por  tanto.  |/M-t )  |  ^  C  |  (a  )  |  para  i  >  /.  por 
U>  que /é(a)  es  OígMcll  haciendo  que  la  constante  sea  C 
35,  Como  fix)  y  g(a)  son  crecientes  y  no  acotadas,  podemos 
tomarla)  s  í  y  g(.\  |  ^  1  para  i  suficientemente  grande.  Hay  dos 
constantes  C  y  A  tales  que  /!x)  ^  C  gU  )  para  \  >  A.  Esto  impli¬ 
ca  que  log  fix}  <  log  C  4-  log  g(x)  <  2  log  g(x)  para  v  suficíen- 
tememe  grande.  Por  tanto,  log  /i  a)  es  Díjog  g(x)}.  37.  Por 
definición,  existirán  las  constantes  positivas  Cj,  C„  Cj,  Cj 
A  ( .  A,,  Av  y  K  tales  que  f fix)  z  t  j  ]  g(x)  \  para  lodo  v  >  AÉ,  ffix)  * 
C[  |  fifi)  |  para  todo  x  >  k  j  ffir)  a  C \  |  fix)  \  para  todo  v  >  A ,  y 
fix)  s  C'  |g(A)  [para  todo  x  >  A  j  1  .a  suma  de  la  primera  y  ter¬ 
cera  desigualdades  muestra  que  ffix ■)  +  fjx)  ^  (Cj  +  C\  i  ]gl  v)  | 
para  todo  a  >  A.  donde  A  «  max(Ar  A,).  Sumando  la  segunda  y 


la  cuarta,  tenemos  que  ffix)  4  ffix)  s  íCj  +  Cj)  |  fix)  I  para 
lodo  x  >  Aj  donde  k'-  max{A  j  A  j).  Por  tanto,  ffix)  +  ffix)  es  (-) 
(cía)).  Esto  no  es  Cierto  si  las  funciones  ffix)  y  ffix)  pueden 
asumir  valores  nega  tivos*  39.  Esto  es  falso.  Sea  /  (a )  =  r  + 
Ixjfix)  —  a2  +  x  y  fix)  -  rf  Entonces,  ffix)  y  ffix)  son  ambas 
(7íg( a)),  pero  (fi  -  jj)(v)  no  lo  es.  4L  Torna  d)  la  función 
f\u )  “  n  si  n  es  impar  positivo  y  f{n)  =  1  si  /i  es  par  positivo,  y 
e(7í  J  la  función  g(n)  -  1  si  //  es  un  entero  impar  positivo  y  crió 
=  n  si  n  es  un  cniero  impar  positivo.  43,  Existirán  las  cons¬ 
tantes  positivas  Cj,  C„  Cj  Cj  Ar  A.*  A  j  y  A'  tales  que  \ffix)\  ^ 
C,  |  c,Ía)|  para  lodo  i  >  A,,  |  ffix)  \  s  C  \  g/A)  |  para  lodo  x  >  A  j 
|/,{  v) )  >  Cj  |  gfix)  |  para  todo  x  >  A,  y  |  ffix)  <  C\  |  %fix)  \  para 
todo  x  >  Aj  Como  ffix)  y  gd  w  no  son  nunca  iguales  a  cero,  las 
dos  últimas  desigualdades  se  pueden  reescribir  como  |  1//,ía)| 
s  (  Í/Cj) !  1  fgfix)  \  para  todo  \  >  A\  y  ¡  l /ffix)  \  s  í  1/C  j  |  l/g2(a)  | 
para  todo  x  >  A  j  Multiplicando  por  la  primera  y  reescribiendo 
la  desigualdad  cuarta,  tenemos  que  \ffix)/ffix)  \  >  (CJC  j  |  gfix )/ 
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g  (*)|  para  todo  .v  >  maxtfc,,  k'2)  y  multiplicando  por  la  se¬ 
gunda  y  reescribiendo  ht  desigualdad  tercera,  obtenemos  que 
|/t(A)//Xv)|s  (C;/CJ  \g^x)/gt(x)\pará  todo  x  >  max{k'r  *,),  Se 
sigue  que/j^í  v  i  es  0(g.(.ir]/g3(-Y)I,  45.  Existirán  las  cons¬ 

tantes  positivas  Cr  Cr  i(.  ír  A'  y  k’:  tajes  que \fix,  y)  | ^  C,  | 
gtxt  y )  [para  todo  x  >  i,  e  y  >  kr  y  |/{t,  y)|  2  C2|g{*,  y) ¡para 
todo  a  >  k\  e  y  >  k’r  47.  [x2  4  xy  +  a  log  y)1  <  (3aV)  - 
27Afty1  para  x  >  I  e  y  >  1 ,  puesto  que  x7  <  x 7,  ay  <  jry  y  a  log 
y  <  x1  y.  Por  tanto*(.r  +  xy  +  x  log  y)3  es  0{^yv).  49.  Para 

todo  par  de  números  reales  positivos  v  c  y,  LxyJ  ^  xy\  Por 
tanto,  UyJ  es  0(xv)  por  definición,  tomando  C  =  1  y 
i,  =  0.  51.  a) lím ,  a  7 ó  =  lím ,  ^  1  /  v  *  0  b)  iím - 

Ifioijr-Ma “  0  (usando  la  regla  de  L'Hópítal) 
C)  límr_.„  ¿  -  lím, ^  =  iím  ^  -j^r  =  0  (usando  la  re- 
glade  L'Hópital)  ü)  ltm,_,  ■1'*; 11  ■=  ]fin1,,|l  +  f  +  yj  =  I  *  0. 


X 


jbn£JS£8o 
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X" 


55.  No.  Toma  /lO  =  1/.C  y  g(v)  =  1  fx\  57.  a)  Como  !ímt 
A  O/eU)  =  0,  |  J{x)\f  \g(x)  |  <  1  para  valores  de  a  suficiente¬ 
mente  largos.  Luego  |/t  v) |  < | g(x) |  para  r  >  k.  k  una  constante. 
Por  t  auto,  fix )  es  £%ü ) )  b )  Se  a  /( x )  -  g  ( v)  =  r.  Entonces,  ji  x ) 
es  0(g{x)l  pero  /(a)  no  es  u(£(a)L  puesto  que  j{x)Jg{x)  =  I. 
59.  Como/,0)  es  o(g(A)),  dd  Problema  57(a)  se  sigue  que 
/'<  v)  es  (?(gú)  },  Por  el  Corolario  L  tenemos  que/^x)  +/J a)  es 
0(gU)L  61.  Se  puede  demostrar  fácilmente  que  (>j  -  Í)(¡  +  1 ) 

£  /í  para  i  =  1,  2 . «  -  1 .  Por  tanto,  (n!)2  =  (n  ■  I  ){{n  -1)2) 

*  ((/i  -  2)  -  3)  "■  (2  •  (w  -  I ))( I  ■  n)  a  tf.  Por  tanto.  2  log  tú  2  n 
log  n.  63.  a)  Asi nló tica  b)  No  asintótica  e)  Asintótica 
d)  Asintótica  e)  No  asintótica  f)  No  asintótica  0  No  asm- 
iótica. 


SECCIÓN  2.3 

I.  2/1-1.  3.  Lineal.  5.  Oitt).  7*  al  potan  ia  :=  lT  y  :=  1; 
i  :=  Ir  pólenria  :  2,  y  :=3;  /  :=  2,  pofr/uvVr  4,  y  15 
b)  2ó  multiplicaciones  y  /?  sumas.  9*  a)  21ü*  ~  I0UMÍ 
b)  KP  c)  3,96  x  W  d)  3.16  x  K)4  e)  29  0  12.  1 1,  a)  36 
anos  b>  13  días  c)  19  minutos.  13.  Rl  valor  medio  dd 
número  de  comparaciones  es  {  3 n  +  4)/2.  15.  f  b  log  /?). 

17,  Oin ).  19.  Oitrl  21,  Oin).  23,  0(/i).  25,  O(logw) 

comparaciones*  0{n:)  intercambios  de  términos.  27,  a)  se 
dobla  bl  se  incremenia  en  1. 


SECCION  2.4 


I.  a)  Sí  b)  No  e)  Sí  dí  No,  3,  Supongamos  que  a  \  ht 
Entonces  existirá  un  entero  k  tal  que  kti  ~  h.  Como  a{ck)  -  bt\ 
se  cumple  que  a  \  ht\  5.  Si  a  [  b  y  b  f a,  habrá  dos  enteros  ,  y  d 
tales  que  b  -  av  y  u  =  hd.  Por  lanío,  a  =  aai .  Como  a  *  (L  se 
cumple  que  cd  =  l ,  Por  tanto*  c  =  d  -  1  o  c  =  d  =  - 1 ,  luego  a  = 
b  o  a  =  b.  7.  Como  ac\bc  habrá  un  entero  k  tal  que  avk  - 
be.  Por  tanto,  ak  =  b ,  luego  a  \  b.  9,  a)  2,  5  b>  —  II.  10 
e)  34,  7  d)  77*  0  e)  0*0  f)  0,  3  0  -],  2  h)  4.  0. 

II.  a)  I3- 11  b)  2  3a ■  7  c)  3f'  d)  7  11*13  e)  II  *  101 

í)  2  -  33  ■  5  ■  7  ■  13  *  37.  13.  *  34  ■  5  7.  15.  Supongamos 

que  log2  3  =  a/b.  donde  íííg  Z  y  h  *  0.  Fruonces,  2"  =  3, 
por  lo  que  2*  =  37  Esto  viola  d  Teorema  tunda  mental  de  la 
aritmética.  Por  tanto,  logn  3  es  irracional.  17.  1*7,11,  13.  17, 
19*  23,  29,  19.  a)  Sí  b)  No  c)  Sí  d>  Sí.  21,  Sí  a 

mod  m  =  b  mod  m,  entonces  a  y  6  darán  d  mismo  resto  al  di¬ 
vidirlos  por  m.  Por  tanto,  a  =  y  í?  =  qjn  4  r,  donde  0  s 

r  <  r/í.  Se  cumple  que  a  -  h  =  {q  </,}  w,  por  lo  que  m  |  (6  -  ¡í). 
Asi",  ¿j  =  b  (mod  «?).  23.  Supongamos  que  n  nt>  es  primo,  por 

lo  que  n  -  ah ,  donde  a  y  b  son  enteros  mayores  que  l ,  Como  a 
>  I ,  por  la  identidad  dada  en  la  ayuda,  2sr  -  l  es  un  factor  de  2H 

\  mayor  que  I,  y  el  segundo  factor  de  esta  identidad  también 
es  mayor  que  1,  Por  tatito,  2n  -  1 110  es  primo,  25.  al  2  b)  4 
c)  12.  27.  $(p*)  =  pk -pH  29.  a)  3*  *  5'  b)  l  c)  2317 
di  41  -  43  *  53  e)  I  Q  tUL  31.  a)  Ia  ■  37  5^  V 
b)  T  *  37  ■  9  *  7l  -  1 1  13  -  17  c)  23 31  d)  41  •  43  -  53 

c|  2,:3n5r72S  0  no  de  Unido.  33.  I  lay  algún  í?  que  cumple 

que  ib  -  1  )k  <  n  ^  hk ,  Por  tanto,  {h  I  )k  z  n  -  1<  hk.  Divi¬ 
diendo  por  C  obtenemos  1 )  <  s  h  y  (6-  1 )  s  (n  1  )/k 
<  h¥  Por  tanto,  [  n/k  1  -  b  y [,{n  -  l)/k  j  =t  h  3 .  35.  a  mod  ni 

si  a  mod  m  s  \m¡2\  y  (x  mod  m)  ni  si  v  mod  m  >  \ m!2\ 
37.  a)  1  b)  2  c)  3  d)  9.  39.  a)  No  b)  No  c)  Sí  d)  No, 
4 1 .  Como  minia*  y)  4  max(.r,  y)  -  a  +  y,  el  exponente  de  p  er> 
la  factorial  ilación  en  números  primos  de  medió,  h)  ■  memíó, 
b)  es  la  suma  de  los  exponentes  de  p  en  la  factorial  i  zac  ion  de 
números  primos  de  a  y  h .  43.  Sea  m  =  m.  Como  a  =  b  (mod 

m),  existirá  un  entero  v  tal  que  a  -  b  4  sto.  Por  tanto,  a  =  h  f 
(_y/)ó,  por  lo  que  a  =  h  (mod  n).  45.  Sea  m  -  c  =  2t  a  -  0  y  h 

—  1.  Entonces,  (1  =  ¡u  =  he  -  2  (mod  2  ),  pero  0  =  0  ^  h  =  \ 
(mod  2).  47.  Como  a  =  h  (mod  m h  existirá  un  entero  s  tal 

que  a  ~  h  4  rrn,  por  lo  que  0  -  b  =  jm.  Asi,  óa  —  6*  =  (0  6) 

{iC  1  4  ói_:6  4  ...  +  ah1  ~ -  4  b;  [),  k  a  2,  es  también  un  múltiplo 
de  rn.  Se  cumple  que  o*  =  //  (mod  m).  49,  a)  7,  19,  7,  7,  18,  í) 
b)  Se  le  asigna  la  siguiente  plaza  disponible  mod  31.  51. 
2. 6.  7.  10.  8.  2.  6.  7.  10,  8. ...  53.  a)  l'R  SDVDll  b)  áü 
CNFNE  clSYBHKHH.  55.0.  57.  F.l  dígito  <Je  conti  ol 

del  ISBN  para  este  libro  es  válido,  ya  que  l  -  0  +  2  -  0  +  3  *  4 

4  2  4  5  *  4  4  6  •  2  4  7  44  8  -  3  4  9  ■  4  4  10  *  6  =  0  (mod  1  ). 
59.  a)  ó  -  i  si  n  es  primo  y  an  -  0  si  no  lo  es  b)  ón  es  el  me 
ñor  primo  factor  de  con  =  1  el  att  es  d  número  de  divi¬ 
sores  positivos  de  n  d)  a  =  1  si  n  no  tiene  divisores  que 
sean  cuadrados  perfectos  mayores  que  I  y  ori  —  0  en  caso  con¬ 
trario  el  at  es  el  mayor  primo  menor  o  igual  que  n  fl  it  es 
el  producto  de  los  primeros  n  -  í  primos. 


SECCION  2,5 

a 

La)  111001 11  b)  1  0001  1011  0100  c)  1  0111  11010-110 
1100.  3.  a)  31  b)  5 13  c)  341  d)  26.896.  5.  a)  1000 
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oooo  iiio  bj  1 0011  oim  loio  son  o  ioio  luí  i  ton 
lüio  d)  1101  1110  1 J 1 1  1(110  1100  11 10  1101.  7.  1010 
ion  1100  1101  n  10  1 11  L  9.  (B7B)|&,  1L  Sumando  has- 
la  tres  ceros  iniciales  si  es  necesario,  escribimos  la  expansión 
binaria  como  {„.hvb2Jb2ih,ipubl  ,ó¡  ^  val°r  tic 

este  numeral  es  +  2bn]  +  22hifX  +  2%^  +  2*6J0  -f  2%^  + 
Tbv  +  2  hvi  +  2*/rtl  +  2^,  +  +  2M6^+  que  se  puede 

reescribir  como  i ¿w  +  2frft|  +  22602  +  2:,6^}  +  (frí{)  +■  26, 1  + 
2:/q:  +  2V;It)  -  24  +  (bx  +  2¿2|  +  2:ft,  +  2>:})  -  2?  +  ...  Ahora 
(6  jy  Jt  b  }  se  traduce  en  el  dígito  hexadecimal  h .  Por  lanío, 
nuestro  número  es  h0  +  h]  -  2J  +  A,  •  2"  +  ...  -  htf  +  Zq  16  +  A,  163 
+  que  es  la  expansión  hexadecimal  {.JtJiJij  .  1 3.  Agrupa¬ 

mos  bloques  de  tres  dígitos  binarios,  añadiendo  hasta  dos  ceros 
iniciales  si  es  necesario,  y  se  traduce  cada  bloque  en  un  dígito 
individual  octal  15.  (11 101  i  100 101 03 101 0001),,  (1273)*. 
17,  Se  convierte  el  número  octal  dado  a  binario  usando  el 
Problema  14.  Luego  se  convierte  el  binario  a  hexadecimal 
usando  el  Ejemplo  4.  19.  27.  2L  ai  6  b)  3  c)  11  d>  3 

e)  4(1  0  12.  23.  8.  25.  La  expansión  binaria  del  entero  es 

esta  suma  (que  es  única).  27,  Sea  a  —  {an  }on  ,  tí  ^)|n. 
Entonces. n  =  1  CP1  n  ,+  IO"‘2-tí  ,  +  ..V V  íff a,  +  Uf ■ 
tí0  =  an  +  an _7  +  ...  +  a}  +  tífl  (mod  3),  puesto  que  10'  ^  1 
(mod  3)  para  iodo  /  nn  negativo.  Se  cumple  que  3  ¡tí  si.  y  sólo 
si,  3  divide  a  la  suma  de  los  dígitos  decimales  de  tí.  29.  Sea 
tí  -  (tí  a  ,  ■■■  ¿i. a..),.  Entonces,  ü  -  2Ü  *  an  +  2J  -  a.  +  . +  2" 
-  ■  tí  2  +  2”  ’  ■  afí  =  a0  -  tí,  +  tí,  +  . , .  +  tírt  j  (mod  3).  Se 
cumple  que  3  |tí  sí,  y  sólo  si,  la  suma  de  los  dígitos  binarios  en 
posiciones  pares  menos  la  suma  de  los  dígitos  binarios  en  posi 
dones  impares  es  divisible  por  3.  31,  a)  -6  b)  13  c)  14 
d)  0.  33.  La  expansión  en  complemento  a  1  de  la  suma  se 

encuentra  sumando  los  complementos  a  1  de  los  dos  enteros, 
excepto  que  se  usa  un  arrastre  en  el  bit  principal  como  arrastre 
al  último  bit  de  la  suma,  35.  Si  m  ^  0,  entonces  el  bit  prin¬ 
cipal  üti  í  de  la  expansión  en  complemento  a  1  de  m  es  0  y  la 
fórmula  se  lee  m  -  V a,2f.  Esto  es  correcto,  puesto  que  el 
lado  derecho  es  la  expansión  binaría  de  w,  Cuando  m  es  negati¬ 
vo.  el  bit  principal  a  ,  de  la  expansión  de  u\  en  complemento  a 
1  es  I.  Los  n  -  1  bits  reslanies  se  pueden  obtener  restando  m 
de  1 1 1 ...  I  (una  cadena  de  n  1  unos),  puesto  que  restar  un  bit 
de  I  es  lo  misino  que  hacer  su  complementario.  Por  lanío.  la  ca¬ 
dena  de  bits  ur  ,  —  ¿qtí,  es  la  expansión  binaria  de  (2^  1  -  1 )  - 
(  m).  Resolv  iendo  k  ecuación  (2'  1  -  h  -  (-m)  =  Para 

m  da  la  ecuación  deseada,  puesto  que  tí,  ,  =  L  37.  al  -7 
h)  13  el  15  d)  — 1,  39,  Para  obtener  la  representación  en 
complemento  a  2  de  la  suma  de  dos  enteros,  se  suman  sus  dos 
representaciones  en  complemento  a  2  (como  se  suman  dos  en¬ 
teros  binarios)  y  se  ignora  el  arrastre  en  la  columna  del  extremo 
de  la  izquierda.  Sin  embargo,  la  respuesta  no  es  correcta  sí  se 
sobrepasa  el  valor  máximo  posible.  Esto  sucede  cuando  los  dí¬ 
gitos  en  el  extremo  de  la  izquierda  de  ki  representación  en  com¬ 
plemento  a  2  de  los  dos  términos  coinciden  y  el  dígito  más  a  la 
izquierda  de  la  respuesta  difiere.  41.  Si  w  >  0.  entonces  el  bit 
principal  a  r  (  es  0  y  la  formula  se*  lee  m  -  2'.  Esto  es  co¬ 

rrecto,  piiesio  que  d  lado  derecho  es  k  expansión  binaria  de  m . 
Si  m  <  a  su  expansión  en  complemento  a  2  tiene  un  I  en  su  bit 
principal  y  los  n  -  í  bits  restantes  son  los  bits  de  la  expansión 
de  2'  1  (  mi  Esto  significa  que  (2fl  ')  -  [  m)  =Y'í  ^íír  -  Rc™ 

solviendo  esta  ecuación  para  m  obtenemos  la  ecuación  deseada, 
puesto  que  tír  |=!.  43.4a, 

45.  prncedu  re  Cantor tv.  entero  positivo) 


«:=  íif:-  l 

whtle (n  +  1)  ■  / si 
begin 
n  ñ  +  I 

/:=/« 

end 
y .t 
vv hile  a  >0 
begm 

“LytfJ 

y-y-ü'-f 
f:=f/n 
n  :=  n  -  1 


end  (  y  =  tífltí!  +  af¡  t(/?  I )!  +  »-  +  a]  1 1 ) 

47.  Primer  paso:  c  =  i\  d  -  ÍL  s{]  =  I :  segundo  paso:  c  =  0,  d  - 
1 ,  x ,  Eh  tercer  paso:  c  =  Cd  =  L  s2  »  0;  cuarto  paso:  c  -  I ,  d 
1 ,  =  0;  quinto  paso:  v-  L  d  =  1.  sA  -  I ;  sexto  paso:  1 . 

*■ 

49,  procedure  diferent  ui(at  h:  enteros  positivos,  tí  >  b, 

a  =  (a^la^J~  a^, 

b  =  ibr-A-:  -  W;) 

/í  :=  0  ( /í  es  lo  que  se  añade  | 

for  j  0  lo  /f  -  I 
begin 

if  tí  s  b  +  j5  then 
K  * 
begin 

s  :-¿r  -  h  -H 
J  •'  ^ 

Zí  :-0 

end 

eke 

begin 

s  :=  a  4  2  -  ó  -  fl 

/  z 

1 


end 

end  1 5  .  s  á.  5n  es  I  a  d  i  fe  renda  [ 

51.  procedure  compara  non(a,  b:  enteros  pos  i  í  i  vo  s  y 

«  =  C«00, 2  -aA)« 

£  a 

vi  hile  tí¿  =  ó,  y  Jt  >  0 

if  o  -  /v  íhen  imprime  es  igual  a  6» 

tf  tí4  >  b.  prínl  «tí  es  mayor  que  /í» 

if  .T^  <  h.  then  imprime  *<a  es  menor  que  b» 

53.  O(log  tí).  55.  La  única  parle  del  algoritmo  que  consume 
tiempo  es  el  bucle  w hile,  el  oíd  se  recorre  q  veces.  El  trabajo 
que  se  hace  en  cada  iteración  el  una  resta  de  enteros  menores  o 
iguales  que  (tí  [,  que  tiene  log  [  4  ¡  hits.  Visto  esto,  el  resultado  se 
sigue  del  Ejemplo  8, 


SECCIÓN  2.6 

L  a)  I  =  (-1)  -  10+111  b)  1  =  21  21  +  (-10)  ■  44 

c>  I2  =  (-l>  36+48  d>  I  =  13  55+1-21)  34  c)  3  =  1 1 
213  +  (-  20)  117  0  223=  I -0+  1  -  223  g)  1  - 37  * 2.347  + 
(-706)  123  h)  2  *  1.128  *  3.454  +  (-835)  ■  4,666  i)  1 
2468  ■  93)99  +  (-2,221 )  -  11.11).  3.  15-7  =  105  ^«1  (mod 
26).  5.  7.  7.  52.  9.  Supongamos  que  b  y  c  son  ambos  in¬ 

versos  de  tí  módulo  m.  Entonces,  ha  =  I  (mod  m)  y  va  =  I 
(mod  m).  Por  tanto,  ha  =  ca  (mod  m).  Como  rncd(tí.  m)  -  1, 
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por  el  Teorema  2  se  cumple  que  h  =  c  ímod  m).  11.  x  s  8 

(mod  9).  13*  Sea  m  =  w/mcd(t\  m).  Como  todos  los  faeto¬ 

nes  comunes  de  m  y  c  se  simplifican  en  la  división  para  obtener 
m*.  se  sigue  que  m  y  r  son  primos  relativos*  Como  m  divide  a 
(ac  be)  =  b)i\  se  sigue  que  m  divide  a  {a  -  h)c.  Por  el 
Lema  l .  vemos  que  m  divide  aa-h,  por  lo  que  d  =  h  (mod  m*). 
15*  Supongamos  que  r  =  l  (mod  /?).  Entonces*  p  divide  a.r  - 
l  -  ( x  +  1  ){x  -  I ).  Por  el  Lema  2  se  sigue  que  p \ (x  +  1)  op\  (x 
I },  por  lo  que  x  =  - 1  (mod  p)  o  x  =  1  (mod  p).  17.  a)  Su¬ 

pongamos  que  ia  =  ja  ímod  p)%  donde  1  s  /  <j  <  p.  Entonces,  p 
div  ide  a  ja  -  ia  -  a(j  -  0-  Por  el  Teorema  1  *  como  a  no  es  di¬ 
visible  por  p .  p  divide  a  j-  í,  lo  cual  es  imposible  puesto  que  j 
i  es  un  entero  positivo  menor  que  p .  b\  Por  (a)*  como  no 

hay  dos  valores  en  a *  2a . íp  -  \ja  que  sean  congruentes 

módulo  p,  cada  uno  debe  ser  congruente  a  un  numero  diferen¬ 
te  entre  1  y  (p  -  1).  Por  tanto,  a  -2a*  3a . ip-  \)aml  *2* 

3  (p  -  1)  (mod  p).  Se  sigue  que  {p  -  1 )!  -  a r  1  =  (p  -  1)! 
ünod  p).  c)  Por  el  Teorema  de  Wilson  y  ib),  si  p  no  divide  a 
ay  se  sigue  que  (-[)  a ft  1  =  -  \  (mod p).  Por  tanto,  J  =  1 
(mod  pl  di  Si  p  |  a.  entonces  p  |  aF,  Por  tanto,  ap  =  a  =  0 
í mod  p).  Si  p  no  divide  a  ¿r,  entonces  a r  1  s  a  (mod  p ),  por  (c)* 
Multiplicando  ambos  latios  de  esta  congruencia  pora  obtene¬ 
mos  aft  =  a  (mod  p),  19*  Todos  los  enteros  de  la  forma  323 

+  330 Jfc,  donde  i  es  un  entero*  21,  Todos  los  enteros  de  la 
forma  16  +  252L  donde  (  es  un  entero.  23*  Supongamos 
que  p  es  un  primo  que  aparece  en  la  factorial  i  ¿ación  en  núme¬ 
ros  primos  de  my  m , mo .  Como  los  m  son  primos  relativos, 

p  es  un  factor  de  exactamente  uno  de  estos  m\  sea  éste  my 
Como  m  divide  a  a  -  b *  se  sigue  que  a  -  h  tiene  el  factor p  en 
su  factorial  [¿ación  en  números  primos  elevado  a  una  potencia 
al  menos  lan  grande  como  3a  potencia  a  la  que  aparece  elevada 
en  la  factorial  i  zac  ion  de  w*  Se  sigue  que  mxm,  -*  mn  divide  a  a 
/>*  por  lo  que  a  =  b  (mod  m{m2  —  mní*  25*  x  =  1  (mod  6). 
27*  a)  Por  el  Teorema  menor  de  Perra  al.  tenernos  que  2ir'  =  I 
(mod  11)*  Por  tanto,  21JÍI  -  (2W)M  =  í u  =  l  (mod  11). 
b)  Como  32  =  1  (mod  31)*  se  sigue  que  2:ui)  =  (2- =  32"*  m 
ll,R  =  1  (mod  31).  c)  Como  II  y  31  son  primos  relativos,  y 
3  1  31  “341.  se  sigue  por  (a),  (b)  y  el  Problema  23  que  23<*°  - 
I  ímod  341).  29  a)  3*  4.  8  b)  983.  31*  Primero*  ve¬ 
mos  que  2,047  -  23  -  89  es  un  compuesto.  Podemos  poner 
2.047  - 1  =  2.046  =  21 .023.  por  lo  que  s=  I  y  /  =  1  *023  en  la 
definición.  Entonces,  2llt;i  =  (2tT)93  -  2.048'^  =  \'n  =  1  (mod 
2.047),  que  es  lo  q  ue  se  bu  se  a .  33,  De  be  m  os  d  e  mo  sí  rar  que 
=  1  (mod  2*82 1  >  para  todo  b  primo  relativo  con  2.82 L 
Observa  que  2*82 1  =  7  43  ■  31,  y  si  medí/?,  2.82 1 )  =  1,  enton¬ 
ces  med  (b7  7)  =  medió*  13)  -  medió,  31)  =  1 .  Usando  el  Teo¬ 
rema  menor  de  Fermal*  obtenemos  que  ó!l  =  1  (müd  7),  bn  =  1 
(mod  13  )  y  ¿P°  =  l  (luod  31)*  Por  tanto,  h2*2*'  =  (b6)47U  =  1 
(mod  7),  b7™  =  {hí7)m  =  1  (mod  13)  y  b?m  m  {h*T  =  1 
ímod  31).  Por  el  Problema  23.  o  el  Teorema  chino  del  resto*  se 
sigue  que  ó2K2,í  =  I  ímod  2.821),  que  es  lo  que  se  buscaba. 
35,  a)  Si  hacemos  ei  producto,  tenemos  que  n  =  1.296 m*  + 
396nr  +  36 m  +  l .  Claramente,  btn  |  ti  -  1 ,  1 2 m  \  a  -  1  y  1 8m  1  n  - 1  * 
Por  tanto,  se  cumplen  las  condiciones  del  Problema  34,  con¬ 
cluyendo  que  n  es  un  número  de  Carmichael*  bí  Haciendo  m 
=  5 1  da  n  -  1 72.947*529*  37,  0  =  (0t  0)(  l  -  (I,  I),  2  =  (2*  2), 
3  =  (0.  3),  4  -  ( l ,  4),  5  -  (2, 0),  6  ^  (0, 1),  7  =  ( L  2),  8  =  (2,  3), 
9  -  (0, 4),  10-(1,0),  II  *(2,  1),  1 2  =  (0,  2),  13  =  (1,3),  14  = 
(2,  4).  39,  Tenemos  m{  -  99,  m2  -  98,  m}  =  97  y  m4  =  95, 
por  lo  que  m  -  99  j  98  ■  97  95  =  89.403*930,  Faicontramos 


que  M{  ~  m¡m }  -  903.070,  AL  =  =  9 1 2.285.  AL  -  m/m.  - 

921,690  y  A/.  -  m/m4  -  941  094.  Usando  el  algoritmo  de  En¬ 
cintes.  hallamos  que  y.  =  37,  y2  =  33,  y,  =  24  e  y}  =  4  son  los 
inversos  de  A/J  módulo  /rq  para  k  =  L  2,  3  y  4,  respectivamente. 
Se  signe  que  la  solución  es  65  ■  903*070  -37  +  2  912*285  31 
x  51  *  92 1 .690  24  +  10  ■  941*094  -  4  =  3*397.886.480  ^ 
537*140  (mod  S9.403.930).  41*  Por  d  Problema  40.  se  cumple 
que  mo3(2^  -  l ,  (2“  1 )  rmid  (2*  -  1 ))  =  mcd(2*  -  1,2®*°^^  \  y 

Como  losexponentcs  que  tenemos  son  b  y  a  mod  ó,  las  mis¬ 
mas  que  las  cantidades  con  las  que  nos  encontramos  para 
hallar  el  máximo  común  divisor  de  a  y  ó*  los  pasos  usados 
por  el  algoritmo  de  Euclides  para  calcular  mcd(2*  -  1,2"  h 
y  mcd(i?.  b)  van  en  paralelo,  y  se  muestra  que  medí  2*  -  1 .  2* 

-  1}  =  I  43.  Supongamos  que  q  es  un  pomo  impar 

tal  que  q\  2;|  -  l .  Por  el  Teorema  menor  de  Fermat,  q  1 2-f ' 1  | . 

Dd  Problema  41,  sabemos  que  mcd(2/'  1,2^  1  -  I )  =  2™^'  ^ 

-  1.  Como  q  es  un  divisor  común  a  2¡i  -  I  y  2^' 1  -  1,  medí 2^ 

-  K 2* ~ 1  -  1 )  >  t .  Por  tanto,  medí/?,  q  I )  =  p,  puesto  que  la 

única  otra  posibilidad*  es  decir,  tncdf/>,  q  -  i)  =  l,  nos  da 
medí  2P  —  1 , 2* " 1  -  I }  =  1 .  Por  tamo*  p\q  -  L  por  lo  que  hay 
un  entero  positivo  m  tal  que  q  -  1  =  mp.  Como  q  es  impar*  m 
deber  ser  par.  es  decir,  m  =  2 k7  y,  por  tanto*  todo  divisor  pri¬ 
mo  de  2^  -  I  es  de  la  forma  2 kp  +  I  *  Además,  el  producto  de 
números  de  esta  forma  es  también  de  esta  forma.  Por  tanto* 
todos  los  divisores  de  2;'  -  1  son  de  esta  forma.  45.  Supon¬ 
gamos  que  conocemos  tanto  n  =  pq  como  ip  -  I  \{q  -  I  r 
Para  encontrar  p  y  q  primero  observemos  que  {p  -  1  \(q  I ) 
pq  -p-q+\  -n  -  [p  4  q)  +  1.  De  aquí  podemos  encontrar  x 
=  /?  +  q.  Como  q  =  x  -  p *  tenemos  que  n  =  />( a  p).  Por  tanto. 
p2  -  ps  +  ti  =  U.  Ahora  podemos  resolver  esta  ecuación  de  se¬ 
gundo  grado  para  hallar  /?.  Una  vez  encontrada  p,  q  también 
es  conocida,  puesto  que  q  -  n/p .  47.  SIL  VER.  49,  34 

144  +  (-55)  *  89  =  I* 

51.  procedure  algoritmo  eudides  extendido{av  h:  enteros 
positivos) 
x a 
y  :=  b 

s_aní  aní  :=  I 
s  ant  :=  0 
/  ant  ant 0 
t  ant  :=  I 
u  hile  y  jí  0 
begin 

q  :=  a  div  y 
r  :=  x  mtid  v 
v  :=  y 
V  :=  r 

*r  ;=  s  jmt_ani  -  q  *  $  ant 
t  :=  t  ant  ant  -  q  ■  i  ant 
s  ant  ant  ;=  sjim 
t  ant  ant  :=  t  ant 
s  ant *v 
t  ant  :=  t 

end  ¡  mcdln.  h }  si  x.  y  (x_ani_ant)a  +  U  ant  ant)  b  -  x  j 
53,  Supongamos  que  s  es  una  solución  de  v:  =  a  ímod  p). 
Como  (-r):  =  v  *  s  es  también  una  solución.  Además*  s  £  \ 
ítnod  p )*  Si  lo  fuese*  p  \  2x\  lo  que  implicaría  que  p\sf  y  esto 
implicaría,  usando  la  suposición  inicial,  que  p\aT  lo  cual  una 
contradicción*  Además*  si  v  y  /  son  soluciones  no  congruentes 
módulo  p.  entonces  como  s2  =  t2  (mod  p)t  p  |(V  -  r7)*  Esto  tm- 
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plica  que  p  |{s  +  /)U  - 1) t  y  por  el  Lema  2,  p  |  (y  -  /)  o  />  |  [$  +  0* 
por  lo  que  í  ^  í  ( mod  p)  o  $  =  (mod  p ).  Por  tan  Lo,  habrá  dos 

soluciones  como  máximo,  55.  El  valor  de  (f  )  depende 
sólo  de  si  a  es  un  residuo  cuadrático  módulo  p .  esto  es,  si  r  íj 
(mod  p)  tiene  solución.  Como  esto  sólo  depende  de  la 
dase  de  equivalencia  a  módulo  p,  se  verifica  que  (7)  =  (f  j sí 

o  =  h  (mod  p\.  57.  Por  el  Problema  56,  (7)  (7)  =  aVÍ 

típ-m  -  {abfp"m  ■  (f)  ( mod  p).  59.  x  =  8,  13,  22  o  27 
(mod  35). 


SECCION  2.7 


1.  ¡O  3  x  4  b) 


c>  12  0  4  6J  d)  1 


e) 


el 


1  2  i 

1  0  I 

I  4  3 
3  6  7 

-4  15  ~4  1 

-3  10  2  -3 
0  2-86 
1  -8  18  -13 


i  n 

2  -2  -3’ 

3*  a) 

bl 

l  0  2 

2  18 

9-4  4 

9/5  -6/5 
-1/5  4/5 


7.  0  +  A  =  [0  +  uj  =  [a.  4  0]  =  0  +  A.  9.  A  +  (B  +  C)  =  ja ,  4 
(/'  4  i  )|  -  f(ív  +  b .)  +  c  |  =  (A  +  B)  +  C  1 1.  F.l  número  de 
ritas  de  A  es  igual  al  número  de  columnas  de  B.  y  el  número 
de  columnas  de  A  es  igual  al  número  de  filas  de  B.  13.  A(BO 

=  fe  ^  aJV’J  = 

1  rt , 

17,  a)  Sea 


=  &  %{!>  b 


*«■*)!  =  l£v  Sf  «¿í» 


¿77*  ím 


0  1 

</  ■+■  /?  j.  Tenemos 


[L  (I,  a.hjcj  =  (AB)C.  15.  A"  = 

A  =  \a  I  y  B  =  [/?  f  Entonces.  (A  +  B>  = 
que  (A  +  Jty  =  fe?  +  h  l  [í/J  +  \b  j  A'  +  B\  bl  Usando 
la  misma  notación  que  en  la),  tenemos  que  [B  A  = 
[I,  />.,«*]  -  [I,  %bj  =  (AB)',  puesto  que  la  entrada  (/,  _/) 
es  la  entrada  (/,  r)  de  AB.  19.  El  resultado  se  obtiene  de 


M 

■  d  -b 

o 

i 

^3 

5 

-  iad  -bt  )í-  - 

d  -b 

c  ti  | 

-c  a 

f)  ad  -  be 

-v  a 

tí  b 
c  ¿i 


21.  Afl(A"1)fl  =  A(A  -  (A(AA  l)A_l)  *•*  A-*)  A’1  por 


1  a  ley  asoc  i  at iva.  Com  o  A  A  =  I sust  i 1  u  ye  ndo  de  d  c  n  l  ro  hac  i  a 
fuera,  se  demuestra  que  A  (  A  1  )"  -  I  De  forma  similar, 
i í  A  'pA’1  ”  E.  Por  tanío,  (A*)  1  =  (A_IP  .  23,  Se  usan  m,  mul¬ 

tiplicaciones  para  encontrar  cada  uno  de  tos  m  elementos 
del  producto.  Por  tanto,  se  usan  m^mjnx  multiplicaciones, 
25.  A,((A2A3)A4).  27.  a,  «  It_v2  -  -  L  jr,  -—2. 
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33.  a)  A  v  B  =  [¿i.,  v  £>.,]  -  [fe  v  <g  =  B  v  A  b)  A  a  B 
|  a..  a  b,.]  =  [bt!  a  a.,|  =  B  a  A,  35.  a)  A  v  (B  a  C) 
[a,]  v  [btJ  a  c,y]  =  [a.  v  {bu  a  í0]  =  ((«,  v  b.)  a  {a,,  v  C¿] 


[u  v  />  |  a  [ lj  v  c  |  =  (A  v  B)  a  (A  v  C)  b)  A  a  í  B  v  C )  = 
K .1  x  [¡>y  v  cj  =  [a  a  {b  v  <y]  =  J(arj  a  bj  v  (a  a  cr/)]  = 
K  Ah]  v  [a  a  t-i(J  =  ( A  a  Bl  v  ( A  a  O.  37.  A  0  (B  0  O  = 

IV,  '-0a  WbJ^  C„))l  =  IV.  V,  A  b  A  0,)1  =  [  v,  V, 
K  A  K  A  S;)]  =  IV,  (V,  K,  a  bqi))  a  <  ■  ,1  =  ( A  G  B)  O  C. 

PROBI  ¡.MAS  COMPLEMENTARIOS 

L  a)  procedu re  ultimo  max{av  ....  a\  enteros) 
max  :=  a 
ultimo  :=  1 
/  :=2 

«hile  t  ^  n 
begin 

if  a¡  sl  max  Ihen 
begin 
max  ;=  ¿v 

i 

u/nwio  :=  / 

end 

/  ;=  i  +  1 

end  es  la  posición  de  la  última  aparición  del  mayor 

entero  de  la  lista} 
bl  2/j  -  !  ^O(tt)  comparaciones. 

3.  a  I  p  r  *  leed  u  re  <  ios  t  rtm(  btb.  ...  6  :  c  adena  de  b  1 1  s 
n  £  2) 

A  ■“  bi 

y:=b2 

k  % 

«  hile  < k  <  n  y  (  \  #  0  o  y  *  0)  1 
begrn 


k:^k+] 
x  :=  y 


end 

if  (a  =  0  e  y  =  0)  Ihen  imprime  «SÍ» 
vise  imprime  « NO» 

b)  0{n)  comparaciones. 

5.  a)  y  bl 

p r <  k éd  u  re  mayor  y  menori  a  r  a _ a  :  en  re  ros  i 

min  :=  í/f 
max  ;= 
for  i  ;=  2  tu  n 
begin 

if  a  <  min  Ihen  min  :=  a 
if  tf  >  mttv  then  max  :=  a 

end|nir>i  es  d  menor  entero  de  la  entrada  y  Aiav  el  mayor) 

c)  2n  -  2. 

7.  Antes  de  hacer  comparaciones,  luiy  una  posibilidad  de  que 
ca d a  e  íet  i  i  e  n  to  s ea  má  x  i  mo  y  u  n  a  po  s  i  b  i  I  i  d ad  de  qu  e  sea  m  ín  i  - 
mo.  listo  significa  que  hay  2 n  posibilidades  diferentes,  y  2/j  -  2 
de  ellas  deben  ser  eliminadas  mediante  comparaciones  entre 
elementos,  ya  que  necesitamos  determinar  ios  máximo  y  mí¬ 
nimo  únicos.  Clasificamos  las  comparaciones  entre  elementos 
como  «nuevas»  y  «no  nuevas»,  dependiendo  de  si  los  elementos 
han  sido  usados  previamente  en  alguna  comparación.  Una 
comparación  nueva  elimina  la  posibilidad  Je  que  el  más  gran¬ 
de  de  la  comparación  sea  el  mínimo  y  que  el  ritas  pequeño  sea 
el  máximo;  por  tanto,  cada  comparación  nueva  dimina  dos  po¬ 
sibilidades,  pero  obviamente  no  puede  hacer  nada  más.  Una 
comparación  no  nueva  debe  hacerse  entre  elementos  que  aún 
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pueden  ser  el  máximo  o  eí  mínimo,  y  al  menos  uno  de  estos 
elementos  debe  no  ser  candidato  para  la  otra  categoría,  Por 
ejemplo,  podríamos  estar  comparando  rey,  de  los  cuales  solo 
conocemos  que  x  ha  sido  eliminado  como  mínimo.  Si  encon¬ 
tramos  en  este  caso  que  x  >  yT  entonces  ha  sido  excluido  una 
sola  posibilidad  (ahora  sabemos  que  v  no  es  el  máximo).  Por 
tamo,  en  el  peor  caso,  una  comparación  no  nueva  elimina  sólo 
una  posibilidad.  (Los  otros  casos  de  comparaciones  no  vírge¬ 
nes  son  similares).  Hay  como  mucho  lti/2]  comparaciones  de 
elementos  que  no  han  sido  comparados  ames,  cada  uno  qui¬ 
tando  dos  posibilidades;  en  conjunto,  éstos  quitan  po¬ 

sibilidades,  Por  tanto,  necesitamos  2n  -2-2  Ltf/2j  compara¬ 
ciones  más,  que,  como  liemos  comentado,  cada  una  de  ellas 
puede  quitar  sólo  una  posibilidad  para  encontrar  la  respuesta 
en  el  peor  caso,  puesto  que  tienen  que  eliminarse  2/i  -  2  posi¬ 
bilidades.  Esto  nos  da  un  total  de  2n-2-2  L«/2j  +  U/2j  com¬ 
paraciones  en  total.  Pero  2n  -  2  -  2  L/?/2j  +  Ln/2j  =  2/i  -  2 
Ln/2]  *  2/i  -  2  +  ni 2l  =  f2 n-  nfl\  -  2  =  \in/2\  -  2,  como 
buscábamos.  9.  Al  final  de  la  primera  pasada:  3,  1.4, 5, 2, 6; 
al  final  de  la  segunda:  1.3.  2.  4.  5,  ó:  af  final  de  la  tercera:  1 . 2. 
3,  4,  5.  6:  la  cuarta  pasada  no  encuentra  ningún  elemento  que 
cambiar  y  el  algoritmo  termina.  1 S.  Puede  haber  tantas  con 
n  pasadas  de  Ja  lista  y  cada  pasada  usa  0{n)  comparaciones. 
Por  tanto,  se  usan  en  total  0(n2)  comparaciones,  13,  ( 'orno 
log  /i  <  n,  tenernos  que  (/j  log  n  +  ir)?  s  (>r  +  /rY  s  (2 n2Y  -  8/f 
para  todo  n  >  Ü.  Esto  demuestra  que  (n  log  n  +  rr)}  es  )t 
con  Jos  testigos  C  =  8  y  k  -  0.  15.  0(’rí2r).  Í7.  Observa 

que  n\¡ 2"  =  nfl  (n  -  l  ¡/2  -  3/2  -  2/2  ■  I P  >  nfl  -  1  -  1  ™  I  - 
l ! 2  =  n/4.  1 9.  5¿  22,  - 1 2,  -  29.  21.  Como  ac  -  be  (mod  m) 
hay  un  entero  Hal  que  av  -  he  +  km.  Por  tamo,  a  -b  =  km  fe . 
Como  a  -  h  es  un  cutero,  r )  km.  Hagamos  d  -  mcdf/u,  r)  y 
c  -  de.  Como  ningún  factor  de  e  divide  a  m/iL  se  verifica  que 
d\m  y  que  e  |  A,  Por  tanto,  a  -  b  -  (kfe){mfd),  donde  h/e  e  Z  y 
mfd  €  Z.  Por  tanto,  a  m  h  (mod  mid).  23.  1 .  25.  1 .  27.  U¿a^E 
a\  ~  ,J  ^ d¡  =  ^  ímod  9),  puesto  que  I0(  l  1 

(mod  9)  par ei  lodo  entero  A  no  negativo.  29.  u)  No  primos 
mutuamente  relativos  b)  Primos  mutuamente  relativos  e) 
Primos  mutuamente  re  1  al  i  vos  d)  Primos  mutuamente  relativos. 


31.  a)  La  función  para  descifrar  el  mensaje  (para  un  alfabeto  de  26 
letras)  es  g(¿/)  =  d(q  -  b)  mod  26T  donde  á  es  luí  inverso  de 
a  modulo  26.  b)  El  mensaje  en  inglés  es  PI  RASE  SENI) 

1  01 


MONEY,  33,  .i  -  28  (mod  30),  35.  A 


0  I 


.A' 


0  l 
«I  0 


.  A 


-1  0 
0  ~I 
a  b 
c  d 


.  A 


pongamos  que  A  =  .  Sea  B 

se  sigue  que  e  =  0  y  a  =  (L  Sea  B  = 
se  verifica  que  h  =  0.  Por  tanto.  A  ■ 


0-1 
I  0 
0  l 


0  ü 
0  0 
l  0 
a  0 
Ü  a 


,  para  tt  ¿  0.  37,  Su- 
.  Como  AB  =  BA. 

.  Como  AB  =  BA, 
-ai. 


3  9  ♦  p  r  oced  1 1  re  p  rod  i  te  íi  >  matri a\s_  frían  g  ulot  v  ,v  ( A .  Fi;  matri¬ 
ces  triangulares  superior  n  X  te  A  =  \a  J,  B  =  [ 6  ]> 

for  ¡ lo  n 
begin 

for  j  ;=r  i  to  n 

begin 


i/ h 

for  A  :=  i  toj 

V^c«+aA 

end 

end 

41,  (AB)(B  'A-1)  -  A(BB_,)A  1  -  A1A  1  =  \  A  1  -  I  1>C  for- 
ma  análoga,  (B  A  *)(AB)  =  I.  Por  tanto.  (AB.r1  =  B  A1. 
43.  a)  Sea  A  00  =  [h  \.  Entonces,  b}  -  (an  a  0)  v  -  v  (a.  a  0)  =  0. 
Por  tanto,  A  0  0  =  0.  De  forma  análoga,  0  0  A  =  Q.  b)  Av  0 
-  [at  v()|  =  |a  J  =  A,  Entonces,  A  v  0  =  A.  IX*  forma  análoga. 
0  v  Á  =  A.  c)  A  a  I)  -  a  0]  ■-  [0|  =  0.  Entonces.  A  0  -  0 
De  forma  análoga,  0  a  A  =  0.  45,  Suponemos  que  una  per 
son  a  elige  un  entero  positivo  menor  que  2\  d  cual  tenemos 
que  localizar.  Pedirnos  a  la  persona  que  lo  escriba  en  binario, 
añadiendo  ceros  al  principio  si  son  necesarios  hasta  hacer  su 
expresión  binaria  de  longitud  n.  Entonces,  le  preguntamos: 
«¿es  d  primer  bit  un  1 7».  «¿es  el  segundo  bit  un  LV  «¿es  d 
tercer  bit  un  17».  y  asi  sucesivamente.  Tras  conocer  las  res¬ 
puestas  a  estas  n  preguntas,  sabremos  el  número,  puesto  que 
conocemos  su  expansión  binaria. 


CAPÍTULO  3 


SECCIÓN  3.1 

I.  Como  ludo  segundo  entero  es  divisible  por  2,  d  producto 
será  divisible  por  2 ,  Como  todo  tercer  entero  es  divisible  por  3. 
el  producto  será  divisible  por  3.  Por  tanto,  d  producto  tendrá 
tanto  un  2  como  un  3  en  su  factorial  ización  en  números  pri¬ 
mos,  luego  será  divisible  por  2  *  3  6.  3.  nÁ  t  =  (2A  +  l)4  - 

I  =  16 d  +  32 k-  +  24iC  +  8¿  =  Uík+  1  ){2k2  +  2Jt  +  1).  Bien  k  o 
bien  k  +  l  es  par,  jx>r  lo  que  16  divide  a  //4  1 .  5.  Como  y  = 

625.  tanto  x  como  y  deben  ser  menores  que  5.  Entonces,  a4  +  v4 
s  44  +  44  a  5 12  <  625.  7.  Si  3r  -  1  =  8y.  entonces  3.r  =  I 
í  mtxl  8>.  Si  a  es  un  entero  impar,  entonces,  por  el  Problema  2. 
r  =  1  (mod  8),  por  lo  que  3.r  -  3  ímod  8).  Si  i  es  par.  enton¬ 
ces  r  =  0  u  4  (mod  8),  Esta  contradicción  implica  que  no  hay 
soluciones  enteras  para  la  ecuación  dada.  9.  Sí  \4  -  3  =  I6y\ 
entonces  v4  3  (mod  16)-  Por  el  Problema  3.  la  potencia  cuar¬ 
ta  de  un  entero  impar  es  congruente  a  í  módulo  16,  La  poten¬ 
cia  cuarta  de  un  entero  par  es  congruente  a  0  módulo  16,  Por 
tamo,  aj  tu>  puede  ser  congruente  a  3  módulo  16  y  la  ecuación 
no  tiene  soluciones.  1 1.  La  media  armónica  de  dos  números 
reales  positivos  distintos  a  y  b  es  siempre  menor  que  su  media 
geométrica.  Para  demostrar  que  2 ah}{a  +  b)  <  \Jnh  se  multipli¬ 
can  ambos  lados  por  0/  v  b)f(2yab)  para  obtener  la  desigualdad 
equivalente  y/ab  <  ia  +  h)f 2.  ya  demostrada  en  el  Ejemplo  L 
13.  La  paridad  (que  sea  par  o  impar)  de  la  suma  de  los  núme¬ 
ros  escritos  en  la  pizarra  no  cambia,  puesto  que  j  +  k  y  j  j  -  k  j 
tic ne ti  la  misma  paridad.  En  cada  paso  reducimos  la  suma  en/ 
+  k  y  la  incrementamos  en  \j  -  k  |,  Por  tanto,  el  entero  al  final 
del  proceso  debe  tener  la  misma  paridad  que  I  +  2  +  3  +  ...  + 
(2/i )  -  n{2n  +  I),  que  es  impar,  ya  que  //  es  impar.  15.  n  - 
1 .601  vale  como  contniejemplo.  1 7,  Supongamos  que  V  1  - 
a/b ,  donde  a,  h  e  Z,  b  *  0  y  inedia,  h)  =  L  Entonces,  3  =  a'¡h\ 
por  lo  que  3/P  -  a\  Por  lunlo,  3  |a\  lo  que  puede  ocurrir  solo 
si  3 ¡a.  Sea  a  =  3m.  Entonces,  3h 1  =  27r/P  oh1  =  9 nr\  Por  tanto, 
3 1  b\  lo  que  demuestra  que  3)6.  Esto  es  una  contradicción  de 
la  suposición  de  que  mcd(a,  h)  =  L  19.  Por  álgebra  básica, 
cualquier  número  racional  que  satisfaga  este  polinomio  de  co- 


eficientes  enteros  es  de  la  forma p/q,  donde  p  es  un  factor  del 
término  constante  (])  y  q  es  un  tactor  del  término  principal  ( I ), 
Por  tanto,  las  únicas  raíces  racionales  posibles  son  ±1:  corno 
ninguna  de  ellas  es  una  raíz,  no  hay  raíces  racionales.  21.  ¿r 
=  tr{ mod p)  si,  y  sólo  si. p | t a  +  h)(a  bl  Por  la  uni¬ 
cidad  de  la  faclorialkación  en  números  primos  de  un  cillero, 
esto  es  equivalente  a  decir  que  p  \  (a  -  h)  o  p\  [a  +■  b),  que  es 
equivalente  a  a  =  b  (mod  p)  o  a  ^-h  (mod  p).  23.  Ambos  la¬ 

dos  son  enteros  no  negativos  menores  que  m.  congruentes  a  ah 
módulo  m.  por  lo  que  deben  ser  iguales.  25.  3,  5  y  7  son  pri¬ 
mos  de  la  forma  requerida.  27.  El  entero  p{p 2  -  pHpt  t  |t 
donde  p  es  el  primo y-ésimo,  es  divisible  por  n  +  1  primos  dis¬ 
tintos.  29,  Si  no.  supongamos  entonces  que  q;.  q ,,  ....  q  son 
primos  de  la  forma  bk  +  5.  Sea  Q  -  6 qM2  —  qrt  L  Observa 
que  Q  es  de  la  forma  bk  +  5,  donde  k  =  q}q7  q  t  -  I ,  Sea  ¡3  = 
p]p1  —  p;  la  fucLorialización  de  Q  en  números  primos.  Ninguno 
de  los  p¡  es  2,  3  o  ningún  q pues  el  resto  de  dividir  Q  por  2  es 
t ,  por  3  es  2  y  por  q  es  q  —  1 .  Todos  los  primos  impares  dis¬ 
tintos  de  3  son  de  la  forma  6k  +  1  o  óA  +  5.  y  d  producto  de 
los  primos  de  Ja  forma  6k  +  \  es  también  de  esta  forma.  Por 
tanto,  al  menos  uno  de  los  p,  debe  ser  de  Ea  forma  bk  +  5.  lo 
cual  es  una  contradicción.  31.  Demostramos  esto  eonside 
raudo  los  tres  casos  siguientes:  n  -  3  A.  n  =  3 k  +  1  y  tt  -  3 k  +  2 
para  algún  entero  k.  Si  n  es  múltiplo  de  3.  entonces  el  lado  i/ 
quierdo  es  Lx/3j  +  L(  v  +  nj/3j  +  L(.r  +  2/i>/3j  *  Lv/3j  +  L\/3j  + 
n¡ 3  +  U/3j  +  2/i/3  =  3  U/3J  +  h  y  el  lado  derecho  de  la  igual¬ 
dad  deseada  es  también  3  U/3J  +  /?.  Si  n  =  3A  +  1 .  entonces  e! 
lado  izquierdo  es  Lr/3j  +  Lu  +  3 k  +  1  >/3j  +  Lu  i-  6 k  +  2)/3j  - 
\ .  v/3  J  +  L(.t'  +  l)/3j  + A+-  L(t  +  2)/3j  +  2k  =  L  v/3  J  +  L(x  +  i  )/3  J  + 

I  ix  +  2)/3j  +  n  -  I  y  d  lado  derecho  es  LvJ  +  it  -  I .  Por  el  Pro¬ 
blema  68  de  la  Sección  L8.  son  iguales.  El  tercer  caso  es  si 
milar.  33.  a)  Sin  pérdida  de  generalidad,  supongamos  que  la 
sucesión  x  ya  ha  sido  ordenada  en  orden  no  decreciente,  pues¬ 
to  que  podemos  etiquetar  de  nuevo  los  índices  de  sus  clonen 
tos.  Hay  sólo  un  número  finito  de  posibles  órdenes  para  la 
sucesión  y,  por  lo  que  si  demostramos  que  podemos  incre¬ 
mentar  la  suma  (o  al  menos  mantenerla  igual  )  intercambiando 
dos  elementos  y  e  y  que  estén  desordenados  fes  decir,  i  <  /. 
pera  y  >  y  l  entonces  habremos  demostrado  que  la  suma  es  la 
mayor  posible  cuando  la  sucesión  y  viene  dada  en  orden  no  de 
creciente.  De  hecho,  sí  hacemos  el  cambio,  entonces  uñad  irnos 
xty  +xtyt  a  la  suma  y  restamos  x  y,  +  i  v  —.y  y,  -  e y  -  c.\(  -  i  ) 
t  v  -  y  ),  que  es  un  entero  no  negativo  en  función  de  la  suposi¬ 
ción  hecha  en  relación  a  ios  órdenes  de  i  a  sucesiones,  b)  lis  si¬ 
milar  a  la  parte  (a),  35.  Sea  .v  ^  u  +  (tim)  +  e,  donde  n  es  un 

entero,  r  es  un  entero  no  negativo  menor  que  m  y  r  es  un  nu¬ 
mero  real.  0  s  r  <  I  ¡m.  El  lado  izquierdo  es  \_nm  +  r  +  m  F  I  = 
nm  +  r.  En  la  parte  derecha,  los  términos  desde  L  vJ  a  l_  v  +  im  + 
r  \)/mi  son  justamente  n  y  los  términos  de  L  +  (m  -  r)¡m\ 
hacia  delante  son  //  +  1 .  Por  tanto.  el  lado  derecho  es  im  -  r)rt  + 
r{n  +  1 )  =  nm  +  r  también.  37.  Recuerda  que  un  polinomio 
no  constante  puede  tomar  el  mismo  valor  sólo  un  número  fi¬ 
nito  de  veces.  Por  tanto,  /  puede  tomar  los  valores  Ó  y  ±  1 
só>lo  un  número  finito  de  veces,  por  lo  que  si  no  hay  un  y  tal 
que  /(  vi  es  compuesto,  entonces  debe  haber  un  \0  tal  que  t/í  vfl) 
es  primo,  supongamos  que  p.  Observa  fix  +  kp).  Cuando  sus¬ 
tituí  mos  v  por  iri  +  kp  un  el  polinomio  y  operamos,  cada  tér¬ 
mino  contendrá  un  factor/?,  excepto  los  de  la  forma /(aj.  Por 
tanto.  /}.y.  +  kp)  ~  f(xQ )  +  mp  ={m  +  1  }p  para  algún  entero  m. 
Variando  ¿.este  valor  sólo  puede  ser  0.  p  o  -p  solo  un  núme- 
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ro  finito  de  veces:  por  tanto,  debe  ser  un  número  compuesto 
para  algunos  valores  de  A.  39.  Supongamos  que  todo  entero 
par  mayor  que  2  es  Ja  suma  de  dos  primos  y  sea  n  un  entero  ma 
yor  que  5.  Sí  n  es  impar,  escribimos  ti  =  3  +  (n  -  3í  y  descom¬ 
ponemos  /i  -  3  -p  +  q  en  la  suma  de  dos  primos:  si  n  es  par,  es- 
enhirnos  n  =  2  +  (n  -  2)  y  descomponernos  n  2=  p  +  q  como 
la  suma  de  dos  primos.  A  la  inversa,  supongamos  que  todo  en¬ 
tero  mayor  que  5  es  la  suma  de  tres  primos  y  sea  n  un  entero  par 
mayor  que  2,  Escribimos  n  +  2  como  la  suma  de  tres  primos, 
tino  de  los  cuales  es  necesariamente  2,  por  lo  que  n  +  2  =  2  +  p 
+  £/.  luego n  41.  íO  6  -*  3  -+  10  — »  5  16  *  8  * 

4  — ^2  — ♦  l  b)  7  ^  22  -*  1 1  ^  34  1 7  52  ^  26  ^  13 

-»4Ü-*20->t0-+5-*]6-*8-*4^2-.I  c>  1 7  — ► 
52  ->  26  ^  13  ^  40  20  -t  !Ü  5  —  16  ->  8  -  4  2 

-4  1  d)  21  -►  64  >32^  l6-^8-i4^2^E  43.1  + 
2  +  3^6;  1  +2  +  4+7+14  =  28;  1  +  2+  4  +  8+  16  +  31  + 
62  +  124  +  248  “  496.  45.  La  suma  de  los  divisores  propios 
es  í  I  +  2  +  4  +  8  +  »*  +  2"4j  +  (2^ -  I)(l  +  2  +  4+  8  +  -'  + 
2^2) -2P-  I  +(2r-1X2rl -!)  =  (»-  1>U  +2^1-  \  \  =  (2F 
l  )2p~k  47,  (3, 5, 0)  (3, 2, 3)  -*  (6, 2t  0)  ^  (6, 0, 2)  (1 , 

5.  2)  -+  i  L  4.  3).  49,  Supongamos  que  pudiésemos  tener 
programa  S  que  nos  pudiese  decir  si  un  programa  con  una  en¬ 
trada  dada  imprime  alguna  vez  d  dígito  i .  Tendríamos  un  al¬ 
goritmo  para  resolver  el  problema  de  la  parada:  dado  un  pro¬ 
grama  P  \  su  entrada  /.  construimos  d  programa  P\  que  es 
igual  que  P.  salvo  que  nunca  imprime  salida  alguna  (incluso  si 
P  imprime  algo  de  salida),  excepto  si  está  a  pumo  de  acabar,  % 
sólo  en  este  t  aso,  imprime  un  i  y  \c  para  Entonces,  P  se  para 
dada  una  determinada  entrada  si,  y  sólo  si.  P'  imprime  alguna 
vez  un  1  cuando  se  ejecuta  con  la  misma  entrada.  Si  alimenta¬ 
mos  a  S  con  Pf  e  L  nos  dirá  si  P  se  para  cotí  la  entrada  / 
Como  sabemos  que  d  problema  de  la  parada  no  tiene  solución, 
hemos  llegado  d  una  contradicción.  No  puede  existir  tul  pro¬ 
grama  5.  5 1 .  Ejecuta  los  dos  programas  concurrentemente  y 
espera  a  que  uno  pare. 

SECCIÓN  3.2 

1.  ai3  bl  -  I  c)  787  d)  2.639.  3.  al  í/f(  =  2,  ííj  -  3.  a  - 
5.  íí,  -  9  b)  -  l .  a[  -  4.  íí,  -  27,  a.  -  256  c)  o  =  0.  ax  - 
0.  u  =  l,  tt  -  1  d)  ayy  ~  0.  -  I .  a  =  2.  ií _  =  3.  5.  ai  2 
5.  K  11 ,  14.  17,  21L  23.  26,  29  hi  E  1,  t.  £  2,  2,  3,  3.  3.  4 
c)  i,  L  3.  3,  5,  5, 7,  7,  9,  9  d)  -L  2,  -2,8,88,656,4.912, 
40.064,  362.368,  3.627.776  e)  3,  6,  1 2,  24.  48,  96,  1 92,  384, 
768,  1 .536  f)  L  i,  2.  3.  5.  8.  1 3,  21,  34,  55  g)  L  2.  2.  3,  3, 
3.  3,  4,  4,  4  h)  3t  3.  5,  4,  4,  3,  5f  5.  4,  3.  7.  Cada  ténnfco 
podría  ser  d  doble  dd  anterior:  el  término  n-ésimo  se  potría 
obtener  del  término  previo  añadiendo  tt  -  1:  los  tcnniniis  po 
dría  o  ser  enteros  positivos  no  múltiplos  de  3:  hay  infinitas  po¬ 
sibilidades,  9.  a)  Un  !  y  un  0,  seguidos  de  dos  1  v  dos  I).  se¬ 
guidos  de  tres  !  y  tres  0,  y  así  sucesivamente  bl  Los  enteros 
positivos  se  lisian  en  orden  creciente  con  cada  término  par 
listado  dos  veces  ct  Los  términos  en  posiciones  impares  son 
las  sucesivas  potencias  de  2;  los  términos  en  posiciones  pares 
son  todos  0  ú)  a  -  3  ■  2"~i  e)  </,  =  1 5  -  ?(//  —  I )  =  22  7/i 
n  ar  -  {ir  +  //  +  4)/2  g)  an  -  2/C  h)  aü  =  zií  +  I.  1 L  Entre 

tos  enteros  1.2 . a  ,  donde  air  es  el  entero  positivo  ti -ésimo 

no  cuadrado  perfecto,  los  no  cuadrados  son  av  a. . a  y  Pos 

cuadrados  son  1  2%  ....  k2.  donde  k  es  el  entero  C  <  n  +  k  <  (k 
+  i  )\  Por  tanto,  a  -  n  +  donde  k2  <  a  <  (A  +  I  )3.  Para  en- 
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contntr  A,  primero  ten  en  cuenta  que  k:  <  n  +  k  <  (k  +  1 )%  por 
lo  que  k2  +  1  s  H  4-  k  s  (k  4  i }~  —  I-  Así,  (A  -  l/2)2+  3/4  )  ~  b 

JttUfis  Jt2  4  A  -  (A  +  l/2)-_  1/4*  Se  sigue  que  k-  1/2  < 
V/T<  A  4  1/2,  por  Jó  que  k  =  {V/t  1  y  añ  -  n  +  k  =  ra  4  [Jn  | . 
13,  a)  20  b»  i!  c)  30  di  511.  ¡5,  a)  1,533  b)  510 
c)  4,923  dt 9.842.  17,  al 21  b)7S  c)  18  di  18.  19. 

(¿v  -i?.  ])  =  £? r-  íírr  21.  a)/C  b)/r(//4  1 1/2.  23,  15.150. 

25,  ^  +{b  4  I  )(m  -  (h  +  1  )2  +  I ),  donde  n  =  LVmJ 

1,  27,  a)  0  bi  1.680  c)  I  d)  1,024.  29,  34,  31,  a)  Con¬ 
table,  -  L  -2,  3,  -4, b)  Contable,  0,  2,  -2,  4,  -4,  ...  c)  In- 
conlabíe  di  Contable, 0»  7.  -7,  14,  14,  .„  33.  Supongamos 
que  A  -  B  es  contable.  Entonces,  como  A  =  (A  -  B)  U  B*  los 
elementos  de  A  se  pueden  listar  en  una  sucesión  de  elementos 
alternativos  de  A  B  y  elementos  de  /L  Esto  contradice  el  he¬ 
cho  de  que  A  sea  incontable.  35,  Supongamos  que  B  es  con- 
¡ablc,  Entonces,  los  elementos  de  #  se  pueden  listar  como  hr 
h i*. Como  A  es  un  subconjunto  de  B .  tomando  la  subsu¬ 
cesión  de  |  A>  |  que  contiene  aquéllos  en  A  obtenemos  un  lista¬ 
do  de  los  elementos  de  A.  Esto  es  imposible,  puesto  que  A  es 
incontable.  37,  Supongamos  que  Ar  Ar  A r ...  son  conjuntos 
contables.  Como  A  es  contable,  podemos  listar  sus  elementos 
en  una  sucesión  lal  uomotJ.,,  api  u.c  ...  Se  puede  dar  el  lisiado 

de  los  elementos  del  conjunto  UXi  A  listando  primero  todos 
los  términos  a  .  i  4  i  =  2.  lueíio  lodos  los  términos  a  .  i  +  /  =  3, 

tf  *  &  J 

luego  todos  los  términos  aif  /  4  /  -  4T  ele.  39.  1  lay  un  nu¬ 
mero  finito,  2mT  de  cadenas  de  bits  de  longitud  m.  El  conjunto 
de  todas  las  cadenas  de  bits  es  la  unión  de  las  cadenas  de  bits 
de  longitud  m ,  para  ni  =  f).  1.  2,  ...  Como  la  unión  de  un  con¬ 
junto  contable  de  conjuntos  contables  es  contable,  habrá  un  nú¬ 
mero  contable  de  cadenas  de  bits.  41.  Para  cualquier  alfa¬ 
beto  finito  hay  un  número  finito  de  cadenas  de  longitud  n 
siempre  que  n  sea  un  entero  positivo.  Se  sigue  del  resultado  del 
Problema  37  que  hay  un  número  finito  de  cadenas  para  cual¬ 
quier  alfabeto  finito.  Como  el  conjunto  de  todos  los  programas 
de  ordenador  en  un  lenguaje  particular  es  un  subconjunto  del 
conjunto  de  las  cadenas  de  un  alfabeto  finito,  que  es  un  con¬ 
junto  contable,  por  el  resultado  del  Problema  34.  el  propio 
conjunto  será  contable.  43.  El  Problema  4 1  muestra  que  hay 
un  número  contable  de  programas  de  ordenador.  Por  tamo, 
habrá  un  número  contable  de  funciones  computa  bles.  Como 
hay  un  número  incontable  de  funciones  I  Problema  42),  no  to¬ 
das  las  funciones  son  eomputables.  45.  Dado  un  entero  po¬ 
sitivo  ,v,  demostramos  que  existe  únicamente  un  racional  posi¬ 
tivo  mjn  (expresado  en  sus  términos  menores)  tal  que  K(mfn)  =  x. 
De  ja  faetón  aligación  en  números  primos  de  a  extraemos  aque¬ 
llos  m  y  n  tales  que  Kim.  n)  =  jt.  Los  primos  que  aparecen  ele¬ 
vados  a  potencias  pares  son  los  primos  que  están  en  la  facto¬ 
rial  i  ¿ación  en  números  primos  de  m,  siendo  los  exponentes  la 
mitad  de  los  exponen  tes  que  aparecen  en  x,  y  los  primos  que 
aparecen  con  potencias  impares  son  tos  primos  que  están  en  la 
racionalización  de  u,  siendo  los  expórtenles  la  mitad  de  uno 
más  los  exponen  tes  en  c 

SECCIÓN  3.3 

L  n(n  +-  i).  3,  Sea  P(n)  ■  >*  =  3(5"* 1  1  )/4».  Paso 

base i  P(0)  es  verdadera,  puesto  que  X%u  3  ■  5;  -  3  =  3(5 1  -  \  )/4. 
Poso  de  inducción:  suponemos  que  X* ,  ,¡  3  ■  5'  -  3(5*- 1  -  I  )/4. 
Entonces,  1$  3  V  -  (l'M,  3  ■  y)  +  3  ■  5*’1  =  3(5  u 1  -  1  )/4  +  3  ■ 


5M  =  3(5UI  +  4  ■  .V'1  -  I  )/4  =  3(5^*-  I  )/4).  5.  Examinando  va- 
lores  pequeños  para  n  hacemos  la  conjetura  de  que  P{n)  es  ver¬ 
dadera,  donde  Pin)  es  la  sentencia  «V%  ,  1/2  =  ( 2K  1  )/2v 
Paso  base:  Pi  1)  es  verdadera,  puesto  que  1/2  -  (2 1  1  >/2 1 . 

Paso  de  inducción:  suponemos  que  X*  ¡  1/2'  =  (2‘  I  )/2h  En 
tunees,  i;:',  1/2'  =  <X‘ , ,  1  ti1)  +  1/2*  ’ 1  =  (2*  -  I  )/2‘  +  1/2*  - 1  = 
(2*>,-2+  l)/2M,  =  <2‘  +  t-I>/2*".  7.  Searta) «I*.,/. 
n{n  4  1  )(2n  +  I  )/6».  Paso  base:  P(  I)  es  verdadera,  puesto  que 
f  =  !  =  1(1  f  1 )( 2  *  1  +  1  )/6.  Paso  de  inducción:  supone¬ 
mos  que  X:  =  i  /  -  k{k  +  1  )(2 k  +  I  )/6,  Entonces,  X  !j  f  =  (X!  i 
/)  +  U  +  l)3^W  +  IX2A  +  l)/6  +  (it+  1  )2  =  (it  +  1  )[2Jt2  +  Jt  + 
6 k  +  ó]/6  =  (Jt  +  1  )(k  +  2)  -  (2k  +  3)/6  =  (Jt  +  1  )((Jt  +  1 )  +  I  >(2íJt 
+  1 )  ■+  I  )/6,  9,  Sea  P(n)  <*  l2  +  3:  +  —  +  (2 n  +  I  )*  =  (n  +  i ) 

f  2n  +  1)(2¿í  +  3)/3».  PüSO  base:  P(0>  es  verdadera,  puesto  que 
1*  =  1  =  <g4  !)(2  ■  0  +  1 K2  ■  0  +  3)/3.  Paso  de  inducción:  su¬ 
ponemos  que  P{k)  es  verdadera.  Entonces,  I ;  +  32  4 . +  (2 k  + 

\  f  +  (2 a  +  1)  4  \)z  =  (Jt  +  1  )(2 k  +  l )(J»  +  3)0  +  (2k  4  3)3  = 
(2*  +  Wk  +  1)(2Jt  +110  +  (2Jt  +  3)]  ^  (2 k  +  3)(2JP  +  9k  + 
IO)/3  —  (2¿  +  3)(2Ar  +  5)(£  +  2)/3  —  ((A  +  I )  +  1  )(2(ir  +  1 1  +  1) 
(2(Jt  +  1 )  +  3)0.  1 1,  Sea  P(n)  « i  +  nh  %  ( 1  +  fr)*.  h  >  -  f  * 
Paso  base:  /'(O)  es  verdadera,  puesto  que  1  +  0  *  h  =  1  s  I  =  ( 1 
-i-  h'f.  Paso  de  imitación:  suponemos  que  l  +  kh  %  { 1  +  h)\ 
Entonces,  como  ( l  +  h)  >  0. 14  +  hf  "  =  (1  +  h)(  I  +  h)k  >  (1  + 
h)(í  +  kh)  =  1  4  (k  +  I  )h  +  s  1  4  (Jt  4  í  i/i.  13,  Sea  P(u) 
>  ti2»,  Paso  base:  P(5)  es  verdadera,  puesto  que  2^  =  32  > 
25  =  5:.  Paso  de  inducción:  suponemos  que  P{k)  es  verdadera, 
esto  es.  2*  >  Jt2.  Entonces.  2t+1  -  2  -  2*  >  k1  +  k:  >  k:  4  4Jt>X*  + 
2k  +  1  =  (¿t  +  1  )3f  puesto  que  k  >  4.  15.  Sea  P(rt)  «t  -2  +  2 

3  4-4  n(n  4  1)  =  n{n  4  !  )(n  +  2)0».  Aia‘0  /xJáe:  P(  1 )  es  ver¬ 
dadera,  puesto  que  i  -  2  =  2=  f  ( I  4  1 )(]  4  2)/3.  Paso  de  in¬ 
ducción:  suponemos  que  P(k)  es  verdadera.  Entonces,  12  +  2 
*  l|  -4  Jt(Jt  4  I )  4  tk  4  1  Kit  4  2)-  4  l)(Jt  +  2)0]  4  (Jfe  4 

I  )(Jt  +  2)  =  (k  +  1  >(Jt  4  2)[U/3i  +  1 1  =  (Jt  +  I  )(Jt  +  2)fJt  +  3)0. 
17,  Sea  Pin)  « I2  -  2:  4  32  -  —  4  (-D^’ír  =  í  I  )ff"bí(/t  4 
I  >/2  Paso  base:  Pi  \ )  es  verdadera,  puesto  que  E  =  1  =  (~  1  f  I 
Paso  de  inducción:  suponemos  que  P[k)  es  verdadera.  Enton¬ 
ces,  L -  -  22  4  3^  —  4  4  (-!)*(*  +  lf  ~(-l)k  lk(k  + 

I  )tl  4  í-1 )%  4  l  )*  =  (-Wk  4  1)1-  kfl  4  (¿4  1  )l  =  (-Wk  4  n 
|(Jt/2)  +  I  ]  =  (-l)*(Jt  4  I)(Jt  4  2)/2.  19,  Sea  P(n)  «se  puede 

formar  un  franqueo  de  n  céntimos  usando  sellos  de  3  y  5  cén¬ 
timos?».  Paso  base:  /J(Ktcs  verdadera,  puesto  que  un  franqueo 
de  8  céntimos  se  puede  formar  con  l  sello  de  5  y  otro  de  3 
cernimos.  Paso  de  inducción:  suponemos  que  P(k)  es  verda¬ 
dera,  esto  es,  se  puede  formar  un  franqueo  de  k  céntimos  De 
mostraremos  que  se  pueden  formar  franqueos  de  k  4  1  cénti¬ 
mos.  Si  el  franqueo  de  k  céntimos  incluye  un  sello  de  5 
céntimos,  se  reemplaza  un  sello  de  5  por  dos  de  3  para  obtener 
k  +  I  céntimos.  En  caso  contrario,  sólo  se  usan  sellos  de  3  cén¬ 
timos,  y  k  £  9.  Se  quitan  tres  de  estos  sellos  de  3  céntimos  y  se 
reemplazan  por  dos  de  5,  obteniendo  el  franqueo  de  5  cénit 
mos,  21.  Sea  P(n)  n  es  divisible  por  5».  Paso  base: 
P (0)  es  verdad e ra ,  pu c sto  q ue  (P  0  0.  divisible  por  5 .  Pe i.vr '/ 

de  i/Zf/f/cttVw;  suponemos  que  Pík)  es  verdadera,  esto  es,  C  5 
es  divisible  por  5  línlonccs,  (Jt  4  1  f  (jt  4  l )  —  ík  4  5k  1  4 
I07P+  IíU-4  5(4  h  -  iA  4  1)-(A  (»  +  5(^42Jt-í42A  4D. 

que  también  es  divisible  por  5,  puesto  que  los  dos  términos  de 
la  suma  lo  son,  23.  Sea  P(n)  la  proposición  «(2 n—  l -  I  es 
divisible  por  S».  Hl  caso  base  P(  I )  es  verdadera,  puesto  que  H  |i). 
Ahora  supongamos  que  P(k)  es  verdadera.  Corno  ((2íA  4  I)  - 
I ')  -  1 )  =  (Í2A  -  I  )l  -  1)4  &A.  P(k  4  1 )  es  verdadera.  pttttftO 
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que  los  dos  términos  de  la  suma  del  lado  derecho  san  divisi¬ 
bles  por  8.  Esio  muestra  que  P[n)  es  verdadera  para  iodo  n  en¬ 
tero  positivo,  por  lo  que  rrr  -  !  es  divisible  por  8  siempre  que 
m  sea  un  cillero  impar  positivo.  25.  Sea  P{n)  la  sentencia 
que  afirma  t pie  un  conjunto  con  ti  elementos  tiene  n{n  -  \  í/2 
subconjuntos  de  dos  elementos.  7(2),  el  caso  base,  es  verda¬ 
dera.  puesto  que  un  conjunto  con  dos  elementos  tiene  un  solo 
subconjunto  de  dos  elementos,  él  mismo  y  2(2  -  l)/2  =  J. 
Ahora  supongamos  que  P(k)  es  verdadera.  Sea  S  un  conjunto 
con  k  +  1  elementos.  Elegimos  un  elemento  a  riel  conjunto  S  y 
hacemos  T  =  S  -  M  ■  Un  subconjunto  de  dos  elementos  de  S 
bien  contiene  el  elemento  a  o  bien  no  lo  contiene.  Aquellos 
subconjuntos  que  no  condenen  a  a  son  subconjuntos  de  T. 
por  lo  que  por  la  hipótesis  de  inducción  serán  k{k-  1  j/L  Hay  A 
subconjuntos  tic  dos  elementos  que  contienen  a  a ,  puesto  que 
cada  uno  de  estos  subconjuntos  contiene  a  y  a  otro  de  tos  k  ele¬ 
mentos  de  7.  Por  tanto,  habrá  k(k  -  l)/2  +  k  =  (k  +  l  )k/2  suh- 
conjuntas  de  dos  elementos  en  S.  Esto  completa  la  demostra¬ 
ción  por  inducción.  27.  Sea  Pin)  la  sentencia  que  afirma 
que  1 4  +  24  +  3J  +  -  +  n4  =  ni  n  +  I  )(2n  +  I  )(3 rf  +  3 n  -  1  )/30. 
P\ 4 )  es  verdadera,  puesto  que  l  -  2  3  *  5/30  =  l.  Suponernos 
que  7(A)  es  verdadera.  Entonces,  ( D  +  24  +  3*+  **■  +  A4)  +  (k  + 
l)4  =  k{k  +  IH2A  +  J )Ok2  +  H  -  I )/3Q  +  (k  +  l)4  =  ((*  + 
lV30)(*(2t+  t)(3  **  +  3*  I)+  30(t  +  !)*)  =  ((*  +  U/30X6A'4  + 
3M3  +  91  k2  +  i9k  +  30)  =  Í(A  +  1  }/30)(*  +  2)(2t  +  3)(3(*  +  I 
+  3(A  +  l)  -  I).  Esto  demuestra  que  P(k  +  1}  es  verdadera, 
29.  Por  inspección,  encontramos  que  la  desigualdad  2n  +  3  s 
2"  no  se  cumple  para  =0,1,  2,  3.  Sea  P(n  \  la  proposición  que 
afirma  que  esla  desigualdad  se  cumple  para  el  entero  positivo 
n .  P{ 4),  el  caso  base,  es  verdadera,  puesto  que  2  ■  4  +  3  =  II  s 
16  =  24.  En  el  paso  de  inducción  asumimos  que  Pik)  es  verda¬ 
dera,  Entonces,  por  hipótesis  de  inducción,  2(A  +  h  +  3  =  (2k  + 
3)  +  2  <  +  2.  Pero  como  k  >  L  2k  +  2  s  2*  +  2*  =  2"  "s,  Esto 

muestra  que  P{k  +  1)  es  verdadera.  31.  a)  Los  franqueos 
que  se  pueden  formar  usando  sellos  de  5  y  6  céntimos  son 
de  5,  6, 10,  1 1, 12,  15,  16,  17,  18,  20  y  más  de  20  céntimos. 
h)  Demostraremos  que  cualquier  banqueo  de  20  céntimos  o 
más  se  puede  formar  con  sellos  de  5  y  6  céntimos.  Sea  P(n  I  la 
semencia  que  afirma  que  podemos  formar  un  franqueo  de  n 
céntimos.  7(20)  es  verdadera,  puesto  que  se  puede  hacer  un 
franqueo  de  20  céntimos  con  cuatro  sellos  de  5  céntimos.  Su¬ 
pongamos  ahora  que  P(k )  es  verdadera.  Si  se  usó  al  menos  un 
sello  de  5  céntimos  en  el  franqueo  de  k  céntimos,  se  sustituye 
un  sello  de  5  por  uno  de  6  para  formar  un  franqueo  de  k  +  I 
céntimos.  En  caso  contrario,  si  sólo  se  han  usado  sellos  de  6 
céntimos,  como  k  &  20,  al  menos  se  han  usado  cuatro  sellos. 
Reemplazamos  cuatro  sellos  de  6  por  cinco  de  5  y  obtene¬ 
mos  d  franqueo  de  k  +  1  céntimos.  Esto  completa  una  de¬ 
mostración  por  inducción  matemática,  e)  Sea  P(n)  la  sen¬ 
tencia  del  apartado  ib).  Los  casos  base  son  Pi  20 f  7(21 ), 
7(22),  7(23)  y  7(24).  Estas  proposiciones  son  verdaderas, 
puesto  que  podemos  formar  franqueos  de  20,  21,  22,  23  y  24 
céni irnos  usando  cuatro  sellos  de  5.  tres  de  5  y  uno  de  6.  dos 
de  5  v  dos  de  6.  uno  de  5  y  tres  de  6  y  cuatro  de  6  céntimos 
respectivamente.  Ahora  supongamos  que  Pi  j)  es  verdadera 
para  20  s  y  s  A,  k  >  24.  Como  k  +  1  a  25.  se  cumple  que  k  -  4 
s  20,  por  lo  que  \x>r  la  hipótesis  de  inducción  se  puede  formar 
et  franqueo  de  k  -  4  céntimos.  Añadiendo  un  sello  de  5  cénti¬ 
mos  se  obtiene  el  franqueo  de  k  -f  f  con  lo  que  se  demuestra 
que  P{k+  I )  es  verdadera.  Esto  completa  la  demostración  por 


el  principio  de  inducción  tuerte.  33.  Todas  las  cantidades 
múltiplo  de  10  mayores  o  iguales  que  40  euros  se  pueden  for¬ 
mar  con  billetes  de  20,  Sea  Pin)  la  sentencia  que  afirma  que  se 
puede  dispensar  I  On  euros.  7(4)  es  verdadera,  puesto  que  ptv- 
dernos  formar  la  cantidad  de  40  euros  con  dos  billetes  de  20. 
Supongamos  que  P(k)  es  verdadera,  con  k  >  4,  Si  se  ha  usado 
un  billete  de  50  para  formar  la  cantidad  10A  euros,  se  puede 
reemplazar  por  tres  de  20  para  obtener  K)(A  +  I )  euros.  En  el 
caso  contrario,  se  han  usado  al  menos  dos  de  20,  puesto  que 
10 k  es  al  menos  40,  Se  reemplazan  dos  billetes  de  20  por  uno 
de  50  y  obtenemos  MKA  +  I )  euros.  Esto  muestra  que  PíA  +  I ) 
es  verdadera.  35,  Pasa  base:  Hay  cuatro  casos  base.  Si  n  -  I 
=  4  0+  1,  claramente  el  segundo  jugador  gana.  Si  hay  dos, 
tres  o  cuatro  cerillas  (/t  =  4  0  +  2,  n  ^  4  *  0  +  3,  ít  =  4  -  f  í,  en¬ 
tonces  el  primer  jugador  puede  ganar  quitando  todas  las  ceri¬ 
llas  menos  una.  Paso  de  inducción:  supongamos  la  hipótesis 
de  inducción  fuerte  que  en  un  juego  con  k  o  menos  cerillas,  el 
primer  jugador  puede  ganar  si  A  -  0,  2  o  3  ímod  4)  y  el  segun¬ 
do  jugador  puede  ganar  sí  k  r  |  (mod  4 ).  Supongamos  que  te¬ 
nemos  un  juego  con  k  +  I  cerillas,  k  ¿  4.  Si  A  +  1  ^  0  (mod  4), 
entonces  el  primer  jugador  puede  quitar  tres  cerillas,  dejando  k 
-  2  para  el  otro  jugador.  Corno  A  -2=1  (mod  4),  por  hipótesis 
de  inducción,  éste  es  un  juego  en  el  que  el  segundo  jugador  en 
este  punto  de  la  partida  (que  es  el  primero  en  nuestro  juego) 
puede  ganar.  De  forma  similar,  si  A  +  1  =2  (mod  4),  entonces 
el  primer  jugador  puede  quitar  una  cerilla,  y  si  A+  I  =  3  (mod  4), 
entonces  el  primer  jugador  puede  quitar  dos  cerillas.  Final 
mente,  si  A  t  1  =  1  ímod  4),  entonces  el  primer  jugador  debe 
dejar  A,  k  -  1  o  k  -  2  para  el  otro  jugador.  Como  A  =  0  (mod  4q 
A  -  1=3  (mod  4)  y  k  -  2  =  2  (mod  4),  por  hipótesis  de  induc¬ 
ción,  éste  es  un  juego  en  el  que  el  primer  jugador  en  este  pim¬ 
ío  de  la  partida  (el  segundo  jugador  i  puede  ganar,  37.  Paso 
base:  para  n  =  L  el  lado  izquierdo  es  simplemente  i/1,  que  es  1 . 
Para  n  =  2.  hay  tres  subcon juntos  no  vacíos  (II,  )  2  ]  y  |  1 . 2  ¡ . 
por  lo  que  el  lado  izquierdo  es  1/1  +  1/2  +  1/(1  -  2)  —  2,  Paso 
de  inducción:  Supongamos  que  la  sentencia  es  cierta  para  A.  El 
conjunto  de  los  A  +  I  primeros  enteros  positivos  tiene  mu¬ 
chos  subconjunlos  no  vacíos,  pero  todos  ellos  se  pueden  clasi¬ 
ficar  en  tres  categorías:  un  subcon  junio  no  vacío  de  los  prime¬ 
ros  A  elementos  junto  con  A  +  i.  un  subconjunto  no  vacío  de 
los  primero  A  enteros  positivos  o  simplemente  |  A  4  I  I,  Por  hi¬ 
pótesis  de  inducción,  la  suma  de  la  primera  categoría  es  A. 
Para  la  segunda  categoría,  tenemos  1/(A  -f  1 )  por  cada  término 
de  la  suma  v  lo  que  queda  es  A  por  hipótesis  de  inducción,  por 
h>  que  esta  parte  de  la  suma  es  A/(A  +  l  >,  Final  mente,  la  tercera 
categoría  simplemente  da  1/{A  +  I ),  Por  tamo,  la  suma  corrí 
píela  es  A  +  A/(A  +  I )  +  l/(A  +  I)  =  k  +  1.  39,  Usamos  la  no- 

tación  itj)  para  indicar  la  casilla  en  la  Illa  i  y  columna  y.  L  sa¬ 
inos  inducción  sobre  /  +  /  para  demostrar  que  el  caballo  puede 
alcanzar  cualquier  casilla.  Paso  base:  hay  seis  casos  base, 
aquellos  en  los  que  i  +  /  ^  2,  El  caballo  está  en  la  casilla  (0, 0) 
al  comienzo  del  movimiento,  por  lo  que  la  secuencia  vacía  de 
movimientos  permite  que  d  caballo  se  posicione  en  esa  casilla. 
Para  posictonarse  en  N .  0),  el  caballo  se  mueve  de  la  siguien¬ 
te  lorma:  (0,  0)  ->  (2,  I)  ->  (0,  2)  -+  ( l.  0).  L>e  forma  similar, 
para  posicionarse  en  (Ü.  h.  el  caballo  se  mueve  de  !a  siguien¬ 
te  forma:  (0,  0)  — *  ti,  2)  — ►  (2,  Ü)  — (0,  I  >,  Observa  que  en  es 
tos  procesos  d  caballo  ha  alcanzado  las  casillas  (0,  2)  y  (2,  0). 
Para  el  ultimo  caso  base,  los  movimientos  son:  (0,  0)  -*  ( [.  2} 
-*  (2,  0)  (0,  1)  M2,  2)  (0, 3)  -+  ( I,  If  Paso  inductivo: 
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supongamos  la  hipótesis  de  inducción,  que  el  caballo  puede 
peticionar  se  en  cualquier  casilla  (/,;),  donde  /  4  ;  =  A.  A  entero 
mayor  que  I .  Debemos  demostrar  que  el  caballo  se  puede  po 
sicionar  en  las  casillas  (ó  j)  tales  que  /  +  ;  =  A  +  I  Gomo  A  +  I 
s  3,  oto  i  es  al  menos  2 .  Si  i  ^  2 .  por  hipótesis  de  inducción, 
hay  una  secuencia  de  movimientos  que  acaba  en  0  -  2,  /  +  1 ), 
puesto  que  i  -  2  4  /  +  !  *  f  +  y  -  I  =  fc  de  aquí  sólo  hay  un 
paso  a  (/,_/)«  Se  hace  de  forma  similar  pura  ;  s  2.  41,  Paso 

base:  los  casos  base  n  =  0  y  n  ~  1  son  verdaderos,  puesto  que 
la  derivada  de  V*  =  0  y  la  de  x[  -  x  es  1.  Paso  de  inducción: 
usando  la  regla  del  producto,  la  hipótesis  de  inducción  y 
d  caso  base,  se  demuestra  que  aí-.V*1  =  ~( t  *  V)  =■  x  - 

+  vJ  4-jt  -  i  ■  AV  1  4  V  •  1  =  AV  +  V  =  (ifc  4  I  UA  4 3.  Sea  P(tí) 
la  sentencia  que  afirma  que  AK  =  B  A.  /Mj  es  verdadera, 
puesto  que  AIS  ~  ISA.  Supongamos  ahora  que  es  verda¬ 
dera,  Entonces,  AB^1  -  MS  B  -  B  AB  -  B  ISA  -  B  UA.  Se 
demuestra  que  Pin  +  l }  es  verdadera.  45.  Sea  P(n)  «(A{  U  A , 
u -»  u aj c\b  =  (A,  n // ) u (A, n B) u  -  u t, \4 n b i ». 

6tí,ve;  P(  I )  es  iri  vía  hílenle  verdadera.  Paso  de  inducción:  su¬ 
ponemos  ahora  que  /AA)  es  verdadera.  Entonces, !  A  ]  U  A ,  U  ■ 
U  A t  U  AUl )  n  JJ  =  HA T  U  A ,  Ü  "■  U  A¿)  U  A¿+ ,]  n  B  =  I(A‘  U  A ; 

u  -  u  a4  )  n  B]  u  íau  ,  n  b)  =  ¡  (A  k  n  fl>  u  (A ,  n  m  u  -  u  <a' 
n  jí)|  u  (A_t  n  B)  =  (A,  n  B)  u  (a?  n  B)  u -  u  ía4 n  bi  u 

(Ani  n/í),  47.  Sea  Pin)  «  U¿  i  A¡¿  =  flLi  1  AUvo  base: 

P[  1 )  es  trivialmentc  verdadera.  Paso  de  inducción:  suponemos 
ahora  que  P(k)  es  verdadera.  Entonces,  U.  i  A,  -  (U.m  A,)u 

\  _ ,  (U‘. i  pn . í, “  =  (nti  X)  n  X~  =  nírí  a  .  4').  sea 

/*{»)  «K/>|  pjfiip,  -*  P,)  A  ...  A  -  />„)]  * 

fi/j  -  />  ,)  p  ]>>,  Paso  base:  P(2)  es  verdadera,  puesto 

que  -♦  pj  -*  í/ij  -y  p,)  es  una  tautología.  Paso  de  india 
don :  suportemos  que  P[A)  es  verdadera  Para  demostrar  que 
I(P,  P2)  a  tp,  -*  p3)  a  ...  a  ,  -  />,}  a  (pl  Pitd\  ”* 
[(//  a  ...  A/r  !  Ap  }  -*  J  es  tina  tautología,  asumimos  la 
hipótesis  de  esta  implicación  como  verdadera.  Como  tanto  la 
hipótesis  de  esta  implicación  como  P(k)  son  verdaderas,  se 
cumple  que  ipi  a  ...  a p,  ,)  -+  pL  es  verdadera.  Como  esto  es 
cieno  y  como  p  -*  p  es  verdadera  íes  parte  de  la  suposición  de 
ponida),  se  sigue  por  silogismo  hipotético  que  [p{  a  ...  a  p.  } ) 
-*  p  es  verdadera.  La  sentencia  ntíb  débil  a  a />  a p  ) 
p,  se  sigue  de  ésta.  51,  Ambos  conjuntos  no  se  solapan 
si  n  +  1  =  2.  De  hecho,  la  implicación  P{  l)  -*  P(2)  es  falsa, 
53,  El  error  está  en  ir  desde  el  caso  base  n  -  ó  al  caso  si¬ 
guiente.  n  -  1 :  no  podemos  poner  I  como  la  suma  de  dos  nú¬ 
meros  naturales  más  pequeños.  55.  Asumamos  que  se  cum¬ 
ple  tu  propiedad  del  buen  orden.  Supongamos  que  P(  l  l  es 
verdadera  y  que(P{ I )  a  P{2)  a  ...  A  P(n)\  P{n  +  1 )  es  verda¬ 
dera  para  todo  entero  n ,  n  ss  1 ,  Sea  5  el  conjunto  de  los  enteros 
para  los  cuales  P(n)  es  falsa.  Demostraremos  que  S  ~  H.  Su¬ 
pongamos  que  S  ^  0.  Entonces,  por  la  propiedad  del  buen 
orden,  S  llene  al  menos  un  elemento  fti,  Sabemos  que  tn  no 
puede  ser  I .  ya  que  Pi  1 1  es  verdadera.  Puesto  que  n  -  ni  es  el 
menor  entero  tal  que  P{n)  es  falsa,  P{ 1 ),  ^(2),  ....  P[m  -  1 1 
son  verdaderas,  y  además  se  cumple  que  m  I  >  I  Como 
t  Pi  1 1  a  P{2)  a  ...  a  P\m  -  I  >)  -*  P{m)  es  verdadera,  se  sigue 
que  P(m )  debe  ser  verdadera,  lo  cual  es  una  contradicción. 
Por  tanto,  S  -  0  57.  Sea  Pin)  la  sentencia  ^ ^  l  4-  n». 

Paso  base:  P(i))  es  verdadera,  puesto  que  H„u  -  H]  =  I  s  l  +  0, 
Paso  inductivo:  supongamos  que  H.  ^\  +  k .  Entonces,  (  = 

//,  +XDo  l/ys  I  +Í+2*- (i/2* rt) <  I  4  k  +  I  =  I  4  ik 4  l ), 


54>.  SeaPfff)«Wl  4  W24  1A/3  4  ...4  >2fv7//4  l)^lK 

Arfo  óave:  PN  )  es  verdadera,  puesto  que  i  >  2y  2  -  t ),  Aí5o 
Jf  tmiunríóit:  supongamos  que  P(k)  es  verdadera.  Entonces* 
I  4  1/V2  +  ...  +  I IV k  4  l/y {k  4  I  >  2Wk  4  1  1 )  4  1  ¡yf(k  4  l ). 

Si  demostramos  que  2ív¿  4  1  1)4  I  Hk  4  1  >  2iV¿  +  2  Ir 

demostramos  que  P{k  >  I )  es  verdadera.  Esta  desigualdad  es 
equivalente  a  2í)/k  4  2  -VA  4  1)  <  IVA'  +  í.  que  es  equiva¬ 
lente  a  2(V  A  4  2  -  VA  4  l  )(VA  +  2  4  V k  4  1 )  <  VA  +  l/v  A  4  I  4 
VA  4  2/VA  4  I .  que  es  equivalente  a  2  <  1  4  VA  4  2/V  k  4  l .  que 
es  claramente  cierta,  61.  Demostramos  primero  el  resultado 
cuando  n  es  una  potencia  de  2,  esto  es,  cuando  n  =  2\  k=  1.2. ... 
Sea  P(k)  la  sentencia  A  ^  C,  donde  A  y  G  son  las  medias  arit¬ 
mética  y  geométrica  de  un  con  junto  de  n  -  2J  números  reales 
positivos.  Paso  base:  k  -  1,  psir  lo  que  /t  =  2J  =  2.  Observa  que 
(Va,  -  VígV  -  0*  Expandiendo  este  cuadrado,  tenemos  que 
al  2Va^  4  a.  a  0,  esto  es,  (<v ,  4  ad/2  ^  íu;/,)1^,  /jí;w  ¿/c  V- 
íítimk  asumimos  que  P(A)  es  verdadera,  para  n  -  2b  IV- 
mostraremos  que  P(k  4  I)  es  verdadera  Tenemos  que  2A  h  ' 

Se  puede  ver  que  iay  4  a,  4  ...  4  a.n)/(2n)  -  (ít/,  +  a,  4  ..  + 
aj/n  4  (f/n+(  4  í/mi4  ,  4  )/n)f 2,  De  forma  similar,  (cqd,  - 

■  íí/ri  ,íg^  ^ara  simplificar 

la  notación,  sea  A(x,  y, y  G(.v,  v. las  medias  aritmética  v 

geométrica  de  v.  y . respectivamente.  Si  v  ¿  V.  y  s  y'  y  así 

sucesivamente,  entonces  Aí  v,  y, ...)  s  .UaG  \  y  Gi  v,  y. ^ 

G(V,  /.  Por  tanto,  A{ar  . f/.  p  =  \(  A(f/( .  a,.  ....  ^  ). 

A  (tí  .  a  . . tí.  ))  a  AfGftí..  tí  ,  ....  ¿j  ),  G(tí  .  tí  .  .... 

tí,,,))  ^  G(G<tír  o. . aj,  G(a{  ,,  tíjjf„  ....  tí,  11  =  G(tíf.  tí  , 

tí.  ).  Esto  completa  la  prueba  para  potencias  de  2.  Ahora  si  n 
no  es  potencia  de  2,  sea  tn  la  siguiente  potencia  de  2  mayor 
que  u.  y  sean  tí  . ....  lodos  iguales  a  Aftír  tí.,  tí  )  -  ct 
Entonces,  tenemos  que  í(títtín  ajam  *)***  s  A(ay  a  . ....  a  ). 
puesto  que  m  es  potencia  de  2.  Como  A(a  .  tír  ....  o  )  -  tí,  se 
sigue  que  tí  r  tí1-®^  s  tíÍJ  ,fl  Elevando  ambos  miem¬ 
bros  a  (rnfn),  tenemos  que  G{ar  or  ....  on)  s  ,4(ar  tí . tí  1 

63.  No  hay  nada  que  demostrar  para  el  caso  base  cuando  n  = 
I.  Asumimos  la  hipótesis  de  inducción.  Supongamos  que  pl 

tí;/ _ tí rq  t , ,  Observa  que  el  mcd(p,  ar  a, . ak )  -  \  o p.  Si 

e^  1 .  por  el  Lema  l  de  la  Sección  2.6,  p\a:  t  .  Si  es  p.  entonces 
p\aya^ ...  tí,,  por  lo  que  pt>r  la  hipótesis  de  inducción  ;>|tí  .  pata 
algún  i  s  A.  Esto  completa  la  demostración.  65.  Siguiendo  3a 
ayuda  dada,  primero  demostraremos  que  si  ir*  4  .r  4  y-’  +  r  = 
2u  yvr.  entonces  todas  las  variables  deben  ser  par.  Claramente, 
ninguna,  dos  o  todas  deben  ser  par.  puesto  que  ei  lado  derecho 
es  par.  Supongamos  que  todas  las  variables  son  impar.  Enton¬ 
ces,  el  lado  izquierdo  es  1  4  I  +  l  4  l  =  0  (mod  4)  (véase  el 
Problema  2  de  la  Sección  3, 1 ).  Pero  d  lado  derecho  es  con¬ 
gruente  a  2  módulo  4  en  este  caso,  lo  cual  es  una  contradic¬ 
ción.  Ahora  supongamos  que  dos  de  las  variables  son  par  y  las 
otras  dos  impar.  Entonces,  d  ludo  de  la  izquierda  cn  2  módulo 
4  cuando  ei  lado  derecho  es  0  módulo  4.  otra  contradicción. 
Por  tanto,  se  concluye  que  todas  las  variables  son  par,  y  pode 
mos  hacer  las  sustituciones  w  =  2a,  v  -  26,  y  =  2c‘  y  :  =  2d. 
Simplificando,  se  obtiene  a~  4  ir  4  c  r  d-  =  Habed.  Repetimos 
este  argumento  módulo  R  para  concluir  que  tí  2c ,  b  =  2/,  c  - 
2g  y  d  -  26,  Por  tanto,  e  4 /:  +  g*  4  ir  -  32efyh.  Este  proceso 
se  puede  rejietir  indetiimlamcnle  Así,  cada  una  de  nuestras  va¬ 
riables  originales  debe  tener  potencias  de  2  arbitrariamente 
g  ra  rid  es  como  factores  t  lo  c  Lia  l  es  i  m  po  si  ble.  67,  Sea  Pin}  h 

sentencia  que  afirma  que  si  ,v  .  1; .  r  son  n  números  reales 

distintos,  entonces  se  usan  n  l  multiplicaciones  para  hallar  el 
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producto  de  estos  números,  no  importa  el  número  de  paréntesis 
que  se  inserten  en  este  producto.  Demostraremos  que  P{n)  es 
verdadera  usando  d  segundo  principio  de  la  inducción  matemá¬ 
tica.  El  caso  base  P{  l)  es  verdadero,  puesto  que  se  requieren  I  - 1 
=  0  multiplicaciones  para  hallar  d  producto  de  jq,  un  producto 
con  un  único  factor.  Supongamos  que  P{k)  es  verdadera  para  1  £ 
k  s  n .  La  última  multiplicación  que  se  usa  pitra  bailar  el  producto 

de  los  n  +  1  números  reales  distintos  .v,,  x, . x  ,  x  .  es  una  mui- 

tipli  cae  ion  del  producto  de  los  k  primeros  de  estos  números  para 
algún  k  y  el  producto  de  los  últimos  n  +  l  -  k  de  ellos.  Por  hipó¬ 
tesis  de  inducción,  se  usan  k  -  1  multiplicaciones  para  resolver  el 
producto  de  k  de  estos  números,  no  importa  el  número  de  pirren- 
tesis  incluidos  en  este  producto,  y  n-k  multiplicaciones  para  los 
n  x  }  k  restantes,  no  importa  el  número  de  paréntesis  incluidos 
en  este  producto.  Como  se  requiere  una  multiplicación  adicional 
para  hallar  d  producto  de  los  n  ■+■  1  números  reales,  el  número  to¬ 
tal  de  ellas  será  (k  -  I )  +  (n  -  k)  +  1  =  n.  Por  tanto.  P  in  +  1 )  es 
verdadera.  La  demostración  se  ha  completado. 

69. 


7L  Sea  Pm\  Ja  sentencia  que  afirma  que  todo  tablero  de  aje¬ 
drez  tridimensional  2"  x?x  2"  con  un  cubo  de  í  x  1  x  1  qui¬ 
tado  se  puede  completar  con  cubos  de  2x2x2  con  una  de  las 
esquinas  de  1  X  1  X  l  quitada.  FI  paso  base  P{  1 )  se  cumple 
simplemente  con  una  de  estas  piezas.  Ahora  supongamos  que 
P(k)  se  cumple.  Consideremos  el  caso  de  un  tablero  tridimen¬ 
sional  2* +l  x  2l  tl  x  2í+<  con  un  cubo  de  í  x  1  x  1  quitado.  Par¬ 
timos  este  sólido  en  ocho  piezas  usando  planos  paralelos  a 
sus  caras  que  pasen  por  su  centro.  El  cubo  de  1  x  1  x  i  que  fal¬ 
ta  está  en  uno  de  estos  8  trozos.  Ahora  posición  amos  uno  de 
los  cubos  de  2  x  2  x  2  con  una  esquina  quitada  en  e!  centro  del 
objeto  inicial,  de  tal  forma  que  el  cubo  que  le  falta  caiga  en  el 
notante  del  objeto  inicial  en  el  que  falla  un  cubo.  Con  este  re¬ 
cubrimiento  parcial  dejamos  por  completar  8  cubos  2*  X  2*  xl\ 
cada  uno  con  un  cubo  quitado.  Por  hipótesis  de  inducción, 
podemos  cubrir  cada  uno  de  estos  cubos  con  las  piezas  men¬ 
cionadas.  lo  cual  completa  Ja  demostración. 

73, 


75,  Asumimos  que  a  -  dq  r  =  dq  +  /  tal  que  Osr<  d  y  0  £ 
r  <  d .  Entonces,  d{q  -q*)-r  -  r.  Se  sigue  que  d  divide  a  e*  - 
r.  Como  d  <  r  -  r  <  ( i tenemos  que  r  -  r  =  0.  Así,  r  =  r  y, 
por  tanto,  q  q\  77.  Esto  es  una  paradoja  causada  por  auto- 
referencia.  J  a  respuesta  es  claramente  «no*.  Ln  nuestro  len¬ 
guaje,  hay  un  número  finito  de  palabras:  por  tamo,  un  número 
finito  de  cadenas  de  15  o  menos  palabras;  por  tanto,  sólo  im 
número  finito  de  enteros  positivos  pueden  ser  descritos  por 
ellas,  no  todos. 


SECCIÓN  3.4 

I.  d)fl\ )  =  3,/í2)  =  5J13)  =  7,  fi 4)  -9  b)fií )  =  3. /f2)  -  9, 
JO)  =  27, =  81  0/(1)  -  2.  fi 2)  =  4  JO)  =  16,  flA)  = 
65.536  dl^l)  -  3,  f{ 2)  =  13,  (O)  =  183,  fi 4)  =  33,673. 
X a) R2)  =  L/Í3)  =  5,/[4)  =  2.fi5) ^  1 7  b>/T2>  =  4JP)  = 
32,  fí4)  =  4.096,  A 5)  =  536.870,9 i  2  c)  f{2)  =  8,  fO)  -  176, 
JÍ4)  -  92.672,  /í 5 )  =  25.764.174.848  d)  /(2)  =  -  L  fO)  =  -  4, 
f{A)  -  JÍ5)  =  -32.  5.  a)  No  valido  b)  fin)  =  l  -  n.  Pasa 
ha$e:  f{(\)  =1  =  1-  0.  Paso  de  inducción:  %ÍJ[k)  -  1  ¡ t  en¬ 

tonces  fik  +  1)  =  j{k)  -1  =  1  -  k  1  =  1  (k  +  D  et  fin)  =  4 

-  n  si  n  >  0  y  fiO)  =  2.  Paso  base:  fiO)  =  2  y  yt  1 )  =  3  =  4  -  1. 

Paso  de  inducción  icón  k  z  1 ):  f{k  +  1)  =  fik}  —  1  —  í4  k)  1 
=  4  -  (k  +  1)  d)  fin)  =  pam  hase: /(())  =  |  -  ^m\y 

f{  I )  =  2  =  2^+ÍV2J,  Paso  de  inducción  [con  k  >  1 ):fik  +  1)  =  2/ 
\k-  1|  =  2 2u'/2jl  ]  =  2|,,¿n,lll/21  e)/(a)  =  3".  Paso  ha, se: 
trivial.  Paso  de  inducción;  para  n  impar,  fin)  =  3/0?  -  l  j  =  3  - 
3^  =  3*,  v  para  n  par,  n  >  I ,  fin)  =  9fin  -  2)  ^  9  ■  3"~2  =  3** 
7.  Hay  muchas  respuestas  correctas  posibles.  Proporciona¬ 
mos  algunas  relativamente  simples,  at  a =  a „  +  6  para  n  ^  I 
v  ¿7  -  6  b)  a  .  =  a  +  2  para  n  a  I  y  ti  =  3  c)  ,  =  1  Oo 
para  //  a  I  y  í/j  =10  d)  an  +  ^  para  7?  ^  !  y  ¿/j  =  5. 
M.  F(0)  =  ft.  F(«)  =  F[n  -  1)  +  n  para  rt  ^  L  11.  F;r(0)  =  0, 

PM  +  i>= PJft)  +  m.  1 3.  Sea h n i  <■/;  +/>... » y;.,, , = y;,». 

Fajo  ria.vc:  Ft  l )  es  verdadera,  puesto  que  /  =  1  =  /. .  Faja  de 
inducción:  supongamos  que  Pik  i  es  verdadera.  Entonces,  fi 
+/.  +  ...  +/,,,  =/-t.;.+/;Hf.h-  *5-  Pffío  Sí.vc: 

/>/  -r/|  /  —  0  t  +  1  1  =  !  2=  /;.  Paso  de  inducción:  .supon 

g«mos  que/,  /;  +fj,  +  -  +4  ,4  =/;;.  Entonces,  y, /,  +  fj\ 

+  -  f  h  i  +/:u i ~f\  +.44,,  H‘ -4; h  = 

4(4  +4.i,+  /« . i -4. :  =  4  4. 2  +  /« ,  .4 . :  =  Í4  ' % ■ . 1  4,. 

=  /  ,_k.  17,  El  número  de  divisiones  que  usa  el  algoritmo  de 

Lucí  i  des  para  encontrar  medí /r  ,./)  es  O  para  n  =  0.  í  para  /i 
=  1  y  n  -  I  para  n  ^  2,  Para  denmslrar  este  resultado  pitra  ;i  2 
usamos  la  inducción  matemática.  Para  n  =  2.  una  división  mues¬ 
tra  que  mcdf/./J  =  medí 2,  1 1  =  medí  L  0)  =  I.  Supongamos 
ahora  que  usarnos  k  I  divisiones  para  hallar  medí/  /). 
Para  encontrar  medí/  f  1 ,  ).  primero  dividimos  f]  n  ,  por /  +  i 
para  obtener  f]  +  ,  =  1  ■/  .  +  fy .  I  ras  una  división,  tenemos  que 
medí/  ,  :i/¿ , ,)  -  medí/  t,/).  Por  hipótesis  de  inducción,  se 
sigue  que  necesitamos  k  -  1  divisiones  mas.  haciendo  un  total 
de  k  divisiones  para  encontrar  d  mcd(/+ Esto  completa 
la  demostración  por  inducción,  19.  |  A  |=  ! .  Por  tanto,  \An  \ 

=  í  I  Se  sigue  que/ |  -  /  -  í-  I  )\  21.  a)  Demostra¬ 

ción  por  inducción.  Paso  base :  para  n  =  I.  max(— at)  =  u,  = 
-mín(u1 ).  Para  n  =  2.  hay  dos  casos.  Si  a2  2^,  entonces  u  £ 

-  por  lo  que  max{-tfr  -  a,  )  =  -a|  =  -minio  ,  uj,  St  -4  < 
a)T  entonces  -a.  <  -  por  lo  que  max(—  ar  — aj  =  -a^  ~ 

.  ap),  Paso  de  inducción:  supongamos  que  es  cieno 

para  Us  2.  Entonces,  mas(-£/r  -a2 . -ar  -ak  4  {)  - 

niaxímaxf-a,,  -aT,  t  ,’í  =  max(-min(a,.  u, . 

-í4  h|)  =  -minfnnníar  u,,  n, ),  ak  +  {)  =  - minia r  a .ar 

a  (l  b)  Demostración  por  inducción  matemática.  Paso 
base:  para  //  =  L  el  resultado  es  la  identidad  a  +6  =  a,  +  b{: 
para  «  =  2,  primero  considerarnos  el  caso  en  que  a  +  />(  >  a,  + 
/>..  Entonces,  max(a[  +  &¡v  a,  +  bj  *  a  4  fr  .  Observa  también 
que  a,  ^  max(or  a,)  y  que  h}  í  max(6r  /?-,),  por  lo  que  a{  ±b]  ^ 
max(ar  a,)  +  max(á>rón).  Ademas.  max(a,  +  bv  a,  +  bd  -  at  + 
b{  <  max(ap  a,)  +  max(FL>  /?,}.  El  caso  en  el  que  +  ó1  <  a.  + 
es  similar.  Paso  de  inducción:  supongamos  que  el  resultado 
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es  verdadero  pura  A.  Entonces,  masía,  +  ¿iz  +  bv  +  br 

ch +**♦:(>* Tna^tmaxtíi,  +  . «*  +  %  >■ °j,i  +  h: . , 1 

-  max(max(flr  «, . <it)  +  max(¿,,  bv  ....  />*).  «i  + ,  +  , ,)  s 

max(ma.\<.Jr  íí . ¡í,J,  al  4 ,)  +  nui.\(max(7jr  b, . fr,  ).  bt  _ 

=  max(íít.  t/:, tJt, «,,,>  +  by ....  hr  bt  +  ()  c)  Idén- 

tico  a!  apartado  (b%  sustituyendo  la  función  «max»  por  La 
función  *min»  e  inviniendo  el  sentido  de  las  desigualdades. 
23.  5  e  S  y  v  +  y  *  S  si  v.  y  e  5,  25.  a)  0  €  5  V  si  x  e  S.  en¬ 
tonces  i  -f  2  e  S  y  Jt  -  2  €  5  b)  2  e  S  y  si  x  €  5.  entonces  a  +  3 
e  5  c)  I  g5,  2  e  5.  3  t  ST  4  e  S  y  si  a  e  S,  entonces  a  +  5  €  S. 
27.  al  (0,  I ).  (I,  I ),  (2,  i);  (0,  2).  f ! ,  2),  (2,  2),  (3,  2),  (4,  2);  (0, 
3),  (1.3),  (2.  3),  {3,  3).  (4,  3|,  (3,  3),  (ó.  3);  (6.  4).  (1.4),  (2,4), 
{3, 4),  (4. 4),  (5, 4),  (ó.  4).  (7. 4),  (8. 4)  b)  Sea  Pin)  la  sen¬ 
tencia  que  afirma  que  a  <  2b  siempre  que  {il  h)eS  se  obtiene 
medíante  n  aplicaciones  del  paso  recursivo.  Poso  base:  P( 0)  es 
verdadera,  pues  el  único  elemento  de  S  obtenido  sin  aplicar  d 
paso  recursivo  es  (U,  Oh  y  de  hecho,  0  s  2  4).  Paso  de  induc¬ 
ción:  supongamos  que  a  <  2b  siempre  que  fi/,  /j)e5  se  haya 
obtenido  aplicando  k  o  menos  veces  d  paso  recursivo.  Consi¬ 
deremos  un  demento  obtenido  aplicando  d  paso  recursivo  k  + 

I  veces.  Como  la  aplicación  final  del  paso  recursivo  a  un  de¬ 
mento  (o,  b)  debe  ser  aplicado  a  un  elemento  obtenido  con  un 
número  inferior  de  aplicaciones  dd  paso  recursivo,  sabemos 
que  a  ¿  2 b*  Sumamos  0^2,  1  s  2  y  2  s  2.  respectivamente, 
para  obtener  a  %  2(b  +  1  )*  a  +  1  s  2{b  +  I )  y  a  +  2  z  2{b  +  1  \ 
que  es  lo  que  se  buscaba,  c)  Esto  se  cumple  para  el  caso  base, 
puesto  que  0  ^  0.  Si  se  cumple  para  d  demento  (u,  h ),  enton¬ 
ces  también  se  cumple  para  el  demento  obtenido  a  partir  de  [a, 
h)  en  d  paso  recursivo,  puesto  que  sumar  0  s  2.  I  £  2  y  2  s  2, 
respectiv  anuente,  a  a  £  2h  da  a  s  2{h  +  1  )f  a  +  1  s  2(7?  +  í )  y  a 
+  2  s  2í h  +  1 ).  29,  a  t  Definimos  de  la  forma  siguiente:  1 1 . 

1)  e  S  y  si  [ü<  h)e  S,  entonces  (u  +  2.  ó)e  S,  17/.  h  +  2)  €  S  y  (ü 
+  1,  h  +  I  K  5.  Todos  los  elementos  incluidos  en  S  satisfacen 
la  condición,  puesto  que  ( I.  I )  tiene  par  la  suma  de  sus  coor¬ 
denadas,  y  si  (¿i.  h)  liene  par  la  suma  de  sus  coordenadas,  en¬ 
tonces  también  iu  +  2,  />),  (ti,  h  +  2)  y  (ti  +  1 ,  /?  +  l).  A  la  in¬ 
versa.  demostramos  por  inducción  sobre  la  suma  de  las 
coordenadas  que  si  a  +  b  es  par.  entonces  (//.  Me 5.  Si  la 
suma  e*  2.  entonces  (t/,  fe)  =  (K  1 ).  >  el  paso  base  incluye  (o,  M 
en  S.  En  caso  contrario,  ía  suma  es  al  menos  4.  \  al  menos  uno 
de  (u  2,  M.  {íh  h  2)  y  (a  -  I ,  h  1 )  debe  tener  coordenadas 
enteras  jxisitívas  cuya  suma  sea  un  número  par  menor  que  a  f  h 
y,  por  tanto,  debe  estar  en  S ,  Entonces,  una  aplicación  dd 
paso  recursivo  muestra  que  (a,  l))tS  b)  Definamos  S  de  la 
siguiente  forma:  ( I ,  I ),  ( 1, 2)  y  (2,  I )  están  en  S,  y  si  (a,  b)e  S, 
entonces  (d  +  2.  b)  y  (ti,  h  +  2)  están  en  S>  Para  demostrar  que 
nuestra  definición  es  válida,  primero  observamos  que  (1.  !),(!, 

2)  y  (2.  1 )  tienen  todos  una  coordenada  impar,  y  si  (¿zT  b)  tiene 
una  coordenada  impar,  también  [a  +  2,  h)  y  (a,  b  +  2),  En 
sentido  contrario,  demos  (ramos  por  inducción  sobre  la  suma  de 
las  coordenadas  que  si  (a,  b)  tiene  al  menos  una  coordenada 
impar,  entonces  (ti.  h)  e  S.  Si  (*;,  ¿)  =  (1T  1 )  o  Uc  M  =  (1 ,  2  M> 
(£/,  h)  -  (2,  í  )T  entonces  el  pasa  base  incluye  a  Wi,  h)  en  S,  En 
caso  contrario,  bien  ü  o  bien  h  es  al  menos  3,  por  lo  que  al  me¬ 
nos  uno  de  (¿?  -  2,  h)  y  m,  h  -  2)  debe  tener  coordenadas  ente¬ 
ras  positivas  cuya  suma  sea  menor  que  a  +  h  y.  por  lauto, 
debe  estar  en  S.  Entonces,  una  aplicación  dd  paso  recursivo 
muestra  que  (a,  h)  e  S  c)  (1.  ó)  e  S  y  (2,  3)  e  S,  y  si  (íj.  h)  e  ^V. 
entonces  (c/  +  2,  Me  \  y  (a.  b  +  ó) e  S.  Para  demostrar  que  esta 
definición  funciona,  primero  observamos  que  si  ( 1. 6)  y  (2,  3) 


satisfacen  la  condición,  y  si  (n,  b)  la  satisface,  entonces  tam¬ 
bién  la  satisface  (u  +  2,  h)  y  U/,  h  +  6),  En  el  sentido  contrario, 
demostraremos  por  inducción  sobre  la  suma  de  las  coordena¬ 
das  que  si  (t?,  M  satisface  la  condición,  entonces  ( a ,  />)  e  y. 
Para  las  sumas  5  y  7,  los  únicos  puntos  son  ( 1 ,  6),  que  d  caso 
base  coloca  en  5;  (2,  3  ),  que  d  caso  base  coloca  en  S,  y  (4.  3)  = 
(2  +  2,  3),  que  se  coloca  en  S  mediante  una  aplicación  de  la  de¬ 
finición  recursiva.  Para  una  suma  mayor  que  7.  bien  a  &  3  o 
bien  ti  ^  2  y  h  ü  9,  en  cuyo  caso  bien  (a  -  2,  M  o  bien  (aj>  - 
ó)  debe  tener  coordenadas  enteras  positivas  cuya  suma  sea 
menor  que  a  +  /;  y  satisface  la  condición  para  estar  en  ,S  En¬ 
tonces,  una  aplicación  del  paso  recursivo  muestra  que  [a.  h) 
e  Sr  31.  Si  v  es  un  conjunto  o  una  variable  que  representa  trn 
conjunto,  entonces  v  es  una  fórmula  bien  formada.  Si  a  e  y  son 
fórmulas  bien  formadas,  también  lo  serán  a,  (  vUy),  [xP\  y)  y 
(x  -  y).  33.  a)  Si  ae  D  =  1 0,  1 .  2.  3.  4,  5,  (x  7.  8, 9  f .  enton¬ 
ces  muj  -  c  si  s  =  ía.  donde  fe  D*  y  a  €  /).  entonces  mis)  - 
min(/uí  A),  vi  b)  Sea  /  =  iva,  donde  weD*  y  x€  D .  Si  w  =  X, 
entonces  m{st)  ^  m{sx)  =  nún(/u(  v).  x )  -  min(m{y),  ffi(.ij)  por  el 
paso  recursivo  y  el  paso  base  de  la  definición  de  m.  En  d 
caso  contrario.  m{$t)  -  w((ah  )a)  -  min(m(,TH').  .t)  por  la  defi¬ 
nición  ile  m.  Ahora,  ni(sw')  =  min(m(jr),  /u(n  ))  por  la  hipótesis 
de  inducción  estructural,  por  lo  que  m(st)  min(miním{j)T 
tfj(vd),  x)  =  miníí/üA),  min(w(aq,  \)}  por  definición  de  la  fun¬ 
ción  mínimo.  Pero  min(ffí(u  \x)  =  w(vv\)  =  m{t)  por  el  paso  re- 
cursivo  de  la  definición  de  m.  Por  tanto,  mU/)  =  miníí/íUK 
w(f|).  35.  A.^  -  X  y  (¿te)*  -  xnH  para  x  e  X,  u  e  X*.  37,  i\J  = 
X  y  39.  Cuando  la  cadena  consiste  en  n  ceros  se¬ 

guidos  de  n  tinos,  para  algún  entero  no  negiilívo  n.  41.  Sea 
P(i)  «¡(W)  =  i  *  /(n\K  PiO)  es  v  erdadera,  puesto  que  =  0  = 
0  *  i  íu  ).  Supongamos  que  P(i )  es  verdadera.  Entonces,  ¡(w  ‘J  > 
=  /ÍHrfuO  —  l(w)  +  /(vvO  -  f(vr)  +  i  ■  /(u  )  -  {{  +  ]  )  *  /{«-), 
43.  ÍVvo  para  el  árbol  binario  completo  que  consiste 
sólo  en  una  raíz,  el  resultado  es  verdadero,  puesto  que  n(T)  “  l 
y  /i(/')  =  0  y  í  ^  2  *  O  -r  1.  Paso  de  inducción:  suponemos  que 
n{ 7j )  a  2/dT,)  +  I  y  n{l\)  s  2^/(7 :)  +  L  Por  las  definiciones  re¬ 
cursivas  de  rt(7)  V  h(!\  tenemos  que  n{T)  =  I  +  «{7'j>  +-  /il  f\)  y 
h(T)  *  I  +  max(/d/j),  /?(7' h)>.  Por  tanto.  «(/  )  -  1  +  ni }\  )  + 
n(Tj  2  l  +  2h{Ti)  +  1+  2/i(7'J  +1^1+2  max(A(J,)T  A(7,)) 
+  2  -  I  +  2(max(A(Tr),  /iíTj)  +  l>  =  l  +  2 h{Ti  45.  Paso 
base:  av)  0  =  0  =  0  +0.  t/r  inducción:  suponemos  que  a 
“  m*  +  n  siempre  que  ( m\  n  )  sea  menor  que  ( m T  /?)  en  d  or¬ 
den  lexicográfico  de  ÍN  x  bí.  Si  n  =  0,  entonces  a  -a  +1 
—  /?í -  1  +  n  + 1  =  m  +  w.  Si  /í  > 0,  entonces  a  -a  ,  +  1  = 
m  4  n  -  I  +  1  ^  m  +  íí.  47.  a)  /J  n  w  =  P  puesto  que  no  se 
puede  usar  un  número  mayor  que  m  en  una  partición  de  m  b! 
Como  sólo  hay  una  forma  de  partid onar  I ,  es  decir,  I  =  I  se 
sigue  que  Pl  *  =  I .  Como  sólo  ha>  una  forma  de  partidonar  ni 
en  unos,  se  sigue  que  Pttt  t  =  L  C liando  íí  >  ííí,  se  sigue  que  Pm 
n  -  Pm  rn,  puesto  que  no  puede  usarse  ningún  número  mayor 
que  rn.  m  =  1  +  Pm  m  r  puesto  que  una  partición  extra,  a 
saber,  m  =  m,  aparece  cuando  í?í  es  permitida  en  la  partición, 
Pm  v  =  Prr  n  j  +  P ^  ff  si  m>  n*  puesto  que  una  partición  de  ííí 
en  culeros  menores  o  iguales  que  n  bien  no  usa  ningún  //  y,  por 
tanto,  es  contado  en  Pni  n _  o  bien  usa  un  íí  y  una  partición  de 
m  -n  y,  por  tanto,  es  contado  en  P  ^  c)  P-  -  7,  P  -  1 1 , 
49.  Sea  P{n)  2)  -  4^.  Paso  base:  7(1)  es  verdadera, 
puesto  que  4(1,2)  =  4(0,  4(1,  l ))  =  4(0,  2)  =  2  *  2  -  4.  Paso 
de  inducción:  suponemos  que  P(n)  es  verdadera,  esto  es.  Mu,  2) 
=  4r  Entonces.  4(u  +  1.  2)  =  4(#i.  A(n  +  1.  1 ))  =  A(n,  2)  =  4. 
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51.  a)  16  h)  65.536,  53.  Usamos  inducción  doble  para 
demostrar  la  sentencia  más  fuerte:  A(nr  k)  >A(mt  I)  cuando 
k  >  L  Paso  base:  cuando  m  -  0,  la  sentencia  es  verdadera, 
puesto  que  k  >  /  implica  que  ,1(0.  k)  -  2 k  >21  =  4(0,  f).  Paso 
de  inducción:  suponemos  que  A{mm  x)  >  4{m,  y)  para  iodo  par 
de  enteros  no  negativos  v,  y,  x  >  y.  Demostraremos  que  esto 
implica  que  Mm  +  l,  k.)  >  A(m  +  1,  /)  si  k  >  L  Paso  base: 
cuando  /  =  0  y  k  >  0,  A{m  +  ! ,  /)  =  0  y  bien  A{m  +  l,¿)-2u 
bien  4(w  +  \r  k)  =  A(m,  A{m  +  L  k  -  I )).  Si  m  =  0,  esto  es, 
2A(  I .  k  1)  =  2a.  Si  m  >  0,  esto  es,  mayor  que  0  por  la  hipóte¬ 
sis  de  inducción.  En  todos  los  casos,  A(m  +  1,  i)  >  0,  y  de  he* 
cho,  \(m  +  1 ,  k)  st  2.  Si  /  =  I  y  k  >  L  entonces  A(m  +  1,  /)  =  2 
y  A{m  +  1 ,  k)  =  3(m,  A(m  +1,11 )),  con  A(m  +  1 ,  k  - 1)  £  2, 
Por  tanto,  por  hipótesis  de  inducción,  4(m,  A(m  +  1,  k- lj)  & 
Aim.  2)>  A{m,  I )  =  2.  Paso  inductivo:  suponemos  que Á(m  + 
L  r)  >  A(m  +1,5)  para  todo  r  >  st  s  =  0,  I . Entonces,  si  k  + 
I  >  /  +  I ,  se  sigue  que  A{m  +  1 T  k  +  1)  =  A(??t,  4{m  +  I ,  it))  > 
A  (mT  A{m  +  I  ,  k))  -  A(m  +  J,  /  +  I),  55,  Del  Problema  54  se 
sigue  que  A(Lj)  s  A{i -  1 ,/)  a  ...  £  4(0,/)  -  2j  a/.  57,  Sea 
Pin)  «F(/ií  está  bien  definida».  Entonces,  P[ 0)  es  verdadera, 
puesto  que  F(0)  está  especificada.  Supongamos  que  P{k)  es 
verdadera  para  todo  k  <  n.  Entonces,  Fin)  está  bien  definida  en  n, 

puesto  que  F(n)  viene  dada  en  términos  de  F( 0).  F(  1) . F(n  -  í ). 

Por  tanto,  P{n)  es  verdadera  para  todo  entero  n.  59,  a)  El  va¬ 
lor  de  Ff  l )  es  ambiguo,  fo)  F(2)  no  está  definido,  puesto  que 
F{0)  no  está  definido,  c)  F(3)  es  ambiguo  y  F(4)  no  está  de¬ 
finido,  puesto  que  F( 4/3)  no  tiene  sentido,  d)  La  definición  de 
F{1)  es  ambigua,  puesto  que  lauto  la  segunda  como  Ja  tercera 
cláusula  parecen  poder  aplicarse,  e)  F(2)  no  puede  ser  cal¬ 
culado,  puesto  que  al  intentarlo  tenemos  que  F(2)  =  1  +  F(F(  1  )j 
=  3  +  F(2).  61.  a)  I  b)  2  c)  3  úi 3  e)  4  f)  4  g)  5 
63*  f'in)  =  t  níaX  65.  fY(n)  ^  I  log  log/j :  para  //  >  I )  =  0 

SECCION  3.5 

1.  proeedure  multin:  entero  positivo,  x:  entero) 

¡f  u  =  1  then  multin.  a)  :-x 
eise  mult{n,  v)  :=  ,v  +-  multin  —  l ,  v) 

3.  p  r ( >ced  u  re  suma  de  i mpt ires[  n :  ente  ro  pos  i  l  i  v  o) 
if  n=  1  then  suma  de  impares{n)  :=  i 
eíse  suma  de Jmpares(n)  :=  sumajde Jmpares(n  -  1 )  + 
2/t-l 

5 ,  p  n  >c ed  u  re  ment >r(a{, ....  a^:  en  te  ros ) 
if  n  =  I  then  menoría  ^  a  )  =  a, 
else  menorfa  v  aj  :=  min(meuur  (us.  a) 

7.  proeedure  modfactonal {n,m:  enteros  positivos) 
if  n  -  I  then  modfactorial(n,  ni) I 
else  modfactoriaKn,  m) (n  modfactoriali n  I .  m)) 
mod  m 

9.  proeedure  medór,  b\  enteros  no  negativos) 

[  se  supone  que  se  cumple  a  <  6} 

if  a  =  0  then  ined (a,  b)  h 

else  if  <7 -b-a  then  mcd(u,  b) a 

else  if  a  <b  a  then  mcd(u.  b)  :=  ntcdiu,  b  -  ai 

else  medítf,  //)  :  medí/?  -  ri,  a) 

1 1 .  proeedure  prt *ducto(x,  y:  enteros  no  negativos) 
jf  y  s  ()  then  productoi  vr  y)  0 
else  if  y  si  igualar  then 
produelo(x,  y)  :=  2r  -  producíais,  y/2 ) 
else  prodnciiMx*  y)  :=  2x  <  producíais,  (y  -  í  i/2 )  +  x 


13.  Si  n  ^  | ,  entonces  nx  -  xy  y  el  algoritmo  devuelve  a,  que  es 
correcto.  Supongamos  que  el  algoritmo  halla  correctamente. 
kx.  Para  hallar  (¿  +  1  )x.  se  computa  recursivamente  el  produc¬ 
to  de  1  +  1  -  I  =  k  y  x  y  luego  se  suma  x.  Por  hipótesis  de  m 
ducción,  el  producto  se  computa  correctameme,  por  lo  que  la 
respuesta  que  se  devuelve  es  L\  +  x  =  (¿  +  l  )  v,  que  es  correcta. 
15.  Si  n  =  0.  entonces  la  primera  línea  del  programa  devuelve 
I  como  valor  de  la  función,  que  es  correcto.  Supongamos  que 
el  programa  devuelve  el  valor  correcto  para  n  =  k.  Si  n  =  k  +  1 . 
entonces  se  ejecuta  la  cláusula  else  y  se  devuelve  el  valor  de  a 
por  d  valor  dcpotem  ia(a,  áj.  Como  por  hipótesis  de  induc¬ 
ción  el  valor  de  potmdaia.  k)  es  a\  este  producto  será  a  ■  a1, 
=  úCC  que  es  correcto.  17,  n  multiplicaciones  frente  a  2\ 
19,  0(log  n)  frente  a  n. 

21.  proeedure  ain:  entero  no  negativo  i 
if  n  =  0  then  ain)  :=  I 
else  ¡f  n  =  1  then  a{n)  :=  2 
else  a(n)  :=  a(/í  1 )  +  ain  -  2) 

23,  Iterativo 

25,  proeedure  herativoin:  entero  no  negativo) 

if  n  =  0  then  z  I 
else  ¡f  n  =  1  then  i  ;=  2 
else 
begiu 

v  - 1 
y 

z:^3 

fnr  / i  U *  n-2 
begin 

w  :=  x  +  y  + 1 
x  ;=y 
y  :=  z 
i w 

end 

end 

( :  es  el  término  u-ésimo  de  la  sucesión  ¡ 

27.  Damos  primero  un  procedimiento  recursivo  y  luego  mío 
iterativo 

p  r  oced  u  re  r  ( n :  en  te  ro  no  negat  i  v  o  I 

if  /i  <  3  then  r(n) 2n  +  I 

else  r(n )  -  r(n  I )  ■  (r(n  -  2  Y)1  -  (r(n  3)  l1 

proeedure  /(/;:  entero  no  negativo) 
if  ?í  =  í)  then  z  :=  \ 
else  if  n  =  1  liten  z  3 
else 
bej»in 
,r  :=  I 
y  3 

Fori:=ltoií  2 
begin 
h- 

x y 
y  :-z 
z w 

end 

end 

( i  es  d  término  ?í-ésimo  de  la  sucesión  ¡ 

La  versión  iterativa  es  más  díctente. 


7, SO  M  üIl"  r  i  ú  1 1  ca  di serta  a  y  su  s  api  i  c  ac  iones 


29,  proetdure  inversa{w:  cadena  de  bits) 
n  :=  longiuid(iv) 
n  s  l  then  tnversa(u  )  :=  w 
el  se  inversa(w)  := 

.v i/fec yj c /( vi1 ,  n t  n ) i n versa ( s i ihcad{ v\\  l,n  l )) 

d,  b)  es  la  subcadena  de  ir  que  contiene  los 
símbolos  entre  las  posiciones  a  v  h  de  la  cadena  w  | 

31.  procedure  Aírn,  n:  enteros  no  negativos, 
if  m  =  0  then  Á(mf  n)  ;=  2 n 
else  if  n  -  0  then  A(m,  n)  :=  Ü 
else  if  n  =  I  Ihen  A(mr  n)  :=  2 
else  A  Un,  ti)  :=  A(  -  1 1 A(tfi.  n  -  1 )) 


U  ííí  tí  t  j 


35,  Considera  las  dos  lisias  1 , 2 _ m  -  1  ni  +  ti  1  y  iru  m  + 

i, ....  m  +  n  -  2,  m  +  n,  respectivamente,  37.  Sí  n  -  L  enton¬ 
ces  el  algoritmo  no  hace  nada,  que  es  correcto,  puesto  que  una 
lista  con  un  solo  elemento  ya  esta  ordenada.  Supongamos  que  el 
algoritmo  da  la  respuesta  correcta  desde  n  —  \  hasta  n  -  k.  Si  n  = 
k  +  L  entonces  rompemos  las  lisias  en  dos  sublistas.  L .  y  L.r  Por 
hipótesis  de  inducción,  el  algoritmo  de  ordenación  por  fusión 
ordena  correctamente  cada  una  de  estas  dos  sablistas;  además, 
ei  algoritmo  de  fusión  de  dos  listas  fusiona  correctamente  las 
dos  listas  ya  ordenadas  en  una,  puesto  que  con  una  comparación 
el  menor  elemento  de  Lx  U  L,  no  puesto  todavía  en  /.  se  coloca 
correctamente.  39,  0(n).  41.  6.  43.  Oítr), 

SECCIÓN  3,6 

I .  Supongamos  que  x  —  0.  El  segmento  de  programo  primero 
asigna  d  valor  I  a  y  y  luego  asigna  el  valor X  +  y  =  0  +  1-1  a 
3.  Supongamos  que  y  =  3.  El  segmento  de  programa  asigna  el 
valor  2  a  x  y  luego  asigna  el  valor  a  +  y  =  2 .  +  3  =  5  a  z.  Como 
y  =  3  >  0,  asigna  z  +  1  -  5  +  I  =  6  a  r, 

5.  tp  a  cotHÍirwnl)  {S^tf 

(p  a  -i  condición  l  a  c'ondicumJ)  f  5-, 


ip  a  -» condición  1  a  -i  condición!) 

—  a  -i condkion{n  -  l )  [ Sn } q 

a  p  !  ir  condición)  then  Sp 

else  if  condición!  then  5 y  else  SJq 


7,  Demostraremos  que  p:  «potencia  =  x* 1  e  i  x  n-  1  *  es  un 
invariante  del  bucle.  Observ  a  que  p  es  verdadera  micí almcn te, 
puesto  que  ames  del  bu  de  /  =  1  y  potencia  -  \  -  iJ‘  =  v1  K 
Ahora  debemos  ver  que  si  p  es  verdadera  e  i  s  n  tras  ejecutar 
una  vez  el  bucle,  entonces  p  permanece  verdadera  tras  más  de 
una  ejecución.  El  bucle  incrementa  i  en  I.  Por  tanto,  como  i  s 
n  ames  de  una  pasada^  i  £  n  +  1  tras  esta  pasada.  También  d 
bucle  asigna  potencia  ■  i  a  potencia.  Por  hipótesis  de  inducción, 
vemos  que  a  potencia  se  le  asigna  el  valor  \J  1  a  =  iJ ,  Por  tan¬ 
to,  p  permanece  verdadera.  Además,  el  bucle  termina  tras  n  pa¬ 
sadas  con  i  -  n  +  1,  puesto  que  a  i  se  1c  asigna  el  valor  I  antes 
de  entrar  en  d  bucle,  se  incrementa  en  I  en  cada  pasada  y  d 
huele  concluye  cuando  i  >  n.  Por  tanto,  tenemos  como  térro ¡ 
nación  que  potencia  =  como  se  esperaba.  9,  Supongamos 
que  p  es  «m  y  n  son  enteros».  Entonces,  si  la  condición  n  <  ü 
es  verdadera,  a  =  -n  =  M  tras  ejecutarse  Sr  Si  la  condición  n  ti 
es  falsa,  entonces  a  -  n  = 1  al  ejecutarse  ,S , .  Por  tanto.  p{Sx  \q 
es  verdadera,  donde  q  es  p  a  Ui  =  |/i |).  Como  S1  asigna  el  valor 
0  tanto  a  k  como  a  v.  es  claro  que  q{S  Jr  es  verdadera,  donde  r 
es  q  a  (k  =  0)  a  (a  =  0).  Supongamos  que  r  es  verdadera.  Sea 
P{k)  «a  mk  y  k  <  a».  Podemos  demostrar  que  P{k)  es  un  in¬ 
variante  del  bucle  para  el  bucle  de  Sr  P(0)  es  verdadera,  pues 
lo  que  antes  del  bucle  a  =  0  =  m  3)  y  0  s  a.  Ahora  suponga¬ 
mos  que  P{k)  es  verdadera  y  k  <  a.  Entonces,  P\k  +  1 )  es 
verdadera,  puesto  que  a  x  se  le  asigna  el  valor  a  +  m  =  mk  +  m 

-  m{k  +  I El  bucle  termina  cuando  k  —  a*  y  en  ese  punto. 
\  =  ma.  Por  tanto,  r(3\  j.v  es  verdadera,  donde  S  es  «a  - 1  n  \  y  v 

-  ma'>.  Ahora  supongamos  que  s  es  verdadera.  Entonces,  si  n 

<  0  se  cumple  que  a  =  -/t,  por  lo  que  x  -  mtL  En  este  caso.  S 
asigna  -x  =  mrt  a  producto.  Si  ti  >  0.  entonces  v  =  ma  -  mrt , 
por  lo  que  3  .  asigna  mu  a  producto.  Por  tanto,  s \  S4  )r  es  venia- 
de  ra.  M ,  Su  pon  g  an  1 1  >s  que  I  a  a  seré  i  ór \  in  i  lio  I  p  es  verdadera. 
Entonces,  como p\S}qu  es  verdadera,  qn  es  verdadera  una  vez 
que  d  segmento  S  se  ejecuta.  Como  q,  -+  ^  es  verdadera, 
también  se  cumple  que  qy  es  verdadera  cuando  S  se  ejecuta. 
Por  i  ai  no,  p  \  S 1  £/ !  es  verdadera .  1 3,  U  sa  re  mi  >s  I  a  propos  i  ei  oí  i  p , 

<mcd(í/,  h)  -  mcd(A,  y)  e  y  s  Q»t  como  invariante  del  bucle. 
Observa  que  p  es  verdadera  antes  tic  entrar  cu  el  bucle,  puesto 
que  a  =  o.  y  -be  y  es  un  entero  positivo,  utilizando  la  aserción 
inicial.  Ahora  asumamos  que  p  es  verdadera  e  y  >  0;  entonces, 
d  bucle  se  ejecutará  de  nuevo.  Dentro  del  bucle,  a  e  y  son  re 
emplazadas  por  y  y  x  mod  y.  respectivamente.  Por  e!  l  ema  1 
de  la  Sección  2.5,  mcdU,  y)  mcd(v,  x  mod  y).  Por  tanto,  tras 
la  ejecución  del  bucle,  el  valor  de  medir,  v)  es  el  mismo  que 
era  antes.  Además,  como  y  es  el  resto,  es  al  menos  0,  Asi,  p 
permanece  verdadera,  |xjf  lo  que  es  un  invariante  del  bucle. 
Además,  si  el  bucle  termina,  entonces  y  ^  U  .  En  éste  caso,  le¬ 
ñemos  que  med( a,  >')  =  x  la  aserción  Final.  Además,  ei  programa 
que  da  v  como  salida  ha  calculado  correctamente  mcd(a.  bl  Fi¬ 
nalmente,  podemos  demostrar  que  el  bucle  debe  terminar,  pues 
tu  que  cada  iteración  hace  decrecer  el  valor  de  y  en  una  unidad 
al  menos.  Por  tanto,  el  bucle  se  recorre  como  mucho  h  veces. 

PRC  )BLEM  A  S  COM  PE  E  MENTA  RIOS 

1.  +  t  =  4.294.967.297  =  641  6.700.4J7.  3.  Demostra¬ 

ción  por  contradicción.  Supongamos  que  v  7  -  p/q+  donde  p  y  q 
son  enteros  positivos  sin  fác Lores  comunes  Entonces,  //  =  7 q 
Por  tanto,  7  es  un  factor  de  //  y  también  factor  de  p  (si  no  fue- 


Respuestas  los  problemas  impares  TS I 


se  así,  entonces  una  factorial  i/ación  en  números  primos  de  ps 
no  podría  contener  ningún  7),  Escribimos  p  =  7  A  para  algún 
entero  positivo  A.  Esto  nos  da  49  A'  =  Por  lauto,  7  será  tam¬ 
bién  factor  de  q  (por  el  mismo  razonamiento  anterior).  Pero 
esto  contradice  el  hecho  de  que  p  y  q  no  tienen  factores  comu¬ 
nes.  Así,  y/  7  no  es  número  racional.  5.  Los  únicos  posibles 
sumandos  son  1  *  =  L  24  =  1 6,  34  =  8 1 . 4J  -  256  y  54  =  625,  Cla¬ 
ramente,  ningún  par  de  estos  valores  suma  LOGO.  7,  Sea  i  =  jr 
-y.  por  lo  que  v  “  y  +  z.  Entonces,  la  desigualdad  que  interna¬ 
mos  demostrar  se  conviene  en  |r|*  |v  4  z  |  —  |  v  l  que  os  equi¬ 
valente  a | v  |  +|r(a| v  +  z  [,  Pero  esta  es  la  desigualdad  trian¬ 
gular  demostrada  en  el  Problema  35  de  la  Sección  1.5. 
9.  Sea  d  i\\ )  dado  en  la  ayuda.  Entonces,  P(_%)  es  un  polino¬ 
mio  (de  erado  n  -  1 ),  y  si  x  =  x  ,  entonces  FI  ,  ía-a  )/U  0  =  0, 

y  -  m  /  f  ¡ 

ano  ser  que  i  m.  Por  tanto.  P(xJ  =  U:.jjx„  -  Xj )  f(xm  t . ) 
=  I  •  v  =  v  ■  II.  Sea  í*(/j)  «I  ■  I  +  2  ■  2  +  ...  +  n  ■  2"  1  = 
ín  -  1)2*  +  1  >\  Pasa  base:  P(  I  >  es  verdadera,  puesto  que  I  I 
=  (1  -  1)2'  4  L  Paso  de  inducción",  suponemos  que  P(k)  es 
verdadera.  Entonces,  1  ■  1  +  2  *  2  +  ...  +  k  *  2i_í  +  (A  4  Í  )2J- 
ik  -  1)2*  +  I  +  [k  +  1)2*  =  2A  ■  2a  +  1  =  {(i  +  1)  -  I  )2I>J  +  L 
13.  Sea  Pin)  «l/[  1  ■  4]  4  ...  +  IflQn  -  2)(3 n  +  I)]  =  n/(3n  + 
I )».  Paso  base:  Pi  I )  es  verdadera,  puesto  que  l/[l  -  4J  =  1/4, 
Paso  de  inducción:  suponemos  que  P(k)  es  verdadera.  Enton¬ 
ces,  w  4]  +  ...  +  1/[(3A  2}(3k  +  1)1  +  1/[(3A  +  I )(3*  +  4)1 
=*  kf(3k  +  h  +  I  /|(3*  +  1  )(3A  +  4)|  -  f*(3Jt  +  4)  +  1 1/[(3A  +  I ) 
(M+4)l  =  ¡(3A  +  !)(*  +  UJ/U3A+  1)(3*  +  4)|K*+  l)/[3A  +  4>. 
15,  Sea  Pin)  «2 n  >  n1  >k  Paso  base:  P{  10)  es  verdadera,  pues 
lo  que  1.024  >  1.000.  Paso  de  india  i  ion:  suponemos  que  P(k) 
es  verdadera.  Entonces,  (A  +  1  y  =  k3  +  M2  +  3A  +  I  ^  k'  4  9 k 
s,  k -K  +  A-1  =  2kK  <  2  -  2*  -  2¿4 '.  17.  Sea  P(n)  «a  -  h  es  factor 

de  íf  -  h"»,  Paso  base:  P{  1 )  es  trivialmente  verdadera.  Supo¬ 
nemos  que  P{k)  es  verdadera.  Entonces,  ¿jíH-  =  f/M  - 
i///  +  abk  -  íf  =  ata*  -  bl)  +  a  h).  Como  a  -  h  es  factor 
de  (/  -  h*  y  de  a  6.  se  sigue  que  a  6  es  factor  de  iri43  h*'  L 
19.  Sea  P(n)  * a  4  ia  +  d)  +  —  +  (a  +  nd)  -  (n  +  Í){2í/  4 
nd)/2».  Paso  base  P{  I )  es  verdadera,  ya  que  a  4  {a  4  d)  2a 
+  d  -  2(2a  4  í/)/2.  Paso  ¿le  inducción:  suponernos  ahora  que 
P(k)  es  verdadera.  Entonces,  a  4  {a  4  J)  4  ■  4  ( a  4  kd)  +  (a 
4  (k  +  1  )í7)  =  (k  4  I  k2í/  4  kd)/ 2  f  a  4  (k  4  1  )d  -  \  |2z/A  +  2a 


+  k-d  4  kd  +  2a  4  2 kd  4  2d¡  =  1  [lak  4  4 a  +  k2d  4  3 kd  4  2^j  = 
4  (A  4  2h  -HA  4  l  hi).  21 .  Paso  base:  es  cierto  para  n  -  I . 
puesto  que  5/6  =  10/12.  Paso  de  inducción:  supongamos  qui¬ 
la  ecuación  .se  cumple  para  ti  -  k  y  consideremos  n  =  k  i  1 . 


Entonces 


:es,  y,  - 

Ht  + 


r  t  4 


Díí  +  2) 


-r, 


i  +  4 


k  +  5 


iii  y  I  Hj  +  21  {k  +  W  +  W  +  D 


kOk  + 1) 
21*  +  1H  t 
I 


(*  Hh  IH*  +  2)  \ 

(Jt  +  3)  +  2(*  +  5))  - 

i 


U  +  l'«*  +  2'K*  +  J) 
/  k{U  »  7t  k  +  5\ 


!  por  hipótesis  de  induce  ion) 


1 


—  (¿(3A  +  7) 


*  +  3/  +  :♦  n 

— - -  (W  +  \6k2  +  2M  +  \0i 

2ik  +  I)fjt  +  2)U'  +  9  v 


2(jt  +  |)(*  +  2H*  i  3) 

f*  +  IK3í*  +  l>4  7) 


(3Jfc  4  !0)i  A  4  I  }J 


I 


-  (3É+  lili 


(A  4  1 )  “  - 


2{k±2)(k  +  y} 

como  deseó.  23,  Paso  base:  la 

2íí*  «  ]J+  +  H  +  2) 

sentencia  e\  \  erdadera  para  n  -  lt  puesto  que  la  derivada  de 
y  (a)  —  xe*  es  \  *  e'  f  e 1  =  (a  4  1  lr[,  por  la  regía  del  producto. 
Paso  de  inducción:  suponemos  que  la  sentencia  es  verdadera 
para  n  -  A,  es  decir,  que  la  derivada  A-ésima  viene  dada  por 
g(  r)'M  =  ( v  4  k)e\  1  luciendo  uso  de  la  regla  del  producto,  tene¬ 
mos  que  la  derivada  (k  +  1)  es  g{A)a  +n  =  (a  4  AVl  4  ex  -  í  k  4 


(A  4  1  ))e\  que  es  lo  que  se  busca.  25.  Usaremos  la  inducción 
fuerte  para  demostrar  que  /‘  es  par  sí  n  -  0  (mod  3)  e  impar  en 
caso  contrario.  Paso  base:  se  cumple,  puesto  que  -  0  es  par 
y/(  =  I  es  impar  Paso  de  indita  ión:  suponemos  que  si  j  s  A, 
entonces  /  es  par  sí  /  ze  0  (mod  3)  e  impar  en  caso  contrario. 
Ahora  supongamos  que  A  4  1-0  (mod  3).  Entonces,  y  =  /(  4 
ft_.  es  par,  puesto  que  fk  y  son  ambas  impares.  Si  A  4  1  ^  1 
(mod  3),  entonces/^!  =  f,  4  j]  ,  es  impar,  puesta  q ue  /'  es  par  y 
/._1  es  impar.  Finalmente,  si  A  4  I  -  2  (trnxi  3),  entonces/,  M  -fi 
4  féi  es  impar,  puesto  que  es  impar  y  j\  {  es  par  Esto  com¬ 
pleta  la  demostración.  27,  Sea  Pin)  la  sentencia  que  afirma 
que  fj\ 4 /4+|/nll= para  todo  entero  no  negativo  A.  Paso 
base:  consiste  en  demostrar  que  /J(0)  v  P(  i )  se  cumplen.  P{0) 
es  verdadera,  puesto  qu efj^  +  /U]  f  =  •  0  +  /,,,  ■  l  =/r 

Corno +/(,|/-  =  ./;  +/UI  se  cumple  /’( 1 1,  tor/c  (>/■ 
(facción:  supongamos  ahora  que  se  cumple  Pij).  Entonces, 
por  hipótesis  de  inducción  y  la  definición  recursiva  de  los  nú¬ 


meros  de  Fibonaceí,  se  cumple  que :  QJ]  +  0 

+c,v  */♦■)  *  » + *  =•  i . 

=/4JL+,.  Esto  demuestra  que  ^(j  4  ! )  es  verdadera  y  completa  la 
demostración.  29,  Sea  P(n )  la  semencia  que  afirma  que  /(;  4 
/j24  ...  4  P  =  IJnn  4  2.  Paso  base:  P(0)  y  P{  I )  se  cumplen, 
puesto  que  í¡=  T  2  •  1+2  -  /f|/(  4  2  y  ¡¡  4  /f  =  22  4  U  -  I  3 
4  2  =  ÍJ,  4  2.  Paso  de  inducción:  suponemos  que  se  cumple  P(k). 
Entonces,  por  hipótesis  de  inducción,  /;  4- 1: 4  4  /*  4  i]  = 

/  /.+  +2  4  /  , ,  -  ii  ^  +  /f  r)  +  2  =  /  /  ,4  2.  Esto  demuestra 
que  P(k  +  I )  es  verdadera  y  completa  la  demostración, 
31,  Sea  P(fi)  la  sentencia  que  afirma  que  la  identidad  se  cuín 
pie  para  n .  Paso  base:  es  obvio  que  P{  \  i  es  verdadera,  Paso  tic 
inducción:  supongamos  que  Pik)  es  verdadera.  Entonces,  eos  (A 
4 1  )x  4  i  sen(A  4  I  ).x=  eost k %  +  r)  t  i  scn(A.v  4  je)  =  eos  k  \  COS 
a  sen  A  i  sen  \  4  ({sen  k\  eos  a  4  eos  A:v  sen  x)  =  eos  vicos  iti 
4  ;  sen  A  vKcos  i  +  /  sen  a  )  =  (eos  a  4  í  sen  v  fíeos  v  *  t  sen  a) 
=  (eos  v  4  i  sen  a)1'1.  Esto  demuestra  que  PíA  4  I )  es  verdade¬ 
ra  y  completa  la  demostración ,  33.  Reescribimos  el  lado 

derecho  como  2tfM(/r  -  2^  4  3)  -  6,  Para  n  -  I  tenemos  2-4 
2-6.  Suponemos  que  ía  ecuación  se  cumple  para  n  =  k  y 
consideramos  /{  =  (+  I.  Entonces,  Z.í_  i  f~2l  -  Zj-  1/2'  4  (A  4 
I  )'2¿4Í  =  21  *  ‘(A-  -  2A  4  3)  -  6  4  (A  4  2k  +  I  )2A  1  (por  hipótesis 
de  inducción)  -  2J 1  t2A2  4  4i  o  -  2‘  *2(k:  4  2)  -6  =  2’  *‘{(A  4 
1  f  -  2(A  4  I )  4  3)  -  6.  35,  C  uamlo  n  =  L  la  sentencia  es  ver¬ 
dadera  (demostración  vacua).  Suponemos  que  la  sentencia  es 
verdadera  para  n  -  k  y  consideremos  A  f  I  personas  guardando 
la  cola,  con  una  mujer  en  primera  posición  y  un  hombre  en  ul 
tinta  posición.  Si  la  persona  A  ésima  es  una  mujer,  entonces  \c 
iiemtjs  esa  mujer  enfrente  del  hombre  del  final.  Si  la  persona  A- 
ésima  es  un  hombre,  entonces  las  primeras  A  personas  de  Ja 
cola  satisfacen  las  condiciones  de  la  hipótesis  de  inducción, 
por  lo  que  podemos  concluir  que  entre  ellas  hay  una  mujer  di¬ 
rectamente  enfrente  de  un  hombre  en  alguna  posición  de  fa 
cola.  37.  Paso  base:  cuando  n  I  hay  un  círculo  y  podemos 
colorear  de  a/u  1  dentro  y  de  rojo  fuera  para  satisfacer  las  con¬ 
diciones.  Paso  de  inducción:  suponemos  como  hipótesis  que  si 
tenemos  A  círculos,  las  regiones  se  pueden  colorear  en  dos 
colores  de  tal  forma  que  no  haya  dos  regiones  que  compartan 
un  contorno  coloreadas  del  nósmo  color.  Consideramos  la  si¬ 
tuación  con  A  4  I  círculos.  Quitamos  uno  de  estos  círculos,  re 
produciendo  un  escenario  con  A  círculos,  y  utilizamos  la  hipó- 
tes  i  s  de  i  nd  u  ed  án  para  col  o  re  a  r  e  I  p  1  a  n  o .  En  ton  ce  s,  volvemos 
a  colocar  el  círculo  que  habíamos  quitado  y  cambiamos  el  eo- 
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lítr  de  cada  una  de  las  regiones  dentro  del  círculo.  El  resultado 
satis  face  la  hipótesis,  puesto  que  si  dos  regiones  tienen  un 
contorno  común,  entonces  bien  este  contorno  es  del  último 
círculo  o  bien  no  lo  es.  En  el  primer  caso,  era  una  misma  re¬ 
gión  y  se  ha  partido  en  dos  coloreadas  con  dos  colores  dife¬ 
rentes.  En  el  segundo  caso,  estaban  coloreadas  de  diferente  color 
antes  de  colocar  el  nuevo  círculo.  39.  Si  n  =  I.  entonces  la 
ecuación  resulta  í  I  =  1  -  272.  que  es  verdadera.  Suponemos  que 
se  cumple  la  ecuación  puní  n.  I  a  consideramos  para  n  +  L  Enton- 

CCS.  v  '  \(2j  l  XI": !  \  )  =  7  )  +  (2(n  +  1)  -  1 )  * 

¿r= SJ- m - 1  ) +£f= < -k  r,- 1(2/ - 1  »,u 

(i;  -  A2j -  1)  Sil)  +^=  {&■ ■  "O  +  T+l1  (por  hipó- 


tesis  e  inducción)  = 


-i-  /?in  1 1):  t  ■,4.ri— J: ' 

IÜ*0 


_  (fl+1K*r+2) 
2(n+l)  “  2 


41,  a)  92  b)  91  c)  91  di  91  e)  91  f)  91.  43,  El 
paso  base  es  incorrecto,  puesto  que  n  *  1  para  Ja  suma  dada. 
45.  Sea  Pin)  la  sentencia  «n  círculos  dividen  al  plano  en  tr  -  ti 
+  2  regiones  si  cada  dos  círculos  se  cortan  enlre  sí  en  exacta- 
mente  dos  punios  y  no  hay  punios  comunes  a  tres  círculos». 
Paso  base:  Fi  1 1  es  verdadera,  puesto  que  un  círculo  divide  al 
plano  en  2  =  l  -  I  +  2  regiones.  Paso  de  inducción:  supone¬ 
mos  que  P(k)  es  verdadera,  esto  es,  k  circuios  con  la  propiedad 
especificada  dividen  el  plano  en  k2  k  +  2  regiones.  Suponga¬ 
mos  ahora  que  se  añade  el  círculo  (k  +  l ).  Este  círculo  se  cru¬ 
za  con  cada  uno  de  los  k  círculos  anteriores  en  dos  puntos,  por 
lo  que  estos  puntos  de  corte  forman  2 k  nuevos  arcos,  cada 
uno  de  ellos  dividiendo  una  de  las  antiguas  regiones.  Por  tanto, 
se  parten  2 k  regiones,  lo  que  indica  que  tendremos  2 k  regiones 
mas  que  anteriormente*  Así,  k  +  1  círculos  dividen  el  plano  en 
k:  A+2  +  2A=<*:  +  2Jfc  +  !)-(*  +  I )  +  2  =  ( A  +  l)2  — <*+  1) 
+  2  regiones.  47.  Supongamos  que  \¡2  fuese  racional.  En¬ 
tonas,  V  2  =  u¡h\  donde  a  y  h  son  enteros  positivos.  Se  cumple 
que  el  conjunto  S  =  lnV2  |  n  e  \  |  O  N  es  un  conjunto  no  vacío 
de  enteros  positivos,  puesto  que  /V  2  =  a  pertenece  a  S.  Sea  í 
el  elemento  mínimo  de  S,  el  cual  existe  por  la  propiedad  dd 
buen  orden.  Entonces.  /  =  xy2  para  algún  entero  s.  Tenemos 
que  /  -  x  -  vV 2  -  s  =  víV2  -  I ).  por  Jo  que  /  -  s  es  un  entero 
positivo,  ya  que  v'2  >  1.  Asi,  /  y  pertenece  a  S.  Esto  es  una 
contradicción,  puesto  que  t  -  s  ~  sy 2  -  s  <  s ,  Por  tanto.  \f2  es 
irracional.  49.  Supongamos  que  la  propiedad  dd  buen  orden 
fuese  falsa.  Sea  S  un  conjunto  no  vacío  de  enteros  no  negativos 
que  no  tiene  demento  mínimo.  Sea  Pin)  la  sentencia  i  ~ 

(I,  I . P(0)  es  verdadera  porque  si  Oe  5,  entonces  S  ten 

dría  un  demento  mínimo,  el  propio  0.  Ahora  supongamos  que 

Pin)  es  verdadera.  Por  tanto,  ()£  S,  1  </  S . n&  S,  Claramente. 

n  +  1  no  puede  estar  en  S,  porque  si  así  fuera,  sería  su  demon¬ 
io  mínimo.  Por  tanto,  P{n  +  1 )  es  verdadera.  Por  el  principio  de 
inducción  matemática,  n  £  S  para  todo  n  entero  no  negativo. 
Luego  S  -  IL  una  contradicción.  51*  a)  Sea  d  =  medri?, ,  oy 
fi  ).  Entonces,  d  es  un  divisor  de  cada  a  y,  por  lanío,  debe 
ser  un  divisor  de  mcdfíi  ,  aj.  Por  tanto,  d  es  un  div  isor  co¬ 
mún  de  íi|t  a . ti  ,  y  medí  r  a  }.  Para  demostrar  que  es  el 

máximo  común  divisor  de  estos  números,  supongamos  que  t 
es  un  divisor  común  de  ellos.  Entonces,  c  es  un  divisor  de  a 
para  t  -  1 , 2, ...,  n  -  2  y  un  div  ¡sur  de  mcd(af  l.  por  lo  que 
es  un  divisor  de  a  ,  v  a  Por  tanto,  c  es  un  divisor  común  de 
o¡,  a . _r  ay  Por  tanto,  es  un  divisor  de  d  el  máximo  co¬ 

mún  divisor  de  ay  a n,  a  ,  Se  sigue  que  de s  el  máximo  co¬ 


mún  divisor,  comí)  se  dijo,  h>  Si  n  -  2*  aplicamos  el  algorit¬ 
mo  de  Euc  lides.  En  caso  contrario,  se  aplica  el  algoritmo  de 
Eudides  a  a  {  y  ay  obteniendo  d  -  mcd(rtw_r  a J,  y  entonces  se 
aplica  el  algoritmo  recursivamente  sobre  ay  ar  ....  att  y  J, 
53,  j\n)  -  n1.  Sea  P{n)  « f(n )  -  n:  >\  Paso  base:  P(  I )  es  verda¬ 
dera,  puesto  que/(l )  =1  =  1*,  por  la  definición  de/.  Paso  de 
inducción:  suponemos  que  fin)  =  tr.  Entonces,  j\n  a-  I )  =  j\{n  + 
1 )  -  ] )  +  2(n  +  I )  -  1  =  fin)  +  2/í  +  1  =  n2  +  2n  +  i  =  {n  +  1  )K 
55.  aí  JL  0,  L  00,  01,  II,  000T  001.  01  i.  III,  0000,  0001, 

íxii  l  oí  n,  i  ni,  ooooo,  oockj  i  ,  oooi  l  001 1  l  oí  i  i  l  i  i  i  i  i 

10  S  =  t  txp  1  fX  es  una  cadena  de  m  ceros  y  P  es  una  cadena  de 
n  unos,  m  s  0,  n  ^  0 1,  57.  Se  aplica  el  primer  paso  recursi vo 
a  K  para  obtener  (  )€  Aplicamos  c!  segundo  paso  recursivo  a 
esta  cadena  para  obtener  ( )( )e  Aplicamos  d  primer  puso 
recursivo  a  esta  cadena  para  obtener  (( )  í ))  e  B.  Por  el  Proble¬ 
ma  60,  { ()) )  no  está  en  B ,  porque  el  número  de  paréntesis  que 
se  abren  no  es  igual  al  número  de  los  que  se  cierran.  59.  X, 
(L(O), 00*  61,  a)(l  h)-2  cL2  d)0. 

63*  p  ruccdure  pare nt  ha  íam  (  ti ;  e  ntc ro  n  o  ti  egat  i  v  o ) 
íf  n  es  impar  Ihen 
begin 

S:-S{n-  l):T:^T(tt-  I) 

end 

dse  if  n  =  0  (hen 
begin 

:=(L  r:=  \X\ 

end 

else 

begin 

Tt  :=  Un  -  2);  5t  :=S(n-2) 

7  :  =  rtü  ICO I  ve  7',  U S,  y  t(x)  =  n- 2| 

S  :  =  5,  U  ¡vy  |  xa  Tt  e  y  e  T{  U  ,9,  y  l(xy)  =  n  I 
end  (  FU  U  es  el  conjunto  de  cadenas  balanceadas  de  pa¬ 
réntesis  que  contienen  n  símbolos  o  menos  | 

65-  Si  y  ^  v  inicial  mente,  x  :  -  y  no  se  ejecuta,  por  lo  que  v  ^  y 
es  una  aserción  final  verdadera.  Si  x  >  y  inicialmente,  entonces 
.v  :=  y  se  ejecuta,  por  lo  que  x  s  y  de  nuevo  es  una  aserción  ver¬ 
dadera. 

67.  procedure  ciwnt¿2  rerosi a y  a a  :  lista  de  enteros) 

I  then 

if  íí  —  0  Ihcn  cuerna  t  eros(úr  a^  ...,  a  J  :=  1 
elsc  <  ttenra  cerosia ,  T  ay  ...,  //  )  ;s  0 
el m 

if  a*  =  0  then  cuenta _ceros{ar  a aj  := 
aienta  cerosia  t ,  ar  ....  aa  +  1 

else  cttenta_ceros(av  a2 _ aj  := 

cuen tú_cer&s(a t T  a2 , ari  , ) 

69.  Demostraremos  que  ü{n)  es  un  número  natural  y  que 
c/(zi)  s  n.  Esto  es  verdad  para  el  caso  base,  puesto  que  r/(0)  í). 

Supongamos  aliora  que  aín  -  l )  es  natural  y  que  ú(n  -  I )  £  n  E 
Entonces,  u(a(ti  -  1))  es  a  aplicado  a  un  número  natural  menor 
o  igual  que  n  1.  Por  tanto,  aiain  I ))  es  también  un  numero 
natural  menor  o  igual  que  n  1 .  Por  tanto,  n  —  aiain  1  0  es  /i 
menos  un  número  natural  menor  o  igual  que  n  -  1.  que  es  un 
numero  natural  menor  o  igual  que  n ,  71*  Del  Problema  70, 

a(n)  =  [{n  +■  l )  pj  y  ain  -  1 )  =  la  pj.  Como  p  <  L  estos  dos  va¬ 
lores  son  ¡guales  o  difieren  en  1 .  Primero  supongamos  que  p^ 
I  puJ  <  I  p.  Esto  es  equivalente  a  prir  -f  t)  <  1  +  Lp«L  bi 
esto  es  verdad,  entonces  LpC*  +  1)1  =  [p^l  Por  otra  parte,  si 
p/i  [  p??J  ^  1  -  p.  entonces  p(n  +  1 )  a  1  +  Lp ni  por  lo  que 
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L|i {n  +  1)J  -  1  +LnnJ,  t  orno  se  desea,  73*  j{  0)  =  1,  tfi(O)  =  0: 
fi  ]  i  =  L  m( !  i  -  0;  /i  2>  =  2,  m(2 )  =  \:fiJ)  =  2.  *i(3)  =  2:^4)  = 
3t  mi 4)  =  2;fi5)  =  3.  w(5)  =  3;jfó)  =  4,  m(6)  =  4:  /(7)  -  5, 
mil)  =  4; /(8 )  =  5,  m(8)  =  5;  /Í9)  =  6,  m(9)  -  6.  75.  La  últi¬ 
ma  aparición  de  ;;  es  en  la  posición  para  la  cual  e[  número  iota. 

de  1  n.  2s . ns*  todos  junios,  es  el  número  de  esa  posición. 

Pero  como  a  es  el  número  de  apariciones  de  L  esto  es.  justa¬ 
mente*  Sí  i  at,  como  se  desea  Como  fin)  es  la  suma  de  los 
primeros  n  términos  de  la  sucesión yfifin))  es  la  suma  de  los 
primeros  términos  fin)  de  la  sucesión.  Pero  como  fin)  es  el  til 
timo  término  cuyo  valor  es  nr  esto  significa  que  kt  suma  es 
la  suma  de  todos  los  términos  de  la  serie  cuyo  valor  es  como 
máximo  n.  Como  hay  ut  términos  en  ta  sucesión  cuyo  valor  es 
km  esta  suma  es  Z/*i  k *  u  ,  como  se  busca.  77,  Supongamos 
el  enso  en  que/fn)  y  #(/t)  pertenecen  a  £  y  son  positivas.  En¬ 
tonces,  ln  fin)  y  ln  gin)  están  enX*  por  lo  que  por  el  Problema  76. 
ln  fin)  4-  ln  g(/t)  =  ln(/fa)£(rc)) € £L  Por  tanto.  eMfwu  =/f«) 
g  í  n )  €  £ .  De  forma  s  i  mi  lar  Anfin)  -  1  n  g( n >  =  I  n  {/{ n  )fg( ’w ) )  e  £ . 
por  lo  que  e£  Ahora  supongamos  que 

_/{w)  y  g(/i)  están  en  £  y  ninguna  de  ellas  es  idénticamente 
igual  a  cero.  Si  fin)  y  g(n)  son  ambas  negativas,  entonces 
-/U)  y  g(n)  son  positivas  y  pertenecen  también  a  £,  por  lo 
que  f\ n \ $ n )  =  {-fi ñ ))(  g(d» e  £  y  /(n Vjrirf )  =  1— /< «))/(- g(n)) 
e  £  .  Si  una  de  las  funciones,  por  ejemplo,  fin),  es  positiva  y  la 
otra  es  negativa,  entonces  fin)g(n)  -  -f(n)(-g(n))  f  £  y  de 
forma  similar  para  ej  cociente.  79*  SiJ(tt)  e  L  y  es  positiva, 
entonces  ln  fin)  €  £;  por  tanto,  por  el  resultado  del  Proble¬ 
ma  77,  \  ln  fin)  -  ln(v7f/f))  e  L.  Por  tanto*  (V/?n>)  =  £, 

CAPÍTULO  4 


SECCIÓN  4.1 

1.  a)  5.850  b>  343.  3.  a)  4ID  b)  5"’.  5.  42.  7.  26J. 
9.  670.  11,  2*.  13.  rt  +  I  (contando  la  cadena  vacía), 
15.  475.255  (contando  la  cadena  vacía).  17.  1,321  J68.96L 
19*  a)  128  b)  450  c)  9  dt  075  e)  450  fl  450 

g)  225  h)  75,  21*  al  900  b>  500  c)  27.  23, 

25.  52.457.600.  27.  20.077.200.  29.  tú  37.822.859*361 

b)  8.204.716.800  c)  40.159.050.880  d,i  12.1 15.640.000 
e)  171 .004,205*215  0  72  043.541.640  g)  6,230.721.635 

h)  223.149*655.  31*  a)  0  b)  120  c)  720  d)  2.520* 

33.  aí  2  si  n  =  L  2  si  n  -  2, Osi  n  s  3  b)  1*  -  por  n  >  í :  I  si  n  =  I 

c>  2(n  1  35.  ( n  +  1  r  37.  Sí  n  es  par,  2*c;  si  n  es  impar. 

w  a)  240  b)  480  el  360.  4L  352.  43.  147, 
45.33.  47.  7, 1 04. 000. 000 .000,  49.18,  51,17.  53.  22. 
55,  Sea  Pim)  la  regla  de  la  suma  para  ni  tareas.  El  caso  base  es 
ni  -  2,  que  es  la  regla  de  la  suma  para  dos  tareas.  Supongamos 

que  P{m)  es  cierto.  Consideremos  m  +  1  tareas.  Tr  T . 

7Vr  que  se  pueden  realizar  de  //|T  n2 . n ,  «nrfi  formas,  res- 

pect  i  vilmente,  y  tales  que  dos  tareas  cualesquiera  no  se  pueden 
hacer  simultáneamente.  Para  realizar  una  de  estas  tareas,  pe¬ 
demos  hacer  una  de  las  m  primeras  o  la  tarea  T  r  Según  Ja  re¬ 
gla  de  la  suma,  el  numero  de  formas  de  hacer  esto  es  la  Mima 
del  número  de  formas  de  hacer  las  primeras  m  tareas  más  n^y 
Según  la  hipótesis  de  inducción,  esto  resulta  ni  +  n,  +  ...  f  n  - 1- 
n  ,  como  queríamos  demostrar.  57,  n(n  -  3)/2, 


SECCIÓN  4.2 

L  Como  hay  sets  clases,  pero  sólo  cinco  días  laborables,  el 
principio  del  palomar  demuestra  que  hay  que  impartir  al  me¬ 
nos  Jos  clases  en  el  mismo  día.  3,  a)  3  h )  11.  5.  Como 

hay  cuatro  restos  posibles  cuando  se  divide  un  entero  por  4.  el 
principio  del  palomar  asegura  que,  para  cinco  enteros  cuales¬ 
quiera,  al  menos  tíos  dan  el  mismo  resto  cuando  se  dividen  por 

4.  7.  Sean  a.  a  +  l . ü  +  n  I  los  enteros  de  la  sucesión. 

Los  enteros  {a  +  /')  mod  n ,  i  =  0,  I.  2 . n  -  1.  son  distintos. 

ya  que  0  <  (ü  +  j)  (a  +  k)  <  n  siempre  que  0  <  A  <  i  %  n  -  I . 
Como  hay  //  valores  posibles  para  i  a  +  /)  mod  n  y  n  enteros 
distintos  en  el  conjunto,  cada  umi  de  estos  valores  ^e  da  exac¬ 
ta  trie  ti  te  una  ve/..  Por  tanto*  hay  exactamente  utt  entero  de  la 
sucesión  que  es  divisible  por  n.  9.  4.95 1.  11.  lil  pumo  me¬ 

die  del  segmento  que  une  los  puntos  (¡vr  h,  c)  y  (el.  c\j)  es  i(a  + 
J)í 2.  ib  +  £)/2,  ic  +  /i/2),  que  tiene  coordenadas  enteras  si,  y 
sólo  si.  a  y  d  tienen  la  misma  paridad,  b  y  e  tienen  la  misma 
paridad  y  r  y /tienen  la  misma  paridad.  Corno  húy  ocho  posi¬ 
bles  temas  para  la  paridad  [do  1  tipo  {par,  impar,  par i¡.  según  el 
principio  del  palomar,  al  menos  d(5S  de  los  nueve  puntos  tienen 
la  misma  tema  de  paridad.  El  punto  medio  del  segmento  que 
une  dichos  puntos  tiene  coordenadas  en  Leras.  13*  al  Agrupa 
los  ocho  primeros  enteros  positivos  en  cuatro  subconjuntos 
de  dos  enteros  cada  uno,  de  manera  que  los  dos  enteros  sumen 
9:  |  L  8(.  [2,  7),  |3,  61  y  |4,  5  (,  Si  se  escogen  cinco  enteros 
de  entre  los  ocho  primeros  enteros  jxísitivos.  según  el  principio 
del  palomar  aI  menos  dos  deben  estar  en  el  mismo  subcon jun¬ 
to  v.  por  tanto,  su  suma  es  9.  h)  No.  Toma  1 1.  2,  3.  4  }T  por 
ejemplo.  15. 4*  17,  21 .25 1.  19,  a)  Si  hubiera  menos  de  9 

estudiantes  de  primer  curso,  menos  de  9  estudiantes  de  se 
gundo  curso  y  menos  de  9  estudiantes  de  tercer  curso  en  d 
grupo,  habría  como  mucho  8  estudiantes  de  cada  curso  y.  por 
tanto,  como  mucho  24  estudiantes  en  el  grupo,  lo  que  contra¬ 
dice  el  hecho  de  que  hay  25  estudiantes  en  el  grupo,  bt  Si 
hubiera  menos  de  3  estudiantes  de  primer  curso,  menos  de  19 
estudiantes  de  segundo  curso  y  menos  de  5  estudiantes  de  ter¬ 
cer  curso,  habría  como  mucho  2  estudiantes  de  primer  curso, 
1 8  estudiantes  de  segundo  curso  y  4  estudiantes  de  tercer  cor¬ 
so.  es  decir*  como  mucho  24  estudiantes  en  el  grupo*  Esto 
contradice  el  hecho  de  que  hay  25  estudiantes  en  el  grupo. 
21.4*  3*  2,  L  8,  7,  6,  5,  12,  II  .  10,9,  16.  15,  14.  13. 

23*  proeedure  long[ar  ...,  a  :  enteros  positivos) 

|  primero  se  encuentra  la  subsucesión  creciente  más  larga  | 
nuix  :=  0;  sel  :=  0(1 ...  00 (n  bits  | 
for  i I  tí»  2r 
begin 

last  :=  0;  count 0*  OK  truc 
For  j  :=  i  ton 

begin 

if  setfj)  =  I  then 

begin 

\\'  a  >  last  then  last  :=  a( 
cornil :  -  í  oimi  -+-  l 

end 

dse  OK  :=  ful  se 
end 

if  emtní  >  m<i>  then 
begin 

max  ;=  coiitit 
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hesl  :=  set 

en  ti 

set ser  +  I  (adición  binaria) 
end  (wiíjlv  es  la  longitud  y  hest  indica  h  sucesión] 

|  pan  la  subsucesión  decreciente,  el  único  cambio  es a 

<  ¡asi  en  lugar  de  a  >  íust  y  iast :«»  en  lugar  de  Íímí  :=  0| 
25.  Por  simetría,  sólo  necesitamos  demostrar  el  primer  restó  ■ 
lado.  Sea  A  una  de  las  personas.  Bien  .4  tiene  al  menos  cuatro 
amigos  o  bien  A  tiene  al  menos  seis  enemigos  entre  las  otras 
nueve  personas  i  va  que  3  +  5  <  Ó).  En  el  primer  caso,  supon¬ 
gamos  que  B t  C,  l)  y  I:  son  los  amigos  de  A,  Si  dos  de  ellos 
son  amigos  entre  sí.  liemos  encontrado  tres  personas  que  son 
amigos  entre  sí.  Hn  caso  contrarío,  ( B ,  C,  />,  E  |  es  un  con  jun¬ 
to  de  cuatro  personas  que  son  enemigos  entre  sí,  En  d  segundo 
caso,  sea  (5,  C,  />,  /;.  f,  G\  un  conjunto  de  enemigos  de  .  L 
Según  el  Ejemplo  3  I.  entre  ellos  hay  un  grupo  de  tres  personas 
que  son  bien  amigos  entre  sí  o  bien  enemigos  entre  sí:  en  este 
ultimo  caso  formarían,  junio  con  A ,  un  conjunto  de  cuatro 
personas  que  son  enemigos  entre  sí.  27.  Necesitamos  de¬ 
mostrar  dos  cosas;  la  primera,  que  si  tenemos  un  grupo  de  // 
personas,  entre  ellas  debe  haber  una  pareja  de  amigos  o  un 
grupo  de  n  personas  que  sean  enemigos  entre  sí:  la  segunda, 
que  existe  un  conjunto  de  n  I  personas  para  las  que  no  ocurre 
lo  anterior.  Para  la  primera  afirmación,  si  hay  una  pareja  de 
amigos  se  cumple  la  primera  condición  y,  en  otro  caso,  las  n 
personas  son  enemigos  entre  sí,  con  lo  que  se  cumple  la  se¬ 
gunda  condición.  Para  la  segunda  afirmación,  si  tenemos  un 
grupo  de  n  -  I  personas  que  son  enemigos  entre  sí.  no  hay  ni 
una  pareja  de  amigos  ni  un  grupo  de  n  personas  que  sean  ene¬ 
migos  entre  sí,  29.  Hay  6.432.816  posibilidades  para  las 
tres  iniciales  y  el  cumpleaños.  Por  tanto,  según  el  principio  del 
palomar  generalizado,  hay  al  menos  l  34.000.000/6.432.816  -  6 
personas  que  tienen  las  mismas  iniciales  y  el  mismo  cumpleaños. 
31.  18.  33.  Como  hay  seis  ordenadores,  el  numero  de  orde¬ 

nadores  a  los  que  está  conectado  un  ordenador  cualquiera  es 
un  numero  entre  0  y  5,  ambos  inclusive.  Sin  embargo,  el  0  y  el 
5  no  se  pueden  dar  a  la  vez.  Para  ver  esto,  obsérvese  que  si  un 
ordenador  no  esta  conectado  a  ningún  otro,  entonces  ningún 
ordenador  esta  conectado  a  todos  los  demás.  Recíprocamente. 
ü  un  ordenador  esta  conectado  a  todos  los  demás,  ño  hay  nm 
giin  ordenador  que  no  esté  conuctadn  a  ningún  otro.  Por  tanto, 
hay  seis  ordenadores  y  cinco  posibilidades  para  d  número  de 
conexiones.  Según  el  principio  del  palomar,  hay  al  menos  dos 
ordenadores  conectados  al  mismo  número  de  equipos. 
35.  Numera  los  ordenadores  del  tj  al  Cm  y  numera  las  im 
presuras  de  la  P  ;i  la  I\iy  Si  conectamos  C\  a  P,  para  k  “  1,2. 

_ 20  y  conectamos  cada  uno  de  los  ordenadores  del  C,,  al 

C  a  ¡odas  las  impresoras,  hemos  utilizado  un  total  de  20  t 
80  *  20  -  1 .620  cables.  Claramente,  esto  es  suficiente,  ya  que  si 
los  ordenadores  del  C  al  C  necesitan  imprimir,  pueden  uti 
tizar  las  impresoras  con  la  misma  etiqueta*  en  tanto  que  si  al 
ganos  ordenadores  con  etiqueta  mayor  necesitan  imprimir  en 
lugar  de  algunos  de  los  primeros,  pueden  utilizar  impresoras 
que  no  estén  siendo  utilizadas,  ya  que  están  conectados  a  todas 
las  impresoras.  Ahora  debemos  demostrar  que  1 ,6 19  cables  no 
son  suficientes.  Como  hay  1,619  cables  y  2(1  impresoras,  la 
media  tic  ordenadores  por  impresora  es  1.619/20.  es  decir, 
menos  de  81.  Por  tanto,  alguna  impresora  debe  estar  conecta 
da.  como  mucho,  a  80  ordenadores,  por  lo  que  hay  al  menos 
20  ordenadores  que  no  están  conectados  a  ella.  Si  estos  20 


ordenadores  necesitan  una  impresora  simultáneamente,  no  se 
puede  atender  la  pendón,  ya  que  están  conectados,  como  mu¬ 
cho,  a  19  impresoras,  37.  Sea  o  el  numero  de  partidos  que 
han  terminado  en  la  hora  i.  Entonces,  I  £  <  ...  <  a.,,  z 

125.  Además,  25  s  a  +  24  <  fl,  4-  24  <  ...  <  +  24  s  149. 

May  150  números  ar  ...»  a7^  a.  +  24 . a7<i  +  24.  Según  el 

principio  del  palomar,  al  menos  dos  son  iguales.  Como  los  a 
son  distintos  y.  por  tanto,  los  a  +  24  también  son  distintos,  se 
signe  que  a.  -  a  +  24  para  algún  i  >  j.  Por  tanto,  en  el  período 
entre  la  hora  {j  +  l  pésima  y  la  hora  f-ésima  hay  exactamente 
24  partidos.  39,  Utiliza  el  principio  del  palomar  generali¬ 
zado  colocando  los  |S|  objetos  f(s)  para  s  €  S  en  \T\  cajas,  una 
para  cada  elemento  de  /.  41  Sea  d  -  jx  -  N(jx).  donde 

N(jxí  es  el  entero  más  cercano  a  jx  para  1  s  /  £  n.  Cada  d  es  un 
número  irracional  entre  -1/2  y  1/2.  Supondremos  que  n  es 
par;  el  caso  en  que  n  es  impar  requiere  cálculos  algo  más 
complicados.  Consideremos  los  n  intervalos  |  x\jfn  <  v  <  ij  ± 
i  )/n  | ,  [x |  -  (j  +  \)!n  <  x  <  -  jfn  ]  para  j  =  0,  1 , ....  {n! 2)  -  l .  Si 
d  pertenece  al  i  rilen  alo  {a|U<  v<  \/n )  o  al  intervalo  {  a  |  - 1  ¡n 
< _v  <  0 1  para  algún/,  hemos  terminado.  Si  no  es  así,  como  hay 
n  -  2  intervalos  y  n  números  d ,  el  principio  del  palomar  ase¬ 
gura  que  existe  un  intervalo  | a | (k  -  1  )¡n  <  x  <  kf/t]  que  con¬ 
tiene  u  d  y  di  con  r  <  s.  La  demostración  se  puede  terminar 
viendo  que  (s  -  r}x  está  a  distancia  menor  que  !  fn  del  entero 
más  cercano.  43.  a)  Supongamos  que  i,  £  n  para  todo  k. 
Entonces,  según  d  principio  del  palomar  generalizado,  al  me¬ 
nos  Ft¿r  +  l)//il  a  n  A  I  de  los  números  í  *  ir  ,..T  i  (  son 
iguales  h)  Si  a.  <  a.  entonces  la  suhsucesión  formada 
por  .  salida  por  la  subsucesión  creciente  de  longitud  /. 
que  comienza  en  at  contradice  el  hecho  de  que  i  -  i¡  Por 
tanto,  a  >  a.  c)  Si  no  hay  ninguna  suhsueesión  creciente 
de  longitud  mayor  que  nY  entonces  se  aplican  los  apartados  (a) 
y  (b).  Por  tamo,  se  tiene  que  a,  |  >  >  ■■■  >  ak  >  a,  .  que  es 

una  subsucestón  decreciente  de  longitud  n  +  I 

SECCIÓN  4,3 

J .  ahe,  ath ,  hm\  bva .  cab ,  cbn.  3.  720.  5.  a )  1 20  h )  720 
c)  S  di  6.720  el  40.320  f)  3,628.800.  7,  15  120, 
9.  1.320.  11.  a)  210  61386  c)  848  á)  252,  13.  2  (til)7. 
15.  65.780.  I7.2lLHI  -  5.05 1 .  19.  a)  1 ,024  b)  45  c)  176 

di  252.  2L  a)  120  b)  24  e)  120  d)  24  e)  6  f)  0. 

23.  609.638.400.  25.  al  94,109.400  b)  941.094 

el  3,764.376  rh  90.345.024  el  1 14.072  0  2.328  24 

h)  79.727.040  0  3.764.376  j)  109.440,  27.a)  12,650 
b)  303.600.  29.  a)  37.927  b)  18.915.  31.  al  122,523.030 
b)  72.930375  el  223. 149,655  d  I  1 00,626,625.  33. 54.600. 
35.  45.  37,  912,  39,  1 1 *231000.  4L  1  V  43.  873. 

SECCIÓN  4.4 

L  a4  +  4  vV  +  6  vV  +  4 xyl  +  v4.  3.  C  f  6xsv  +  \5  v'v:  + 

20  v  ’ ys  t  15.i  V  +  6 a vs  +  y*.  5.  101  7.  -2™vj)  - 

-94.595,072.  9.  2,0I3S^).  11.  (-1  m  k  ~  2 

(mod  3)  y  - 1 00  sis  200;  de  lo  contrario,  0.  í  "i  1 "  36  84 
126  126  84  36  9  f  i  5.  La  suma  de  todos  los  números 
(  ),  para  k  desde  0  hasta  u,  es  2*.  Como  son  todos  positi¬ 
vos,  cada  término  de  la  surtía  es  menor  que  la  suma  totuL 

17.  1 '/]  -  l>(”  19.  ¡  ",UW- 

11 1  tu  -na -2)-  2  ’ :  ■  2  \t-\i  ti 


Respuestas  a  los  problemas  impares  785 


U  l)!(it~*  +  ])í  l«  k'An-l  +  0' 


|  it  +  -  JL  +  Jg  = 


(ti*  n; 
0<V+  1  -  AH 


í "* 1  ¡  2  L  ai  Demostramos  que  los  dos  lados  cuentan  d  nú¬ 


mero  de  maneras  de  escoger  un  subtionjunlo  de  A  elementos  y 
un  elemento  especial  dentro  de  dicho  suheonjunto  en  un  con¬ 
junto  con  ti  elementos  en  total  En  el  término  de  la  izqu  lerda, 
primero  se  escoge  el  subconjunto  con  A  elementos  I  esto  se 
puede  hacer  de  ( * )  ion  ñas  [  y  después  se  escoge  el  elemento 
especial  dentro  de  dicho  subconjumo  (esto  se  puede  hacer  de 
k  formas).  En  el  término  de  la  derecha,  primero  se  escoge  d 
elemento  especial  del  con  junio  completo  [esto  se  puede  hacer 
de  /i  formas]  y  después  se  escogen  los  restantes  k  I  ele¬ 
mentos  de  entre  los  n  1  elementos  restantes  (esto  se  puede 


hacer  de  C  ¡)  formas)  b)  tfí)  — - 

v*  W  Wtrt-itU 

t .  *  J  *  m  *  \  -  4)! "  '  *  (te  -  m»-{k  mi 


n  {n  '  I).  ^  mí  í\ 

(k-mn-k)l  "rtU*lr 
Esta 


identidad,  [unto  con  Va  ~  1,  proporciona  una  definición  re- 

cursi.il.  25.  K)  +  e)  =  (t,,)=Í(C,)  +  C))=l ira 

4  (  '|  ’ ))  =  2  ((t,  t  ))■  27.  a)  (”4^')  es  el  número  de  sucesiones 


de  r  ceros  y  n  +  l  unos  si  las  contamos  por  el  número  de  for¬ 
mas  de  escoger  la  posición  de  los  r  ceros.  Para  el  otro  término, 
supongamos  que  el  último  tino  aparece  en  la  posición  (/  +  I E 
ésimu,  de  forma  que  it  xj  ^  n  4  r.  Una  ve/  que  hemos  deter¬ 
minado  dónde  está  el  ultimo  uno,  decidirnos  dónde  eo locar  los 
ceros  que  van  en  los  /  espacios  anteriores  al  último  uno.  En 
este  rango  hay  n  unas  y  j  -  n  ceros.  Según  la  regla  de  la  suma, 
hay  £"7,  (  ;  r)  =  V  )  formas  de  hacer  esto  bl  Sea  Pin  b 
afirmación  que  queremos  demostrar.  El  paso  base  es  la 

ecuación  (* )  =  ("*l  }.  que  es  1  =  I  Supongamos  que  P(r)  es 
cicrla.  Entonces,  Xílo  )  =  S=o  (""  )  +  )  =  C  )  f 

("  )  -  (J  ’  ~  L  utilizando  la  hipótesis  de  inducción  y  la  iden 

tidad  de  Pascal  2b.  Podemos  elegir  el  presidente  en  primer 
lugar  de  n  formas.  A  continuación,  podemos  elegir  el  resto  de 
la  comisión  de  2"_]  formas.  Por  tanto,  hay  n2*~{  formas  de  ele¬ 
gir  la  comisión  y  a  su  presidente.  Por  otra  parte,  hay  (")  formas 
de  elegir  una  comisión  de  k  miembros  elegidos  entre  n  perso¬ 
nas.  Una  vez  que  hemos  elegido  la  comisión  de  k  miembros, 
hay  k  opciones  para  elegir  su  presidente.  Por  tanto,  hay  i-i'  i  k  (* ) 
fonnas  de  escoger  la  comisión  y  a  su  presidente.  Por  tanto, 
X*  i  Ai )  =  «2n_  1 .  31 .  Supongamos  que  d  conjunto  I iene  n 

elementos.  Secón  el  í  orolano  2,  se  tiene  que  (  i  -  ( * )  t  ( "  \ 
-+<-J  H ;; )  =  ft.  par  lamo,  (;)+(;)  +  (;)  +  -  =  (; )  +  (': )  + 
I '  )  f  ■■■.El  término  de  la  izquierda  es‘el  número  de  subcon 
juntos  con  una  cantidad  par  de  elementos,  en  tanto  que  el  tér¬ 
mino  de  la  derecha  es  el  número  de  subconjuntos  con  una 
cantidad  impar  de  elementos,  33,  a)  Un  camino  del  tipo  re¬ 
querido  está  formado  por  m  pasos  a  la  derecha  y  n  pasos  hacia 
arriba.  Cada  camino  de  este  tipo  se  puede  representar  por  una 
cadena  de  longitud  m  +  n  formada  por  ceros  y  unos,  donde  los 
ceros  representan  los  pasos  a  la  derecha  y  los  unos  representan 
los  pasos  hacia  arriba  M  El  número  de  cadenas  de  m  +  n  bits 
que  contienen  exactamente  n  unos  es  (  f  -  (  )  ya  que  di¬ 

chas  cadenas  están  determinadas  si  se  especifican  las  posicio¬ 
nes  de  los  ceros  o  si  se  especifican  las  posiciones  de  los  unos. 
35.  Según  et  Problema  33,  el  número  de  caminos  de  longitud 
n  del  tipo  descrito  en  el  problema  es  2".  el  número  de  cadenas 


de  n  hits.  Por  otra  parte,  un  camino  de  longitud  n  del  tipo  des- 
(.rilo  en  el  Problema  33  debe  terminar  en  un  punto  cuyas  co¬ 
ordenadas  suman  ti  que  es,  por  tanto,  de  la  forma  {«  -  AT  A) 
para  algún  A  entre  0  y  tim  ambos  inclusive.  Según  el  Proble¬ 
ma  33,  d  número  de  caminos  que  terminan  en  el  punto  {ti  -  k.  k) 
es  (*' )  =  (*).  Por  tanto,  XXo{*)  =  2'’.  37,  Según  d  Pro¬ 
blema  33*  d  número  de  caminos  del  tipo  descrito  en  el  pro¬ 
blema  que  unen  Jos  puntos  (0*  0)  y  (n  +  L  r)  es  ).  Estos 
caminos  comienzan  con  j  pasos  verticales  para  algún  ;  tal  que 
Ü  s  j  £  r.  El  número  de  caminos  que  empiezan  con  /  pasos  ver- 
Ocales  es  igual  al  número  de  caminos  del  tipo  desculo  en  d 
problema  que  unen  los  puntos  í  I .  j)  y  in  +  Ln.  Este  número 
es  el  mismo  que  d  número  de  caminos  que  unen  los  pantos  f  0-  Oí 
>  Oí,  r  ¡\  que,  según  el  Problema  33,  es  f"  l  Como  L-o 

C:/)  =  IU(7). .SC  sigue  que  xu,  (7)  =  (7  ')■  •>.  a)  {'7) 

h)  )  c)  ( "r""“ )  d)  (M^Vj)  Fjí  término  impar  más 
grande  en  la  fila  «-¿sima  dd  triángulo  de  Pascal  f)  (  M  '  ( 


SECCIÓN  4.5 

1,  243.  3.  2ó*\  5.  1 25,  7.  35.  9,  a)  1,716  b|  50,388 
c)  2.629.575  ú)  330  e)  9.724,  11,  9.  13,  4.504.S0L 

15,  a)  10.626  h>  1.365  c)  11.649  di  106  17,  2.520, 

19.  302 .702.40(1  21.  3,003.  23.  7.484,400.  25.  30.492. 

27.  C359,  50).  29.  35.  31.  83.160.  33.  63.  35.  19.635. 

37.  210.  39.  27.720.  41.  52!/(7P  17!).  43.  24  *  137(52  ■ 
i  1  .  50  -  49).  45.  a)  Ctt  +  n  -  i,  n)  h)  {A  +  n  -  I )! /ík  -  I >í 
47,  Hay  C(n,  n  )  formas  de  escoger  n  objetos  de  la  primera 
caja.  Una  vez  que  hemos  escogido  estos  objetos,  hay  Cfn  -  nr 
nj  formas  de  escoger  los  objetos  de  la  segunda  caja.  De  ma¬ 
nera  similar,  hay  Cín  -  nv  nj  formas  de  escoger  los  obje¬ 
tos  de  la  tercera  caja.  Continuamos  de  esta  manera  hasta  que 
hay  C(tf  —  ni  .  /q)  =  Cint  .  lnt)  =  1  formas  de  esco¬ 
ger  los  objetos  de  la  última  caía  (ya  que  nt  +  «,  +  +  «  -  n). 

Según  la  regía  de  producto,  d  número  de  formas  de  elegir  to¬ 
dos  1  os  objetos  es  C(th  ti , )C{ n-nv  tu)C{n  ti  1  ■  Cí n 

-  nt  n2  -  -  —  /i,  ,  /q).  que  es,  simplificando,  igual  a  n l/(n ,  Íil,! 

ídh  49.  al  Como  xf  <  -  s  Xr,  se  sigue  que  \  +  0  < 
_v ,  +  1  <  —  <_v  +/'  I .  Las  desigualdades  son  estrictas,  ya  que 
v  +  j  -  1  <-C+i  +  j  siempre  que  v  s  q  r  Como  1  s  .v  ^  n  +  r  — 
I,  la  sucesión  está  formada  por  r  elementos  dislinlos  de  /. 
b)  Supongamos  que  1  s  ^  <  -■  <  a  s  n  +  r  -  1 .  Sea  v  =  a  , 
(Jt  -  I  ).  Entonces,  no  es  difícil  ver  que  y  <y  para  A  =  1,  2, 
r  i  y  que  1  <  y4  ¿  ti  para  k  =  L  2, ..,  r.  Por  tanto,  ( yfT  y„ 
....  y  }  es  una  r ■  combinación  con  rcfxitción  de  elementos  de  5, 
e)  Según  (a)  y  (b),  se  sigue  que  hay  una  correspondencia  bi- 
yectiva  entre  las  r  combinaciones  con  repetición  de  S  y  las  r- 
combinacíímes  de  ¡\  un  conjunto  con  n  f  r  -  1  elementos. 
Concluimos  que  hay  Cf/i  +  r  —  I.  r)  r -combinac  i  unes  con  re¬ 
petición  de  elementos  de  S.  51,5.  53.  Los  términos  del 

desarrollo  son  de  la  forma  .rp.v;-  -  i  donde  tt  +  tL,  4  ■■■  4 
ntn  -  n.  Un  ténnino  corno  éste  aparece  al  elegir  .i  en  rq  facto¬ 
res,  v  en  n.  factores,  y  a  en  nm  factores.  Esto  se  puede  ha¬ 
cer  de  C(tj;  . ti  )  fonnas,  ya  que  cada  elección  es  una 

permutación  de  ny  etiquetas  «I  etiquetas  *2*, ...  y  nrr  eti¬ 
quetas  «m».  55. 2,520. 
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SECCIÓN  4.6 

La)  2, 1 34  b)  54, 1 32  c)  1 2.534  d)  453 1 2  e)  6.7 1 4353 
f)  3 1 .542.678,  X  14332.  15.432,  21345,  23.451,  23,514, 
31.452,  31,542,  43,521,  45.213,  45,321.  5.  1.234,  1.243, 

1 .324,  1.342,  1.423,  1.432,  2.134,  2.143,  231 4.  2.341. 2.413, 
2.43 1.3.1 24,  3. 1 42,  3.2 14,  3.24 ! ,  3,4 1 2,  3,42  L  4. 1 23,  4. 132, 
4,213.4.231,4312,4.321.  7.  ( 1,  2,  3|,  |  1,2,4),  f  l,2,5¡. 
(1.3,4}.  )1.3,51.  [L4.5),  [2,3,4],  [2,  3,5[,  [2,4,5},  |3f 
4.  5 ) .  9.  Ln  cadena  do  bits  que  representa  a  la  siguiente  r- 

combinadón  debe  diferenciarse  de  la  cadena  de  bits  que  re 
presenta  a  la  combinación  dada  en  la  posición  i.  ya  que  las  po¬ 
siciones  i  +  IT  ....  r  están  ocupadas  por  números  lo  mayor 
posibles.  Además,  a  +  1  es  el  número  mis  pequeño  que  pode¬ 
mos  poner  en  la  posición  i  si  queremos  obtener  una  combina¬ 
ción  mayor  que  la  dada.  Por  tanto,  +  2 . at  +  r—  i  +  1  son 

los  números  más  pequeños  que  se  pueden  poner  en  las  posi¬ 
ciones  de  la  i  +  l  a  la  r.  por  lo  que  hemos  generado  la  si¬ 
guiente  r- combinación.  11,  123,  132,  213,  231,  312,  321, 
124.  142,  214,  241, 412,  421.  125,  152,  215,  251,  512,  521, 
134,  143,  314,341,413,431,  135,  153,315,  351,513,  531, 
145,  154,  415,  451,  514.  541.  234,  243,  324,  342,  423.  432, 
235,  253,  325,  352,  523,  532.  245,  254.  425,  452,  524.  542, 
345 1  354,  435,  453,  534.  543.  13.  Demostraremos  que  es 

una  correspondencia  biyectiva  viendo  que  tiene  una  inversa. 
Dado  un  entero  positivo  menor  que  /r!,  sean  ava2t,..t  afí  {  sus 
dígitos  de  Cantor.  Ponemos  //  en  la  posición  n  y,  por  tan¬ 
to,  at  es  el  número  de  enteros  menores  que  it  que  aparecen 
detrás  de  n  en  la  permutación.  A  continuación,  ponemos  n  ! 
cri  La  posición  libre  itt  1 )  -  ¿q  n.  donde  hemos  numerado  l,  2, 
rt  {  las  posiciones  Ubres  (excluyendo  la  posición  donde  ya 
aparece  /tí.  Continuamos  hasta  que  ponemos  l  en  la  única  po¬ 
sición  libre  disponible.  Como  hemos  construido  una  inversa,  la 
co  rre  spon C íc  n  e  i  a  e  s  biyect  iva, 

15,  proccdure  permutación  de  Cantor(nt  t :  enteros  tales  que 
n  z  I  y  0  <  i  <  ni) 
x  :=  n 

for  j  1  tu  n 

P, 

for  k  i  to  n  -  1 
begin 

c  :=  L x/{n  -  Á)!j;  x  ;=  x  -  c{ n  A)!:  //  :=  n 
w  hile  pH  *  0 
h  :=  h  -  1 
Tur  /  :=  I  lo  e 
begin 
h  :=  h  - 1 
while  p  *  0 
h  :=  h-  l 
end 

ph n  -  k  +  l 

end 

h  :=  1 

whi\t  p(t  *  (.1 

h  :=  h  +  1 

1 

[/q  p ,  pr  es  la  permutación  correspondiente  a  i  J 


PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 

1. a)  151.200  b)  1000.000  c)  210  d>  5.005.  X  3m. 

X  24.600,  7.  a)  4.060  b)  2.688  c)  25.009.600.  9.  a)  192 
b >  30 1  c)  300  d )  300.  1 1 ,  639.  1 3.  La  suma;  mayor  po- 

sible  es  240  y  la  suma  menor  posible  es  15.  Por  tanto,  el  nú¬ 
mero  posible  de  sumas  es  226.  Como  en  un  conjunto  de  10 
elementos  hay  252  subconjuntos  de  cinco  elementos,  del  prin¬ 
cipio  del  palomar  se  deduce  que  hay  al  menos  dos  que  tienen 
'a  misma  suma.  15.  a)  50  bl  50  e)l4  d)  5.  17.  Sean 

ar . tim  números  enteros  y  sea  J  =  £É^i  aj .  Si  d.  =  0  (mod 

m)  para  algún  it  hemos  terminado.  En  otro  caso,  d]  mod  m.  d: 
mod  m, dn  mod  m  son  m  enteros  con  valores  en  (1.  2. ....  m 
-  I } .  Según  d  principio  del  palomar,  dk  =  d,  para  ciertos  1  ^  k 
<  i  *  ni  Por  tamo,  1  a.  -  d{  -  dk  =  0  (mod  m).  1 9.  La  ex 

presión  decimal  del  número  racional  afb  se  obtiene  realizando 
la  división  del  número  at  seguido  de!  punto  decimal  y  una  ca¬ 
dena  arbitrariamente  larga  de  ceros,  y  el  número  /?.  En  cada 
etapa,  se  calcula  el  siguiente  dígito  del  cociente,  es  decir,  lr/bl 
donde  r  es  el  resto  seguido  del  siguiente  dígito  del  dividendo. 
El  nuevo  resto  se  obtiene  sustrayendo  del  resto  anterior  b  veces 
d  dígito  del  cociente.  Como  sólo  hay  b  posibles  restos,  V  a 
partir  de  cierto  momento  los  dígitos  del  dividendo  son  lodos 
ceros,  según  el  principio  del  palomar,  en  algún  momento 
debe  repetirse  un  resto  que  se  había  dado  antes.  A  partir  de 
dicho  momento,  los  cálculos  se  repiten  y,  en  particular,  las 
cifras  del  cociente  se  repiten.  21.  a)  125.970  b}  20  c) 

1 41. 120. 525  d)  141.120,505  e)  177.100 
I’)  14  i  .078.02  L  23,  a)  10  b)  8  c>  7.  25,  3".  27.  C(n  + 

2.  r  +  l )  =  C(n  +  1.  r  +  \ )  +  Cin  4  1.  r)  =  2 C(n  +  l,r  +  1) 
Cin  +  L  r  +  1)  +  C{/r+  l.r)  =  2C(n  +  l,r  +  I)-(COj,  r+  i  >  + 
C*(w.  rh  +  C  ífl,  r)  +  C(n.  r  -  I ))  =  20  n  +  l.r  +  l )  —  O  w,  r  + 

1 )  +  C(nr  r-  l  b  29.  Sustituye  x  =  1  e  y  =  3  en  el  Teorema 
del  binomio.  31.  C(n+L5).’  33.  3.491. 888. 4ÍX).  35.  5 :4. 
37.  a)  45  b)  57  c)  12.  39,  a  1 3S6  b)  56  c)  5 12.  41 . 0  si 
n  <  m\  C(n  -  1,  n  -  m)  si  n  s  ni 

43  *  [i  roce  d  u  re  s  ig  u  i  en  re  p  e  i  n  t  u  fa  c  wn(  n:  entero  pos  i  t  i  vo , 

a  ü^f ....  a  \  enteros  positivos  menores  o  iguales  que  n 
tales  que  a}a^  —  a  *  nn  ■■■  ft) 
i  :=  r 

whíle  a  =  n 
begin 
a  ■-  1 
i  :=  i-  1 
end 

d.  :=  a  +  \ 

{ a{ü:  ar  es  la  siguiente  permutación  en  orden  lexico¬ 

gráfico  ( 

45.  Tenemos  que  demostrar  que  si  hay  R(mt  n-  I )  +  -  I , 

ii )  invitados  en  una  fiesta,  debe  haber  at  menos  m  amigos  entre 
si  o  m  enemigos  entre  sí.  Consideremos  una  persona,  que  lla¬ 
maremos  Jesús.  Además  de  él.  hay  RUn  -  L  jí)  +  (»i,  n  1 1  -  l 
personas  en  la  fiesta  y,  según  el  principio  del  palomar.  Jesús 
dehe  lener  R{m  -  Un)  amigos  o  R(m,  n  i  \  enemigos  entre 
ellos.  Supongamos,  en  primer  lugar,  que  R(/n  l .  ti)  son  ami 
gos  de  Jesús.  Según  la  definición  de  /?,  entre  estas  personas 
debe  haber  bien  m  1  amigos  entre  si  o  bien  n  enemigos  entre 
si.  En  el  primer  caso,  el  grupo  de  m  1  amigos  entre  sí,  jumo 
con  Jesús,  forman  un  grupo  de  m  amigos  entre  sí;  en  el  segundo 
caso,  hay  /i  enemigos  entre  sí.  El  otro  caso  es  similar:  si  Jesús 
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tiene  Rim.  n  -  i  )  enemigos,  sabemos  que  hay  bien  m  amigos 
entre  si  o  bien  n  -  1  enemigos  entre  sí.  En  el  primer  caso, 
hay  m  amigos  entre  si:  en  el  segundo  caso,  el  grupo  de  n  l 
enemigos  entre  si  junto  con  Jesús,  forman  un  grupo  de  n  ene¬ 
migos  entre  si 

CAPÍTULO  5 


SECCIÓN  5  A 

L  1/13.  3,1/2.  5,1/2.  7.1/64,  V.  47/52.  11,1/052, 

5).  13.  í  -  {C(48,  5)/C(52,  5)),  15.  013,  2)C(4,  2)04.  2) 

i  (44.  I  )/C(52,  5).  1 7,  1 0.240/í  452,  5 ). 

19.  1 .302.540/052,  5).  21.  1/64.  23.  8/25. 

25.ii)  1/050,  6)  -  1/15,890.700 

b)  1/C(5 2,  6)  =  1/20.358,520 

c)  1/056.  6)  =  1/32.468,436 

d)  1/C(60. 6)  =  1/50.063.860, 

27,  a)  139,128/319.865  b)  212,667/511.313 

clt  5 1 .340/386.529  d  i  1 63,647/446,276.  29,  1/0 1 00, 8). 

3 1 . 3/100.  33.  a)  1/7,880.400  bí  1/8.00Ü.0Ü0. 

35.  a)  9/19  b)  81/361  e)  1/19  d)  1.889.568/2.476.099 

e)  48/361.  37.  Tres  dados.  39.  El  concursante  escoge  la 
puerta  al  azar,  sí n  saber  donde  está  el  premio,  pero  e!  presen¬ 
tador  no  escoge  la  puerta  al  azar,  ya  que  nunca  abre  la  puerta 
que  tiene  el  premio.  Esto  hace  que  no  sea  válido  ningún  argu 
metilo  basado  en  la  simetría.  41,  a)  671/1.296  b)  1 
3524/3614;  no  c)  Sí. 

SECCIÓN  5.2 

I-  p(T )  =  1/4,  p{H)  =  3/4.  3.  p(  I J  =  pi3)  =  pi5)  =  pi 6)  = 
I  / 1 6;  p(2)  =  pi 4)  =  3/8.  5,  9/49,  7.  a  )  1/2  b)  1/2  c)  I  /3 

d)  1/4  e)  1/4.  9,  a)  1/26!  b)  1/26  c)  1/2  d)  1/26 

e)  I  /650  f)  15.600.  1 1 ,  Claramente,  p(E  U  F)  ^  p(E)  =  1X7. 

Además,  p{E  U  F\  <  I .  Aplicando  el  Teorema  2  de  la  Sección  5. 1 . 
podemos  escribir  p(E)  ¥  piF)  pit  fl  F)  <  1,  es  decir.  0,7  + 
0,5  -  p{F  r\F)<\ .  Despejando  p{E  fl  F),  se  obtiene  p(E  fl  F) 
^  0,2.  13.  Como  piF  U  F)  p{F)  +  p(F)  p(E  fl  F\  y  p(E  U 
F)  <>  L  se  sigue  que  l  >  p(F)  +  p{i  l  -  p(E  Pl  F).  De  esta  des¬ 
igualdad  se  concluye  que  p(E)  +  piF )  1  +  p(E  D  /  ).  15, 
Utilizaremos  el  principio  ile  inducción  para  demostrar  que  la  des¬ 
igualdad  se  verifica  para  n  s  2  Sea  Pin)  la  afirmación  pi  U,  - 1 
/  )  s  ZX  i  p{E).  Pasa  base  P{  2 )  es  cierta ,  ya  que  p\Er  U  E , )  = 
píE)  +  p{E.)  -p(E]  Pl  Ea  s  p(/í  }  +■  pi  EX  Paso  ¿te  inducción: 
supongamos  que  P{k)  es  cierta,  I  Jlilizando  el  paso  base  y  la  hi¬ 
pótesis  de  inducción,  se  sigue  que  /?(U*h  £ )  <  p\ Ü • .  •  £  )  + 
p(E  )  ^  /?(£  ).  Esto  demueslra  que  í*{k  +  1)  es  cierta  y 

completa  la  demostración  por  el  principio  de  inducción, 
17.  Como  £UE  es  el  espacio  muestral  5,  el  suceso/se  puede 
dividir  en  dos  sucesos  difuntos: /=  S  D/=  (£  U  £ )  CI/  =  (E 
O  F)  U  í£  Hf)-  utilizando  la  propiedad  distributiva.  Por  tamo. 
/>(£>  -  p((E  OF  )U (EDF))  =  p(E DF)  ■¥  p{E  H  F\  ya  que  es¬ 
tos  dos  sucesos  son  disjumos.  Restando  piEDF)  de  ambos  tér¬ 
minos.  utilizando  que  piEDF)  -  p{E) -  p{F)  (ya  que  por  hípó- 
íesis  E  y / son  sucesos  independientes)  y  faetón  zando,  se  tiene 
que  p(F)  { 1  p(E))  -  piF  fl  E).  Corno  I  -  p(E)  =  p(E  ),  obte¬ 
nemos  p(E  HE)  =  p(É  )  /?(£},  como  queríamos  demostrar. 
19.  (suponiendo  que  los  nacimientos  son  independientes  y 


que  la  probabilidad  de  que  cada  nacimiento  se  produzca  en  un 
mes  cualquiera  es  1/12)  a)  1/12  h)  1  -  ™  -  i2  —  ELci 

c)  5.  2I.6Í4.  23,  1/4.  25.  3/8,  27.a)  No  indepen 

dientes  h)  No  independientes  c)  No  independientes. 
29.  3/16.  31,  a)  1/32  =  0,03125  b)  0,49'  -  0,02825 
c)  0,0379501 2.  33.  a)  5/8  b)  0,627619  c)  0,643 í.  35.a )ff 
b)  I  - pfí  c)  ¡f  +  /?  ■  //■’  '  (1  - p)  di  1  -  -f  n  ■  p^[  ■  í  i 
p)l  3Tp(Ur-,£)  es  la  suma  de  pis)  para  cada  resultado  $  de 
U  -  ,  £  .  Como  los  sucesos  E  son  dis juntos  dos  a  dos.  resulta 
ser  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  resultados  de  los  su 
cesos  £ .  es  decir,  L  i  /?(£.),  (Se  pueden  reordenar  los  su¬ 
mandos  y  se  sigue  obteniendo  d  mismo  resultado,  pues  esta 
serie  converge  absolutamente).  39,  a)  E=  U!li  E  y,  por 
tan  lo,  Ja  desigualdad  pedida  es  consecuencia  de  3  a  desigualdad 
de  Boole  (Problema  15)  b)  La  probabilidad  de  que  un  jugador 
que  no  está  en  el  conjunto  /'-ésímo  derrote  a  los  k  jugadores  del 
conjunto  /-es i mo  es  {1/2 V  =  2  X  Por  tanto*  la  probabilidad  de 
que  esto  no  ocurra  es  1  -  2  X  por  lo  que  la  probabilidad  de  que 
ninguno  de  los  m  k  jugadores  sea  capaz  de  denotar  a  todos 
los  jugadores  del  conjunto y-csimo  es  ( 1  -  2~:  f  \  que  es  piF  ) 
e)  La  primera  desigualdad  es  inmediata,  ya  que  los  J  )  térmi¬ 
nos  de  la  suma  son  iguales.  Si  esta  probabilidad  es  menor  que  i , 
es  posible  que  no  suceda  L  ,  es  decir,  que  suceda  £,  Por  tanto, 
existe  un  torneo  que  cumple  las  condiciones  del  enunciado 
si  se  verifica  la  segunda  desigualdad  d)  m  ^  21  para  k  =  2 
y  m  ^  91  para  ^  =  3. 

4 1 ,  p  roe c f f  u  re  prin u » pn > hábil is t k  ( K  n . {r ) 
compuesto falso 

t  :=0 

while compuesto  =  false  e  i <k 
hegin 
í  ;t=  i  +  1 

escoger  b  al  azar  tal  que  1  <  b  <  n 
aplicare!  test  de  Míller  para  la  base  b 
if  n  no  pasa  el  test  t lien  compuesto  truc 

end 

incompuesto-  truo  Ilion  prínt  («compuestos) 
else  imprime  (aprobablemente  primo-) 

SECCIÓN  5.3 

I ,  Según  et  Teorema  2,  con  p  =  1/2  y  n  -  5.  el  numero  espe 
rado  de  caras  es  2,5.  X  5/3.  5,  336/49.  7.  170.  9.  (4 n  + 

6  }/3.  1 1 ,  50. 700.55 1  / 1 0.077.696  -  5.03.  13.  6.  15.  /n  A 

^  j)  =  I  p(X  =  k)  =  X*  ;  ( I  -  pf  '  p  =  p{  1  -  pY~ 1  0  (  I  p  )* 

=  P(]  PY  7(l-(l’P))  =  (l-py-X  ¡7.2.302.  19, .(7/2)* 

7  ^  329/12.  21.  p  +  (77  I  )p{  I  /;).  23,  5/2,  25 .  a)  ü 

b  I  1 .  27.  1/1 00.  29,  £(X)/fl  =  I,  (r/a)  ■  p(3(  =  r.)  >  1  .  I  •  /i(Ar 
-  r )  -  s  al  31.  a>  10/1 1  b í  ( 1,9984 .  33.  a )  Cada  una  de 
\as  permutaciones  aparece  con  probabilidad  l//ri.  por  lo  que 
£t  V)  es  la  suma  del  número  de  comparaciones  para  cada  per¬ 
mutación  dividido  por  el  número  de  permutaciones  h)  In¬ 
cluso  si  el  algoritmo  realiza  n  -  1  iteraciones.  X  es  menor  o 
igual  que  rHtr  -  1,1/2.  Por  tanto,  según  la  fórmula  del  valor 
medio,  se  tiene  que  E(a)  s  nin  1  )/2  el  El  algoritmo  com¬ 
para  elementos  adyacentes.  Intercambiándolos  cuando  es  ne¬ 
cesario.  Por  tanto,  la  única  forma  en  que  dos  elementos  desor 
denados  queden  ordenados  es  que  el  algoritmo  ios  compare  y 
los  intercambie  di  Como  X(F)  £  f(F)  para  toda  /X  de  la  de  ti 
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nicióu  Je  valor  medio  se  sigue  que  A(A !  >  £(/)  e)  Esta  suma 
cuenta  1  por  cada  intercambio  í)  Es  consecuencia  tld  Teorema 
3  g)  Según  el  Teorema  2,  con  n  L  el  valor  medio  de  /  i  es 
la  probabilidad  de  qpc  a.  preceda  a  a\  en  la  permutación.  Por 
simetría,  es  I  fl  h )  Hl  sumatorio  del  apartado  (  0  está  formado 
por  (  t/í.  2)  =  n(n  I  )/2  términos,  cada  uno  de  tos  cuales  vate 
1/2,  por  lo  que  3  a  suma  es  n(n  \  )/4  i)  Según  los  apartados 
(a)  y  I  b),  sabemos  que  £(X)  es  menor  ü  igual  que  n  (/t  -  1 V2.  y 
según  los  apartados  id)  y  (he  sabemos  que  es  mayor  o  igual 
que  n{/¡  -  l  i/4.  Ambos  temimos  son  0(n2),  35.  1,  37,  \  (X 
+  Y)  =  FmX  4  Y)-  )  h\X  +  Y)2  -  E(X* l  4  2XT  +  Y2)  -  (E  (X)  4  £ 
( Y)f  =  Fi  X)  +  2EíXY)  +  £í  T2}  -  EiX2)  -  2£(X>¿'(  T)  E(,  Y  y  - 
aré  -  /  i v >-  +  2fflxn - £awi)  +  an - «n2  =  mi  + 
2  Cov(X.  K)  +  TOO.  39,  (Or  -  l)/«r.  41.  (w  -  l  )m/^  V 

PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 


objetos  hasta  que  tenemos  tina  carta  de  cada  tipo.  Esto  quiere 
decir  que  compramos  X  objetos  en  total.  También  quiere  decir 
q  ue  et  i  m  p  rail  i  os  X{  >  o  bj t  i  os  hasi  a  q  u  e  o  b  l  u  v  irnos  u  na  c  a  rt  a  de  1 
primer  tipo,  después  compramos  X1  objetos  hasta  que  obtuvi¬ 


mos  una  carta  del  segundo  Upo  v  asi  sucesivamente.  Por  lanío, 
X  es  la  suma  de  lu*s  variables  X.  bl  Una  vez  que  hemos  obte¬ 
nido  j  tipos  distintos,  nos  faltan  ti  -  j  tipos  de  cartas.  Como  ob¬ 
tener  una  carta  de  cualquier  tipo  es  igualmente  probable,  la 
probabilidad  de  éxito  en  ia  siguiente  compra  (conseguir  una 
carta  que  nos  falta)  es  {n  j)/n  el  Esto  es  consecuencia  in¬ 
mediata  de  la  definición  de  la  distribución  geométrica,  la  de¬ 
finición  de  las  variables  X  y  el  apartado  (b)  ü)  Según  el 
apartado  (O,  se  tiene  que  ¿(X  )  =  nj(n-  j).  Utilizando  3¡a  1i- 
nealidad  dd  valor  medio  y  el  apartado  (a),  obtenemos  E(X  )  - 
¿W(1)  +  E(X,)  +  +  FAX,  ,)  =  ?  ♦  -g  +  -  •  ♦  ¿  -  » ( -U  -L  .  J  ¡ 
t)  Aproximadamente  224.46, 


I.  1/1  Oy. 668.  3.  ü)  1/C(52,  13)  b)  4/C(52,  13) 

c)  2.944. 656/CÍ52,  13)  <1)36.335.872/052,  13). 

5.  a)  y/2  b)  21/4.  7.  a)  9  b)  21/2.  9.  al  8  b)  49/6. 

II.  a)  n/2"~'  b)  /i(  1  -  p)k  ',  cuando  p  =  n/2"1  c)  2"  l/n. 
IS  «»- IX»  mnaH »>■«)-!  |5.  a)  2/3  b)  2/3.  17.1/32. 

ma-  í 


19.  a)  La  probabilidad  de  que  un  jugador  gane  2"  euros  es 
I  f'2\  pues  esto  ocurre  cuando  el  jugador  obtiene  n  -  !  cruces 
seguidas  de  una  cara.  El  valor  esperado  de  la  ganancia  es  la 
suma  de  2"  veces  f/2*  para  n  desde  I  hasta  infinito.  Como 
cada  término  vale  I  la  suma  es  infinita.  En  otras  palabras,  el 
jugador  debería  estar  dispuesto  a  apostar  cualquier  cantidad  de 
dinero,  pues  ganará  si  tira  la  moneda  suficiente  número  de  ve- 
ces.  Irt  9  €,  9  €.  2 1 .  a)  1/3  cuando S  =  l  L  2, 3, 4,  5,  6,  7,  K, 


9,  10,  II.  12},  A  =  1  L  2,  3,  4, 5,  6,  7.  8,  9|  yB  =  [  L2,3,4|; 
1/12  ajando  S=  {1,2.  3,4.  5,  6,  7,  H,  9,  10,  1 1,  1 2¡,  A  =  (4.  5, 
6, 7,  Sf  9.  10. 11, 12}  y  0=  ( 1,2,  X  4)  b)  1  cuando S  =  1 1 . 
2,  3,  4,  5.  6,  7,  8,  9,  10,  11.  12  ¡,  A  =  |4,  5,  b,  7.  8,  9,  10,  U, 
12  [  y  ü  = |l.2,  X  4 1;  3/4  cuando  S  =  |  L  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8.  9, 

10,  11,  12},  A  =  (  L  2,  3, 4, 5,6,7,  8,  9¡  y  B  =  | !.  2,  3,  4}. 


23.  al  /?(/;,  n  EJ  =  />{/:, )p{E2X p(E ,  n Ej  =  p{EJp(Ej  piF}  H 
Ej  -  piE:)piEX  p(E{  nE:C\EJ  =  pi£x)p{E2)p(E¿  bi  Sí 
c)  Sí  ú)  2”  -  n  L  25,  Los  sucesos  E  H  F,  /  =  I  (  2,  rt.  son 
di sju ritos  dos  a  dos  y  su  unión  es  E.  Por  tanto.  p{E)  =  1,  i 
p(E  R/'  i,  Según  la  definición  de  probabilidad  condicionada,  sa¬ 
bemos  que  p{E  C\  F  }  -  p\E  \  F )  p(F  t  y  que  píT  |  E)  -  piE  fl  /  1/ 

p{E).  Por  tanto,  pi  f  \ E)  -  ¿Til  1  1 

1  '  PiE)  Il.piEnFp  l:.tlHE\EtriF:> 

2Í  VutX  +  b)  -  £((oV  +  6)-)  -  £(oX  +  bf  =  £(o!V  +  2«/xV  + 
h1)  -  (üE(X)  +  h):  -  E(a2X2}  +  /:(2íióX)  +  E(b2)  -  UrEiXf  4 
2^£(X)  4  ír)  =  E(X:t  4  2¿tfe£(X)  4  /r  -  ¿r:E(X):  -  (X)  - 


// 2  =  ¿r  ( E t  X  )  -  E{  X  r )  =  a  3  \X) .  2  9.  Para  c  on  t  ar  c ada  e  le  - 
mentó  del  espacio  muestra!  una  vez,  debemos  contar  los  ele 
montos  de  todos  los  conjuntos  y  restar  los  elementos  en  las  in* 
tcrscccioues  que  hemos  contado  de  más.  Por  tanto*  p{Ef  U  h , 
U  -  U  Ej  =  p\E^ )  4  p\E,\  +  ■”  4  /»( £  i  ~p\Ex  D  E,)  -  />(E,  n 

e,)  - -  /?(,E1  n  Ef#j  -  p(E,  n  Ep  -  p(E2  n  ej  ■  -  -  pi,F2  n 

.  p(Em  3  fl  =  f/w  -  -  l)/2)r,  como  C(m.  2), 

ya  que  hemos  restado  términos.  Como /*(£,  U  íri  U  —  U£  )  = 
L  se  sigue  que  f/m  -  (mfyw  -  I  )fl)i  -  I.  Como  r  0,  esta 
ecuación  dice  que  <¡m  >  1,  es  decir,  q  ^  Como  c/  ^  1,  la 
ecuación  también  implica  que  (m(m  I  )/2)r  -  qm  -Ism  -  I 
sm  -  1 ,  ile  donde  se  sigue  que  r  s  2/w.  31,  al  Comprarnos 


CAPITULO  6 


SECCION  6.  i 


1.  a)  2,  12.72,432.2.592  b)2,4,  16,256,65.536  c)  1,2, 
5,11,26  ti)  1,1,6,27,204  ej  1, 2.0, 1, 3.  3. a) 6, 17, 49, 
143.  421  b)  49  =  5  ■  17-6-6,  143  =  5  ■  49 - 6  ■  17, 42!  =  5 
•143-6-49  c)  5<jii  1  -  6on  ,  =  5(2'  1  +  5  3"“2)  -  6(2"-  +  5  • 
J',  j)  =  -  6)  +  3"  ^75  -  30)  =  Z*'2  -  4  +  3-1  ■  9  ■  5  =  2"  + 

3"  ■  5  =  <jv  5.  a)  Sí  h)  No  c)  No  el)  Sí  e)  Si  0  Sí 
gl  No  h)  No.  7.  a)  +  2ü  ,  +  2ri—  9  =  -  («  -  l)  +  2  + 
2  (-  («  -  2)  +  2)  +  2n  - 9  =  -  n  +  2  =  a „  b)  </,_,  -i-  2 +  2/í  - 
9  =  5(-  1  r 1  -  Oí  -  1 )  +  2  +  2(5(-  I  r2  -  (n  -  2  )  +  2)  +  2n  -  9  = 
5(-  I  r2(-  1  +  2)  -  n  +  2  =  </M  c)  ,  +  2íjfl ,  +  2n  -  9  =  3(- 

1  r  1  +  2"-1  -  (n  I )  +  2  +  2(3{-  ir  2  +  2" 3  -{n  ~  2) +  2) +  2» 
-  9  =  3(-  ir  3(-  I  +  2)  +  2"  3(2  +  2)  -  n  +  2  =  am  d  )  a,  ,  + 
2ítn ,  +  2«  -  9  =  7  ■  2* 1  -  (n  -  1)  +  2  +  2(7  •  2^ -( n  -  2)  +  2) 
+■  2i¡  -  9  =  2"-2{7  ■  2  +  2  -  7)  -  n+  2  =  u  9.  a)  an  =  2  -  3” 
b)  <jo  =  2/<  +  3  c)  í¡n  =  I  +  <¡(/i  +  I  )/2  d)  a  -  ir  +  4<i  +  4  e)  o 
=  1  f)  ^  =  (3"' '  -  1  }/2  g)  i  =  Sh!  h)"«(i  =  2"«!  11,  a)  fí" 

=  3di(  b)  5.904.900.  13.a) an  =  n  +  «,  |,  «n  =  0  h)a,  = 
78  c)  ti*  =  n(n  +  i  )/2.  15.  B(k)  =  (i  +  (0,07/ 12)  )Bi  k  I )  - 
100,  con  6(0)  =  5.000.  17.  Sea  P(n)  si  «Nn  =  2 n  -  1»,  P<wo 

n«.ví'.-  P(  1)  es  cierto,  ya  que  //  =  1.  Paso  de  inducción:  su 
pongamos  que  //  ,  =  2”  -  1.  Entonces,  como  //  H  =  21  !n  +  1.  se 
sigue  que  =  2(2"  -  I )  +  I  =  2"’  -  t .  1 9.' a)  añ  =  2u^,  + 

pura  nz5  b)  afl  =  1 ,  «i  =  2,  tr}  =  8,  a4  =  16  c )  1 . 2 1 7. 
21.  9,494.  23.  a)  an  =  j  +  ct^,  +  2'";  para  u  a  2  b)  «(1  =  0. 


<7=0  e)  94. 


2S-  *I<f.==«M+art+a*jPara"i 


:  3  b  ) lL 


=  1 .  a,  =  2,  ^  =  4  el  8 1 .  27*  a)  -  a f  (  4  a  ,  para  /i 
h)  üy  =  L  =  1  c)  34.  29.  a)  un  -  2a ^ }  4  2a ^  ,  para  n  a  2 

b)  =  L  a,  =  3  e)  448,  3L  u)  af}  =  2a n  {  4  an_,  para  ^  ^  2 

b)  =  I ,  íjj  =  3  e)  239,  33,  a  l  -  2i/  para  n  &  2  b)  ¿i , 

=  3  el  96.  35.  a)  an  -  an  ,  4  para  b|  aQ  =  I ,  <7,  * 

I  e|  89.  37.  a)  ^  /i  +  ^  b)  ^  =  n(n  4  I  j/2  4 

1 .  39.  □>  5 r  =  5?  !  f  f/r  - ü  +  2 )/2.  5n  =  I  bj  Srt  =  [n'  +  5/i  4 

6)/6.  41,  64  43.  a)  ¿;i?  =  2<;ir  t  +  2an  ,  b)  a0  —  U  a]  =  3 

c)  1.224,  45  duramente*  I )  =  1  para  m  i.  Si  m  s 
una  aplicación  que  no  es  sobreyectiva  entre  un  conjunto  de  m 
elementos  y  un  conjunto  de  n  elementos  se  puede  especificar 
fijando  el  tamaño  de  [a  imagen,  que  es  un  entero  entre  l  y  n  t , 
ambos  inclusive,  lijando  los  elementos  de  la  imagen,  que  se 


Respuestas  a  los  problemas  impares  7S9 


puede  hacer  de  Cin.  k)  formas,  >  dando  una  aplicación  sobre- 
yecliva  sobre  la  imagen,  que  se  puede  hacer  de  S(m,  k)  furnias. 
Por  tamo,  hay  1/!  C(/t,  k)S(m,  k)  aplicaciones  no  sobres ech- 
vas.  Como  en  tota)  hay  tr  aplicaciones,  S(m.  n)  =  jf  - 
CX».  k)S(m,  ¡ tí.  47,  a)  C\  =  C0C«  +  C\C\  4  CX\  +  Cf  t  + 
í  C  I  14  t  I  5  +  2  2  +  5  -  1  +  14  *  1  =  42  h)  C(  í  0. 
5)/6  =  42.  49.  J<\)=  -  1, J0) = 3¿#t)  =  I , il $ >  =  3. 

/<6)  =  5,  /(7)  =  7.  ¿(8)  =  J( 9)  =  3.  /(1Ü>  =  S, 
./( U>=  7^(12)  =  %J{  13)  =1 1,414)  =  13,  y(  15)  =  15,i{16)  =  I . 
51.  En  primer  lugar,  supongamos  que  el  numero  de  personas 
es  par.  digamos  2 n.  Después  de  recorrer  el  círculo  una  vez  y 
volver  ala  primera  persona,  como  las  personas  en  las  posicio¬ 
nes  pares  han  sido  eliminadas,  quedan  exactamente  n  personas, 
y  la  persona  que  está  ahora  en  la  posición  i  era  la  que  estaba  ai 
principio  en  la  posición  2/  1,  Por  tanto,  el  superviviente 

[que  estaba  al  principio  en  la  posición  /(2n)j  está  ahora  en  la 
posición  J(n)  y  es  la  persona  que  estaba  antes  en  la  posición 
2J(n)  1,  Por  tamo,  J(2n)  -  2J(n)  -  I.  De  manera  similar, 

cuando  hay  un  numero  impar  de  personas,  digamos  2n  +  I, 
después  de  haber  recorrido  el  círculo  una  vez  y  haber  elimina¬ 
do  a  la  persona  en  la  posición  U  quedan  un  total  de  n  personas, 
y  la  persona  que  ocupa  la  posición  i  es  la  que  oc upaba  al  prin¬ 
cipio  la  posición  2/  +  1,  Por  tanto,  el  superviviente  sera  d 
participante  que  ocupa  ahora  la  posición  /(n)  y  que  estaba  al 
principio  en  la  posición  2/0?)  +  1,  de  donde  se  sigue  que  J(2jj 
+  I )  =  2J(n)  4  1,  El  caso  base  es  /(I)  =  1.  53,  73.  97?* 

3,6 í 7.  55,  Estos  nueve  movimientos  resuelven  el  acertijo: 

mueve  el  disco  1  de  la  barra  t  a  la  barra  2;  mueve  el  disco  2  de 
la  barra  i  a  la  burra  3:  mueve  d  disco  1  de  lu  barra  2  a  la  barra 
3:  mueve  el  disco  3  de  la  barra  1  a  la  barra  2:  mueve  el  disco  4 
de  la  barra  1  a  la  barra  4:  mueve  el  disco  3  de  la  barra  2  a  la 
barra  4:  mueve  d  disco  I  de  la  barra  3  a  la  barra  2:  mueve  tí 
disco  2  dé  la  barra  3  a  la  barra  4;  mueve  el  disco  j  de  la  barra 
2  a  la  barra  4.  Para  ver  que  se  necesitan  ai  menos  nueve  movi¬ 
mientos,  observa  en  primer  lugar  que  se  necesitan  al  menos 
siete  movimientos,  independientemente  del  numero  de  barras 
que  haya:  tres  para  sacar  los  discos,  uno  para  mover  el  disco 
mayor  (el  4)  y  otros  tres  para  volver  a  apilarlos.  Se  necesitan  al 
menos  otros  dos  movimientos,  ya  que  para  mover  el  disco  4  de 
la  barra  l  a  la  4  los  otras  tres  discos  deben  estar  en  las  barras  2 
y  3,  por  lo  que  se  necesita  al  menos  un  movimiento  para  api¬ 
larlos  y  otro  para  sacarlos.  57.  Los  casos  base  son  obvios.  Si 
n  >  L  d  algoritmo  tiene  tres  etapas.  En  la  primera  etapa,  per 
hipótesis  de  inducción,  se  necesitan  R(n-k)  movimientos  para 
trasladar  los  n  -  k  discos  mis  pequeños  a  la  barra  2.  A  conti¬ 
nuación.  utilizando  el  algoritmo  usual  para  la  Torre  de  Hanoi 
con  tres  bañas,  se  necesitan  2*  -  1  movimientos  para  trasladar 
el  resto  de  los  discos  (los  k  mayores}  a  la  barra  4.  sin  utilizar 
la  barra  2.  De  nuevo  por  inducción,  son  necesarios  R(n  -  k) 
movimientos  pura  trasladar  los  n  -  k  discos  más  pequeños  a  la 
barra  4;  ahora  están  libres  todas  las  barras  ya  que,  d  disco  ma¬ 
yor.  que  está  ahora  en  la  harra  4,  no  interf  iere.  Esto  establece  lu 
relación  de  recurrencia,  59.  En  primer  lugar,  observa  que 
R(n)  =  2  i  (A *{jí  R(j  I ))  (ya  que  la  suma  es  telescópica  y  A'íO) 
-  0).  Según  el  Problema  58.  ésta  es  la  suma  de  2;  1  para  este 
rango  de  valores  de/  Por  tanto,  la  sumaos  X/j  ?2f_J,  salvo  que 
m  tí  no  es  un  nú  mero  triangular,  los  últimos  valores  para  i  -  k 
no  aparecen,  y  esto  es  lo  que  cuenta  el  término  final  de  la  ex¬ 
presión  del  enunciado.  61.  Según  el  Problema  59.  R  (ti)  es 
menor  o  igual  que  2  i  Se  puede  demostrar  que  esta  suma 


es  igual  a  ik  +  D2*  2a*1  +  I  y  es,  por  tanto,  menor  o  igual  que 

\k  +  1  )2\  Pe  n  >  kik  1  )/2,  se  sigue  que  k  <  I  +  Via  pura  todo 
a  >  b  Por  tanto,  R(n)  esta  acotado  superiormente  por  (I  4 
\r2n  _+  1)2'^  -  '  <  v>  para  todo  n  >  2.  Por  tanto.  R[n)  es 
0{\fn2^")>  63.  a)  O  b|  0  e|  2  ú}2rl-  2^:.  65.  n  - 
2Vííh  +  Wün  -  üm  -  2(an  -  a  ,)  4  C?an  -  Va :i  t  =  -  + 

- Qn- 1) -  K-i  - **.2»  +  2 aH  i  +  ¿i, -  +  ü'J  = 

ft*  =  **4  +  =  K  -  Vaj  +  (qé  -  2V*#  4  \ 

2íi  -  3Va  4  V-íi ,  si  a  =■  Va  V2a 

m  w  «  q  n  n 


SECCIÓN  6.2 


1.  a)  Grado  3  h)  No  c)  Grado  4  d)  No  e)  No  f)  Gra¬ 
do  2  g)  No,  3,  a)  an  =  3  -  2*  b}£/n  =  2  c)  ííj(  =  3  *  2"  -  2  * 
y  d)  ún  =  6  ^  2h  2  j  n2n  e)  an  =  n(-2)n  x  f)  a  =  2'1  (r2)w 

z)an=imr'-(-wr\  s. 

7,  (2wH  4  (-1  D/3.  9.  a )  Pn  =  1,2 P  %  4  0*43/'  r  PQ  = 
100,000,  =  1204)00  b)  P*  =  (250.000/3  M  3/2  r'  4 

(50.000/3)(-3/!0)ff,  1 1.  a)  Paso  base:  para  n  =  I .  se  tiene  I  = 

0  4  I,  y  para  n  -  2,  se  llene  3  =  I  4  2.  Paso  de  inducción:  su¬ 
pongamos  que  es  cierto  para  k  <  n.  Entonces.  L  =  L  4  /.  “ 

f«.\  +4,i  +l,  =  V,.|  +/„_,)  +  ÍC,  +0 

b)  K  -  í^ri  í^j  -  13- «,  =  H(-l  Y  -  3(-2 Y  +  4  •  ;v. 


15.  a  =  5  +  3  (-2JT  -  3".  1 7,  Sea  a,  =  C(«.  0)  +  C(n  -  ! .  I )  + 

t-  C\n  i..k).  donde  k  =  l  n/2 J.  En  primer  lugar,  supongamos. 
c|iic  n  es  par  y  que.  por  lauto,  k  —  n/2  y  el  último  término  es 
(  (k,  i).  Según  la  identidad  de  Pascal,  tenemos  a  -  I  t-  C(n  - 

2. 0)  +  C(rt  -  2,  I )  +  C(ti  3.1)+  c(n  -  3. 2)  +  ■■■  +  C(n  -  k.  k 
-2  )  +  (\n-k,k-  I)  +  1  =  1  +  C(n  -  2.  \)  +  C(n  - 1.2)  +  -  + 
C{n-k.k-  1)4. C(n  -  2 . 0)  +  C(n  -  3,  1)  +  -  +  Cin  k.k-  2) 
+  I  =an  (  +  an_2,  ya  que  L(«  -  !  )/2j  =  I  =  L(»  -  2)/2j.  Eos 
cálculos  para  n  impar  son  similares.  Por  tanto,  j¿i  |  satisface  la 
relación  de  recurrencia  a  ~  a  4  a  .  para  todos  los  enteros  n. 
//  £  2.  Además,  =  C(L  0)  =  I  y  a1  =  C(2,  0)  4  C{1,  I)  =  2, 
que  coinciden  con/,  y  fy  Por  tanto,  an  - /r4|  para  todo  entero 
positivo  n ,  19,  ttfí  =  (rP  4  3 n  4  5)(-  í)w,  21.  (ííjo  4  a]  4 

a  ,/r  4  a,  fp)  +  (í?M)  +  a2  {n  4  a,  ^)(-íf  4  (out  4  a1  ^03''  4 

ú¿JÍ-4)\  23.  ¡i \  3¿;; ,  4  2ff  =  3(-2>  +  2"  =  24-3  4  l)  =  2"'1  - 
a*  b)  a *  =  ay  2*+'  c \  ~  3r^!  2TK  25.  v)  A  =-\,B  = 

-7  b  t  rr  =  a2fl  -  n  -  7  c)  ü  #  -  !  1  -  2“  -  n  -  7.  27,  a)  pjf 
+  PdP  +P\n  +  Ai  11  *  u  VJ  c  í  n X/t. n  4  d )  p/r  + 

p(v?  4  ü)  trlpjr  4  4  pti)i-2T  f)  ^(p^n4  +  pp1  4 

^r4/j|fl4/>0)2'’  29.  -a)  a  =«?  +  jíh!  b)t^  =  -2 

*  *  >  4  3J,,>.  31.  a  =  tx2"  4  p3-  -  n  •  4  3/r/2  4  21/4 

33*  ü  f  =  (a  4  pj?  4  4  ffV6)2n.  35.  ar  —  — \  ■  2'  -  ir  ¡4  -  5 n/2 

4  1/8  4  (39/8)3".  37.  ¿j  <  ^  +  1 K»  +  2 )/ó.  39.  a  H .  - 1 ,  ó  -  ? 

h i  (í  3  i  í  ir  -  —ó  +  —  i-or ‘ .  4 L  a )  Utilizando  la  fórmula 

*44  4  4 


para  fn,  se  tiene  que  /, 


i  ■  1  f  o  ’j 

15\  2  1 


^  1/2-  Esto 


quiere  decir  que  /  es  el  entero  más  cercano  a  ,  -j 

h)  Menor  cuando  n  es  par;  mayor  cuando  n  es  impar.  43.  o 

4-i +  2/ 


1 ,  45.  a  l  a  =  3c?  ,4  4¿? 


1 


=  6 


h )  í?  “ 


(4;r+t  4  í-  jyr)/5,  47.  a)  a  =  2í?ii4)  4  (ñ  -  1)10.000  h)  í7tj  = 
70,000  <  2» 1  -  1 0.000»  idooo*  '  49,  an  =  5«2/l  2  4  1 3n/l  2  4  3. 
51,  Véase  el  C  apitulo  1 1 ,  Sección  5,  de  [  Ma93  f  53,  óJ1  4rt“l/m 


7*>0  Matcmáiica  discreta  v  sus  aplicaciones 


SECCIÓN  6J 


¡ r  14,  3.  El  primer  paso  es  (II  i0)2(1010)2  -  (24  4  2ó 
í  1 1  m  ío)2  4  2-(n  i )  (iou  ((íov,  -noy  +  (i3  +  ix io)2  * 
t  tOK>  El  producto  es  { líKKíí  100V  5,  C  =  50,  665C  +  729  = 
33.97».  7.  a)  2  b)  4  c)7.  9,  a)  79  bt  48,829 

c  1 30,5 17.579.  II.  0(\og n)  ÍX  0{rf*i 3).  1 5. 5.  17.  a I  Paso 
base*  si  la  sucesión  tiene  un  solo  elemento,  entonces  la  perso¬ 
na  de  la  lista  es  la  ganadora.  Etapa  recursiva:  divide  la  lista  en 
dos  mitades  tan  equilibradas  como  sea  posible.  Aplica  el  al¬ 
goritmo  a  cada  mitad  de  forma  recursiva  para  obtener  como 
mucho  dos  nombres.  A  continuación,  recorre  la  lisia  completa 
para  decidir  cuál  de  los  dos  nombres  es  el  ganador,  bt  0{n 
(tog/t).  19.  d)  fin)  -  J\n/2)  +  2  b)  O(logu),  21*  al  7 
b)  OíJog/T). 

23.  a)  procedn re  suma  mayoría  r  ....  aj 

mavor  0  )  la  su b sucesión  vacía  tiene  suma  0] 

for  /  ;=  I  to  n 
begin 
suma  :=  0 
for  j  :=  i  4  I  to  n 
begin 

suma  suma  4  a 

if  suma  >  mayor  then  mayor  :=  suma 

end 

end 

{ mayor  es  la  mayor  suma  de  una  serie  de  términos  con¬ 
secutivos  de  la  lista | 

b)  O  (t¡)\  c)  Dividimos  la  lista  en  dos  mitades  y  aplicamos  el 
algoritmo  recursivamente  para  obtener  la  suma  mayor  de  tér¬ 
minos  consecutivos  para  cada  una  de  las  mitades.  La  suma  ma¬ 
vor  de  términos  consecutivos  de  la  lista  completa  es  bien  uno 
de  estos  dos  números  o  bien  la  suma  de  una  serie  de  términos 


consecutivos  en  mitad  de  la  lisia.  Para  encontrar  la  suma  ma¬ 
yor  posible  de  términos  eon&écutivos  en  mitad  de  la  lista,  co¬ 
men  ¿amos  en  el  centro  de  la  lisia,  y  nos  movemos  hacia  de¬ 
lante  hasta  encontrar  la  suma  mayor  posible  en  ¡a  segunda 
mitad  de  la  lista.  A  continuación,  nos  movemos  hacia  atrás 
para  encontrar  la  suma  mayor  posible  en  la  primera  mitad  de  lo 
Usía.  El  valor  buscado  es  la  suma  de  estas  dos  cantidades.  El 
resultado  final  es,  por  tamo,  el  máximo  entre  esta  suma  y  los 
dos  valores  obtenidos  de  manera  recurso  a.  El  caso  base  es  que 
la  suma  mayor  de  una  sucesión  de  un  solo  demento  es  el 
máximo  entre  dicho  elemento  y  cero.  (I)  11*9.  14  e)  S(h)  - 
2S( njl)  +  n,  C[n)  =  2C(n/2)  4  n  +  2*  Sí  I )  =  0*  C(  1)1  fi  0{n 
log  n  n  mejor  que  O  >r }.  25.  La  distancia  entre  (1 ,  6)  y  (3,  6) 
es  2,  27.  El  algor  Uno  es  esencialmente  el  mismo  que  se  ha 

aplicado  en  el  Ejem  pío  12.  La  cadena  central  tiene  una  anchu¬ 
ra  de  2i 7  pero  es  necesario  considerar  dos  cuadrados  de  tama¬ 
ño  d  x  d  en  lugar  de  ocho  cuadrados  de  tamaño  ¿7/2  x  7/2,  La 
relación  recursiva  es  la  misma  que  la  del  Ejemplo  12,  con 
la  salvedad  de  que  el  coeficiente  7  es  reemplazado  por  I . 
29,  Cuando  k  =  log^  n.  se  sigue  que  fin)  =  a\f\  1)  4  XÍ--J 
d  i  ftjb*ys  =  dfi  l )  +  ¿$¡¡J ctf*  =  akf{  1  í  í-  km*  =  a -'[[i  \  )  f 
r  (log^  n)tí*  -  I )  +  vnd  Jogfr  n  -  nJ  fi  I )  +  cnJ  log/r  nf 

3 1 .  Sea  k  =  log^/í,  donde  n  es  una  potencia  de  Ik  Paso  base:  si 
n  -  \  y  k  ~  0,  entonces  t yf  4  cjPw  =  c(  4  c\  *  M/(£/-  ¿i)  4  /{ 1 ) 
t  f?'!cl(a  -  Ir)  =/(  1-4  Paso  dé  inducción:  supongamos  que  es 
cierto  para  C  donde  n  =  //.  Entonces,  para  n  -  bki\f(n)  = 
qfinlb)  4  crP  -  a  \  |  Ir1  c¡(¥  -  affeíbf  +  [/( 1 )  4  ttU'Ka  -  Ir1)]  ■ 


[nlb)Hb  a)  I  +  en**  =  bí¡d{íf  -  dyrPaib1  4  1/(1)  4  (bdd{a 
+  cnri  =  réladíbf* -a)  4 c{f/ -  a)/(b d  -  a)]  4  f/( I )  4 
fr*cf(a  -  6dc)|/i,,^d  =  l(//r)/(/4J  4  [/(l)  4  }fc!{a  -  fr*)] 

33.  Si  a>  Irf  entonces  logfr  a  >  d.  Por  tanto,  el  según 
do  término  es  el  dominante,  ya  que  Oínf10***  ).  35.  0(n^  ■) 

37.  0(n% 


SECCIÓN  6*4 

1 .  f{x )  =  2(jtír  1 )/( x—  1).  3.  a)  fix)  =  l\i  l  - /)/( 1  - x)  b )  x V 
(1-Jf)  O  Vd-  t1)  d)  2/(1  -2x)  eMI+x/  f)2/{l  4x) 
gi  ( 1/(1  ,v))  -  A-2  h  t  V  Vi  Í  -  V)2.  5,  a)  5/(1  -  A)  b  j  I  /( I 
3,v)  c)  Zx*f(  I  -  j)  d)  (3  -  m  1  -  a)1  el  ( 1  4  xf  f>  1/(1  - 
x}\  7.  a )  ^  -  64.  a{  -  144,  a,  =  - 1 08,  a}  -  21  y  an  =  0  para 

todo  n  >  4  b)  Los  tínicos  coeficientes  distintos  de  cero  son  av 
=  L  ¿q  =  3,  -  3.  =  1  c)  an  -  5"  d)  an  -  (-3)^  para  n  a 

3  y  Jtl  =  ¿í;  =  a2  -  0  e)  af)  -  8,  =  3.  íí,  =  2,  ^  -  0  para  n  im 

par  mayor  que  2  y  -  1  para  n  par  mayor  que  2  f  |  an  =  S  si 
n  es  múltiplo  de  4,  an  =  -  I  si  n  es  menor  que  4  y  n,  =  0  en  otro 
caso  g)  =  n  -  1  para  n  í:  2  y  -  a)  =  0  h)  añ  =  2n+7^í 
9,  a)  ó  b)  3  c)  9  d)  0  e)  5.  11.  a)  1 .024  b)  1 1  el  6b 
d)  292.864  e)  20.412.  13.10,  15.50.  17.20.  19.  fe) 

=  l/({]  -*)(!  xT)(  l  -  x*)  (t  -  .vjn)),  21*  15.  23,  a)  A \  4 
a  +  r’  4  x'ffi  I  r)  l>)  6.  25.  a)  El  coeficiente  de  xf  en  el 
desarrollo  en  serie  de  potencias  de  1/0  1  C  id  -  r  x  1  -  v:o|) 
bl  1/(1  -  t3  -  .t*  -  a30)  c)  7  ú)  3.224,  27,  a;  3  bl  29 
el  29  di  242.  29,  3)  10  b)  49  c)  2  di  4.  31.  al G{x ) 

av  -  a l jr  íí,a  -  b|  GfA3)  c)  a/G(x)  d )  Q  2v)  e) 

f)  G(a)/(  1  i).  33,  ^  =  2  -  y  -  1 .  35.  =  i  8  3 A  ^  1 2  *  2/ 

37.  ak  =  C  4  8*  4  20  4  (6*  -  1 8)2*,  39.  Sen  G(x)  =  17, a/ 
Ajustando  los  índices  y  sumando  las  series,  se  obtiene  G( vi 

xom -  =/„ + ^  (j\  -  l  ,  -  o  4  *  4 

5/  :  0aj.  Despejando  Gf  vh  se  obtiene  íV(.r)  -  kG{x)  -  x'Gi  \ ) 
x.  Descomponiendo  en  fracciones  simples,  vemos  que  x¡(  \  -  x 
i-)  ^  ( lN5)\\f{  I  -  av)  -  1/(1  -  pA)|.  donde  a  =  fl+  S)f2  y 
P  ( I  -  /5)/2.  Teniendo  en  cuenta  que  1/(1  a  a)  -  X; 
se  sigue  que  G{\)  =  (IA/5)  ■  S^o(a*  -  |Í *).«*,  Por  tanto,  /  = 
1 1 /v  5) +  (aA  (iÓ-  41*  a)  Sea  G(a)  =  Xñ*  A  la  función  ge¬ 
neratriz  de  |  C  |  Entonces,  G(a)2  =  XI  id  5,  í— Í'^C’ )a'3  ~ 
(iritC^C  ,>  1  =  v;_,  ce  Por  tatito,  aG(a)?  =  V7^ 
CnA°,  de  donde  se  sigue  que  \G(x):  -  G(x)  4  1  -  0.  Re- 
solviendo  esta  ecuación  de  segundo  grado,  se  obtiene  que  G(  v) 

“  1  ~  4  ''  La  solución  válida  es  la  correspondiente  al  signo 

negativo,  ya  que  el  signo  positivo  da  lugar  a  una  división  por 
cero,  b)  Según  d  Problema  40,  í  I  4*)  1  -  =  (^).C.  In¬ 

tegrando  término  a  lénníno  (un  resultado  de  cálculo  infinite¬ 
simal  asegura  que  esto  es  correcto),  se  obtiene  ff\{  1  -  4n  ’ 
Jt  =  1Z*  Af (;>*'  -- jdZ* 4 (>". Como /’(¡  - 4 ty'ruU  = 

1  ^ — —  -  ,\G  (  a  ) ,  iden  t  i  fi  c an  d o  c oe ti  cíenles  se  síg  ue  que  C 'h  - 

(2*).  43,  Aplicando  d  Teorema  del  binomio  a  la  igualdad 

( ]  +  a r*-"  =  (I  4  xr  1 1  +  x)\  se  obtiene  ’p/j  4  n,  t)a  - 
X  rixJ  -  Xr  n  C{nt  rpf  -  X/+o (X-wOm,  r-  kíQn,  /;)|LV■,. 

Comparando  coeficientes  se  obtiene  la  identidad  buscada. 
45,  u)  b)c  '  c)  e''  d )  xel  4  e'  e)  (e*  -  I  i/a  47,  a)  an  - 
1-1/  b)  an  -  3  ■  2n  c)  an  -  3n  -  3  ■  2n  d)  an  -  (-2)1  píira  n  a  2, 
a]  -  -3,  afí  =  2  e)  an  =  (-2)'  4  ni  fi  afi  ~  (-3  )tí  4  n!  ■  T  para  n  z 

2,  ah  —  1, aí  =  -2  j>)  an  -  0  si  n  es  impar  y  u  =  n\/(n/2)l  si  es 
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par.  49.  a)  an  =  6a^{  +  8" 1  para  n  s  U%  =  1  b)  La  solu¬ 
ción  general  de  la  relación  de  recurrencia  lineal  y  homogénea 
asociada  es  ¿ij*'  =  ücój.  Una  solución  particular  es  ¿A1'  ~  £  8\ 
Por  tanto,  la  solución  general  de  la  ecuación  completa  es  iin 
abn  +  \  *  8".  Utilizando  la  condición  inicial,  se  sigue  que  o  - 
\ .  Por  tanto,  íiff  =  (6”  +  8')/2.  c)  Sea  Gix)  =  XaU  Utili¬ 
zando  la  relación  de  recurrencia  para  la  sucesión  [.  se  sigue 
que  G(x)  ó  xGi  x)  =  ( I  -  7x}/(  1  8a),  Por  tamo.  G(.t)  -  0  » 

7a)/((  I  6a)(I  8a)).  Descomponiendo  en  fracciones  sim¬ 

ples.  se  obtiene  que  G(a)  =  ( I/2V(  1  -  6  a)  +  ( f/2)/(  í  8  vi. 
Utilizando  la  Tabla  1 ,  se  sigue  que  íift  -  (6"  +  8")/2,  51.  —  • 

J_  .  *  ....  53,(1  +  v)(  I  +  xj:(  I  +xf  55,  Las  fimcio- 

nes  generatrices  obtenidas  en  ios  Problemas  52  y  52  son 
iguales,  yaque  (1  +  .v)(  I  +  .i:)0  +  V)  =  -77  ■  2— L  ■  hi,  ■■■  - 

T7  ■  re  ■  p?  ■■ 57- a>  <VD -  tU. iM  =  ó  ■  ¡‘  =  %U 

píx  o  jt)  =  i  bi  c;u)  =  ¿  izn  p{x  =  k)  -  y  i  =  TU 

píX  =  k)  ■  k .  y-1 1  ^  =  I UpiX  =  k)k  =  E(X)  ct  1 1  = 

£¡  T7- 0 P(X  =  k)  •  y  I  =  TU PiX  =  k)  -  m -  i  )  *  y  - 1.,  = 

TU  P(X  -  k) ■  (k--  k)  =  V’( X)  +  E() 0-  -  E(X)  t!  resultarlo  re¬ 
querido  se  obtiene  combinando  esta  igualdad  con  el  aparta¬ 
do  (b).  59.  a  )  G(.r)  =  pT/i  I  i¡x)m  b)  V  (x)  =  mq!p:. 

SECCIÓN  6.5 

1.a)  30  b)  29  c)  24  d)  18.  3.1%.  5.  a)  300  b)  150 
C)  175  d)  100.  7.  492.  9.  974.  11.55.  13.  248. 

15.50.138.  17.234.  I9.(4|U4,U4,U44U4-|  =  |¿,I  + 
M.I  +  |A3l  +  M4l+|A,|-Mln^Í-M>1n4,l  M,n.4,|- 
(A)nA;i-|4?n4j-iA,n4J|-|'53n/y-  |44n44|  -|4, 
0  4^-14,0  4,1  +  14,04,04^+1^04,04,1  +  14,04, 
04J  + 14,  04j0441  +  )4, 04,04,1  +  |4, 04,04,1  +  |4, 
O  4j  n44|  +  |4j  04,  04,  |  +  |4, 0  44  O  4, 1  +  14,  O  44  O 4,  | 
-14,04,04,04,1-14,04,04,04,1-  |4,  04,0.4, 0 
4,J  -  |4,  04,  O 44  0  4, 1  -  | .4,  0  4 ,0  44  0  4,|  +  |4,  0  4, 0 
4,  0  4,04'’).  2 1 .  |  4 ,  U  4,  U  4 ,  U  4 .  U  4,  U  4  J  = 

14,  |  +  |4,  |  +  |4j |  +  |4,|  +  |,1,¡  +  \\\  -  i  4,  O  4,  |  - 1 4,  O  4 ,  |  ■ 

I  A,  O  4J  -  |4,  n  4, 1  -  |4,  O 46 1  -  |4.  O  .4.  |-|4,  O  4,  |  - 
|4. 04, |-j4,04J- 14,04,1-14,04,1-14,04,1-  4, 
0  4,|-  14,  O  4,  |  +  1 .4, 0  4,  [.  23.  />{£,  Ü/..U/-.4  pili.  t  + 
/><£,)  +  ptE,  )-/>(£,  O  E, )  -/*£,  0  £,)  - p(L  O  £,  >  -  />(/'.,  O 
E  Ó  £, ).  25.  4.972/7 1.295.  27.  p(Eí  U  E,  U£.U  £'4  U  £, ) 
-  p(E])+  p(Ej  +  p{Es)  +  />(£,)  +  //( £  5)  -  />(£,  O  £.)  -  p{  £',  O 
£,)  p(E,  O  £,)  - p(El  0  £,)  -  /J(£,  O  £,)  -  p(E2  O  £4)  -  p{E , 
O  £,)  - piE,  O  £4)  -  /J(£,  O '£,)  --  p(EA  O  £,)  +  p(E[  O  £,  O  E, ) 
+  p(£,  O  £.  O  Ej  +  p[E]  O  E,  O  £,)  +  p(£(  O  £,  O  £,)  +  //(£, 
O  £,  n  £,)  +  />(£,  O  £,  O  £,)  +  /j( £,  O  £,  O  £,)  +  />t £  O  /:'  O 
£,)  +  |9(£,  ri£,n  £,1  +  p(£,  O  £4  O  £,').  29.  p(  U  *  t  £  )  = 

Lucn  p{E  n  E)  +  T  IsKjds  a  pi  £  O  £i  O  £+ 

— +(-ir1j»tn?-i£,). 

SECCIÓN  6.6 

l.  75.  » 3.  6.  5.  46.  7.  9.875.  9.  540.  11.  2.100. 

13.  1 .854.  15.  ai  /.>][:</l(X)!  b)  IOOjDJIOO!  c)  C(IOO,  2)/100! 
d)  O  e)  1/100!  17.  2.170.680.  19.  Según  el  Problema  I S. 

se  verifica  que D  ñD  (D  ,  fn— 1)0  J.  Iterando,  se 

*  H  fHl  ^1 


obtiene  que  D  -  nDn  l  -  -  ,  -  (n  -  1  )D  ,)  =  -(-  \D  .  -  (n  -  2) 

Dri  ,))  =  -  =  (-I)"(í).  20,  l  =  l- 1  y,  ya  que  0,  =  I  y  O,  =0, 

21.  Cuando  n  es  impar.  23.  (>(«)  =  n  -  17,.  7  +  Xi»i  • ■» 

ú^m±T¡h:sn^ 25'4^  27‘ 

cienes  de  un  conjunto  de  m  elementos  en  un  conjunto  de  n  ele 
menlos,  C(nt  l)(r?  -  1)w  funciones  de  un  conjunto  de  m  ele¬ 
mentos  en  un  conjunto  de  n  elementos  cuya  imagen  tiene  n  -  1 
elementos,  C(n.  2>(/i  -  2)"  funciones  de  un  conjunto  de  m  ele¬ 
mentos  en  un  conjunit^  de  n  elementos  cuya  imagen  tiene  ti  -  2 
elementos,  y  así  sucesivamente,  hasta  C(/i.  «  —  1  > lJ*  ftmeíones 
de  un  conjunto  de  m  elementos  en  un  conjunto  de  n  elementos 
cuya  imagen  tiene  í  elemento.  Por  tanto,  según  el  principio  de 
inclusión-exclusión,  hay  nm  -  C{n ,  I  )(n  I  )m  +  C(n ,  2 >( -  2)m 
—  +  (-  I  )n_tC(/j1  n  l  )lm  funcionas  sobreyeclívas. 

PROBLEMAS  CÜMPI  .EMKNT  ARIOS 

h  b)  An* 4 b)  43  =  40  0^=10*  4".  3.  a)  M  M 
+  160.000  b)  Mt  =  j 86,000  cí  Mr  =  1Ó0.000«  +26.000 
d)  r  =  r  +  1 60,000/t  +  26  ooo"  e)  r  =  80.000/r  + 
106.000/j-  5,  u)  ,  b)  í/,  =0h  an  =1,0,=  !  c)  r/t , 

=  1 2.  7,  a)  2  b)  5  c)  8  d)  16.  9.  =  2".  I L  ^  =  2  -í 

4nl3  +  rr72  +  ^2 V6.  13.  a/t  -  ü  +  r  1 5,  0(n4).  1 7»  0(«). 
19*  a)  18n  +  1 8  h)  1 8  e)  ü!  2 1 .  Mab()  -  - 

d  t(&  .  -  b  )  +  h  (a  .  a  )  n  A  h  +  h  A  a  .  23.  a)  Sen 

G(x)  =  XT=o  En  I  oí  tees,  G%X)  =  (rt  4 

1  Por  tanto,  GTv)  -  G'{-\)  Xln  (Í>í  +  I  )tiil+|  -i,  lU  : 

X7-o  =  e\  como  se  quería  demostrar.  El  hecho  de  que 
G(ÍB  =  &„  =  I  es  un  dato  del  problema,  bt  Tenemos  que 
(e~J  G{x)Y  -  e~TG%x)  -  e  ’Gí  K)  «  e  '(G'(a)  -  G(  v))  -e  '  e  - 
L  Por  tanto,  e  GU)  =  ,v  +  t\  donde  t  es  una  constante.  W 1  aquí 
se  sigue  que  G(.v)  =  ic'  +  re'.  Como GíO)  =  L  se  tiene  que  c  =  1 
ci  Tenemos  que  G(a)  -  XXr,  í  v  tlfn\)  +  XÜU  (A'ódt  =  1. 

-  1)!)  +  XXn  (Ylnl),  Por  tanto,  at¡  =  1  l(n  ! )!  +  \/n\  para 
todo  n  as  1  y  a0  =  1.  25.  7 .  27.  1 10.  29.  0.  31.  a)  19 
b)  65  el  122  ú)  167  e)  168.  33.  />  ,/ffl  -  I )!  35*  11/32. 

CAPÍTULO  7 


SECCIÓN  7. 1 

Luí  [((LOME  1  )*  (2+  2),  (3, 3))  b)  ¡(L  3).(2*  2),  (3,  I), 
(4.0)1  c>  ¡(LO),  (2,0),  (2,  1),  (3t  0), (3,  1),  (3,  2), (4,  0), 
(4,  1  X(4,  2),  (4,  3)1  di  U  L  0)*  (L  I),  ( I,  2),  ( 1,  3)t  (2.  0), 
(2.  2L  (  L  0),  (3,  3)*  (4,  0)|  (suponiendo  que  0  no  divide  j  rí) 
e)  {(O,  1),(L0k(L  D,(I.2)*(L3).  (2.  1  h  (2.  3).  (3,  i).  (3,  2), 
(4,  1),  (4,  3)¡  f)  |(L  2),  (2,  1).  (2,  2}|*  3.  ai  Transitiva 
b)  Reflexiva,  simétrica*  transitiva  tj  Simétrica  ü\  A  mi  sime 
trica  eí  Reflexiva,  simétrica,  anti simétrica,  transitiva  ft  Nin 
guna  de  estas  propiedades,  5,  ni  Reflexiva,  transitiva  b)  Si¬ 
métrica  c)  Simétrica  dt  Simétrica,  7.  al  Simétrica 
ht  Simétrica,  transitiva  el  Simétrica  d)  Reflexiva,  simen  i - 
ca,  transitiva  e)  Reflexiva,  transitiva  f)  Reflexiva,  simetn 
ea,  transitiva  gi  Antistmctrica  h)  Antisimétrica,  transitiva 
9.  te),  (ú).  (f).  1!.  aí  No  irreflexiva  b)  No  irreflexiva  el  No 

i  rre fie, viva  d )  N  o  i rre  fl e  viva.  1 3 .  Sí;  por  eje m pl o ,  1(1,  l )  ] 
en  el  conjunto  |  L  2(.  15.  {a.  b)  e  R  si.  y  sólo  si.  a  es  más 

alto  que  />.  17,  (a),  19,  Ninguna.  21.  (ía.  h)  c  A* 


Matemática  discreta  \  sus  aplicaciones 


->  (/;,  a)  f  R).  23.  2™,  25.  ai  { {a  b) \ b  divide  ¿i  a \  b)  { (a,  b)\a 

no  divide  a  /?}.  27.  L;i  gráfica  de/h  29.  a)  |  [a.  ft)jü  ha  leído 
el  libro  h  o  b  es  de  lectura  obligatoria  para  a  ¡  b)  ( í at  h)  |  a  ha 
leído  el  libro  b  y  h  es  de  lectura  obligatoria  para  a  |  cí  |  (a.  b\ \ 
bien  h  es  de  lectura  obligatoria  para  <¿.  pero  a  no  ha  leído  h  o 
bien  a  ha  leído  h  aunque  no  era  de  lectura  obligatoria  }  d>  |  (a, 
h)\b  es  de  lectura  obligatoria  para  a.  pero  a  no  ha  leído  ¿i  t) 
|  [(/,  b)  |  a  ha  leído  b  aunque  no  era  de  lectura  obligatoria} .  3 1 . 
S  R  | (a,  h)\a  es  padre  o  madre  de  b  y  h  tiene  un  hermano  o 
hermana ) *  R  5  S  -  | (tí*  b)  \ a  es  tío  o  lía  de  h  1 .  33.  a)  R"  b )  Rh 
c di  R-  el  0  í\Rl  g)  Rl  híRr  35.  ni  Rt  hlR, 
el  R,  di  R  el  A,  fl  R  g|  R:  hi  R  37.  a  fue  el  di¬ 
rector  de  tesis  del  director  de  tesis  de  ft;  hay  una  sucesión  de  n  +  1 
personas,  que  comienza  en  a  y  acaba  cu  b,  tal  que  cada  una  de 
ellas  es  director  de  lesis  de  la  siguiente  persona  de  la  sucesión. 
39.  a)  \  (o .  b )  \  a  h  0.  3. 4,  ó,  8  o  9  (mod  12)}  b>  1  (at  h)  | a 
=  b  (mod  1 2) ¡  v)  ( (a.  h ) | a -b  =  X  6 o 9  ( mod  12)}  d )  | (a, 
b)  \  a  -  b  =  4  u  8  (mod  1 2> }  el  ( (a.  h)  |  a  h  ^  X  4.  6,  8  o  9 
(mod  12)  |.  41*  8.  43*  ai  65.536  b>  32.768.  45*  al  2^’ 
b|  2'lV'ñ_,w  c|  Vl,f  1  d)  2n|,t  T>  e)  fj  -  2  4 

2ttin  n.  47.  Puede  no  existir  ningún  /;  con  esa  propiedad. 
49.  Si  R  es  simétrica  y  (¡ft  />)  e  A,  entonces  (h,  ti)€  R.  de  modo 
que  (a,  b)E  R  1  Por  Tanto.  R  C  A-1.  De  forma  parecida.  R  C 
A,  así  que/?  =  R  1  Razonando  a  la  inversa,  si  A  =  A  1  y  O?.  6) 
c  A.  entonces  la.  X)e  A  T.  de  modo  que  (ft*  rrifc  R.  Por  ramo.  R 
es  simétrica.  51*  R  es  reflexiva  si,  y  sólo  si,  (at  a)  e  A  para 
todo  o  e  A  si,  y  sólo  s»,  (u.  í¿)e  A  s  [ya  que  (a,  u)  €  R  si  y  sólo 
si  íu,  a)  t  A~!  ]  si.  y  sólo  si,  /í  1  es  reflexiva.  53*  Empleamos 
el  principio  de  inducción.  El  resultado  es  rr¡\  ial  para  n  =  I*  Su¬ 
pónganlos  que  Rh  es  reflexiva  y  transitiva,  Por  el  Teorema  ] . 
A 1  t  A,  Para  ver  que  A  C  A"+!  -  A111  A,  sea  (ti.  b)  f  A.  Por  la 
hipótesis  de  inducción»  A  =  A.  luego  A  es  reflexiva.  Por  tanto* 
tft.  ft)  €  A'  en  consecuencia,  (a,  b)  e  R  \  55.  Hacemos 

uso  dd  principió  ile  inducción.  Fi  resultado  es  r ricial  para  n  - 
I .  Supongamos  que  A"  es  reflexiva*  Entonces,  [a.  a)  e  Ar  para 
todo  a  e  ,4  y  (u,  íí)  c  A.  Por  tanto,  (a,  A'1  A  A  15  para 

lodo  ti f  4.  57.  No;  |n>r  ejemplo,  tómese  A  -  |{  1 , 2),  (2.  1 )). 

SECCIÓN  7.2 

L  H  I»  2* 3h  ( L  2, 4)»  (1, 3, 4),  ( 2,  3,41}.  X  (Nadir,  122*  34 , 
Detroit.  08:10),  ¡Acmé,  22 1 , 22.  Den  ver,  OS:  1 7),  ¡  Acmé,  1 22. 
33,  Anchorage»  08:22),  (Acmé,  323,  34.  Honolulú,  08:30). 
(Nadir,  199,  13,  Detroit,  08:47),  (Acmé*  222,  22,  Den  ver. 
09:10).  (Nadir,  322.  34.  Detroit.  09:44).  5*  Línea  aérea  y 
numero  de  vuelo,  línea  aérea  |  hora  de  salida.  7.  a)  Sí  h) 
No  c)  No.  9*  a)  Numero  efe  la  Seguridad  Social  bi  Que 
no  haya  dos  personas  con  el  mismo  nombre  con  domicilio  en 
la  misma  calle  c)  Que  no  baya  dos  personas  con  el  mismo 
nombre  viviendo  jimias.  1 1.  (Nadir,  122,  34,  Detroit,  08:10), 
(Nadir*  199.  13,  Detroit,  08:47),  (Nadir,  322,  34.  Detroit. 
09:44).  13*  (Nadir.  1 22,  34.  Detroit,  08: 1 0),  ( Nadir,  1 99,  1 3. 

Detroit,  08:47),  (Nadir,  322.  34.  Detroit,  09:44),  (Acmé*  221*  22. 
Den  ver,  08:17),  (Acmé,  222.  22.  Den  ver,  09: 10).  15,  A.  w 


Linea  aérea 

Destino 

Nadir 

l>etroit 

Acmé 

Den  ver 

Acmé 

Anchorage 

Acmé 

1  lonoJulii 

\t 

Proveedor 

Número 
de  pieza 

Proyecto 

Cantidad 

Código  de 
rolos ■ 

23 

1*092 

1 

7 

2 

23 

'  1*101 

3 

1 

i 

23 

9*048 

4 

12 

2 

31 

4*975 

3 

6 

2 

31 

3.477 

2 

25 

2 

32 

6*984 

4 

lü 

I 

32 

9.191 

2 

80 

4 

33 

L00I 

1 

14 

8 

2 1  *  Ambos  lados  de  esta  ecuación  eligen  el  subconjunto  de  A 
formado  por  aquellas  ^-tupias  que  cumplen  ambas  condiciones 
Cj  y  C,.  23*  Ambos  lados  de  esta  ecuación  eligen  el  conjure 

to  de  «-lupias  que  están  en  A.  están  en  S  y  cumplen  la  condi¬ 
ción  C.  25.  Ambos  lados  de  esta  ecuación  eligen  las  m-tupias 
formadas  por  las  componentes  q-é sima*  /  ,-ésima.  ****  /pésima 
de  las  /¿-tupias  que  están  bien  en  A  o  bien  en  5.  27*  Sean  A 
I  í</,ft} )  y  S  =  |  (<i(r) },  n  =  2,  m  =  1  e  í (  =  I ;  f*x(R  -  S)  -  { (a )  | . 
pero  PjtA)  -  P{(S )  =  0.  29.  a)  7,  seguida  de  í\  ,  l>  I  (23.  I ), 

(23,  3),  (31, 3 ),( 32,  4). 
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X  a)  (  Ll ),  ( I,  3),  (2,  2),  (3.  I),  (3,  3)  b)  (I.  2)t  (2,  2),  (3,  2) 
0(1,  1)»  (1,2),  ( L  3).  (2,  1),  (2*  3),  (3,  1),  {3, 2),  (3,  3),  5.  La 
relación  es  no  irreflexiva  si,  v  sólo  si,  hay  al  menos  un  bucle  en 
el  grato  dirigido.  7.  a)  Reflexiva,  simétrica,  transitiva 
b)  Antistsnétrica,  transitiva  c)  Simétrica*  9,  a)  4.950  b)  93)00 
tq  99  di  100  e)  1.  II.  Reemplazando  cada  0  por  un  i  \ 
cada  I  por  uní)* 


0  1  1 

1 

0 

0 

ri  i  r 

13.  a) 
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17.  n2-k. 
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2L  Por  simplicidad,  hemos  indicado  los  pares  de  aristas  en 
sentido  opuesto  conectando  los  dos  mismos  vértices  usando 
una  doble  flecha  en  lugar  de  dibujar  las  dos  líneas  por  separado. 


23.  1  (a,  b),  (a,  c)>  (bt  c),  (c,  b) ) .  25.  ( (a,  c),  (b,  a),  (c,  d). 

{d,  h) }.  27,  1  (a.  f/),  (ar  b),  (a,  c).  (h.  a),  ib .  h)v  (h,  c),  (c,  a), 
fe.  b).  id.  d)  J .  29,  La  relación  es  asimétrica  siT  y  sólo  si,  el 

grafo  dirigido  no  contiene  ni  bucles  ni  caminos  cerrados  de 
longitud  2.  31.  Problema  23:  irreflexiva.  Problema  24:  refle¬ 

xiva,  ant  i  simétrica,  transitiva-  Problema  25:  irreflexiva,  antisi  - 
métrica.  33,  ín virtiendo  el  sentido  de  cada  una  de  las  aristas 
del  digrafo  de  A\  35.  Demostración  por  inducción.  Paso  base: 
trivial  para  n  =  I  Paso  de  inducción :  supongamos  que  es  cier¬ 
to  para  k.  Como  Riil  =  RL  °  /?.  sy  matriz  es  M#0Mr  Por  la 
hipótesis  de  inducción,  ésta  es  M,  ■  My*=  X]. 

SECCIÓN  7.4 

1.  a)  m  0),  (0.  1),  (L  I),  (1,  2).  (2, 0),  (2.  2}?  (3,  0),  (3,  3)| 
h)  m  1), (0,2), (0,3), (1,0), (L  I), (L  2), (2,0).  (2,  Ib (2.  2b 
(3.  0)  [ .  3,  ( (tír  h)  ¡  a  divide  a  h  o  h  di v ide  a  a  ¡ . 


o 

13.  L!  cierre  simétrico  de  R  es  R  U  ii  1  Mfll  v  Mí;  ,  = 

Mfí  vM;,  15.  Sólo  cuando  R  es  irreflexiva,  en  cuyo  caso 


coincide  con  su  propio  cierre.  17.  a,  a,  at  a:  b,  c,í\  ri;  r,  b t  c, 
c;  (\  ct  b.  r:  c\  r,  c,  c;  tA  e,  e,  d;  i\  d,  i\  e\  ef  e<  d ,  e;  e,  e,  et  e. 
19.a)  |(1,  1),  (1,5).  (2,  3),  (3,  l),<3.2),  (3,  3),  (3,  4),  (4,  1), 

(4. 5) ,  (5,  3),  (5, 4)  ]  h)  «I,  1ML2UL3),(L4U2.  I). 

(2. 5) ,  <3,  f ),  (3, 3),  (3.  4),  (3, 5),  (4,  1 ).  (4.  2).  (4,  3).  (4.  4), 

(5.  O.  (5,3).  (5. 5))  c)  |(1, I), (1,3), (1.4).  (1,5), (2, 1),(2.2), 
(2,  3).  (2.4),  (3.  I),  (3,2),  (3.  3),  (3,  4).  (3,  5),  (4.  !).  (4,  3), 

(4.  4),  (4,  5),  (5,  I).  (5,  2),  (5,  3),  (3,4),  (5,  5)1  (I)  ((I,  1), 

(1.2) ,  (1.3),  (1,4),  (1,5),  (2,  1),  (2,  3),  (2,  4).  (2.  5).  (3.  1), 

(3,  2),  (3.  3),  (3. 4).  (3,  5).  (4.  1),  (4, 2),  (4.  3),  (4. 4),  (4,  5). 

(5. 1) ,  (5, 2), (5. 3), (5. 4). (5, 5)|  e)  1(1. 1), (1. 2),  ( !,  3), (1, 4). 

(1.5) .  (2.  IM2,  2),  (2,  3),  (2. 4),  (2.  5),  (3.  I),  (3.  2).  (3.  3), 
(3. 4).  (3. 5).  (4,  I).  (4.  2),  (4,  3),  (4.  4).  (4.  5).  (5.  I ),  (5.  2). 

(5. 3) , (5.4),  (5.5)]  0  1(1,  I), (1,2), (1,3),  (1,4),  (1,5).  (2, 1). 
(2.  2),  (2,  3),  (2.  4),  (2,  5),  (3,  ! ),  (3,  2).  (3,  3).  (3. 4).  (3.  5), 

(4. 1) ,  (4, 2),  (4. 3),  (4, 4),  (4, 5),  (5,  1),  (5.  2).  (5, 3),  (5, 4),  (5. 5)|. 
21.  a)  Cuando  hay  un  estudiante  c  que  comparte  una  asigna¬ 
tura  con  a  y  una  asignatura  con  h  b)  Cuando  hay  dos  estu¬ 
diantes  f  y  íl  tales  que  a  y  c  comparten  una  asignatura,  i  y  d 
comparten  una  asignatura  y  J  y  b  comparten  una  asignatura 

c)  Cuando  hay  una  sucesión  ,rn, . i  de  estudiantes  con  n  a  I 

tales  que  ¿t(  -  a.  sn  -  b  y  para  cada  i  =  1,2,...,  n,  sj  y  ,  com¬ 
parten  una  asignatura.  23.  Lil  resultado  se  sigue  de  (/(')  1  = 
(U™r  /?")*'  =  U"-t  íRT'  =  Ur.j  R"  =  R\ 


lili 

0  0  0  O 

lili 

b) 

l  0  1  1 

lili 

J  0  1  1 

lili 

1  0  l  í 

0  11! 

i  i  i  r 

0  0  1  l 

d> 

iiii 

0  0  0  I 

iiii 

0  0  í)  0 

iiii 

27.  Las  mismas  respuestas  que  para  el  Problema  25,  29.  a)  ( ( I .  I  >, 
( L  2),  E  l,  4),  (2,  2),  (3,  3),  í4.  I ),  (4,  2l  (4,  4)  j  bj  ((L  I ), 
(I.  2),  íl,  4),  (2.  1),  (2,  2).  (2,  4),  {3,  3),  (4,  I )T  (4,  2),  (4,  4)1 
c)  |(L  l),  <  1.  2l  (1,4),  <2,  l)T  (2,  2),  (2,  4i.  {X  3),  (4,  h,  (4,  2), 
4)|,  31-  Algoritmo  1:  Algoritmo  2:  (){n'). 

33,  Se  asigna  el  valor  inicial  A  M,  I  y  se  recorre  un  huele 
sólo  desde  i  :  2  hasta  o  L  35.  al  Como  R  es  reflexiva, 
cualquier  relación  que  la  contenga  tiene  que  ser  también  re¬ 
flexiva.  h)  Tanto  |((b  0),  (0,  1  b  (0.  2),  (1,  1),  (2,  2)1  corno 
((0,  0),  (t),  I  b  (l,U),  (1.  I),  (2,  2)|  contienen  a  R  \  tienen  un 
numero  impar  de  eleiñentos.  pero  ninguno  de  ellos  es  sub- 
conjunto  del  otro, 

SECCIÓN  7,5 

L  a)  Relación  de  equivalencia  h)  No  reflexiva,  no  transitiva 
c)  Relación  de  equivalencia  d )  No  transitiva  el  No  simétrica, 
1 1  o  tran  s  diva.  3*  a  l  R  d  aciói  i  de  eq  u  i  v  a  1  e  nc  i  a  l>  i  No  l  ra  tisiu- 
va  el  No  reflexiva,  no  simétrica,  rio  transitiva  ti )  Relación  de 
equivalencia  el  No  reflexiva,  no  transitiva,  5,  a)  (  v,  x) £  R. 
ya  q ue  /U)  =  /Ub  Por  tamo,  R  es  reflexiva  ixr  y)  e  R  si,  y  sólo  si. 
j[x)  =/íy b  y  esto  es  cierto  si,  y  sólo  si,  /bj  -  f i. \ b  si.  y  solo  si, 
(y,  x)  e  R  Por  lanío,  R  es  simétrica.  Si  {x.  y) €  R  e  (y.  j)e  A\  en¬ 
tonces /fv)  =  /(vi  yfly)  =  f{z).  Por  tanto, /¿r)  =fi rb  Luego  f.v. 
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e  A.  Se  sigue  que  R  es  transitiva  h)  Los  conjuntos  f~l  (b) 
con  fren  la  imagen  de/  7.  Sea  i  una  cadena  de  longitud  3  o 
más.  Como  \  coincide  consigo  misma  en  sus  tres  primeros 
hits,  u.  .v)e  A.  Por  Lamo,  A1  es  reflexiva.  Supongamos  que  u, 
>')€  A.  Entonces  Jt  e  y  coinciden  en  sus  tres  primeros  hits.  Por 
tamo,  y  y  v  coinciden  en  sus  tres  primeros  bits.  Luego  (v,  a) 
é  A  Si  y)  e  O  ,  -)  están  en  A,  entonces  v  e  v  coinciden  en 
sus  tres  primeros  bits,  al  igual  que  b  hacen  y  y  Por  tanto,  v  y 
:  coinciden  en  sus  tres  primeros  bits.  !  .uego  í.v,  r)  e  A,  Se  sigue 
que  A*  es  transitiva,  9.  La  afirmación  «p  es  equivalente  a  q» 
significa  que  p  y  q  tienen  las  mismas  entradas  en  sus  tablas 
de  verdad,  A  es  reflexiva,  ya  que  p  tiene  la  misma  tabla  de 
verdad  que  p  A  es  simétrica,  porque  si  p  y  q  tienen  la  misma 
labia  de  verdad,  entonces  q  y  p  tienen  la  misma  tabla  de  ver¬ 
dad,  Si  p  y  q  tienen  las  mismas  entradas  en  sus  tablas  de  ver¬ 
dad  y  q  y  r  tienen  las  mismas  entradas  en  sus  tablas  de  verdad, 
entonces  p  y  r  también  las  tienen,  de  modo  que  R  es  transitiva, 
II.  a)  Esto  se  sigue  del  Problema  X  tomando  d  operador  de 
derivación  como  función  /del  conjunto  de  funciones  diferen- 
ciables  (de  R  en  R)  en  el  conjunto  de  funciones  (de  R  en  Ri. 
t>)  El  conjunto  de  todas  las  funciones  de  la  forma  gí.u  =  _r  +  C 
para  alguna  constante  C.  1 3,  Esto  es  consecuencia  del  Pro¬ 
blema  3,  tomando  como  función  /  riel  conjunto  de  todas  las 
URL  en  el  conjunto  de  todas  las  páginas  web  la  función  que  a 
cada  URL  le  asigna  la  página  web  que  corresponde  a  esa 
URL.  15.  No,  17,  No,  14,  R  es  reflexiva  ya  que  toda  cade¬ 
na  de  hits  v  contiene  el  misino  número  de  unos  que  ella  misma.  A 
es  simétiiLü.  va  que  si  $  y  i  contienen  d  mismo  numero  de 
unos,  entonces  lo  mismo  sucede  para  /  y  ,v,  A  es  transitiva,  ya 
que  si  s  y  t  contienen  el  mismo  número  de  unos  y  t  y  u  con! te¬ 
ñen  el  mismo  número  de  unos,  entonces  s  y  u  también  contie¬ 
nen  el  mismo  numero  de  irnos.  21.  a  f  Los  conjuntos  de  perso¬ 
nas  con  la  misma  edad  b)  Los  conjuntos  de  las  personas  con  el 
mismo  padre  y  la  misma  madre.  23.  [;]  conjunto  de  las  cadenas 
de  bits  con  exactamente  dos  unos.  25,  a)  j.v  |,v  es  una  cadena  de 
biis  de  longitud  3 1  b)  ¡  s  1 1  s  es  una  cadena  de  bits  de  longitud  3  ¡ 
e)  |  ,v  E 1 1  s  es  tma  cadena  de  bits  de  longimd  3)  d)  ( s JO  lül  | s  es 
una  cadena  de  hits  de  longitud  3|  27.  (fu/  t  k  |ne  Zj  para  k 

e  (0, 1,2, 3,4,5),  29.a)No  b)Sí  c)  Sí  d)  No.  31. (a), 
(c),  (e).  33.  (b),  (dh  (e).  35,  a)  |((),  (i),  (I,  1),  (lt  2), 
(2.  O,  (2,  2),  (3,  3)t  (3,4),  (3,5),  (4,  3  b  (4, 4),  (4.5),  (5, 3), 
(5,  4),  i 5,  5)|  bi  1(0,  0),  í0,  1),  H ,  0),  (1,  I),  (2,  2),  (2.  3), 
(3.  2).  (3,  3),  (4,  4»,  (4,  5),  (5,  4 1,  (5,  5)  1  c>  | (0.  0).  (0,  1), 
(0. 2U 1 , 0),  ( I ,  ó),  ( L  1 ),  ( 1 ,  2),  (2, 0),  (2,  I  h  (2, 2),  (3.  3), 
(3,  4),  (3,  5)t  (4,  3),  (4,  4),  (4,  5),  (5,  (5,  4),  (5,  5)1 

di  |(0,  0),  ( 1,  l)t  (2,  2),  (3t  3),  (4S  4).  (5,  5)|,  37,  |0|,C  [Ü]„ 
|l|,C|lU216C[2KJ3]&cr0V  |4],  C  [1],,  |5|6  c  [2]v 
39,  Sea  .4  un  conjunto  de  la  primera  partición.  Elegimos  un 
elemento  cualquiera  .v  de  A.  El  conjunto  de  todas  las  cadenas 
de  bits  de  longitud  16  que  coinciden  con  v  en  los  ocho  últimos 
bits  es  mío  de  los  conjuntos  de  la  segunda  partición  y  clara¬ 
mente  cualquier  cadena  de  A  está  en  ese  conjunto.  41.  (ó/, 
tí),  {a.  fr),  (tí,  r),  tfr,  tí),  (fr.  frjt  {h,  ck  U  .  í/í,  (r.  fr),  (c,  c).  {d,  J), 

(í d .  tá  («*,  d ),  0\  ef  [ .  43.  a)  Z  h)  j #i  +  1  |  n e  Z  |.  45.  a I  A 
es  reflexiva,  ya  que  cualquier  coloración  puede  obtenerse  a 
partir  de  si  misma  por  medio  de  una  rotación  de  360  grados. 
Para  ver  que  A  es  simétrica  y  transitiva,  utilizamos  el  hecho  de 
que  toda  rotación  es  la  composición  de  dos3 reflexiones  y  que, 
recíprocamente,  toda  composición  de  dos  reflexiones  es  una 
rotación.  Por  tanto,  (Clt  C2)  pertenece  a  A  si,  y  sólo  si,  C2 


puede  obtenerse  a  partir  de  C,  por  medio  de  una  composición  de 
reflexiones.  Por  tanto,  si  {Cr  C,í  pertenece  a  A,  entonces  tam¬ 
bién  pertenece  (Cr  CJ,  ya  que  la  inversa  de  la  composición  de 
reflexiones  es  también  una  composición  de  reflexiones  (en  d  or¬ 
den  inverso).  Luego  A  es  simétrica.  Para  ver  que  A  es  transitiva, 
supongamos  que  (Cr  C;)  y  (Cr  Cj  pertenecen  a  A.  Jomando  la 
composición  de  reflexiones  para  cada  uno  de  los  pares  se  puede 
construir  una  composición  de  reflexiones  que  pone  de  mani¬ 
fiesto  que  (Cr  CJ  pertenece  a  A.  b)  Representamos  las  colo¬ 
raciones  mediante  cadenas  de  longitud  4  denotando  los  colores 
ro  o  y  azul  por  la  letras  r  y  aT  respectivamente.  Enumeramos  tas 
letras  correspondientes  a  los  colores  del  cuadrado  superior  iz¬ 
quierdo,  del  cuadrado  superior  derecho,  de  i  cuadrado  inferior 
izquierdo  y  dd  cuadrado  inferior  derecho  en  ese  orden.  Las  cla¬ 
ses  de  equivalencia  son:  ¡  rrrr } ,  [aaaa  j ,  |  rrra,  rrar ,  ran\  arrr) t 
|  aaar\  tiara ,  araa ,  rana ] ,  ¡  raat\  ana  ] *  [  mía,  arar ,  ar;/r,  ram ) , 
47,  5,  49.  Sí.  51.  A.  53.  En  primer  lugar,  se  toma  el  cierre 
reflexivo  de  A:  después,  se  calcula  el  cierre  simétrico  de!  cierre 
reflexivo,  y  finalmente  se  forma  el  cierre  transitivo  del  cierre  si¬ 
métrico  del  cierre  reflexivo,  55.  /h0)  -  L  />(  I  )  =  L p{2)  =  2. 
PÍ3)  =  5.  p{ 4)  -  15,  p{5)  =  52,  p(6)  =  203,  /j(7)  =  877,  p(8>  = 
4 . 1 40.  />(  9 )  =  21.147,  p(  10)  =  1 1 5 .975. 

SECCIÓN  7,6 

L  u)  Si  No  c)  Sí  d)  No,  3.  No.  5,  Sí.  7.  a)  ( (0, 0), 
(L0),<  L.  I).  (2,  Oxa  I)»  (ít  2)1  b)(Z,*)  c)  (A(Z),  C) 

d)  ( Z\  «es  múltiplo  de»).  9.  a)  (0[  y  (11.  por  ejemplo  b)  4 
y  6,  por  ejemplo.  11.  a)  (1,  L  2)  <  (1, 2,  I )  b)  (0.  L  2, 3)  < 
(0,  L 3.  2)  cl(0, 1.  1,  1, 0) <  ( ¡, 0,  LO,  f ),  13. 0 <  0001  < 

001  <01  <010 <0101  <01!  <  II 


15,  15 

1 1 

mé 

su 


n# 


II  13 
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19.  (at  h).  (a,  c),  (o,  d),  (h,  r ),  ib,  d),  (a,  a ),  (h,  b),  (c,  c ),  id ,  d) 
21.  (a,  a\  (a,  gl  {a?  d'l  (a,  e),  (a,fl  (h,  b),  (b,  gl  (b.  d),  (by  el 
(ht  ¡\  (c,  c\  U\  gl  (c\  d)  (cf  e\  (. cj l  (g»d)y  (g,  el  (gyf),  (j?,  gl 
{d,  d ),  (e7  e ),  (/./).  23.  (0,  ¡a}),  (0,  \h )),  (0,  [c\l  (\a]t 
[fl. &}),((*}.  \atc)\{{bl  \atb\U\b)y  \hyc})A{c}y  ( atc}), 
(!¿K  \bt  c))t(id  hl  {a,  b,  {a,  b,c))A\b,c}t 

\  a ,  b,  c})>  25.  Sea  (S,  < )  un  conjunto  parcialmente  ordena¬ 

do  finito.  Vamos  a  demostrar  que  este  conjunto  parcialmente 
ordenado  es  el  cierre  reflexivo  transitivo  de  su  relación  de  co¬ 
bertura.  Supongamos  que  (a,  b)  está  en  el  cierre  re  ti  ex  evo  tran¬ 
sitivo  de  ía  relación  de  cobertura.  Entonces,  bien  a  -  b,  bi en 
a  <  b  (de  modo  que  a  =4  b)  o  bien  existe  una  sucesión  ay  av 
....  a  tal  que  a  <  a,  <  a,  <  ...  <  a  <  b,  en  cuvo  caso  .se.  tiene 
de  nuevo  a  N  b  por  la  irán  si  ti  vi  dad  de  <,  Reciprocamente,  su¬ 
pongamos  que  a  <  b.  Si  a  =  by  entonces  ( a ,  b)  está  en  d  cierre 
reflexivo  transitivo  de  ía  relación  de  cobertura.  Si  a  <  b  y  rio 
hay  ningún  z  tal  que  a  <  z  <  by  entonces  (a,  h)  está  en  la  rela¬ 
ción  de  cobertura  y,  por  tanto,  en  su  cierre  reflexivo  transitivo. 
De  no  set  así,  sea  a  <  a  <  <l  <  ...  <  a  <  b  una  sucesión  de 
la  mayor  longitud  posible  de  esta  forma  (que  existe,  ya  que  d 
conjunto  parcialmente  ordenado  es  finito).  Entonces,  al  no 
poder  intercalarse  ningún  elemento  intermedio,  cada  uno  de  los 

pares  (a.  ¿qf  {ay  a ,) . (a,¡yb)  está  en  la  relación  de  cobertura, 

por  lo  que  de  nuevo  se  tiene  que  (a.  b)  está  en  su  cierre  re¬ 
flexivo  transitivo.  27.  a)  24,  45  b)  3,  5  c)  No  d)  No 

e)  i 5,  45  f)  1 5  g)  15,  5.  3  h)  15.  29-  a)  ( 1 1  2 M  1 , 3,  4 1, 
(2,3,4}  b)  ( 1 ) ,  { 2 } ,  { 4 }  c)  No  d)No  e)  {2,  4),  \%  X  4¡: 

f)  (2,4)  g )  j  3,  4 1 ,  { 4 )  li)  { 3,  4  ( .  31.  Como  (a,  b)  ^4  {a, 
b).  la  relación  <  es  reflexiva.  Si  (j;r  a2)  ~4  (hy  b2)  y  (ay  a,)  * 
(h  ¿ó,  entonces  bien  a]  <  hx  o  bien al-bly  a2  <  bT  En  cual 
quier  caso,  (by  bi)  no  es  menor  o  igual  que  (a]r  a7).  Por  tanto. 
C  es  antisimetrica.  Supongamos  que  (ar  a,)  <  (hv  h2)  <  (tj, 
c2).  Sí  a[  <  b ,  o  <  cv  entonces  al  <  cj,  de  modo  que  (av 
aj  <  U ' ■  -  ca).  Sí  por  el  contrario  b=  cy  entonces  a.,  <  b,y 
<  c  ,  lo  que  implica  que  {ay  a,)  <  icy  c  ).  Por  tanto,  <  es 
transitiva.  33.  Como  ($,  1)  ^  (jvT  /),  la  relación  <  es  reflexiva. 
Si  (s.  ñ  <  (u,  v)  y  (u,  v)  <  {$.  ti  entonces  3  <  u  ^  s  y  t  ^  v  « 
n  por  consiguiente,  s  =  u  y  i  =  v.  Luego  ^  es  aniisimétríca. 
Supongamos  que  (s.  t)  <  (ut  v)  <  (u'.  a  K  Entonces,  s  ^  u,  t  < 
v,  u  <  h1,  v  <  x  Se  sigue  que  s  <  w  y  t  d  x.  Por  tanto,  [s,  t )  < 
(w,  x).  Luego  ">  es  transitiva.  35.  a)  Supongamos  que  x  es 
máxima]  V  que  y  es  el  máximo,  entonces  x  ^  y.  Corno  _v  no  es 
menor  que  y,  se  sigue  que  x  -  y.  En  virtud  del  Problema  3 4 (a),  y 
es  único.  Por  tanto,  x  es  único,  b)  Supongamos  que  v  es  mi 
nimal  y  que  y.es  el  mínimo,  entonces  y  Como  x  no  es  ma¬ 
yor  que  y,  se  sigue  que  x  =  _y.  En  virtud  del  Problema  34  (b),  y 
es  único.  Poi  tanto,  x  es  único.  37.  a)  Sí  b)  No  e)  Sl 
39.  Utilizam(|s  eí  principio  de  inducción.  Sea  Pin)  la  afirma¬ 
ción  vtodo  subconjunto  con  n  elementos  de  un  retículo  tiene 
supremo  e  ínfimo».  Pasó  base:  P{1 )  es  cierta,  ya  que  el  su¬ 
premo  e  ínfimo  de  ¡v|  es  x.  Paso  de  inducción:  supongamos 
que  Pikí  es  cierta.  Sea  S  un  conjunto  con  k  +  1  elementos. 
Sean  ve  S  y  Sf=  S  -  (x).  Como  S'  tiene  k elementos,  por  in  hi¬ 
pótesis  de  inducción  tiene  un  supremo  y  y  un  ínfimo  a.  Como 
estamos  en  un  retículo,  existen  elementos  z  =  sup(..v,  y)  y  h  = 
in/(xP  a).  Habremos  terminado  la  demostración  si  podemos 
demostrar  que  2  es  el  supremo  de  LVÜ y  h  es  el  ínfimo  de  S. 
Para  demostrar  que  i  es  el  supremo  de  S.  observamos  en  primer 
lugar  que  si  w  f  5.  entonces  bien  w  =  x  o  bien  we  Sf,  Si  w  =  x, 
entonces  w  ^  z,  ya  que  z  es  el  supremo  de  x  e  y.  Si  w  c  S\ 


entonces  w  =4  z,  porque  w  <  y,  ya  que  y  es  el  supremos  de  S'  e 
y  <  z,  ya  que  z  =  supíx,  y).  Para  ver  que  z  es  el  supremo  de  5. 
supongamos  que  u  es  una  cola  superior  de  S.  Nótese  que  tal  de¬ 
mento  u  tiene  que  ser  una  cota  superior  de  x  y  de  y,  pero  como  z 
=  supíx,  y),  -se  sigue  que  z  <  u.  Omitimos  el  argumento  análogo 
que  demuestra  que  b  es  el  ínfimo  de  S.  4L  a)  No  b)  Sí 
c)  { Propietario .  { Guepardo,  Puma ) ).  {Restringido,  \  Guepar¬ 
do  ,  P ama  j ) ,  ( Regis f rad o ,  \Gi tepa ? do ,  P unía)),  { P ropi e ta ri oT 
{ G uepa rdo ,  P urna ,  i mpa ¡a\),  (R estri n g i d o,  { G ue pardo .  P u ma , 
impala  )),  {Registrado.  ) Guepardo,  Puma,  impala) )  d)  [No 
propietario*  { ¡mpa la ,  Puma)  j,  {Propietario,  { impida,  Puma)). 
(Restringido,  {impala,  Puma)),  (No  propietario*  \impaia\ ). 
( P  rop  ie  tari  o ,  ( Irn ip  ala  l ) ,  (R  est  ri  n  g  ido ,  [  ¡mpa  la  \ ) ,  (No  pro¬ 
pietario ,  j  Puma  \ ) ,  (Propietario,  \  Puma  \ ).  (Restringido. 
{Puma}).  (No propietario t  0),  (Propietario.  0),  (Restringido.  0), 
43,  Sea  í  I  el  conjunto  de  todas  las  particiones  de  un  conjunto  S 
con  Pl  -4.  P .  si  ¡l  es  un  refinamiento  de  Pv  esto  es,  si  todo  con¬ 
junto  de  P  es  un  subconjunto  de  algún  conjunto  de  P\,  Prime¬ 
ro  demostramos  que  (íl,  <)  es  un  conjunto  parcialmente  or 
denado.  Como  P  <  P  para  toda  partición  P.  entonces  <  es 
reflexiva.  Ahora  supongamos  que  P  N  P1  y  P7  =4  Pr  Sea  T 
e  Py  Como  P,  <  P,,  existe  un  conjunto  T e  P 2  tal  que  TCT. 
Como  P}  A  Pr  existe  un  conjunto  Tf  f  P  tal  que  T  C  T\  Por 
tanto,  T C  T\  Pero  como  Py  es  una  paitictón,  T  =  T\  lo  que  im¬ 
plica  que  7=  T\  ya  que  '/'Cf  C  T\  Por  tanto.  T e  P  Repi¬ 
tiendo  el  argumento  con  P  y  P  intercambiados,  se  demuestra 
que  torio  conjunto  de  P  está  también  en  P|r  Por  tanto.  P  =  P  y 
4  es  antisimétrica.  Ahora  supongamos  que  P,  P2  y  P7  Pv 
Sea  7  e  P  ,  Entonces  existe  un  conjunto  7'e  P,  tal  que  7  C  V . 
Como  P1  <  P.,  existe  un  conjunto  Tf  €  /f,  tal  que  7^  C  T\ 
Esto  significa  que  7  C  T\  Por  tanto,  P,  4  P .  y  -4  es  transitiva. 
El  ínfimo  de  las  particiones  P  y  Pn  es  la  partición  P  cuyos 
subconjuntos  son  ios  conjuntos  no  vacíos  de  la  forma  7  D  Tv 
con  7  f  y  P  e  P y  Omitimos  la  justificación  de  esta  afir¬ 
mación,  El  supremo  de  las  particiones  P  y  P ,  es  la  partición 
que  corresponde  a  la  relación  de  equivalencia  según  la  cual  x 
E  S  está  relacionado  con  ye  S  si  existe  una  sucesión  x  =  x0.  x  , 
xv  ....  .v  =  y,  para  algún  entero  no  negativo  n  tal  que  para  todo 
i  desde  1  hasta  u.  xi_l  y  xr  están  en  el  mismo  elemento  de  P  o 
de  TV  Omitirnos  los  detalles  de  la  demostración  de  que  ésta  es 
una  relación  de  equivalencia,  así  como  los  detalles  de  la  de¬ 
mostración  de  que  éste  es  el  supremo  de  las  dos  particiones. 
45,  En  virtud  del  Problema  39,  hay  un  supremo  y  un  ínfimo 
para  todo  el  retículo  finito.  Por  definición,  estos  elementos 
son  el  máximo  y  el  mínimo,  respectivamente,  47.  El  mínimo 
de  un  subconjunto  de  7J  x  Z4  es  el  par  con  la  primera  coorde¬ 
nada  más  pequeña  posible  y,  caso  de  haber  varios  pares  con 
esa  propiedad,  aquel  par  de  entre  ellos  cuya  segunda  coorde¬ 
nada  sea  la  más  pequeña.  49.  Si  x  es  un  número  entero  en 
una  sucesión  decrecí  eme  de  elementos  de  este  conjunto  par¬ 
cial  mente  ordenado,  puede  haber  a  lo  sumo  |  x  \  elementos 
posteriores  ax  en  la  sucesión,  a  saber,  los  números  enteros  cu¬ 
yos  valores  absolutos  son  \  x  |  - 1 1  j  v  |  2, L  0.  Por  tamo,  no 
puede  haber  sucesiones  decrecientes  e  infinitas.  Este  conjunto 
no  está  totalmente  ordenado,  va  que  5  y  5,  por  ejemplo,  no 
son  comparables.  51.  Para  determinar  cuál  ríe  entre  dos  nú¬ 
meros  racionales  es  mayor,  se  escriben  con  un  denominador 
común  positivo  y  se  comparan  los  numeradores.  Para  demos¬ 
trar  que  este  conjumo  es  denso,  supongamos  que  x  <  y  son  dos 
números  racionales.  Entonces,  su  media  aritmética  (x  +  y)/2  es 
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un  número  racional  situado  entre  los  dos.  53,  Sea  (5,  O  un 
conjunto  parcialmente  ordenado.  Basta  demostrar  que  todo  sub- 
con junto  no  vacío  de  S  contiene  un  mínimo  si,  y  sólo  si,  no  hay 
ninguna  sucesión  infinita  decreciente  de  elementos  ar  av  a.. *«* 
de  S  (es  decir,  tal  que  a4|  --  a.  para  iodo  /)*  Una  sucesión  infi¬ 
nita  decreciente  claramente  no  tiene  elemento  mínimo.  Recí¬ 
procamente,  sea  A  cualquier  suheonjunto  no  vacío  de  S  que  no 
tenga  mínimo.  Como  A  es  no  vacío,  elegimos  a{  e  A.  Dado  que 
a  no  es  el  mínimo  de  ,4,  elegimos  a}  6  \  con  az<  Dado 
cpie  a,  tu*  es  el  mínimo  de  .4.  elegimos  <¡r3e  A  con  ay <ar  Con¬ 
tinuamos  de  es  la  manera,  lo  que  da  lugar  a  una  sucesión  iní  mi¬ 
ta  decreciente  en  5.  55.  a  <  h  <  c  <  d  <  e  <f<  g<  h  <i  < 
j  <  k  <  I  <  m.  57,  C  <  A  <  B  <  D  <  E  <  /■  <  £7.  59,  De¬ 
terminar  necesidades  del  usuario  -  Escribir  requisitos  funcio¬ 
nales  deparar  entornos  de  pruebas  Desarrollar  requisitos 
del  sistema  Escribir  documentación  Desarrollar  módulo  A 
-  Desarrollar  módulo  B  <  Desarrollar  módulo  C  <  Integrar 
módulos  <  Test  a  <  Test  jl  <  Terminación, 

PROBLEMAS  COMPLEMENT  ARIOS 

l.  a)  Irreflexiva  (no  incluimos  tu  cadena  vacía),  simétrica 
b)  Irreflexiva,  simétrica  cf  Irreflexiva,  ant  i  simétrica,  transí- 
uva.  X  ((a,  h).  (a,  b))  e  A.  ya  que  a  +  h  =  a  +  h.  Por  tanto,  R 
es  reflexiva.  Si  lía,  b),  (c,  d))  e  R ,  entonces  o  +  d  -  b  +  c ,  de 
modo  que  c  +  h  ~  d  +  a,  Se  sigue  que  í(r,  d ),  (a,  b))e  R.  Por 
lanto.  R  es  simétrica.  Supongamos  que  üa.  I> i.  (c,  ti))  y  ((í\  rí). 
(e,/))  pertenecen  a  A.  Entonces,  a  +  í/  =  h  4  c  y  r  +/=  ¿f  + 
Sumando  estas  dos  ecuaciones  y  restándole  t  4  t/  a  ambos 
lados  de  la  igualdad,  nos  da  o  +/=  ó  4  c.  Por  tamo,  {(a,  b), 
u  ,  /))  pertenece  a  A.  Luego  A  es  transitiva,  5,  Supongamos 
que  (a*  b) €  A'  Como  {/>T  Me  A',  se  sigue  que  (a.  M e  A  7.  Si, 

m.  9.  Sí.  sí.  11.  Dos  registros  con  claves  idénticas  en  la 

prc >y  ecck *n  ter id  rían  el  aves  idénticas  en  el  orí  gí  na  1 .  13,  (  A  U  RY 
=  A‘rU  R  1  -  A  U  R  L  15,  a)  R  -  (ó/,  b )*  (a,  c)  I *  El  cierre 
transitivo  del  cierre  simétrico  de  R  es  ((a,  a),  (a,  b ),  ( a ,  c),  (M 
o),  (/>.  M,  (/>.  c),  (t\  a),  (e*  6),  te.  r)l,  que  no  coincide  con  el 
cierre  simétrico  del  cierre  transitivo  de  A,  que  es  ¡  (a,  b),  ( a ,  c), 
\h.  a),  u  .  ü)\  I* i  Supongamos  que  (a*  h)  está  en  el  cierre 
simétrico  del  cierre  transitivo  de  R.  liemos  de  demostrar  que 
la*  b)  está  en  el  cierre  transitivo  riel  cierre  simétrico  de  R,  Sa 
hemos  que  al  menos  uno  de  los  dos  pares  ta,  b)  y  t/i.  ¿rt  está  en 
el  cierre  transitivo  de  R  Por  lanío*  existirá  bien  un  camino  de  a 
a  tí  en  A  o  bien  un  camino  de  b  a  a  en  A*  (o  ambos).  En  el  pri¬ 
mer  caso,  hay  un  camino  de  a  a  h  en  el  cierre  simétrico  qe  A. 
En  el  segundo  caso,  podemos  formar  un  camino  de  h  a  b  en  el 
cierre  simétrico  de  R  invirtiendo  el  sentido  de  todas  las  atestas 
de  un  camino  que  vaya  de  h  a  a  y  recort  iendo  ese  camino  en 
sentido  inverso.  Por  tanto,  (a,  b\  está  en  el  cierre  transitivo  del 
cierre  simétrico  de  R  17.  El  cierre  de  S  con  respecto  a  la  pro¬ 
piedad  P  es  una  relación  que  cumple  la  propiedad  P  v  que  con 
tiene  a  R,  ya  que  R  C  S,  Por  tanto,  el  cierre  de  5  con  respecto  a 
la  propiedad  P  contiene  al  cierre  de  A  con  respecto  a  la  pro^ 
piedad  I1.  19,  Se  Utiliza  b  idea  básica  del  algoritmo  de  Wars- 

liall,  salvo  que  denota  bien  la  longitud  del  camino  más  lar¬ 
go  de  v  a  v.  que  pasa  por  vértices  interiores  con  subíndices 
menores  o  iguales  que  k  o  bien  ivj*1  I  si  no  existe  ningún 
camino  con  es  a  s  p  ro  p  i  e  d  ade  s .  Pa  ra  obtener  u1^1  a  pan  i  r  de  1  os 
elementos  de  VV.  (,  se  determina  para  cada  par  (i,j)  si  hay  o  no 


caminos  de  v  a  y  de  vt  a  v  que  pasen  sólo  por  vértices  con 
etiqueta  menor  o  igual  que  A.  Si  alguno  de  los  dos  valores 
u’J¡  lj  o  n-,|k  ]  es  igual  a  I.  entonces  no  hay  ningún  par  de  ca¬ 
minos  de  ese  tipo  y  se  asigna  w\*]  =  1J_  si  existe  un  par  de 

caminos  de  ese  tipo,  entonces  hay  dos  posibilidades.  Si  vv|* ]]  >  0, 
ermmees  hay  caminos  tan  largos  como  se  quiera  de  y  a  v.,  de 
mudo  t|tie  asignamos  =  w.  Si  u]J  h  -  0,  se  asigna  h^_1í  = 
w};-  t[  +  w^).  Unicialmente,  se  torna  VVn  -  M^). 
2 1.  25,  23.  Como  A  H  B  es  un  subconjunto  de  A  y  de  B .  la 

u: lección  de  subconjuntos  es  un  refinamiento  de  cada  nna  de 
las  particiones  dadas.  Tenemos  que  demostrar  que  es  una  par¬ 
tición,  Por  construcción,  cada  uno  de  estos  conjuntos  es  no  va¬ 
cío.  Para  ver  que  su  unión  es  5,  supongamos  que  .ve  S.  Como 
A]  y  /J.  son  particiones  de  5,  hay  dos  conjuntos  A  v  B  tales 
que  á  e  A{  y  se  Br  1  .uego  se  Á¡  O Bf  *  Por  tanto,  la  unión  de  es¬ 
tos  conjuntos  es  S,  Para  ver  que  son  dis junios  dos  a  dos,  ob¬ 
servamos  que,  salvo  que  sean  /  =  í  y  j  -  /.  se  tiene  (A  fl  B  ) 
fl  (A  O  B  )  =(Af  H  A  )  H  tBi  H  B  .)  =  0.  25*  La  relación  de 
cunte  nido  es  un  orden  parcial  sobre  cualquier  colección  de 
conjuntos,  ya  que  es  reflexiva*  aiiltsímétnca  y  transitiva.  En 
este  caso,  la  colección  de  conjuntos  es  R(5).  27*  Encontrar  la 

receta  <  Comprar  mariscos  <  Comprar  comestibles  <  Lavar 
almejas  <  Cortar  jengibre  y  ajo  <  Limpiar  pescado  <  Cocer 
el  arroz  <  Cortar  pescado  <  Lavar  verduras  <  Cortar  setas  < 
Preparar  guarnición  <  Cocinar  en  el  wok  <  Presentar  en  los 
platos  -  Servir*  29,  a)  La  única  anticadena  con  más  de  un 
elemento  es  L  .  d  |*  b)  Las  únicas  anticadenas  con  más  de  un 
elemento  son  |  A*  c  j ,  (c.  e)  y  \d,  **[■  c )  Las  únicas  an  ti  cade¬ 
nas  con  más  de  un  elemento  son  la.  />(.  (a,  c\.  { b.  ¿  L  |a*  A, 
rK  (e/,  ej,  (t/./f  [c*/|  y  (d,  ¿\/|.  31,  Sea  (5,  O  un  con¬ 
junto  parcialmente  ordenado  finito  y  sea  A  una  cadena  maxi- 
mal*  Como  (A,  ^ )  es  también  un  conjunto  parcialmente  orde¬ 
nado,  debe  tener  un  elemento  minimal  nL  Supónganlos  que  m 
ntK  es  minimal  en  *S*  Entonces,  habría  un  elemento  a  de  S  con  a 
m.  Sin  embargo,  esto  querría  decir  t|ue  el  conjunto  A  U  1  ü  ] 
es  una  cadena  de  mayor  longitud  que  A.  Para  comprobarlo, 
debemos  ver  que  a  es  comparable  con  cada  elemento  de  A- 
Como  m  es  comparable  con  cada  elementó  de  A  y  m  es  mini 
mal,  se  sigue  que  m  <  \  para  todo  x  de  A  distinto  de  m.  Como 
a  <  m  y  m  <  x,  la  propiedad  transitiva  nos  dice  que  a  <  para 
todo  elemento  \  de  A.  33.  Denotemos  por  a  R  h  el  hecho  de 
que  a  sea  descendiente  de  br  Eti  virtud  del  Problema  52.  si  nin¬ 
gún  conjunto  de  n  +  I  personas  tiene  la  propiedad  de  que  nin 
gima  de  las  n  +  1  personas  es  descendiente  de  otra  persona  del 
conjunto  (es  decir*  si  no  existe  ninguna  anticadenag  entonces 
se  tiene  que  k  ^  n,  por  lo  que  el  conjunto  se  puede  dividir  en 
k  s  ti  cadenas,  Por  el  principio  del  palomar,  al  menos  una  de 
es  ras  cadenas  contiene  por  lo  menos  tu  +  I  personas.  35.  De 
mostramos  por  reducción  al  absurdo  que  si  ó  no  contiene  nin¬ 
guna  sucesión  decreciente  infinita  y  Va  ((  Vv  ív  <  v  —  A(y)>) 
f  Píx))h  entonces  P(x)  es  cierta  para  todo  xeS.  Si  At  v)  no  es 
cierta  para  lodo  xe  5,  sea  ,t,  un  demento  de  S  tal  que  P\.\.  *  no 
esciena*  Entonces,  por  la  implicación  anterior,  se  tiene  que  V  v 
(y  v  P{y))  no  es  derla.  Esto  significa  que  hay  un  ele- 
mentó  x .  con  v,  <  _rt  tal  que  P(xt)  no  es  cierta.  Invocando  de 
nuevo  la  implicación,  obtenemos  un  .\\  -  t .  tal  que  PU\)  no  es 
derla,  y  así  sucesivamente*  Este  proceso  se  puede  continuar  in¬ 
definidamente.  Esto  contradice  el  hecho  de  que  nuestro  con 
junio  parcialmente  ordenado  esté  bien  fundamentado.  Por  tan¬ 
to,  P{. r)  es  cierta  para  todo  x  e  S.  37,  Supongamos  que  A  es 
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un  cuasi  orden.  Como  R  es  reflexiva,  sí  ue  A.  entonces  (a *  a) 
e  R  lisio  implica  que  (a,  u)eR  1  Por  tanto  fif,  íí)g  A’  O  R  Se 
sigue  que  R  fl  R  1  es  reflexiva.  La  relación  R  fl  /?"'  es  simétri¬ 
ca  f  :ra  cualquier  relación  R.  ya  que  para  cualquier  R  se  tiene 
que  m  {a,  ft)eií(  entonces  (A,  a)e  R  \  V  viceversa  Para  de¬ 
mostrar  que  R  fl  R  1  es  transitiva,  supongamos  que  ( a .  A)f  n 
/V  1  y  (A,  e)  e  O  /CL  Como  (u,  /?} €  R  y  (h,  c)€R ,  se  tiene  que 
fíí,  i  )e  R .  ya  que  A1  es  transitiva.  Análogamente.  como  tu.  A) 
&  /?  1  y  (A,  v)eR~K  se  tiene  que  (/>*  </)  e  /?  y  (c.  A)  e  /?,  de 
modo  que  (t  *  n)  e  R  y  (a,  r)  £  R  L  Por  tanto,  (m  c)e  /?  n  A>_1. 
Luego  R  H  A  1  es  una  relación  de  equivalencia.  39*  a)  Como 
infu,  >  )  “  infí [y,  v)  y  sup(A,  y)  -  supfv.  i),  se  sigue  que  c  a 
v  “  va  x  y  que  x  vy  ~  y  v x>  b)  Utilizando  la  definición. 
(x  a  y)  a  z  es  una  cota  inferior  de  r,  de  y  y  de  z  que  es  mayor 
que  cualquier  otra  cota  inferior.  Como  v*  y,  z  pueden  inter¬ 
cambiarse  sin  que  vane  la  expresión  anterior,  (jc  vy)  v  z  es  el 
mismo  elemento,  cí  Para  demostrar  que  x  a  {x  v  y)  =  v  basta 
demostrar  que  *  es  el  ínfimo  de  x  y  de  jc  v  y.  Observamos  que  x 
es  una  cota  inferior  de  r  y  que,  como  v  vy  es  por  definición 
mayor  que  x.  este  es  también  cota  inferior  de  x  vy.  Por  tanto,  x 
c-  una  cora  inferior,  Pero  cualquier  cota  inferior  de  v  tiene 
que  ser  menor  que  a\  de  modo  que  x  es  el  ínfimo.  La  segunda 
afirmación  dual  de  la  primera:  omitimos  su  demostración, 
di  *  es  una  cota  tanto  inferior  como  superior  de  sí  mismo,  y  es 
lauto  la  mayor  de  sus  cotas  inferiores  como  la  menor  de  sus 
cotas  superiores.  4L  a)  Dado  que  l  es  el  único  demento 
mayor  o  igual  que  L  es  la  única  cota  superior  de  i  y.  por  tanto, 
el  único  valor  posible  para  d  supremo  de  x  y  de  L  b)  Como 
i  I .  c  es  una  cota  inferior  tanto  para  i  como  para  I.  y  no 
puede  haber  otra  cota  inferior  mayor  que  \T  por  lo  que  x  a  l  =  x 
c>  Como  0  -  \\  se  tiene  que  v  es  una  cola  superior  tanto  para  x 
como  para  0,  y  ninguna  otra  cola  puede  ser  menor  que  x  por  lo 
que  x  v  0  -  x  <L  Dado  que  0  es  el  único  elemento  menor  o 
igual  que  0.  es  la  única  cota  inferior  de  O  v.  por  tanto,  d  único 
valor  posible  para  d  ínfimo  de  x  y  de  0.  43.  L  =  (5,  O, 

donde  A  -  1 0,  1 1  M  2 ),  ¡  3  i ,  (  L  2K  i  2,  3  U  1 , 2,  3 ) ) .  45*  Sí. 
47.  Kl  complemento  de  un  subconjunto  X  C  S  es  su  comple¬ 
mentario  S-X.  Para  demostrarlo»  nótese  que  X  v  (5  V)  =  1  y 
que  Y  a  {S  -  X)  =  CL  ya  que  X  U  (S  -  X)  =  S  y  XD  (S  X\  =  á 

CAPÍTULO  8 


S  LOCIÓN  8J 


X  Grafo  simple.  5.  Pseudografo.  7.  Grafo  dirigido*  9.  Mui 
rigrafo  dirigido. 

11.a)  Az 


h)  4,  A2 


1 3.  Pájaro 

Zot/ a !  Pet  i  rmj  n  cfirpL  mero 


S  i  riMi  n  te  A  rre >  T re  pador 
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15. 


q 

Aristóteles 


\ 
Euc  lides 


al-Khmvan/mi 


Fibonaeci 


O 

Mauro!  ico 


propiedad  Je  411c  hay  dos  iipi>s  de  vértices  (hombres  y  muje¬ 
res).  y  cada  arista  conecta  vértices  de  tipos  distintos. 


Lovelace 


Boolc 


17. 


Presídeme 


Director* 
Í+D 


Director, 
operac  iones 


Director. 

marketing 


*  Director 
financiero 


I  9*  Tigres  Arrenda 


21.  A  veri  gnu  mus  cuáles  son  los  números  de  teléfono  del 
grato  de  llamadas  de  febrero  que  no  figuraban  en  d  grato  de 
enero,  y  viceversa,  Pura  cada  uno  de  los  números  hallados 
utilizamos  las  aristas  del  grato  para  hacer  una  lista  que  con¬ 
tenga  tanto  los  números  a  los  que  se  llamó  desde  el  numero  en 
cuestión  como  aquellos  desde  los  que  se  hizo  alguna  llamada  a 
dicho  número.  Examinamos  estas  listas  para  buscar  entre  los 
números  nuevos  de  febrero  aquellos  que  tengan  un  patrón  de 
llamadas  similar  al  de  alguno  de  las  teléfonos  desaparecidos  en 
enero.  23.  Usamos  el  modelo  de  gratos  que  tiene  como  vér¬ 
tices  las  direcciones  de  correo  electrónico  y  que.  por  cada 
mensaje  enviado,  contiene  una  arista  dirigida  desde  la  direc¬ 
ción  de  correo  electrónico  de  quien  envía  el  mensaje  hacia  la 
dirección  de  corito  electrónico  de  quien  lo  recibe.  Para  cada 
dirección  de  correo  electrónico  podemos  hacer  una  lista  que 
contenga  tanto  las  direcciones  a  las  que  se  envió  algún  mensaje 
como  aquellas  desde  las  que  se  recibió  alguno.  Si  dos  direc¬ 
ciones  de  correo  electrónico  se  ajustan  casi  al  mismo  patrón, 
concluimos  que  esas  direcciones  podrían  haber  pertenecido  a 
una  misma  persona  que  ha  cambiado  recientemente  su  direc¬ 
ción  de  correo  electrónico.  25,  Se  toma  como  conjunto  de 
vértices  un  conjunto  de  personas,  y  dos  vértices  se  conectan 
mediante  una  arista  si  esas  dos  personas  estuvieron  casadas  en 
algún  momento.  Ignorando  complicaciones,  este  grato  tiene  la 


29.  Representamos  a  las  personas  del  grupo  mediante  vérti¬ 
ces.  Ponemos  una  arista  dirigida  en  el  grafo  por  cada  par  de 
vértices.  Etiquetamos  la  arista  que  sale  del  vértice  que  repre¬ 
senta  a  A  y  llega  al  vértice  que  representa  a  B  con  un  +  (más) 
si  B  le  es  simpático  a  A ,  con  un  -  (menos)  sí  B  le  resulta  anti¬ 
pático  a  A  y  con  un  0  si  B  le  es  indiferente  a  A. 

SECCIÓN  $.2 

L  v  =  6;  e  =  ó;  8  (a)  =  2, 5(fe)  =  4, 5{c}  =  1. 5  id}  =  0. 6(e)  =  2. 
bij)  “  3:  c  es  una  hoja:  d  es  un  vértice  aislado.  3.  v  =  9:  e  = 
12:  Sfa)  =  3, 5 (b)  =  2,  S (c)  =  4.  5( d)  =  0t  bie)  =  ó.  bij)  -  0: 
6 (g)  -  4:  S(A)  =  2:  5ri)  -  3;  d  y  /son  vértices  aislados.  5,  No,  ya 
que  la  suma  de  tos  grados  de  los  vértices  no  puede  ser  impar, 

7.  v  =  4:  é  =  7: 8  ¡a)  =  3.  fi'(A)  =  U  5 1c)  =  %  b~{d)  =  1T  5 +(a)  =  1 , 
5  ib)  -  2,  5+íc)  =  1 ,  §+(írt  =  3,  9. 5  vértices,  1 3  ansias:  b~(a) 
*  6.  5+(a)  =1.5  (fe)  =  i,  S+(fe)  =  5, 5~(r)  =  2, 6+(c)  -  5,  b~(d] 
-4.5+(í/)=  2,5  W  =  0161f)  =  0. 


13.  El  número  de  colaboradores  que  tiene  la  persona  repre¬ 
sentada  por  el  vértice;  alguien  que  nunca  ha  colaborado  con 
nadie;  alguien  que  tiene  un  único  colaborador.  15.  En  el  gru¬ 
id  dirigido,  8‘ív)  =  número  de  llamadas  hechas  por  v.  5't  v)  - 
ni  intero  de  llamadas  recibidas  por  v;  en  el  grafo  no  dirigido,  ótr) 
eí  el  número  de  llamadas  tanto  real  izarlas  como  recibidas  por  r. 
17.  (5*0  ),  8  (v))  es  la  historia  de  partidos  ganados-perdidos 
por  v.  19.  Bipartito.  21.  No  bipartito.  23.  No  bipartito. 
25.  a)  n  vértices,  n{n  l }/2  aristas  b)  n  vértices,  ti  aristas 
c)  +  1  vértices,  2n  aristas  d)  m  4  n  vértices,  mn  aristas 
e)  2n  vértices,  1  aristas.  27,  7 


29,  a)  Si 


3 


o 


b)  No,  lu  suma  tic  los  grados  es  impar 
suma  de  los  grados  es  impar. 


c)  No  di  No,  la 
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e)  Sí 


é  * 

R  No*  la  suma  de  los  grados  es  impar.  3L  17. 


35*  aí  Para  todo  tt  ¿1  h)  Para  lodo  n  fe  3  c)  Para  n  =  3 
d  i  Para  todo  n  a  D.  37.  5. 


49,  Un  grató  dirigido  G=  (V  ,  E)  coincide  con  su  propio  recí¬ 
proco  sí,  v  sólo  si,  cumple  la  condición  de  que  (ut  v)€  L  su  y 
sólo  si,  (vh  ti)  e  A'.  Pero  ésta  es  precisamente  la  condición  que 
debe  satisfacer  la  relación  asociada  para  ser  simétrica. 


5i,  m o)  mu  m-2) 

«1,2) 

P(2, 2t 


1 —  -  1 

n  i.o) 

> - < 

W*l) 

— < 

m*n 

►  - - - i 

53,  Podemos  conectar  P(i.  j)  con  P{k ,  /)  empleando  |  /  -  k  |  sal 
tos  para  conectar  P{Uj)  con  Pik,  /)T  y  | /  —  /[  saltos  para  cuneen 
tar  P{k,f)  con  Pik,  /).  Por  tamo,  ct  numero  total  de  saltos  que 
se  requieren  para  conectar  P(i,j)  con  P(k,  /)  es  a  lo  sumo  |/  - 
k  1  +| j  1 1.  Este  número  es  menor  o  igual  que  m  +  m  =  2m, 
que  es  0(m). 
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Vértice 

Vértices  ^ 

adyacentes 

L 

Vértice 

Vértices 

finales 

a 

h,  c  d 

a 

a.  b,  r,  d 

b 

a,d 

h 

d 

c 

a,d 

c 

a,  b 

á 

a>  h ,  c 

d 

b,  c,  d 

39.  « 

r  h  , 

rz 

5, 

Ü 

1 

i  r 

y 

z 

1 

0 

0  1 

\  -•  1 

1 

0 

0  1 

1 

I 

l  0 

41.  a)  El  grato  con  /7  vértices  y  ninguna  arista  i>)  La  unión 
dísjunta  de  Ktr  y  Kn  c)  El  grato  con  vértices  {v¡t vj  que 
tiene  una  arista  entre  v  y  v  si  i  no  es  congruente  con  /  ±  I  mó¬ 
dulo  íi  ci  l  El  grato  cuyos  v  en  ices  están  representados  por 
cadenas  de  bits  de  longitud  tt  y  que  llene  una  arista  entre  dos 
vértices  si  las  cadenas  de  bits  asociadas  difieren  en  más  de  un  bit, 
43.  v{  v  -  1  )/2  c.  45*  La  unión  de  (f  y  G  contiene  una  aris¬ 
ta  entre  cada  par  de  los  n  vértices.  Por  lanío,  su  unión 
es  K  . 


donde  los  vértices  están  ordenados  alfabéticamente. 


7. 

ri  i  i  n 

9*  a) 

0  \  1  L 

0  0  0  1 

10  11 

]  10  0 

110  1 

0  1  !  t 

1  1  1  0 
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0 

1 

1 

1 

r 

c) 

0 

0 

1 

l 

V 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

0 

0 

0 

í 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

l 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

el 

o 

1 

0 

1 

r 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

(1 

1 

0 

1 

0 

! 

Ü 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

l 

0 

1 

0 

1 

i 

I 

1 

i 

0 

f) 


OI  10  10  0  O 
I  O  0  10  1  O  O 
10  0  1  O  O  l  O 
0  1  1  O  O  O  O  i 
10  0  0  0  1  10 
O  1  O  O  J  O  O  1 
O  O  1  O  1  o  o  I 
O  O  O  I  O  i  !  O 


u 


ro  O 

O  O 

1  1 

O  2 


1 

1 

O 

i 


o 

2 

1 

O 


0  112 

2  110 
12  0  1 


29.  S(v)  número  de  hueles  en  v;  6  (v)  31.  2  si  e  tío  es  un 
bucle,  1  si  e  es  un  bucle. 


33-  a  t 


1  \  -  I  0  -  0 

I  O  -  O  I  —  0 

0  I  —  0  l  »•  0 


0  0  —  Ü  0  -  1 

0  O  -  i  O  ...  I 


b> 


I  O 

1  ] 


O  1 

o  o 


O  1-0  o 


O  O  ■■■  1  o 

0  O  —  1  ! 


c) 


O  f)  —  O  !  1  —  I 

1  o  —  o 

B  O  I  —  O 


O  O  .*•  i 


donde  B  es  la  solución  de 


di 


1  1 

O  0 


I  O  —  0 
0  !  -  0 


19. 


í  O  0 
i  1  O 
1  1  1 
0  0  0 


27-  Problema  1 3: 


t 

O 

1 

O 


o 

s 

t 

o 


o  o 

1  I 

o  o 

1  [ 


o 

o 

1 

1 


Problema  14: 


1 

i 

0 

0 


í 

1 

o 

o 


Problema  15: 


1 

0 

0 

0 


\ 

0 

I 

0 


1  10  0  0  01 

ICIO  o  o 
0  0  1111 
O  1  O  1  I  1 

I  l  O  0  0  0  0  O' 

O  OI  11  10  o 

10  0  10  O  1  o 

O  l  O  O  1  10  1 


O  O  -  O  O  -  I 

1  O  —  01  ...  o 

OI  0  0 

O  O  I  O  -  ! 


35-  lsomorfos.  37,  Isomorfos.  39.  Isomorfos.  41.  No 
ísomorfos.  43,  Isomorfns.  45-  (7  es  isomorfo  a  sí  mismo 
por  la  I unción  identidad,  luego  la  relación  de  ísomorfísmo  es 
reflexiva.  Supongamos  que  O  es  isomorfo  a  //.  Entonces,  hay 
una  función  hiyectiva  de  G  en  //  que  preserva  la  adyacencia  y 
la  no  adyacencia.  Se  sigue  que /  3  es  una  función  Invectiva  de 
//  en  (7  que  preserva  la  adyacencia  y  la  no  adyacencia.  Por  tan- 
le.  la  rctac  ón  de  ísomorfísmo  es  simétrica.  Si  G  es  isomorfo  a 
//  y  //es  i  omorfo  a  K,  entonces  existen  funciones  Invectivas 
/y  g.  de  G  cu  //  y  ele  //  en  K  que  prese rv an  la  adyacencia  y  la 
no  adyacencia-  Se  sigue  que  g  es  una  función  hiyectiva  de 
G  en  K  que  preserva  la  adyacencia  y  la  no  adyacencia.  Luego 
la  relación  de  Ísomorfísmo  es  transitiva.  47-  Todo  ceros. 
4*>.  Se  etiquetan  ios  vértices  ordenados  de  tal  forma  que  apa¬ 
rezcan  en  primer  lugar  todos  los  vértices  del  primer  conjunto 
de  la  partición  del  conjunto  de  vértices.  Dado  que  ninguna  aris¬ 
ta  conecta  vértices  dd  mismo  conjunto  de  la  partición,  la  matriz 


tiene  la  forma  deseada.  51,  Cy  53-  Sólo  n  =  5.  55,  4. 

57.  a)  Sí  h)  No  c)  No  59-  G  &  (Vv  E] )  es  isomorfo  a  H  = 
1,1/  L ,)  si,»  y  sólo  si,  existen  fundones /de  V{  en  T,  y  G  de  Zi’, 
en  E ^  ambas  Invectivas,  y  Liles  que  para  cada  arista  e  de  E}  los 
extremos  de  g  (e)  son//)  y  /(vv),  donde  v  y  w  son  los  extremos 
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tle  r\  6L  Sí.  63,  Sí,  65,  Si /es  un  ¡somorfismo  de  un  gra¬ 
to  dirigido  ir  en  un  grato  dirigido  //.  entonces /también  es  un 
i  amiorfismo  de  G  en  //  Pura  verlo,  nótese  que  (u.  v)  es  una 
arista  de  O'  si,  y  sólo  si,  ív.  ni  es  una  arista  de  G;  si,  y  sólo  si, 
i  es  una  arista  de  //;  si,  y  sólo  si,  (jXu}.fiv))  es  una 

arista  de  //  ,  67.  I  I  producto  es  \a^  |,  donde  a.,  es  el  número 

de  aristas  de  v  a  r  si  i  *  /,  y  d  es  e!  número  de  aristas  inc - 
denles  con  v  .  69,  Los  grabes  del  Problema  4 1  proporcionan 

un  i  ojitraejemplu. 


SECCION  HA 


1.  a)  Camino  de  longitud  4;  no  es  un  circuito;  no  es  simple 
i>)  No  es  tm  camino  c)  No  es  un  camino  d)  Circuito  simple 
Je  longitud  5.  3*  No.  5,  No.  7.  Conjuntos  maximaks  de 
personas  con  la  propiedad  de  que  para  dos  cualesquiera  de 
■  J  las  pódenlos  encontrar  una  cadena  de  conocidos  que  conecta 
si  la  una  con  la  otra,  9.  Si  una  persona  tiene  número  de  Erelos 
ti.  entonces  hay  una  camino  de  longitud  n  desde  esa  persona 
hasta  Erdos  en  el  gruí  o  de  colaboración,  de  modo  que  eso 
significa,  por  definición,  que  esa  persona  está  en  la  misma 
componente  que  Erdos.  Si  una  persona  está  en  la  misma  com¬ 
ponente  que  Erdos.  entonces  hay  un  camino  desde  esa  persona 
liadla  Erdos.  y  la  longitud  del  más  corlo  de  entre  esos  caminos 
es  el  numero  de  Erdos  de  esa  persona,  1 1,  Los  conjuntos  má¬ 
xima!  es  de  números  de  teléfono  para  los  que  es  posible  en¬ 
contrar  caminos  dirigidos  entre  dos  números  diferentes  cua¬ 
lesquiera  del  conjunto.  13.  a)  \arb.f],  je,  d.  e\  b)  | a,  b<  c. 
«U.AM/Míl  Id  15.  a)  2  b)  7 

c)  20  di  61.  17.  di  3  hi  0  c)  27  d)0,  19,  a)  1  b)0 

e)  2  d J  3  el  5  D  3,  21,  R  CS  reflexiva  por  definición.  Su¬ 
pongamos  que  (tí.  v)í  R:  en  (unces,  hay  un  camino  de  n  a  v. 
Por  lanío,  (r.  n\t  AL  ya  que  hay  un  camino  de  v  a  a  saber, el 
camino  de  tt  a  v  recorrido  en  sentido  inverso.  Supongamos 
que  (m  rífe  R  y  0\  w)e  R:  entonces  hay  caminos  de  u  a  v  y  de 
v  a  u\  l  ,a  cólica  le  nación  de  estos  dos  caminos  nos  da  un  cami¬ 
no  de  it  a  w.  Por  tanto,  |n,  nje  R.  Se  sigue  que  R  es  transitiva. 
23.  c\  25.  h .  r,  e,  i,  27.  Si  un  vértice  es  una  hoja,  entonces 
claramente  no  es  un  vértice  de  corte.  Por  tanto,  un  extremo  de 
una  arista  de  corte  que  sea  vértice  de  corte  no  es  una  hoja.  Eli¬ 
minar  una  arista  de  corte  da  lugar  a  un  grafo  con  más  compo¬ 
nentes  conexas  de  las  que  había  en  el  grafo  original  Si  un 
extremo  de  una  arista  de  corte  no  es  una  hoja,  la  componente 
conexa  en  la  que  queda  después  de  eliminar  la  arista  Je  corte 
contiene  otros  vértices  aparte  do  él  mismo.  Por  tanto,  el  elimi¬ 
nar  ese  vértice  y  todas  las  aristas  incidentes  con  él  in  :lu yendo 
la  arista  de  corte  original  da  lugar  a  un  grafo  con  má:  compo¬ 
nentes  conexas  de  las  que  había  en  d  grafo  original.  Por  tanto, 
un  extremo  de  una  arista  de  corte  que  no  sea  una  hoja  es  un 
vértice  de  corte.  29,  Supongamos  que  existe  un  grato  cone¬ 
xo  G  cuyos  veri  ices  son  todos  vértices  de  corre  salvo  a  lo 
sumo  uno.  Definimos  la  distancia  entre  los  vértices  u  y  v,  de 
notada  por  d(n.  vi,  como  la  longitud  del  camino  más  corle 
entre  u  y  v  en  G,  Sean  s  y  /  dos  vértices  de  G  tales  que  di .v.  t) 
es  un  máximo.  Uno  de  los  dos  vértices  j  o  t  (o  ambos)  es  un 
vértice  de  corte,  así  que  sin  pérdida  de  generalidad  suponemos 
que  s  es  un  vértice  de  corte.  Sea  w  un  vértice  de  la  componen¬ 
te  conexa  que  no  contiene  a  t  del  grató  que  se  obtiene  al  eli¬ 
minar  del  grafo  G  el  vértice  s  y  todas  las  aristas  incidentes  con 


el.  Como  iodo  camino  de  a  t  contiene  a  sf  se  tiene  d(w,  /)  > 
i  /('  s ,  /) v  I  o  ti  uc  es  u na  con  t rad tec  i  ón .  3 1 .  a )  Den  v  er-  Ch  ic  ago , 
Ros t on -  N uev a  Y ork  h )  Se atile- Pon land ,  PortJ and- San  Fra n - 
cisco.  Salí  Lake  Cüy  Denver.  Nueva  York-Boston.  Boston- 
Rurlington,  líoston-Bangor.  33.  Un  conjunto  de  personas 
que  mfluye  colectivamente  (directa  o  indirectamente  \  en  todas 
las  demás  personas:  f  üeborah  ] .  35.  Una  arista  no  puede  co¬ 

nectar  dos  vértices  de  componentes  conexas  diferentes.  Como 
hay  a  lo  sumo  C{n ,  2}  aristas  en  una  componente  conexa  con 
n  vértices,  se  sigue  que  hay  a  lo  sumo  C(n  .  2)  ariscas  en 
el  grafo.  37,  Supongamos  que  G  no  es  conexo.  Entonces, 
tiene1  una  componente  con  k  vértices  para  algún  k.  1  s  k  -  L 
El  número  máximo  de  aristas  que  G  podria  tener  es  C(kt  2)  + 
C[n - k,  2)  =  (k (k  I )  +  (/i-  k)(n  -k-  1  ))/2  =  k2  -  nk  +  (n2 
rt)f  2.  Esta  función  cuadrática  de  k  alcanza  su  mínimo  en  k  = 
ni 2  y  su  máximo  en  k  =  1  o  en  k  ~  n  -  l.  Por  tanto,  si  G  tío  es 
conexo,  el  numero  de  aristas  es  menor  o  igual  que  el  valor  de 
esta  función  en  l  y  en  n  í ,  esto  es,  (n  -  1  )(n  -  2)7  2.  39.  a)  i 
b)  2  c)  6  d)  21 .  41.  2.  43.  Sean  u  =  xtí  =  v,  u  = 

\\y  \r  ...»  y  fr=  v,  respectivamente,  los  caminos  P]  y  f* .  Como 
f\  y  P  no  contienen  el  mismo  conjunto  de  aristas,  tienen  que 
díverger  en  algún  momento.  Sí  esto  sucede  después  de  que  uno 
de  ellos  haya  concluido,  el  resto  del  otro  camino  es  un  circuito 
simple  de  v  a  v.  En  caso  contrario,  podemos  suponer  xp=  y  t 
-v,“  Vr  Xt  =  pero  Xt|  *  y,+r  Recorremos  el  camino  }\d\^r  >^r 
y  así  sucesivamente,  hasta  que  de  nuevo  encontrarnos  un  vér¬ 
tice  de  Pt.  Una  vez  que  estamos  en  Pr  lo  recorremos  hacia  de¬ 
jante,  o  hacia  atrás  si  es  necesario,  para  volver  a  jr.  Como  v  = 
y  y  hemos  construido  un  circuito  que  tiene  que  ser  simple,  va 
que  ninguna  arista  entre  los  y  puede  repetirse  y  ninguna  arista 
entre  las  .q  coincide  con  ninguna  de  Jas  aristas  v  que  hemos 
utilizado,  45,  El  grafo  G  es  conexo  si.  y  sólo  si.  Lodos  los 
elementos  no  diagonales  de  A  +  +  A?  +  4-  Ar,_l  son  po¬ 

sitivos,  donde  A  es  la  matriz  de  adyacencia  de  G  47,  Sí 
el  grafo  es  bipartito  con  paites  A  y  R.  entonces  los  vértices  de 
cualquier  camino  tienen  que  estar  alternadamente  en  A  y  en  R 
Por  tanto,  un  camino  que  comienza  en  A  acabará  en  B  al  cabo 
de  un  número  impar  de  pasos  y  acabará  en  A  después  de  un 
número  pardo  pasos,  tomo  un  circuito  acaba  en  el  mismo  vér¬ 
tice  en  el  que  empieza,  la  longitud  tiene  que  ser  par.  Recípro¬ 
camente,  supongamos  que  todos  los  circuitos  tienen  longitud 
par;  tenemos  que  demostrar  que  eí  grafo  es  bipartito.  Podemos 
suponer  que  el  grafo  ex  conexo,  porque  sí  no  lo  es  podemos 
trabajar  por  separado  en  cada  una  do  las  componentes.  Sea  i 
un  vértice  del  grafo,  sen  A  el  conjunto  de  todos  los  vértices  a 
los  que  llega  un  camino  de  longitud  impar  que  comience  en  v  v 
sea  B  el  conjunto  de  lodos  los  vértices  a  los  que  llega  un  ca¬ 
mino  de  longitud  par  que  comience  en  v.  Como  la  compo¬ 
nente  es  conexa,  todo  vértice  está  bien  en  A  o  bien  en  Zf.  Nin¬ 
gún  vértice  puede  estar  u  la  vez  en  A  y  en  B ,  puesto  que 
entonces  recorriendo  el  camino  de  longitud  impar  desde  y  has¬ 
ta  ese  verilee  y  volviendo  a  v  desde  ese  vértice  a  lo  largo  de! 
camino  de  longitud  par  construiríamos  un  circuito  de  longitud 
impar,  en  contra  de  kt  hipótesis.  Por  tanto,  el  conjunto  de  vér¬ 
tices  se  ha  dividido  en  dos  con  jumos.  Para  demostrar  que  cada 
arista  lictie  extremos  en  partes  distintas,  supongamos  que  u  es 
una  aristít  con  v€  A,  Entonces,  e!  camino  de  longitud  impar 
desde  v  hasta  v.  seguido  de  .rv.  da  lugar  a  un  camino  de  longi 
tud  par  desde  v  hasta  vT  por  lo  que  ye  B  i  si  it  ¿í,  la  demostra¬ 
ción  es  análoga). 
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SECCIÓN  8,5 

L  Ninguno.  X  No  hay  circuitos  culérrimos:  aT  e,  <  \  e,  b,  t\  tí, 
b,  i t,  c.  d.  5.  ¿7.  ht  t\  tí,  t  ,  dT  h,  eT  ¿r,  e,  a.  7,  a,  i,  h.  g,  d*  ey 
/,  g,  c,  e,  h,  i! t  cT  a.  h,  i,  (\  h.  h,  ti.  9,  No,  A  sigue  teniendo  gra¬ 
do  impar,  11.  Siempre  que  el  grafo  cuyos  vértices  represen¬ 
tan  intersecciones  de  las  calles  y  cuyas  ansias  representan  ca¬ 
lles  contengan  un  camino  euleriano,  O.  Sí,  15.  No.  17.  Si 
hay  un  camino  culérrimo,  vemos  al  irlo  recorriendo  que  todos 
los  vértices,  salvo  el  inicial  y  el  final  tienen  grado  de  entrada 
igual  al  grado  de  salida,  ya  que  cada  vez  que  llegamos  a  un 
vértice  siguiendo  una  arista  salimos  de  él  siguiendo  otra  arista. 
El  grado  de  salida  de)  vértice  inicial  del  camino  tiene  que  ser 
una  unidad  mayor  que  su  grado  de  entrada,  ya  que  empleamos 
una  arista  para  salir  de!  vértice  y  cada  vez  que  pasamos  de  nue¬ 
vo  por  él  utilizamos  una  arista  para  entrar  en  el  vértice  y  otra 
para  salir  de  él  De  manera  análoga,  el  grado  de  entrada  del 
vértice  final  del  camino  es  una  unidad  mayor  que  su  grado  de 
salida.  Puesto  que  el  ignorar  la  dirección  de  las  aristas  del  ca¬ 
mino  euteríano  produce  un  camino  entre  dos  vértices  cuales¬ 
quiera  dd  grafo  no  dirigido  subyacente,  el  grafo  es  débilmen- 
t  e  corte  x  o .  Rec  íproca  ni  ente,  s  u  pon  g  a  m  os  q  u  e  e  I  g  ra  fo  c  u  mple 
las  condiciones  estipuladas  sobre  los  grados.  Si  añadimos  una 
nueva  arista,  dirigida  del  vértice  de  menor  rango  de  salida  al 
vértice  de  menor  grado  de  entrada,  entonces  rodos  los  vértices 
del  grafo  resultante  tienen  grado  de  entrada  igual  al  grado  de- 
salida,  Como  el  grafo  sigue  siendo  débilmente  conexo,  usando 
el  Problema  16  concluimos  que  el  nuevo  grafo  contiene  un  cir¬ 
cuito  eulcriano.  Si  eliminamos  la  arista  añadida,  obtenemos 
un  camino  eulcriano.  19.  Ninguno.  21.  No  hay  circuitos 
culérrimos:  a,  cL  t\  dt  h.  a,  e,  c.  e.  h.  t\  b>  r.  23.  Ninguno, 
25,  Se  sigue  el  mismo  procedimiento  del  Algoritmo  L  pero  te¬ 
niendo  en  cuenta  las  direcciones  de  las  aristas,  27.  a)  n  =  2 
!j)  Ninguno  c)  Ninguno  d)  n  -  1.  29.  Problema  1:  una 

vez:  Problemas  2-7:0  veces,  31.  a.  b,  r,  d,  e,  ti  es  nti  circuito 
hamiitoniano,  33.  No  existe  ningún  circuito  hamiitoniano.  ya 
que  una  vez  que  el  supuesto  circuito  llega  a  r,  no  tiene  por 
dónde  continuar.  35.  No  existe  ningún  camino  hamiitoniano, 
ya  que  cada  arista  dd  grafo  es  incidente  con  un  vértice  de 
grado  2  y,  por  tanto,  nene  que  estar  en  el  circuí Uc  37.  a,  6.  í  , 
/'.  tí,  e  es  un  camino  hamiitoniano.  39,/,  cr  d.  af  h ,  c  es  un  ca¬ 
mino  hamiitoniano.  41.  No  existe  ningún  camino  hamilto- 
njano.  Hay  ocho  vértices  de  grado  2,  y  sólo  dos  de  ellos  pue¬ 
den  ser  vértices  finales  de  un  camino.  Para  cada  uno  de  los  seis 
restantes,  las  dos  aristas  incidentes  con  él  tienen  que  estar  in¬ 
cluidas  en  el  camino.  No  es  difícil  comprobar  que  si  existe  al¬ 
gún  camino  hamiitoniano,  entonces  exactamente  uno  de  tos 
vértices  de  las  esquinas  interiores  tiene  que  ser  el  vértice  final, 
v  eso  es  imposible.  43*  ti ,  h,  ctf,  L  ht  g,  dt  e  es  un  camino  ha- 
miltoníanu,  45.  m  =  r¡  &  2.  47.  a)  (i)  No,  (ii)  No.  (iii>  Sí 

b)  [ i )  No,  {tí)  No,  (¡ii)  Sí  c)  (i)  Sí.  (ii)  Sí.  (ni)  Sí  di  (i)  Sí. 
(ii)  Su  í  ii])  Sí.  49,  El  resultado  es  trivial  para  n  =  3 :  el  código 
es  ü,  l  Supongamos  que  tenemos  un  código  de  Cray  de  orden 
ru  digamos  r(, ....  rc  k  =  Entonces.  0r|t ....  Oc^lc^  ...*  leyes 
un  código  de  Cray  de  orden  n  +  i . 

51.  p  roced  u  r  e  /;  leu ry  ( O  ~  (V,  £):  multig  ra  fo  c one  \  o  con  to 
dos  sus  vértices  de  grado  par.  V  =  { vr  v  1) 

v-lj 

circuito v 

H-G 


while  H  tiene  aristas 

hegin 

e  :=  primera  arista  con  extremo  v  en  //  (con  respecto  al 
orden  dado  por  el  listado  de  elementos  de  V  >  tal  que  v 
no  es  una  arista  de  corte  de  //,  si  es  que  existe  alguna,  y 
en  caso  contrario,  simplemente  la  primera  ansia  en  H 
que  tenga  a  v  como  extremo 
w  :=  el  otro  extremo  de  e 
circuito  :=  circuito  con  la  arista  t\  w  añadida 
v  :=  w 
H  ;=  H-e 

end  \  circuito  es  un  circuito  eulcriano  I 
53.  Si  G  contiene  un  circuito  culérrimo,  éste  es  también  un  ca¬ 
mino  eulcriano*  Si  no  contiene  circuitos  culérrimos,  se  añade- 
una  arista  entre  los  dos  vértices  de  grado  impar  y  se  ejecuta  el 
algoritmo  para  obtener  un  circuito  euleriano.  Por  último,  se 
elimina  la  nueva  arista.  55.  Supongamos  que  G  =  (Vt  E)  es 
un  grafo  bipartito  con  V  =  V]  U  V  „  de  modo  que  ninguna 
arista  conecta  un  vértice  de  l  j  con  un  vértice  de  1/  Supon¬ 
gamos  que  G  contiene  un  circuito  hamiitoniano.  Ese  circuito 
tiene  que  ser  de  la  forma  ar  byj  ar  b ar  hr  a r  donde 

a.  e  Vj  y  b.  e  V\  para  /  =  1,2 . L  Como  el  circuito  hamiíto- 

mano  pasa  por  cada  vértice  exactamente  una  vez,  salvo  por 
vr  en  el  que  comienza  y  termina,  el  número  de  vértices  del 
grafo  es  2kr  un  numero  par.  Por  tanto,  un  grafo  bipartito  con 
un  número  impar  de  vértices  no  puede  contener  ningún  cir¬ 
cuito  hamiitoniano, 

57. 

5 


59,  Representamos  tas  casillas  de  un  tablero  de  ajedrez  3x4 
de  la  si  guíeme  forma 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

n  i 

1  12 

Puede  construirse  una  renda  de  caballo  haciendo  los  siguientes 
movimientos:  8,  10.  I,  7,  9,  2,  II,  5,  3,  12,  6,  4,  61.  Repre¬ 
sen  i  amos  las  casillas  de  un  tablero  de  ajedrez  4  x  4  de  la  si¬ 
guiente  forma 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7  , 

8 

9  , 

10 

!  1 

12 

13 

14 

15 

16 
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Hay  solo  dos  movimientos  desde  cada  una  de  las  cuatro  casillas 
de  las  esquinas.  Si  incluyéramos  todas  las  aristas  1-10,  1-7.  16 
10  y  16-7,  se  completaría  un  circuito  demasiado  pronto.  Por  tan¬ 
to,  una  de  esas  aristas  no  debe  estar  en  el  circuito.  Podemos  su 
poner  sin  pérdida  de  generalidad  que  el  circuito  comienza  por 
1  -10,  10-16  y  16-7.  Entonces,  los  únicos  movimientos  posibles 
desde  la  casilla  3  son  los  que  llevan  a  las  casillas  5,  10  y  12,  y  la 
casilla  12  ya  tiene  dos  aristas  incidentes  con  ella.  Por  tanto,  3-5 
y  3-  !2  tiene  que  estar  en  el  circuito  hamiltoniano.  Por  razones 
-  ¡mi  lares,  las  aristas  8-2  y  8- 15  tienen  que  estar  en  el  circuito. 
Luego  los  únicos  movimientos  admisibles  desde  la  casilla  9 
son  los  que  llevan  a  las  casillas  2.  7  y  15,  Si  hubiese  aristas  des¬ 
de  Ea  casilla  9  a  cualquiera  de  las  dos  casillas  2  y  15  se  comple¬ 
taría  un  circuito  demasiado  pronto.  Por  ello,  la  arista  9-7  tiene 
que  estar  en  el  circuito,  jo  que  completa  las  aristas  que  pasan 
por  la  casilla  7.  Pero  entonces  la  casilla  14  debe  estar  por  fuerza 
conectada  con  las  casillas  5  y  12.  lo  que  completa  un  circuito 
demasiado  pronto  (5- 14-12-3-5).  Esta  contradicción  demuestra 
que  no  hay  ninguna  ronda  de  caballo  en  el  tablero  4x4,  63, 
í  mía  hay  mn  casillas  en  un  tablero  m  x  //,  si  ambos  números  m 
y  n  son  impares,  entonces  hay  un  numero  impar  de  casillas. 
Como,  en  virtud  del  Problema  62,  el  grafo  correspondiente  es 
bipartito,  podemos  aplicar  el  Problema  55  para  concluir  que 
no  contiene  circuitos  hamil  ion  ¡arios.  Por  tanto,  no  hay  ninguna 
ronda  cíclica  de  caballo.  65.  a)  Si  G  no  contiene  circuitos  ha- 
inihonianos,  vamos  añadiendo  alistas  nuevas,  una  a  una,  de  tal 
manera  que  el  grato  resultante  siga  sin  contener  circuitos  ha- 
mi  haitianos,  Piste  proceso  no  puede  continuar  indefinidamente, 
puesto  que,  una  vez  formado  el  grafo  completo  al  añadir  todas 
las  aristas  posibles,  ese  grafo  contendría  un  circuito  humillo 
mano.  Al  detenerse  el  proceso  habremos  obtenido  un  grafo  H 
(necesariamente  no  completo)  con  la  propiedad  deseada,  b  i  Le 
añadimos  a  H  una  arista  mas.  Esto  da  tugar  a  un  circuito  hamil 
toma  no  que  incluye  la  arista  añadida.  El  camino  que  resulta  de 
eliminar  la  arista  añadida  del  circuito  es  un  camino  hamillonta- 
no  en  //  c)  Claramente,  v.  y  v  no  son  adyacentes  en  //,  va 
que  //  no  contiene  circuitos  hamil  Ion  i  anos.  Por  tanto,  no  son  ad 
v; ícenles  en  G.  Pero  la  hipótesis  es  que  la  suma  de  los  grados  de 
los  vértices  no  adyacentes  en  G  es  mayor  o  igual  que  n .  Esta  des¬ 
igualdad  puede  reescribirse  como  n  -  S(v  )  <  8(vq).  Pero 
n  no  es  más  que  el  número  de  vértices  no  adyacentes  a  v. 
ti)  Como  no  hay  ningún  vértice  a  continuación  de  vn  en  el  ca¬ 
mino  hamil  temario.  r  no  está  cu  S.  Cada  uno  de  los  5h\  i  vcrti- 
ces  adyacentes  a  r  da  lugar  a  un  elemento  de  5,  luego  S  con 
tiene  S(v  )  vértices,  e)  Según  el  apartado  (c),  hay  a  lo  sumo 
5í  tq )  -  I  vértices  distintos  de  v  que  no  son  adyacentes  a  vm,  y 
;gún  el  apartado  id),  hay  Sív,)  vértices  en  5,  ninguno  de  ios 
cítales  es  v  .  Por  tanto,  hay  al  menos  un  vértice  de  S  que  es  ad¬ 
yacente  a  v .  Por  definición,  si  ese  vértice  es  entonces  // 
contiene  las  aristas  vtv  y  iqr,  ,  con  1  c  k  <n  -  1.  f)  El  cami¬ 
no  i\t  i% . v.  .,  v.,  v  ,  v  ....  v.  v.  es  un  circuito  hamílto- 

niano  en  //.  lo  que  está  en  contradicción  con  la  construcción  de 
H  Por  tanto,  nuestra  suposición  inicial  de  que  G  no  contenía 
original  mente  un  circuito  hamiltoniano  es  falsa,  y  hemos  com 
pie tailo  nuestra  demostración  por  reducción  al  absurdo, 

SECCIÓN  8.6 

í.  a)  Los  vértices  son  las  estaciones,  las  aristas  unen  estaciones 
contiguas.  los  pesos  son  los  tiempos  que  se  requieren  para 


viajar  entre  estaciones  adyacentes,  h}  Lo  mismo  que  en  (a), 
salvo  que  los  pesos  son  las  distancias  entre  estaciones  adya¬ 
centes.  c)  Lo  mismo  que  en  (a),  salvo  que  los  pesos  son  los 
costes  de  los  trayectos  entre  estaciones.  3.  1 6.  5.  Problema  2; 

a,  bt  e,dfz  Problema  3:  a,  i\  d,  e.  g,  z  Problema  4:  a,  h,  e,  h,  (t 
m,pt  ¿Ht  z.  7,  a)  af  r,  d  b)  a,  c.  dj  c)  ct  dj  e)  b.  d.  e,  g,  i, 
9,  a)  Directo  b)  Pasando  por  Nueva  York  c)  Pasando  por 
Atlanta  y  Chicago  d )  Pasando  por  Nueva  York.  1 L  a )  Pa - 
sando  por  Chicago  b)  Pasando  por  Chicago  c)  Pasando 
por  Los  Angeles  d)  Pasando  por  Chicago.  13*  af  Pasando 
por  Chicago  li)  Pasando  por  Chicago  c)  Pasando  por  I^>s 
Angeles  d)  Pasando  por  Chicago.  15,  Basta  no  detener  el 
algoritmo  cuando  se  añade  z  al  conjumo  S.  17  a)  Pasando  por 
Wood bridge ,  pas  an  d o  por  Wood  bri  d ge  y  por  C  ara  den  b )  Pa¬ 
sando  por  Wood  bridge,  pasando  por  Wood  bridge  y  por  Gmi- 
den.  19*  Por  ejemplo,  al  organizar  rutas  turísticas  o  rulas  de 
limpieza  de  calles. 
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23 ,  O ( n  ) .  25 .  a  -  c  ■  h  - d -  a  ( o  e  1  mis  m  o  c  i  rcu  i  to  come nzando  en 
otro  punto  y  recorriendo  los  vértices  en  el  mismo  orden  o  en  el 
orden  inverso),  27.  San  1  Vane  i  seo- Denvcr- Detroit -Nueva 
York- Los  Angeles-San  Francisco  (o  el  mismo  circuito  co¬ 
menzando  en  otro  punto  y  recorriendo  los  vértices  en  el  mismo 
orden  o  en  el  orden  inverso). 

29.  Consideramos  el  siguiente  grafo: 


a 


El  circuito  a-b-a-c-a  pasa  por  cada  vértice  al  menos  una  vez  (y 
dos  veces  por  el  vértice  a)  y  tiene  peso  total  6.  Cualquier  cir¬ 
cuito  hamil  loaiano  tiene  peso  total  103. 

SECCIÓN  8.7 

1,  SI.  3.  h  5*  No. 


Si »4  M ni temái i ca  discreta  y  sus  api icaciones 


9,  No.  I  !*  La  representación  plana  del  subgrafo  de  K.  que 
consta  ele  las  aristas  que  conectan  v(1  v,  y  \\  forma  un  triángu¬ 
lo.  El  vértice  v4  debe  colocarse  bien  dentro  del  triángulo  o 
bien  fuera  de  él*  Sólo  consideramos  el  caso  en  que  vi  está 
dentro  del  triángulo;  el  otro  caso  es  similar.  Al  dibujar  las  tres 
aristas  desde  v[f  \\  y  v,  hasta  v4  se  forman  cuatro  regiones.  In- 
dependieme mente  de  en  cuál  de  estas  cuatro  regiones  esté  vy 
solo  se  puede  conectar  con  tres  de  los  cuatro  vértices  res¬ 
tantes.  13,  8.  15.  Como  no  hay  bucles  nt  aristas  múltiples  ni 
ciclos  de  longitud  3,  y  el  grado  de  la  región  no  acotada  es  por 
lo  menos  4,  todas  las  regiones  tienen  grado  mayor  o  igual  que 
4.  Por  tanto.  2e  ^  4r  o  r  s  e/2.  Pero  r  =  e  -  v  +  2.  por  lo  que  e  - 
v  +  2  s  e/2.  que  a  su  ve?  implica  que  e  £  2v  -  4.  17.  Al  igual 

que  en  el  Corolario  2.  tenemos  que  2e  5r  y  r=  e  -  v  +  2.  Por 
tanto,  e  -  v  +  2  s  2e/5.  lo  que  implica  e  s  (5/3)v  -  (10/3). 
1 9.  Sólo  (a)  y  (c).  2 1 .  No  es  homeomorfo  a  K\  y  23.  Plano. 
25.  No  plano.  27.  a)  I  bj  3  c)  9  d)  2  e)  4  f)  16. 
29,  Se  dibuja  K  siguiendo  la  indicación.  El  numero  de  cortes 
es  cuatro  veces  el  numero  de  los  que  hay  en  el  primer  cua¬ 
drante.  Los  vértices  que  hay  en  el  eje  x  a  la  derecha  del  origen 
son  ( 1 . 0),  (2.  0), ....  (tfí/2,  (1),  y  ios  vértices  que  hay  en  el  eje  y 
por  encima  de!  origen  son  (0.  \ ).  (0,  2), ....  (0.  n¡2).  Obtendre¬ 
mos  lodos  los  cortes  eligiendo  dos  números  distintos  cuales¬ 
quiera  ti  y  h  con  t  sík/jí  mfl  y  dos  números  distintos  r  y  s 
con  l  sr<is  nf2:  se  obtiene  exactamente  un  corte  en  d  grato 
entre  la  arista  que  conecta  iaf  0)  con  (0.  s)  y  la  arista  que  conecta 
(b,  0)  con  (0,  r).  Por  tanto,  el  número  de  cortes  en  el  primer  eua- 

tírame  es  d*.  j)  -c/¿,  2 ¡  -  ' 2  i>  Por  tanto, 

\2  I  1 2  í  2  2 

el  número  total  de  cortes  es  4  ■  mn(m  -  2)(n  2)/64  -  mn[m  2) 
(n  -  2)/ 16.  3J.  a)  2  b)2  c)  2  d)  2  e)  2  f)  2.  33.  La 
fórmula  es  válida  para  n  <  4.  St  n  >  4.  por  el  Problema  32  el 
grosor  de  Kn  es  por  lo  menos  O  ti.  2)10  n  -  6)  =  (/j  +  I  +  —  )/6 

redondeado.  Comí)  esta  cantidad  no  es  nunca  un  número  ente¬ 
ro,  coincide  con  el  redondeo  por  defecto  del  primer  número 
entero  mayor  que  día,  esto  es,  Ló?  +  7)/6l  35,  Es  una  conse¬ 
cuencia  del  Problema  34,  va  que  K . tiene  nw  aristas  y  m  +  n 

vértices  y  no  contiene  triángulos  al  ser  bipartito. 


SECCIÓN  8.8 


5.3.  7.  3.  9,2.  1L3,  13,  Crafos  sin  aristas.  15. 3  si  ti  es 
par,  4  si  n  es  impar,  17.  Período  1:  Mal  115,  Mal  185;  período 
2:  Mal  1 16.  Inf  473;  período  3:  Mal  195.  InflOl;  período  4: 


Inf  102;  periodo  5:  Inf  273.  19.  5.  21.  Problema  5:  3;  Pro¬ 

blema  6:  6;  Problema  7:  3;  Problema  8;  4:  Problema  9:  3; 
Problema  10:  6:  Problema  11:4.  23.  5.  25,  El  conjunto  de 

vértices  coloreados  de  uno  de  los  colores  es  una  de  las  partes, 
y  d  conjunto  de  vértices  del  otro  color  es  la  otra  parte.  Como 
no  puede  haber  aristas  que  conecten  vértices  de  un  mismo  co¬ 
lor.  no  hay  aristas  entre  vértices  de  la  misma  parte.  27.  Color 
I :  e.f,  d;  color  2:  c,  at  i ,  g ;  color  3:  h,  b.j.  29.  Al  colorear  C(., 
31.  a)  6  b)  7  c)  9  d)  11.  33.  Representamos  las  fre 
cuendas  mediante  colores  y  las  zonas  mediante  vértices.  Co¬ 
nectamos  dos  vértices  por  medio  de  una  arista  si  hay  interfe¬ 
rencias  entre  las  zonas  representadas  por  dichos  vértices, 
í  n  estas  condiciones,  una  coloración  ¿-tupie  es  justamente 
una  asignación  de  frecuencias  que  evita  las  interferencias. 
35.  Razonamos  por  inducción  sobre  el  número  de  vértices  del 
graío.  Todo  grafo  con  cinco  vértices  o  menos  se  puede  colo¬ 
rear  con  cinco  colores  o  menos,  ya  que  a  cada  vértice  se  le 
puede  asignar  un  color  distinto.  Esto  resuelve  el  creso  base.  Por 
tanto,  supongamos  que  todo  grato  con  k  vértices  se  puede  co¬ 
lorear  con  cinco  colores  y  consideramos  un  grato  G  con  k  +  i 
vértices.  Según  el  Corolario  2  de  la  Sección  8,7,  G  tiene  un 
vértice  v  de  grado  menor  o  igual  que  5.  Eliminamos  v  para  ob¬ 
tener  el  grafo  G'.  Como  ('/  tiene  sólo  k  vértices,  lo  coloreamos 
con  cinco  colores  de  acuerdo  con  la  hipótesis  de  inducción.  Si 
tos  vecinos  de  v  no  agotan  los  cinco  colores,  entonces  pode¬ 
mos  colorear  fí  sin  más  que  asignarle  a  v  un  color  que  no  se 
emplee  en  ninguno  de  sus  vecinos.  Las  dificultades  aparecen 
cuando  v  tiene  cinco  vecinos,  cada  uno  con  un  color  distinto  m 


la  5 -col  o  ración  de  G\  Supongamos  que  los  vecinos  de  v  son,  al 
enumerarlos  en  el  sentido  de  las  agujas  del  reloj  alrededor  de  r, 
los  vértices  n.  h>  tu  ti  y  p  (este  orden  viene  determinado  por  d 
orden  en  d  sentido  de  las  agujas  del  reloj  de  las  aristas  inci¬ 
dentes  con  ik  Supongamos  que  los  colores  de  los  vecinos  son 
azul,  blanco,  morado,  naranja  y  púrpura,  respectivamente. 
Consideramos  el  sube  rato  azul-morado  (esto  es,  los  vértices 
de  tí  coloreados  en  azul  o  en  morado  y  todas  las  aristas  que 
[os  conectan  entre  sí  en  G).  Si  a  y  m  no  están  en  la  misma 
componente  de  este  grato,  entonces  podemos  intercambiar 
ambos  colores  en  la  componente  que  contiene  a  a  (colorear 
los  vértices  azules  de  morado,  y  viceversa),  y  G*  seguirá  es 


lando  correctamente  coloreado.  Esto  colorea  a  de  manado, 
por  lo  que  podemos  colorear  r  de  azul,  y  G  estará  correcta¬ 
mente  coloreado.  Si  a  y  m  están  en  la  misma  componente,  en¬ 
tonces  hay  un  camino  que  conecta  a  y  m  con  sus  vértices  co¬ 
loreados  en  azul  y  morado  de  forma  ai  temada.  Este  camino, 
junto  con  las  aristas  av  y  vtn,  divide  eí  plano  en  dos  regiones, 
coa  h  en  tina  de  ellas  y  con  n  en  la  otra.  Si  ahora  intercam¬ 
biamos  blanco  y  naranja  en  todos  los  lenices  de  la  región  cu 
que  esté  ó,  el  grafo  G'  seguirá  estando  correctamente  colore¬ 
ado,  pero  tendremos  el  color  blanco  disponible  para  el  veril¬ 
ee  r.  También  en  es  le  caso  hemos  obtenido  una  coloración 
correcta  de  G.  Esto  completa  el  paso  de  inducción,  lo  que 
concluye  la  demostración. 


PROBLEMAS  COMPI  .EMENTAR  IOS 

I.  2-500.  3.  Sí.  5.  Sí.  7.  XXi  n<  vértices,  22.  n  n¡  aristas. 


Respuestas  a  los  problemas  impares  K05 


9.  uí  t  b!  ^  c)  h  t 


II*  Los  subgrttios  completos  que  contienen  los  siguientes 
conjuntos  de  vértices:  { b , 1\  e.f\.  { a.  b.  g\>  {u.  JT  #},  |*/,  o,  g ¡ t 
\hwv.  t*  | .  13*  Los  subgrafos  completos  que  contienen  los 

siguientes  conjuntos  de  vértices:  \Ih  ct  d.j,  £JT  (a.  b,j,  k  |T 
\e.f>g.íl  b'-  bJU  Itf.'Jl.  1 6.  ti.  c|*  |/x  e. /).  (/j.L/L  {gAÍ), 
)  /j,  /*  / 1 .  15-  1  c,  d  j  es  un  conjunto  dominante  mínimo. 


19.  a)  I  b)  2  c)  3.  21.  a)  Un  camino  de  u  a  v  en  un  grafo 

G  induce  un  camino  de  f(u)  a  f{v)  en  un  grafo  isoniorfo  /I 
lH  Supongamos  que  /  es  un  isomorfismo  de  G  en  H  Si  r))t  vy 
v  .  v  es  un  circuito  Kami Itoni ano  en  G\  entonces  /i  ). 

....  /h  ):  /ir  )  tiene  que  ser  un  circuito  hamiltoniano  en  i  i 
puesto  que  sigue  siendo  un  circuito,  y  /i  v  I  *  fiv  )  para  í)  «s  i  <  , 
s  n.  c)  Supongamos  que  /es  un  isomorfismo  de  G  en  //  Si 
i  ,  r  *  ....  v  .  vr  es  un  circuito  euleriano  en  G.  entonces  ft\  K 
/ü  ,).  fívj:  jh\)  tiene  que  set  un  circuito  euleriano  en  // 
puesto  que  es  un  circuito  que  contiene  cada  arista  exactamen¬ 
te  una  vez.  ú)  Dos  gratos  isumorfus  tienen  que  tener  el  mis¬ 
mo  número  de  corte,  puesto  que  pueden  dibujarse  exactamen¬ 
te  de  la  misma  forma  en  el  plano,  v)  Supongamos  que /es  un 
isomorfismo  de  G  en  //.  Entonces  v  es  aislado  en  G  sí,  y  solo 
si./ív)  es  aislado  en  U  Por  tanto,  ambos  g rafas  deben  tener  e! 
mismo  número  de  vértices  aislados,  fl  Supongamos  que/ es 
un  isomorfismo  de  G  en  //.  Si  G  es  bipartito,  entonces  el  con¬ 
junto  de  vértices  de  G  se  puede  dividir  en  dos  subconjuntos  \ 
y  \  ,  de  modo  que  no  haya  ninguna  arista  que  conecte  un  ver 
tice  de  1  con  un  vértice  de  V/  Por  lanío,  el  conjunto  de  vérti¬ 
ces  de  H  se  puede  dividir  en  dos  s  u  he  onj  untos  J{V)  y  fl  Vy)  ta¬ 
les  que  ninguna  arista  de  //  conecte  un  vértice  de /i  [Vj)  con  un 
vértice  de/V,).  23. 3,  25.  a)  Sí  b  I  No.  27.  No.  29.  Sí 

3L  Sea  e  una  arista  de  corle  con  extremos  u  y  v.  Sí  dirigimos  e 
desde  u  hacia  v,  entonces  no  habrá  ningún  camino  de  v  a  u  en 


el  grato  dirigido,  puesto  que,  caso  dé  haberlo,  e  no  sería  arista 
de  corte.  Puede  seguirse  un  argumento  similar  si  se  orienta  e 
desde  v  hacia  u.  33,  n  -  1.  35.  Los  vértices  representan  a 

los  gallos.  Incluimos  la  arista  tu.  v)  si,  y  solo  si,  el  gallo  tt  do¬ 
mina  al  gallo  v,  37.  u)  4  b)  2  c)  3  d)  4  e!  4  f)  2. 
39.  a)  Supongamos  que  G  (  L,  E).  Sean  a,  be  \  1  lomos  de 

demostrar  que  !a  distancia  entre  a  y  b  en  G  es  a  lo  sumo  2.  Si 
\at  b  \  £  E,  esa  distancia  es  I  f  así  que  supongamos  que  \<i,  h  | 
t  E,  Como  d  diámetro  de  G  es  mayor  que  3,  hay  vértices  u  y  v 
tales  que  la  distancia  en  G  entre  u  y  ves  mayor  que  3.  Uno  de 
los  dos  vértices  u  o  v  (o  bien  ambos)  no  está  en  d  conjunto  («j, 
/rf.  Supongamos  que  u  es  distinto  tanto  de  a  como  de  h  En¬ 
tonces.  bien  |  a.  u  [  o  bien  { fr*  u  \  pertenece  a  E:  de  no  ser  así,  a, 
tt,  h  sería  un  camino  de  longitud  2  en  G  *  Por  tanto,  podemos 
suponer  sin  pérdida  de  generalidad  que  \at  u  \  e  E  Luego  v  no 
puede  ser  ni  a  ni  b  y.  por  el  mismo  razonamiento,  bien  {a.  v) 
t  Eo  bien  \b>  v]  e  E.  En  cualquiera  de  los  dos  casos,  esto  nos 
daría  un  camino  de  longitud  menor  o  igual  que  3  de  u  a  v  en  G, 
en  contradicción  con  la  elección  de  u  y  v.  bl  Supongamos 
que  G  =  (Y,  E),  Sean  a,  //€  \  Hemos  de  demostrar  que  la  dis¬ 
tancia  entre  a  y  h  en  G  es  menor  o  igual  que  3.  Si  lo,  h\  £  £  se 
sigue  d  resultado,  asi  que  supongamos  que  \  a,  e  E.  Corno  el 
diámetro  de  G  es  mayor  o  igual  que  3,  hay  vértices  u  y  v  tales 
que  la  distancia  entre  u  y  v  en  G  es  mayor  o  igual  que  3.  Bien  u 
o  bien  v  (o  bien  ambos)  no  está  en  el  conjunto \a,  b\.  Suponga¬ 
mos  que  u  es  distinto  tanto  de  ü  como  de  h.  Bien  f  a,  u  \  E  o 
bien  |  h ,  u  |  e  E\  de  no  ser  así*  a,  u,  b  sería  un  camino  de  longi¬ 
tud  2  en  G  .  Por  tanto,  podemos  suponer  sin  pérdida  de  genera 
lidad  que  |rj.  u  \  e  E.  Luego  v  es  distinto  de  a  y  de  b.  Si  (a,  r) 
€  £.  entcmces  n,  ü,  v  es  un  camino  de  longitud  2  en  G,  de  modo 
que  |íí,  vf  ce  E.  por  lo  cual  [b.  v\^  E  (sí  no,  habría  un  camino  a. 
v.  b  de  longitud  2  en  G  ),  Por  tanto,  { tt.  fr  [  £  E:  de  no  ser  así,  h. 
h.  v  sería  un  camino  de  longitud  2  en  G.  Luego  a.  v.  u,  b  es  im 
camino  de  longitud  3  en  G ,  como  estábamos  buscando.  4 1 ,  a 
/>r  c.  r.  43*  ¿L  t\  h,  tí.  t\  :.  45.  Si  G  es  plano*  entonces  como  e 

-v  3v  -  6,  el  grafo  G  tiene  a  lo  sumo  27  aristas  (si  G  no  es  conexo, 
tendrá  aún  menos  aristas).  Por  razones  parecidas.  0  licué  a  lo 
sumo  27  aristas*  Pero  la  unión  de  G  y  G  es  A/,  que  tiene  55  luis 
las,  y  55  >  27  +  27.  47*  Supónganlos  que  G  se  colorea  con  k 
colores  y  nene  número  de  mdejxmdencia  /.  Como  cada  conjunto 
de  vértices  coloreado  en  un  mismo  color  Licne  que  ser  un  con¬ 
junto  independiente,  cada  uno  de  esos  conjuntos  tiene  a  lo  sumo 
i  elementos.  Por  tanto,  hay  a  lo  sumo  ki  vértices.  49.  ai  Por  el 
Teorema  2  de  la  Sección  5*2.  la  probabilidad  de  elegir  exacta¬ 
mente  m  ansias  es  Cín,  I  -  pf  71  b)  Por  d  Teorema  2  de 
la  Secdón  5.3,  el  valor  esperado  es  np.  c)  Para  generar  un  gra¬ 
fo  etiquetado  G  a  medida  que  aplicamos  el  proceso  a  pares  de 
vértices,  c!  número  aleatorio  x  que  se  elige  debe  ser  menor  o 
igual  que  1/2  si  esos  dos  vértices  están  conectados  por  una  arista 
en  G,  y  debe  ser  mayor  que  1/2  si  no  existe  tal  arista.  Por  tanto*  la 
probabilidad  de  hacer  la  elección  correcta  es  1/2  para  cada  arista 
y  l/2t0f global  mente.  Por  tanto,  todos  los  gmfos  etiquetados 
son  i  g  ua Ime  n  í  e  probables .  5 1  _  .5 1 ípongamos  que  Pes  monótona 
creciente.  Si  la  propiedad  de  no  tener  Pno  se  preservase  al  eli¬ 
minar  aristas  de  un  grafo  simple*  habría  mi  grafo  simple  G  sin  la 
propiedad  P.  y  otro  gralo  simple  (Y  con  la  propiedad  P  tal  que  CY 
tiene  los  mismos  vértices  y  algunas  aristas  menos  que  G.  Pero  P 
es  monótona  creciente,  luego  como  (Y  tiene  P,  también  la  tiene 
G*  que  se  obtiene  añadiendo  aristas  a  (Y,  Esto  es  una  eonirudie 
dón.  La  demostración  del  recíproco  es  parecida. 
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CAPÍTULO  9 

SECCIÓN  9.1 

I .  (a),  (c),  (0).  3.  a)  a  I »  a,  b t  ct  df  fv  hf  j7  c)  e,  $t  i, 

Jfc,  t,  m .  n,  o,  p,  r,  sf  u  d>  r/,  r  e  i  r  f)  p  g)  fJ>,  a  h  í  e F 
fw  /,  /n7  n.  5.  No,  7.  Nivel  0:  a\  nivel  I:  h,  c,  d:  nivel  2: 
desde  e  hasta  k  (en  orden  alfabético):  nivel  3:  desde  /  hasta 
r:  nivel  4:  s,  /;  nivel  5:  it.  9.  a)  El  árbol  entero  b)  c r  gt  lh 
of  p  y  las  cuatro  aristas  eg,  cht  he,  hp  c)  Sólo  e.  11.  a)  l 
b)  2.  13.  a)  3  b)  9.  15.  La  parte  «si. entonces»  es  el 
Teorema  2  y  la  definición  de  árbol.  Supongamos  que  G  es  un 
grafo  simple  y  conexo  con  n  ventees  y  n  I  aristas.  Si  G  rio 
fuera  un  árbol,  según  el  Problema  14T  debería  contener  una 
arista  que  al  ser  eliminada  produciría  un  grato  G*  conexo.  Si  (Y 
no  es  un  árbol,  eliminando  otra  arista  obtendríamos  un  grafo 
conexo  G”.  Repetimos  este  proceso  hasta  que  el  resultado  sea 
un  árbol,  Esto  requiere  a  lo  sumo  n  i  pasos,  puesto  que  hay 
sólo  n  -  1  aristas  para  eliminar.  Por  el  Teorema  2.  el  grafo  re¬ 
sultante  tiene  n  I  aristas,  ya  que  hay  n  vértices.  De  ahí  se  si¬ 
gue  que  ninguna  arista  ha  podido  ser  eliminada,  de  modo  que 
G,  el  grafo  de  pan  ida.  es  un  árbol.  17.  9.999.  19.  2.000. 

2L 999.  23.  1 .000.000  de  dólares.  25.  Según  d  Teorema  4. 
no  existe  tal  árbol  para  los  valores  m  =  2  o  m  =  84, 

27.  Arbol  binario  completa  de  altura  4: 


Árbol  ternario  completo  de  altura  3: 


29,  a)  Según  el  Teorema  3,  se  tiene  que  n  rnt  v  L  Puesto 
que  i  +  /  =  n7  entonces  i  =  n- i.  Por  tamo.  /  =  {m  +  I)  -  t  = 
(m  -  l)i  +  1.  b)  Se  tiene  que  n  =  mi  +  1  e  i  +  I  =  n.  Por 
tanto.  i=  n  l.  Entonces,  tt  ~  m(it  -  /)  +  l .  Despejando  n.  se 
obtiene  n  =  {mi  -  1  )/(m  -  1 ).  Puesto  que  i  -  tt  /,  tenemos 
que  ;  —  [(mi  -  1  )f(m  —  1  )]  —  /  =  (/  -  —  1)*  31*  n  -  t. 

33.  a t  I  b)  3  c)  5.  35.  a)  Eí  directorio  padre  bí  Un 
subdirectorio  o  uno  de  los  ficheros  que  contiene  c)  Un 
subdirector ío  o  un  fichero  contenido  en  el  mismo  directorio 
padre  di  Todos  los  directorios  del  camino  mencionado 
e)  Todos  los  subdirector  i  os  y  ficheros  contenidos  en  el  di¬ 
rectorio  o  en  un  subdirector  i  o  de  este  directorio  y  así  suce¬ 
sivamente  fl  La  longitud  del  camino  hasta  este  directorio 
o  fichero  g)  La  profundidad  del  sistema,  esto  es,  la  longi¬ 
tud  del  camino  más  largo.  37,  Sea  n  -  2\  donde  k  es  un 
entero  positivo.  Si  k  -  L  no  hay  nada  que  demostrar,  pues¬ 
to  que  podemos  sumar  dos  números  con  n  I  =  l  procesa¬ 
dor  en  log  2  =  1  paso.  Supongamos  que  podemos  sumar  n  = 
T  números  en  log  //  pasos  utilizando  una  red  conectada  en  n 

l  procesadores.  Sean  xr.\\ . a,  los  2 n  —  2i,E  números 

que  se  van  a  sumar.  í  .a  red  conectada  en  árbol  con  2 n  -  1 


procesadores  consiste  en  la  red  conectada  en  árbol  de  n  -  1 
procesadores  junio  con  dos  nuevos  procesadores  conectados 
como  hijos  en  sendas  hojas.  En  un  paso  podemos  utilizar  las 
hojas  de  la  red  mayor  para  obtener  +  \y  x?  +  \4. + 
.v,  ...  obteniendo  n  números  que,  por  la  hipótesis  de  inducción,  se 
pueden  sumar  en  log  n  posos  utilizando  el  resto  de  Eu  red.  Puesto 
que  hemos  realizado  log  n  +  1  pasos  y  logt2/7)  =  log  2  +  log  n  =  1 
+  log  n,  queda  demostrada  la  propiedad  por  inducción.  39.  Sólo  c. 
41.  c  y  h.  43,  Supongamos  que  un  árbol  /’  tiene  al  menos  dos 
centros.  Sea  u  y  v  dos  centros  distintos,  no  adyacentes,  ambos  con 
excentricidad  t\  Puesto  que  T  es  conexo,  hay  un  camino  simple  P 
de  u  a  v.  Sea  c  un  vórtice  cualquiera  de  este  camino.  Puesto  que  la 
excentricidad  de  r  es  al  menos  e.  hay  un  vértice  ve  tal  que  el  único 
camino  simple  desde  c  hasta  w  tiene  longitud  al  menos  c.  Cara¬ 
mente.  este  camino  no  puede  contener  simultáneamente  a  u  y  a  v, 
pues  de  lo  contrario  habría  un  ciclo.  De  hecho,  este  camino  desde  c 
hasta  w  sale  desde  P t  posiblemente  en  dirección  a  u  o  a  r.  y  ya  no 
vuelve  a  P.  Supongamos,  sin  pérdida  de  generalidad,  que  el  cami¬ 
no  no  pasa  por  il  Entonces,  el  camino  desde  ti  a  r  y  luego  a  ve  es  un 
camino  simple,  y  de  longitud  mayor  que  e,  una  contradicción.  Por 
tanto,  it  y  v  son  adyacentes.  Además,  puesto  que  dos  centros  cua¬ 
lesquiera  son  adyacentes,  si  hubiera  más  de  dos  centros  T  conten¬ 
dría  como  subgrafo  a  Kv  un  ciclo,  que  es  olía  contradicción. 

45.  G  A  r3  r4 


47,  El  enunciado  dice  que  iodo  árbol  con  n  vértices  tiene  un 
camino  de  longitud  n  -  1,  y  sólo  se  ha  demostrólo  que  existe 
un  árbol  con  n  vértices  que  tiene  tin  camino  de  I  mgitud  n  -  1 . 

SECCIÓN  9.2 


b  banana 

i  pera 

plátano 

m'Añgiim 

papaya 

3.  a  i  3  b)  l 

C)  4  (I  I  5. 
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7.  Se  necesitan  al  menos  ílügq  4  I  =  2  pesadas,  puesto  que  hay 
sólo  cuatro  re  su  1  ta  tí  os  (ya  que  1 1  o  se  re  q  u  i  e  re  de  t  erm  i  n  ar  sí  la 
moneda  es  más  ligera  o  más  pesada).  De  hecho,  bastan  con  dos 
pesadas.  Come  tizamos  pesando  tas  monedas  1  y  2,  Sí  pesan  lo 
mismo,  pesamos  Jas  monedas  1  y  3.  Si  Lis  monedas  I  y  3  pe¬ 
san  lo  mismo,  entonces  la  moneda  4  es  la  falsa*  y  sí  no  pesan 

10  mismo,  entonces  la  moneda  3  es  Ja  falsa.  Si  las  monedas  l  y 
2  no  pesan  lo  mismo,  pesamos  las  monedas  1  y  3.  S¡  ellas 
pesan  lo  mismo,  entonces  la  moneda  2  es  la  falsa;  si  no  pesa¬ 
ran  igual,  entonces  la  moneda  I  es  la  falsa.  9.  Se  necesitan  al 
menos  flog.  I3l=  3  pesadas.  De  hedió,  bastan  con  tres  pesa¬ 
das.  Comenzarnos  poniendo  las  monedas  L  2  y  3  en  el  platillo 
izquierdo  y  las  monedas  4.  5  y  6  en  el  derecho.  Si  pesan  lo 
mismo*  aplicamos  el  Ejemplo  2  a  las  monedas  L  2,  7,  8.  9.  10, 

11  y  12*  Si  no  pesan  lu  mismo,  aplicamos  el  Ejemplo  2  a  L  2* 
3.  4,  3*  6,  7  y  8.  II.  El  menor  número  es  cinco*  Llamamos  a 
los  elementos  a,  lh  r  y  ti  Primero  comparamos  a  y  h ;  luego  c  y 
d.  Sin  pérdida  de  generalidad,  supongamos  que  a  <  h  y  t  <  d< 
Seguidamente*  comparamos  a  ye.  El  menor  de  ambos  será  el 
menor  del  cejijunto.  De  nuevo,  sin  pérdida  de  generalidad, 
supongamos  que  a  <  c.  Finalmente,  comparamos  b  con  c  y  con 
d  para  terminar  de  completar  la  ordenación.  13.  Los  dos  pri¬ 
meros  pasos  se  muestran  en  el  texto.  Después  de  que  22  haya 
sido  elegido  el  segundo  mayor  elemento,  reemplazamos  en  el 
árbol  Ja  hoja  22  por  ™  y  recalculamos  el  ganador  en  el  canil 
no  desde  la  hoja  donde  estaba  22  hasta  la  raíz.  Después,  vemos 
que  17  es  el  tercer  mayor  elemento,  asi  que  repetimos  el  pro¬ 
ceso:  reemplazamos  la  hoja  17  por-™  y  recalculamos  d  ga¬ 
nador,  Después,  vemos  que  14  es  el  cuarto  mayor  elemento, 
así  que  repetimos  el  proceso:  reemplazamos  la  hoja  14  por-™ 
y  rec ale u  tamos.  Después,  vemos  que  II  es  el  quinto  mayor 
elemento,  asi  que  repetimos  d  proceso:  reemplazamos  la  hoja 
I  l  por y  recalculamos.  El  proceso  continúa  de  ese  modo. 
Se  tiene  que  9  es  el  sexto  mayor  elemento,  8  es  el  séptimo  y  3 
es  el  octavo.  Los  árboles  producidos  en  cada  paso,  excepto  los 
dos  últimos,  se  muestran  a  continuación. 


15.  El  valor  de  un  vértice  es  la  lista  de  elementos  tratados  en 
ese  ínstame  y  la  etiqueta  es  d  nombre  (esto  es,  la  posición)  de 
la  hoja  asociada  a  esc  valor. 

procedo  re  ordene  don  por  torneóla  aj 
k  :=  T log  ni 

construir  un  árbol  binario  de  altura  k 

for  i 1  to  n 

asignar  at  al  valor  de  la  i-ésíma  hoja,  así  como  a  la  eti¬ 
queta  de  la  hoja 
for  i  :=  n  4-  I  to  2* 

asignar  -w  al  valor  de  la  í-ésima  hoja,  así  como  a  la  eti¬ 
queta  de  la  hoja 
for  /  :=k  1  downto  0 

for  cada  vértice  v  en  el  nivel  i 

asignar  como  valor  de  v  el  mayor  de  los  valores  de  sus 
hijos  y  coma  etiqueta  la  etiqueta  del  hijo  con  mayor 
valor 

for  / :=  I  to  n 
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begin 

c  valor  de  la  raíz 
sea  v  la  etiqueta  de  la  raíz 
asignar  a  v  el  valor  -  » 

wtrile  la  etiqueta  de  la  raíz  sea  todavía  v 

begin 

v  :=  padre(v) 

asignar  el  valor  de  v  ál  mayor  de  los  valores  de 
sus  hijos  y  su  etiqueta  la  etiqueta  del  hijo  cotí  el 
mayor  valor 

end 

end  jc'j*  rn,  .  ..T  cfí  es  la  ¡isla  en  orden  no  decreciente  j 

17.  k  -  L  donde  n  =  2*.  19.  al  Sf  bl  No  c)  Sí  di  Sí, 

ZLa:m\e:  001./:  01  ,k:  1 100,  o:  1  ttH.p:  1 1 1 10,  w:  1111  L 
23.  a;  1 l;  b)  101:  c:  100:  d:  01:  e:  00:  2.25  bits  (Nota:  Esta  co¬ 
dificación  depende  de  cómo  se  resuelvan  los  empates,  pero  el 
número  promedio  de  bits  es  siempre  el  mismo).  25.  Hay 
cuatro  posibles  respuestas  en  total,  una  se  muestra  aquí  y  las 
tres  restantes  se  obtienen  a  partir  de  ésta  intercambiando  t  y  r 
y/o  intercambiando  tí  y  w. 


27,  A:  0001;  R:  101001;  C:  11001:  1):  00000;  E:  100;  F: 
001100;  G:  001101:  H:  0101;  1:  0100;  J:  II 01 00 101;  K: 
1 1 01 000:  L:  00001;  M:  10101;  N:  01  10;  O:  0010;  P:  IQiOOO: 
Q:  1  101001000:  R:  ION:  S:  01 1 1;  T:  II!;  U:  001 11:  V: 
110101;  W:  11000;  X:  110101)11:  Y:  Í1011;  Z:  1 101001001, 
29.  A:  2:  E:  1:  N:  010;  R:  01 1;  T:  02;  Z:  00.  3L  n.  33.  Puesto 
que  el  árbol  es  bastante  grande,  hemos  indicado  en  algunos  sitios 
«ver  texto».  Referido  a  la  Figura  9:  el  suhárbul  con  raíz  en  los 
vértices  representados  mediante  círculos  y  cajas  es  exacta¬ 
mente  el  mismo  que  el  correspondiente  subárbol  de  la  Figura  9, 
Gana  el  primer  jugador 


mnx 


min 


min 


35*  a)  1  €  b)  3  €  c)  3  €.  37.  Véanse  las  figuras  que  se 
muestran  a  continuación,  al  0  b)0  c>  1  d)  Esta  posición 

no  puede  aparecer  en  ningún  juego;  esta  figura  es  imposible. 
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39.  Lo  demostraremos  utilizando  d  principio  fuerte  de  induc¬ 
ción.  Paso  ha  se:  cuando  hay  n  =  2  piedras  en  cada  moníprn  si 
d  primer  jugador  toma  las  dos  piedras  de  un  montón,  entonces 
el  segundo  jugador  toma  una  piedra  del  montón  restante  y 
gana.  Si  el  primer  jugador  toma  una  piedra  de  uu  montón,  en¬ 
tonces  el  segundo  jugador  toma  las  dos  piedras  tic  la  otra  pila  y 
gana.  Paso  de  inducción:  supongamos,  por  hipótesis  de  in¬ 
ducción,  que  el  segundo  jugador  puede  ganar  siempre  si  el 
juego  comienza  con  dos  montones  con  j  piedras,  pana  lodos  los 
valores  de  j  con  2  ^  j^k.  siendo  2  ^  kr  y  consideremos  un  jue¬ 
go  con  dos  montones  de  k  +  1  piedras  cada  uno.  Si  el  primer 
jugador  loma  todas  las  piedras  de  uno  de  los  montones,  en¬ 
tonces  el  segundo  jugador  toma  todas  las  piedras  resfauies 
salvo  una  y  gana.  Si  el  primer  jugador  toma  todas  las  piedras 
salvo  una.  entonces  el  segundo  jugador  toma  todas  las  piedras 


Rcspuc  stas  a  J  os  prohlen las  ¡  n  ipare  s  tfftQ 


del  otro  montón  y  gana.  En  otro  caso,  el  primer  jugador  deja  j 
piedras  en  un  montón,  con  2  ^  j  s  k ,  y  hay  k  4  l  piedras  en  el 
otro  montón.  FJ  segundo  jugador  toma,  de  este  último  montón, 
el  mismo  número  de  piedras  que  el  primer  jugador,  dejando 
también  j  piedras.  En  ese  momento  hay  dos  montones  de  pie¬ 
dras.  cada  uno  con  j  piedras.  Por  hipótesis  de  inducción,  el  se¬ 
gundo  jugador  de  ese  juego,  que  es  el  segundo  jugador  de 
nuestro  caso,  puede  ganar,  y  se  completa  la  demostración  por 
inducción.  41,  7;  49.  43.  El  valor  del  árbol  es  L  Nota:  el 
segundo  y  el  tercer  árbol  son  ambos  subárbolcs  de  k>s  dos  hi¬ 
jos  de  la  raíz  en  el  primer  árbol,  cuyos  subárboles  no  se  mues¬ 
tran  por  limitaciones  de  espacio.  Puede  pensarse  que  son  dos 
trozos  que  forman  parte  de  la  primera  figura. 


!<■  i  ’s.-i 

Tit* 

_l_l  ^  j_j_ 
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Q|  I  lol 
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*--4=1  fe  4 


flr  ^  íjsf:  4^ 
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4  -2  fe- 6^ 4Í  5-fe=  -i  fe  (1-  0  5-fc^-Í 


b)  +  +  a  *  vv/av,  +  -v/+  *xyxy  c)  .trv *  +  .t>7  +, xxy  *  x  +  y¡ 4 
á\  (U  4  u *y))  4  C t/y)),  (v  4  (((jr+y)  4  x)fy)) 


n  u 


/\ 


h)  -  O  AB  U  A  -  BA  c)Alin  ABA  -  U  - 

d)  ((A  O  B)  -  (A  U  (B-A))).  21,  14.  23.  a)  1  b)  I  e)  4 

d)  2.205. 


SECCION  9,3 


1.  0 


3. 


5.  No  7.  a,  h.  d,  ef/r  gt  c.  9,  af  ht  e,  Jt,  I.  m,  f.  gt  n.  rr  s,  t\  d,  h 
o<  i.j ,  p,  q.  II.  d,  h,  i  ek  m ,  j,  nY  ot  th  f  C  g,  k,  h,  p,  1 .  13,  d,f, 

gt  e,  h,  cf  a .  15,  k,  /.  m,  etf,  r,  s ,  it,  g,  /e  ct  o.  /?.  /.  p,  t/,  /,  7  <; 


27,  Realizamos  una  demostración  por  inducción.  El  resultado 
es  trivial  para  una  lista  con  un  solo  elemento.  Supongamos  que 
el  resultado  es  cierto  para  una  lisia  de  n  elementos  Para  d 
paso  de  inducción,  comenzamos  por  el  final.  Se  halla  la  suce¬ 
sión  de  vértices  al  final  de  la  lista  comenzando  por  la  última 
hoja,  finalizando  con  la  raíz,  cada  vértice  es  el  último  hijo  del 
siguiente.  Borramos  esta  hoja  y  aplicamos  la  hipótesis  de  in¬ 
ducción.  29.  i\  d,  h.  f.  g.  ft.  i\  a  en  cada  caso,  31.  Lo  de¬ 
mostramos  por  inducción.  Supongamos  que  .Si 30  V  O(X)  re¬ 
presentan  el  número  de  símbolos  y  de  operadores  de  la  fórmula 
bien  construida  X ,  respectivumenl  *  La  propiedad  es  cierta  para 
las  fórmulas  bien  construidas  de  oiigilud  L  puesto  que  todas 
tienen  un  símbolo  y  cero  operadores.  Supongamos  que  la  pro¬ 
piedad  es  cierta  para  todas  las  fóm  mías  bien  construidas  de  lon¬ 
gitud  menor  o  igual  que  n.  Una  fórmula  bien  construida  de 
longitud  n  debe  ser  de  la  forma  *AT,  donde  *  es  un  operador  y 
X  e  Y  sun  fórmulas  bien  construidas  de  longitud  mcnoi  que  u. 
Entonces,  por  hipótesis  de  inducción.  Si*XY)  =  S(X)  4  Si  Y)  = 
(0(X)  +  I  )(0(Y)  4  \)  =  0(X)  +  0(Y)  4  2.  Puesto  que  Q(*XY)  = 
1  +  OiX)  +  í7(  Yl  se  signe  que  S(*Xf)  =  (H  *XD  4  J .  33.  t  v  4 
sx&+jt  ,11.  +  +  ^++,.™  xj  vzoKmxu*  *yyyy 

o  oo,  z.v  4  y:  4  o.  por  ejemplo, 

i 

SECCIÓN  9.4 


1,  m-n  4  1. 


H 1 0  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


1 1.  a)  3  b)ló  c)4  ó)  5* 


11*  a)  Un  camino  de  longitud  6  b)  Un  camino  de  longitud  5 
c)  Un  camino  de  longitud  6  til  Depende  dd  orden  elegido 


para  visitar  los  vértices:  puede  ser  un  camino  de  longitud  1. 
UJ.  Utilizando  la  búsqueda  en  anchura,  d  vértice  inicial  es  el 
vértice  del  centro,  y  los  n  radios  se  añaden  al  árbol  mientras  se 
procesa  este  vértice.  Por  tanto,  el  resultado  e\  K._  ^  Con  la 
búsqueda  en  anchura,  comenzamos  en  el  vértice  central  de  Ja 
rueda  y  visitamos  un  vértice  adyacente,  uno  situado  en  el  bor¬ 
de.  Desde  allí  nos  movemos  a  un  vértice  adyacente  del  borde, 
y  así  sucesivamente  alrededor  de  la  rueda  hasta  que  hayamos 
visitados  iodos.  Por  tanto,  el  árbol  generador  resultante  es  un 
camino  de  longitud  n.  2  L  Cuando  recorremos  el  grato  utili¬ 
zando  la  búsqueda  en  anchura  partiendo  de  un  vértice  de  grado 
mt  en  el  primer  paso  podemos  visitar  cualquiera  de  los  vértices 
de  grado  tu  Después,  se  procesa  el  vértice  de  grado  n  elegido  y 
se  añaden  las  aristas  que  inciden  en  él  y  en  los  restantes  vértices 
de  grado  m.  El  resultado  es  un  grafo  Kt  (  y  un  grafo  K  ,  cu¬ 
yos  centros  están  unidos  por  una  arista.  Si  recorremos  el  grato 


Respuestas  a  los  problemas  impares  8 1 


utilizando  la  búsqueda  en  profundidad,  vamos  pasando  sucesiva¬ 
mente  de  un  v  enice  de  uno  de  los  dos  conjuntos  de  vértices  del  gra¬ 
to  bipartito  al  otra.  Si  //  ==  m  o  m  -  n  -  1,  entonces  se  tiene  un  ca¬ 
mino  de  longitud  n  ¥  m  -  I  En  otro  caso,  el  camino  finaliza 
mientras  algún  vértice  dd  conjunto  bipartito  con  mayor  canfina!  no 
haya  sido  visitado,  de  modo  que  retrocedemos  un  paso  en  d  cami¬ 
no  hada  un  vértice  v  y  entonces  se  visiten  sucesivamente  los  res¬ 
tantes  vértices  de  ese  conjunto  desde  v.  El  resultado  es  un  camino 
con  unos  vértices  adicionales  que  cuelgan  desde  uno  de  los  extre¬ 
mos  del  camino.  23.  Un  conjunto  de  vuelos  que  es  posible  des¬ 
cartar  es  Boston-Nueva  York,  Detroit- Boston,  Boston- Washing¬ 
ton*  Nueva  York -Washington,  Nueva  York  Chicago*  Atlanta- 
Washingtnn,  Atlanta- Da) las.  Allanta-Los  Ángeles*  Atlanta  San 
Luis.  San  Luis-Dallas,  San  Luis -Detroit,  San  Luis  Den  ver*  Da¬ 
llas-San  Diego,  Dallas  Los  Angeles.  Dallas-San  Francisco,  San 
Diego-Los  Anades,  Los  Angeles-San  Francisco,  San  Francisco- 
S e att  1  e .  25,  A rbí )le s ,  27.  Demos tinción  por  i  nducc i ón  s obre  1  a 

longitud  del  camino;  Si  el  camino  tiene  longitud  0*  entonces  el  re¬ 
sultado  es  trivial.  Si  i  a  longitud  es  L  entonces  u  es  adyacente  a  v. 
de  modo  que  u  esta  en  el  nivel  l  del  árbol  generador  obtenido 
mediante  la  búsqueda  en  anchura.  Supongamos  que  el  resultado  es 
cierto  para  los  caminos  de  longitud  /.  Si  la  longitud  de  un  camino  es 
/  +  L  sea  u*  d  vértice  siguiente  al  último  vértice  en  uno  de  los  ca¬ 
minos  mínimos  de  v  a  tt.  Por  la  hipótesis  de  inducción,  u  está  en  el 
nivel  /  del  árbol  generador  obtenido  mediante  la  búsqueda  en  an- 
c llura.  Si  tí  estuviera  cu  el  nivel  /  o  en  otro  inferior,  entonces  clara¬ 
mente  h  longitud  del  camino  mínimo  de  v  a  tt  no  sería  superior  a  /. 
Por  tanto,  u  no  se  habría  añadido  al  árbol  generador  obtenido  me¬ 
diante  la  búsqueda  en  anchura  hasta  que  los  vértices  del  nivel  /  se 
hubieran  añadido.  Puesto  que  u  es  adyacente  a  u\  éste  se  habría 
añadido  al  nivel  /  +  \  (aunque  la  arista  que  conecta  i/ y  u  no  se  tie¬ 
ne  que  añadir  necesariamente),  29.  a)  No  tiene  solución 


31.  Comenzamos  en  un  vértice  y  continuamos  a  lo  largo  de  un  en 
mino  tan  largo  corno  sea  posible  sin  repetir  vértices,  volviendo  ai 
vértice  inicial  una  vez  que  se  hayan  visitado  todos  ios  vértices. 
Cuando  sea  imposible  continuar  a  lo  largo  de  un  camino,  re¬ 
trocedemos  e  intentamos  otra  extensión  del  camino  en  curso, 
33.  Basta  n  >mar  la  unión  de  los  árboles  generadores  de  las  com¬ 
ponentes  conexas  de  G  Puesto  que  son  di  s  juntas,  el  resultado  es 
un  bosque.  35.  ttt  ti  i  *  37.  Usar  la  búsqueda  en  profundi¬ 

dad  en  cada  componente.  39,  Si  al  utilizar  el  procedimiento  de 
búsqueda  en  profundidad  una  arista  nv  no  se  recorre  cuando  se 
está  tratando  el  vértice  //  es  porque,  necesariamente,  el  vértice  v 
ya  ha  sido  visitado,  I  lay  dos  casos.  Si  el  vértice  v  fue  visitado  des¬ 
pués  de  que  comenzásemos  a  procesar  el  vértice  «,  entonces, 
puesto  que  no  hemos  terminado  de  tratar  al  vértice  u  todavía,  v 
debe  aparecer  en  el  subárbol  con  raíz  en  u  (y,  por  tanto,  debe  ser 
un  descent  lien  le  de  u).  Por  otra  parle,  si  el  proceso  de  v  había  co¬ 
menzado  antes  de  que  comenzásemos  con  tt,  entonces  ¿por  qué 


no  se  había  añadido  la  ansia  a  continuación  en  ese  instante?  Eso 
es  porque  no  se  ha  acabado  de  tratar  el  vértice  rT  en  otras  pala¬ 
bras*  todavía  estarnos  en  el  proceso  de  construcción  del  subárbol 
con  raíz  en  v,  de  modo  que  u  es  un  descendiente  de  v  y*  por  tanto, 
v  es  un  antecesor  de  tt.  41.  Estos  dos  procedinüentos  dan  lugar 
a  idénticos  árboles  generadores  en  el  caso  en  el  que  el  grifo  sea 
un  árbol,  puesto  que  en  esc  caso  hay  sólo  un  árbol  generador  (el 
grato  entero).  Además,  este  es  el  único  caso  en  que  esto  ocurre.  Si 
el  grató  original  tuviera  otras  aristas,  entonces,  según  el  Proble¬ 
ma  39,  estas  aristas  deben  ser  aristas  de  retroceso  y,  por  tanto,  eo- 
nectau  un  vértice  con  un  antecesor  o  un  descendiente,  de  donde, 
según  el  Problema  40,  deben  conectar  vértices  que  están  en  el 
mismo  nivel  o  en  niveles  que  difieren  en  1 .  Obviamente,  estas  dos 
posibilidades  son  mutuamente  ex chiy entes.  Por  tanto,  no  pue¬ 
den  haber  más  ar islas  que  las  aristas  del  árbol  en  el  caso  en  que 
los  dos  árboles  generadores  coincidan.  43.  Puesto  que  en  el 
proceso  no  se  continúa  por  las  aristas  que  no  están  en  el  árbol  ge¬ 
nerador,  podemos  ignorarlas.  Por  tanto,  para  comenzar,  pode¬ 
mos  suponer  que  el  grafo  es  un  árbol  con  raíz.  El  caso  base  es  tri¬ 
vial  (hay  sólo  un  vértice),  de  modo  que  suponemos  la  hipótesis  de 
inducción  que  la  búsqueda  en  anchura  visita  los  vértices  por  or¬ 
den  de  nivel  en  el  ¿irbol  para  un  árbol  de  n  vértices  y  considera¬ 
mos  un  árbol  7  con  n  +  1  vértices.  El  último  vértice  en  ser  visita¬ 


do  cuando  se  recorre  mediante  la  búsqueda  en  anchura,  pongamos 
v,  es  el  que  ha  sitio  añadido  a  la  lista  de  vértices  que  espetan  ser 
procesados.  I  la  sido  añadido  cuando  su  padre,  pongamos  a.  esta¬ 
ba  siendo  procesado*  Debemos  demostrar  que  r  está  en  el  nivel 
más  bajo  (esto  es.  numéricamente  el  mayor)  del  árbol.  Suponga- 
rnos  que  no  fuera  asi.  Supongamos  que  el  vértice  _r,  cuyo  padre  es 
el  vértice  h  ,  está  en  un  nivel  más  bajo.  Entonces,  >r  está  en  un  ni¬ 
vel  más  bajo  que  tt.  Obviamente,  r  debe  ser  una  hoja,  puesto 
que  cualquier  vértice  hijo  de  v  no  puede  ser  visitado  antes  de  que 
v  haya  sido  tratado.  Consideremos  el  árbol  T*  obtenido  a  partir  de  7 
eliminando  d  vértice  v.  Por  hipótesis  de  inducción,  los  vértices  de 
T'  deben  ser  procesados  por  orden  de  nivel  en  el  árbol  Tf  (que  es 
el  mismo  que  su  nivel  en  T,  y  la  ausencia  de  v  en  V  no  afecta  al 
resto  del  algoritmo).  Por  tanto,  a  debe  haber  sido  procesado  antes 
de  w.  de  donde  v  debería  haberse  incorporado  a  la  lista  antes 
que  i,  una  contradicción.  Por  tanto,  v está  en  el  nivel  mas  inferior 
dd  árbol,  lo  que  completa  la  demostración,  45,  Modificamos  el 
pseudoeódigo  dado  en  el  Algoritmo  2  dando  a  m  el  valor  0  en  el 
inicio  dd  algoritmo  y  añadiendo  las  asignaciones  «rn  m  +  l»  y 
«asignamos  m  al  vértice  r»  después  de  la  semencia  en  la  que  se 
elimina  el  vértice  i  de  L  47.  Si  una  arista  dirigida  m  no  se  es¬ 
coge  mientras  estamos  procesando  su  extremo  final  u  durante  la 
búsqueda  en  profundidad,  entonces  sólo  pu  xlc  tratarse  del  caso 
en  que  el  extremo  inicial  v  ya  haya  sido  visí  ado,  i  lav  tres  casos. 
Si  el  vértice  v  fue  visitado  después  de  que  comenzara  el  procesa¬ 
miento  de  ;í.  entonces,  puesto  que  todavía  no  ha  concluido  d 
procesamiento  de  tt.  r  debe  aparecer  en  el  subárbol  con  raíz  en  tt 
(y,  por  tanto,  Jebe  ser  un  descendiente  de  uj,  de  modo  que  tene¬ 
mos  una  arista  de  avance*  De  no  ser  así,  d  procesamiento  de  v  de¬ 
bería  haber  comenzado  antes  de  que  comenzara  el  de  «.  Sí  este  no 
ha  concluido  aún  (esto  es,  si  estamos  formando  todavía  el  subár¬ 
bol  con  raíz  en  n.  entonces  u  es  descendiente  de  v  y,  por  tamo*  v 
es  un  ¡uueccsor  de  u  (leñemos  una  arista  de  retroceso).  Por  último, 
si  el  procesara  i  cilio  ele  v  va  ha  terminado,  entonces  por  definición 
tenemos  una  arista  de  cruce.  49.  Sean  T  el  árbol  generador 
construido  en  la  Figura  3  y  7L,  7„  7.,  y  F4  los  árboles  generadores 
de  la  Figura  4.  Denotamos  por  ií{T\  7")  a  la  distancia  entre  T*  y 


& 


X 1 2  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


I ",  Entonces,  il(T,  T,)  =  6,  iI(T,  TJ  =  4,  r/(7',  T.)  =  4,  d{T,  T.)  =  2, 
¿(7r  r2)  =  4,  ¡7{7r  r,)  =  4,  d(T] ,  Tj  =  ó,  d(iv  Tv)  =  4,  d(Tr  T4)  - 
2  y  d(Ty  TJ  =  4.  5  L  Sea  =  |  n.  v  |  una  arista  como  se  indica 
en  el  enunciado.  Entonces,  7\  U  |  e} }  contiene  un  circuito  simple 
C  que  contiene  a  El  grafo  T¡  -  {cl  }  tiene  dos  componentes  co¬ 
nexas;  los  extremos  de  e,  están  en  componentes  diferentes.  Re¬ 
corremos  C  desde  u  en  dirección  opuesta  a  r(  hasta  que  volvemos 
al  primer  vértice  en  la  misma  componente  que  v.  La  arista  que 
acabamos  de  recorrer  es  justamente  *  Obviamente,  7,  U  (e,  ]  - 
\e2  \  es  un  árbol  puesto  que  c.  estaba  en  C,  Además,  T{  -  ¡eEl  U 
|  e2  \  es  un  árbol  puesto  que  t\  une  a  las  dos  componentes. 


5.1  Problema  Í8: 


Pruhtema  19:  Problema  20; 


Problema  2 1 : 


Problema  22:  Problema  23: 


55.  Primero  construimos  un  circuito  euleriano  en  el  grafo  diri¬ 
gido.  Después  borramos  tic  este  circuito  todas  las  aristas  que 
llevan  a  un  vértice  visitado  previamente.  57,  Según  el  Pro 
blcma  56,  un  grato  dirigido  contiene  un  circuito  sí,  y  sólo  sí. 
contiene  una  arista  de  retroceso.  Podemos  detectar  estas  aristas 
como  sigue.  Añadimos  una  marca  a  cada  vértice  v  para  indicar 
su  estado,  a  saber,  que  todavía  no  ha  sido  visitado  (esto  es,  la 
situación  inicial),  que  ha  sido  visitado  (esto  es,  se  lia  puesto  en 
Y  I,  pero  todavía  no  ha  finalizado  el  procesamiento  (esto  es,  n- 
\if{  r)  no  ha  terminado  todavía),  o  terminado  [esto  es.  \isitiv)  ha 
terminado).  Este  recuento  se  puede  llevar  a  acabo  añadiendo 
algunas  líneas  al  Algoritmo  t.  Luego,  para  determinar  si  un 
grafo  dirigido  tiene  o  no  un  circuito,  sólo  tenemos  que  com¬ 
probar,  cuando  visitamos  la  arista  u\\  si  el  estado  de  v  es  «vi¬ 
sitado».  SÍ  eso  ocurriera,  entonces  sabemos  que  hay  un  circui¬ 
to:  en  otro  caso,  no  hay  circuito. 


SECCIÓN  9.5 


I,  Deep  Springs-Oasis,  Oasis-Oyen  Oasis- Sil verspeak.  Sil 
verspeak-Cioldilekl,  Lida-Gold  Point,  Gold  Poínt-Realty,  Lida- 
f  roldñeld,  Goldfidd-Tonopah,  Tonopah- Manhattan,  Tonopah 
Warm  Sprmgs 


7. [MJ*  icJUe.hl  { b.rUg'hl 


1L  En  lug¿ir  de  elegir  las  aristas  de  peso  mínimo  en  cada  paso, 
elegimos  las  aristas  de  peso  máximo  en  cada  paso  con  las 
mismas  propiedades. 


17,  Primero  hallamos  tm  árbol  generador  de  peso  mínimo  T 
del  grafo  G  con  tt  aristas.  Entonces,  para  i  -  I  hasta  n-  1,  sólo 
borramos  de  G  la  óésíma  arista  de  T  y  hallamos  un  árbol  ge¬ 
nerador  de  peso  mínimo  del  grafo  resultante.  Tomarnos  uno  de 
esos  n  -  1  árboles  de  menor  peso.  19,  Sí  todas  las  aristas  tie¬ 
nen  pesos  diferentes,  se  obtiene  una  contradicción  en  la  de¬ 
mostración  del  Algoritmo  de  Prim.  funciona  correctamente 
cuando  una  arista  se  añade  a  T  y  una  arista  e  se  suprime, 
en  lugar  de  producir  quizá  otro  árbol  generador, 
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23,  Es  igual  que  el  algoritmo  do  Kruskal,  excepto  que  co¬ 
mienza  con  T  el  conjunto  de  aristas,  y  se  itera  desde  i  -  l 
hasta  ti  -  1  -  a.  donde  s  es  el  número  de  aristas  iniciales. 
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2L  Según  el  Problema  24,  en  cada  paso  del  algoritmo  de 
Solling  se  obtiene  un  bosque.  De  aquí  que  tras  elegirá  -  1  aris 
las  se  obtenga  un  árbol.  Queda  por  demostrar  que  este  árbol  es 
un  árbol  generador  mínimo.  Sea  T  un  árbol  generador  mínimo 
con  tantas  aristas  en  común  con  el  árbol  obtenido  mediante  el 
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algoritmo  de  Sollin,  S ,  como  sea  posible.  Si  T  *  5,  entonces 
existe  una  arista  e  e  S  ~  7"  que  se  ha  añadido  en  algún  paso  del 
algoritmo,  siendo  todas  las  aristas  de  S  obtenidas  en  los  pasos  po¬ 
len  ores  aristas  de  7 .  El  grato  TU  \  c\  contiene  un  único  circuito 
simple.  Hallamos  una  arista  e  e  S  T  y  otra  arista  e"  eT-S 
ambas  en  el  circuito  y  «adyacentes»  cuando  consideramos  los 
dos  árboles  obtenidos  en  ese  paso  como  «superven ices».  En 
tunees,  según  el  algoritmo,  w{er)  <  Me”).  Así,  reemplazarnos  T 
por  T  { e'  j  U  \  e)  para  obtener  un  árbol  generador  mínimo 
con  más  aristas  en  común  con  S  de  las  que  tenía  T.  29.  Cada 
uno  de  los  r  árboles  se  conecta  con  al  menos  otro  árbol  me¬ 
díanle  una  nueva  arista.  De  aquí  que  el  resultado  tenga  a  lo 
sumo  rf 2  árboles  (cada  nuevo  árbol  contiene  dos  o  más  de  los 
antiguos  árboles).  Para  llevar  esto  a  cabo,  necesitamos  añadir  r 
rj 2  =  rf 2  aristas.  Puesto  que  el  número  de  aristas  añadidas  es 
un  número  entero,  este  número  es  al  menos  [r/2\  31*  Si  k  z 

log  n ,  entonces  n/2k  ^  1 ,  por  lo  que  [ nf 2k  1-1.  Según  el  Pro¬ 
blema  30,  el  algoritmo  termina  tras  log  n  iteraciones  a  lo  sumo, 

PROBLEMAS  COMPLEMENTARIOS 

L  Supongamos  que  T es  un  árbol.  Entonces,  obviamente,  T tío 
tiene  circuitos  simples.  Si  añadimos  una  arista  e  que  conecta  dos 
vértices  no  adyacentes  u  y  v.  entonces,  trivialmente,  se  forma  un 
circuito  simple,  puesto  que  cuantío  se  añade  e  a  T  el  grato  resul¬ 
tante  tiene  demasiadas  aristas  para  ser  un  árbol  El  único  circuito 
simple  es  el  que  se  obtiene  a  partir  de  e  junto  con  el  único  camino 
P  en  T  desde  v  basta  ü.  Supongamos  que  7’  satisface  las  condicio¬ 
nes  dadas.  Lo  único  que  queda  por  demostrar  es  que  T  es  conexo, 
puesto  que  es  un  grato  acíclico.  Supongamos  que  T  no  es  conexo 
y  sean  u  y  v  vértices  que  están  en  componentes  conexas  diferentes. 
Al  añadir  la  arista  e  -  \  u,  r)  no  se  satisfacen  las  condiciones. 
X  Supongamos  que  tin  árbol  7  tiene  n  vértices  de  grados  dr  dr  .... 
r 7  respectivamente.  Puesto  que  2c  =  X  ■  i  d  y  e  =  n  -  1,  tenemos 
que  2(n  -  1)  =  n  +  X'U  (d.  -  I ),  esto  es,  n  -  2  =  X'.'  j  (d.  -  1  j.  Por 
tanto,  a  lo  sumo,  n  -  2  de  los  términos  de  la  suma  pueden  ser  1  o 
más.  Luego  al  menos  dos  de  ellos  deben  ser  0.  Se  sigue  que  d.  =  I 
para  al  menos  dos  valores  de  i.  5,  2n  2.  7.  T  no  tiene  circui¬ 

tos,  así  que  no  puede  tener  un  subgrafo  horneo morf o  a  A  n  o  Ky 
9.  Coloreamos  cada  componente  conexa  .separadamente.  Para 
cada  una  de  estas  componentes  conexas,  primero  coloreamos  de 
rojo  la  raíz  del  árbol  y  posteriormente  todos  los  vértices  a  nivel  par 
y  después  coloreamos  con  color  azul  Lodos  los  vértices  a  nivel  im¬ 
par.  í  1 .  Cota  superior:  k1':  cota  inferior:  2  \ kfl  \h~ 1 . 


2!.  Utilizaremos  la  inducción  matemática.  El  resultado  es  tri¬ 
vial  para  k  =  0.  Supongamos  que  el  resultado  es  cierto  para  k-  i. 
El  árbol  T,_{  es  el  árbol  padre  de  T.  Por  hipótesis  de  inducción, 
el  árbol  hijo  de  T  se  puede  obtener  a  partir  de  7,r  ....  T,  ,  a  la 
manera  del  enunciado.  La  última  unión  de  r.  ,  y  r,  se  realiza 
se  aún  la  definición  de  ó1, -árbol. 

«“*  K 

23 *  p  re  ice  dure  n  i  vel(  I :  árb  o  1  ordo  n  ad  o  c  o  n  ra  í  z  r) 
cola  :=  sucesión  que  contiene  sólo  a  la  raíz  r 
vvhüe  cola  contenga  al  menos  un  elemento 

begin 

v  :=  primer  vértice  de  la  cola 
listar  v 

eliminar  v  de  la  cola  y  añadir  al  final  de  la  cola  los  hijos  de  v 

end 

25,  Construye  el  árbol  insertando  una  raíz  para  la  dirección  0 
y  posteriormente  insertar  un  subárbol  para  cada  vértice  eti¬ 
quetado  l  con  i  entero  positivo,  desarrollado  a  partir  de  los  sub¬ 
árboles  para  cada  vértice  etiquetado  ij  con  /  entero  positivo,  y 
así  sucesivamente.  27.  a)  Sí  b)  No  e)  Sí.  29*  El  grato 
resultante  no  tiene  aristas  que  estén  en  más  de  un  circuito 
simple  del  tipo  descrito.  Por  tanto,  el  grato  es  un  cactus. 


15.  Puesto  que  #  está  formado  a  partir  de  dos  copias  de 
uno  de  ellos  desplazado  en  una  unidad  a  un  nivel  inferior,  la 
altura  aumenta  en  1  cuando  k  crece  en  L  Puesto  que  B„  tie¬ 
ne  altura  0,  se  prueba  por  inducción  que  B,  tiene  altura  k. 
17.  Puesto  que  la  raíz  de  Üt  es  la  raíz  de  fí.  que  tiene  un  hijo 
adicional  (a  saber,  la  raíz  del  otro  B,  l  el  grado  de  la  raíz,  au¬ 
menta  en  1  si  k  aumenta  en  1.  Puesto  que  la  raíz  de  B{]  tiene 
grado  0,  se  prueba  por  inducción  que  la  raíz  de  B,  tiene  grado  k . 


37,  ó.  39,  a)  0  para  00,  1 1  para  01,  100  para  10  y  10 1  para  1 1 
da  codificación  obtenida  depende  de  cómo  se  resuelvan  los  em¬ 
pates,  pero  todas  las  versiones  son  equivalentes);  0,645rt  para 
una  cadena  de  bits  de  longitud  n  b>  0  para  000,  100  para  00  L 
101  para  Olí),  1 10  para  100,  11100  para  011,  1 1 101  para  101. 
11110  para  110,  11111  para  I  1 1  (la  codificación  obtenida  de¬ 
pende  de  cómo  se  resuelvan  los  empates,  pero  todas  las  versiones 
son  equivalentes);  0,5326;?  para  una  cadena  de  bits  de  longitud  n. 
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41*  Sea  G *  el  gruía  obtenido  al  eliminar  de  G  el  vértice  v  y  todas 
las  ansias  incidentes  en  él.  Se  puede  obtener  un  árbol  generador 
mínimo  de  G  tomando  una  arista  de  peso  mínimo  incidente  en  v 
ju  uro  c  on  u n  á rbo  1  ge ncrador  m  í n i  n  i  o  de  G 43*  S  u  pongam o  $ 
que  Ja  arista  e  es  la  arista  de  menor  peso  incidente  en  un  vértice  v 
y  supongamos  que  T  es  un  árbol  generador  mínimo  que  no  con¬ 
tiene  a  e>  Sí  añadimos  e  a  7  y  eliminamos  del  circuito  simple 
construido*  la  otra  arista  incidente  en  v*  El  grafo  resultante  es  un 
árbol  generador  con  peso  estrictamente  menor  (puesto  que  la 
arista  que  se  suprime  tiene  mayor  peso  mayor  que  e\  Esto  es  una 
contradicción;  así,  pues*  T  debe  contener  a  e. 
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13.  * 
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no  m 


Ú)  [JO  Mi 


7.  (0*  0}  y  ( 1 , 1 ).  9.  x  +  xy  =  x  ■  I  +  xy  =  x(  1  +  y)  -  v(y  +  1 )  = 

x  ■  l  -  x. 
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21*  0  0  =  0-  i  =  0;  1  =  I  ♦  0  =  0. 


X 

y 

l  ©V 

A  +  y 

xy 

{xy) 

U  +  vM.vy) 

xy 

xy 

xy+xy 

1 

1 

0 

'  ] 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

i  | 

1 

1 

0 

1 

0 

[ 

1 

i 

0 

i 

I 

0 

I 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

25.  a)  Verdadero,  como  puede  comprobarse  escribiendo  una 
tabla  de  valores  h)  Falso;  basta  tomar  x  -  1 ,  y  =  i ,  i  -  1 ,  por 
ejemplo  c)  Falso;  basta  lomar  x  -  1 ,  y  -  I .  z  =  0*  por  ejem¬ 
plo*  27*  Por  la  leyes  de  De  Morgan*  el  complemento  de  una 
expresión  es  como  el  dual,  excepto  que  se  toma  e!  comple 
memo  de  cada  una  de  las  variables*  29*  16.  31*  Por  las 

propiedades  de  acotación,  distributiva  y  del  neutro,  se  tiene 
A  V.T  =  (X  v  x)  A  1  =  (a  V  x)  A  (.V  V  X  )  =  X  V  (x  A  a)  =  X  V  0  =  O 
Análogamente,  .v  a  x  =  (v  ax)  vO  =  í  x  a  y)  v  (x  a  y)  = 
xa {x vx)  =  x a  l  =  x*  33.  Como  0  v  I  =  1  y  0  a  1  =  0* 
por  las  propiedades  del  neutro  y  la  conmutativa,  se  tiene  que  0 
=  1 *  Análogamente*  como  I  v  0  =  1  y  1  a  0  =  0,  se  sigue  que  I 
-  0*  35.  En  primer  lugar,  obsérvese  que  x  a  0  =  0  y  a  vI  =  J 

para  todo  a,  como  se  puede  comprobar.  Para  demostrar  la  pri- 
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mera  igualdad,  basta  demostrar  que  (x v y)  v  (y  Ay)  -  1  y  que 
(x  v  y)  a  (i  a  y)  =  0.  Por  las  propiedades  asociativa,  conmuta¬ 
tiva,  distributiva,  de  acotación  y  del  neutro,  (x  v  y)  v  (x  a  y)  - 
y  v  (x  v  (x  A  y))  =  y  V  ((x  v  Je)  .a  (a'  V  y))  =  y  v  ( 1  A  (x  v  y»  = 
y  v  (a  v  y )  "  (x  v  y )  v  a:  =  1  v  x  =  1  y  (x  v  y)  a  (x  a  y )  = 
y  A  (x  A  (x  v  y))  =  y  A  ({i  A  a)  v  (x  a  y))  =  y  a  (0  v  (a  a  y))  = 
y  a  (x  a  y)  =  a  a  (y  a  y)  =  x  a  0  -  0.  La  segunda  igualdad  se  de- 
muestra  de  manera  análoga,  37.  Utilizando  las  hipótesis,  el 
Problema  31  y  la  propiedad  distributiva,  se  tiene  que  x  =  x  vO 
=  x  v  (x  v  y)  =  (x  v  x)  v  y  ~  x  v  y  =  0,  Análogamente,  y  =  0, 
Para  demostrar  la  segunda  afirmación,  nótese  que  x  =  x  a  1  - 
x  a  (x  Ay)  =  (x  a x)  a  y  =  x  Ay  -  L  Análogamente,  y  =  1 . 
39.  Utiliza  los  Problemas  39  y  41  de  los  Problemas  comple¬ 
mentarios  del  Capítulo  7  y  la  definición  de  retículo  comple¬ 
mentado  y  distributivo  para  establecer  las  cinco  parejas  de 
propiedades  de  la  definición. 

SECCIÓN  10.2 

L  a)  xyz  h)  xyz  e)  xyz  d)  xyz,  3,  a)  xyz  +  xyz  +  xyz  4- 
a yz  +  xyz  4-  xyz  4-  xyz  b)  xyz  4-  xyz  +  xyz  c)  xyz  +  xyz  +  xyz 
+  xyz  d)  xyz  +  xyz.  5.  H-xyz  +  wxyz  4-  wxyz  A  rvxyz  +  wxyz  4- 
wxyz  4-  wxyz  4  wxyz.  1 ,  a)  x  +  y  +  z  b)  x  +  y  +  z  c)  x  +  y  +  2 
9,  y  +  y2  +  ■**  +  yn  =  0  si,  y  sólo  si,  y.  =  0  para  i  =  1,2,  ...,  n . 
Esto  se  verifica  si,  y  sólo  si,  x  =  0  cuando  v.  =  x  y  si  x  =  1 
cuando  y,  -  x .  11*  a)  x  +  y  +  z  b)  (x  +  y  +  z)(x  +  y  +  z)(x  +  y 

+  z){x  4  y  +  z)(x  +  y  +  z )  e)  (x  +  y  +  z)(x  +  y  +  z )(x  +  y  +  z){x  4 
y  +  z)  (!)  (x  +  y  +  z)(x  +  y  +  z )(x  4-  y  4-  z)(x  +  y  4-  z)(x  4-  y  +  z) 

íx  +  y  4  z).  1 3.  a)  x  +  y  +  z  b)  x  4-  (y  4-  (x -I-  z))  c)  (x  +  y) 

d)  (a:  4  (x  4  y  h» 
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17,  a)  (((a  |  x)  |  (v  |  y))  [  ((x  i  x)  [  (y  ¡  y)))  |  (z  |  z)  b)  (((x  |  x)  | 
(z  |  z))  |  y)  |  (((a  |  x)  |  (z  |  z»  |  y)  c)  x  d)  (x  |  (y  |  y»  |  (x  |  (y  i  y))- 
19,  No  se  puede  representar  el  complementa  de  x  utilizando  + 
y  .puesto  que  no  hav  forma  de  conseguir  el  valor  0  cuando  la 
entrada  es  i. 

SECCIÓN  10,3  0 

1 .  (x  +  y)y.  3.  (xy)  +  (i  +  v),  5,  (.v  +  y  +  z)  +  (i  +  y  +  z)  +  (x 

+  y  +  z). 


SS  —  seirri  sumador 
SC  -  sumador  completo 
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►  Suma  -  x  ©y 


-►  Arrastre  =  xv 
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l.a)  y  y  h)  xyyxy 


c)  3.  a) 
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1*  a)  w  *  *=  n 


b)  yz  yz  yi  yz 


9.  Implicantes:  xyz,  .ít:,  xy  z,  xyz *  ,u\  jzh  yz;  implicantes  pri¬ 
mos:  ry.  at,  >€;  implicantes  primos  esenciales:  xyf  jizt  yz. 

yz  yi  yz  yz 


X  [  {  ] 


-í  I 


II,  Fl  3 -cubo  de  la  derecha  se  corresponde  con  w\  el  3 -cubo 
dado  por  ia  superficie  superior  de  la  figura  entera  representa  a 
r;  ci  Feuho  dado  por  la  superficie  posterior  de  la  superficie 
entera  representa  ay;  el  3 -cubo  formado  por  las  superficies  de¬ 
rechas  de  los  cubos  izquierdo  y  derecho  representa  a  z.  Hn 
cada  caso*  la  cara  tridimensional  opuesta  representa  al  literal 
complementado.  El  2-cubo  que  representa  a  vez  es  la  cara  de- 
reí ha  del  3-cubo  de  la  derecha:  el  2-cubo  que  representa  a  xy 
esta  en  la  p:uic  inferior  posterior;  el  2-eubo  que  representa  a  yz 
está  en  la  parte  delantera  izquierda. 


k'jcjí 


Mxyz 


■  'VlVV^ 

wxyz 

wx  yz  wxyz 


o 


l>>  hit:,  wxyz.  wxyz,  vvat: 

15.  a) 


X3X4X5  X3X4X5  *3X4X5  ¿3X4X5  X 3X4X5  *3X4*5.  *3X4X5  X3X4X5 

*1*2 

*1*2 
Xtfl 
*í*2 


l 

1 

b) 


I  X3X4X5  I3Í4X5  *3*4X5  *>14X5  *3*1*5  *3X4X5  *3X4X5 

*1*2 

*1*2 
J[X, 

X|.Í7 


1 

1 

I 

1 

o 


.tjX4Xs  X  3X4X5  X3.t4.t5  XJX4X5  Í3Í4X5  *3X4X5  X3.t4.tj  X3X4X5 


8 1 H  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


el) 


*3*4  *3*4*5  JT^í  ,  í5  t  ví  ¡T5  Í3X4I5  X 3*4(5  *3X4*5 


eí 


*1*4-^  ivv4\5  UX4Á5  *3*4*5  ^  ó4*s  .iA*ós  ^*4*5 


t 

1 

I 

1 

1  ‘  — 

1 

i 

1 

1 

' 

1 

1 

I 

1 

íjAi 

1 

t 

I 

1 

f) 

*1*4X5  A3-Í4A5 

JC  3  .1  ¡  \  5  1 1 1 4  *  s  *  3.I4*  5 

JT,Jj 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

t 

1 

ílíj 

l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

17.  al  64  h)  6,  19-  Las  filas  I  y  4  se  consideran  adyacentes. 

Los  pares  de  columnas  que  se  consideran  adyacentes  son;  1  y  4, 
1  y  12,  I  y  16,  2  y  1 1,  2  y  15.  3  y  6,  3  y  10,  4  y  9,  5  y  8,  5  y 
16,  6  y  15,  7  y  KL  7  y  14,  8  y  13.  9  y  12.  II  y  14.  13  y  16. 


23,  a )xr  l>)  v  c)  xz  +  xz  +  yz  d )  .vz  +  xy  +  y:.  25,  a  1  wxz 

+  wat  4-  wyz  +  havz  b)  xyz  +  vrvr  +  wxyz  +  wryz  +  w.yyz  c)  yz 
+  wxy  +  vv.vy  +  wx yz  rl)  wv  +  vz  +  xy  +  wxz  +  vvxz . 
27.  ji (y  +  z) 


31.  vz  +  33.  Por  inducción  sobre  n.  Si  n  -  L  entonces  esta¬ 

mos  mirando  en  en  segmento,  etiquetado  con  0  en  un  extremo,  y 
con  1  en  el  otro.  El  único  valor  posible  para  k  es  también  L  y  si  el 
literal  es  iyt  entonces  el  subcubo  que  leñemos  es  el  subcubo  0-di- 
mensional  que  consiste  en  el  extremo  etiquetado  con  1;  si  el  literal 
es  rr  entonces  el  subcubo  que  tenemos  es  el  subcubo  (Fditnen- 
sional  que  consiste  en  el  extremo  etiquetado  con  (L  Ahora  su¬ 
pongamos  que  la  propiedad  es  cierta  para  n\  debemos  demostrar 
que  es  cierta  para  h  l,  Si  el  literal  x  (o  su  complemento)  no 
forma  parte  dd  producto,  por  la  hipótesis  de  inducción  d  produc 
10,  al  considerarlo  como  una  función  de  n  variables,  se  corres¬ 
ponde  con  un  subcubo  de  dimensión  n  k  del  «-cubo,  y  el  pro¬ 
ducto  cartesiano  de  este  subcubo  con  el  segmento  [0,  1]  nos  da  un 
subcubo  de  una  dimensión  mayor  dd  cubo  in  +  I  i-dimensional 
dado,  esto  es.  de  dimensión  n  +  1  -  L  como  q Llenamos  demostrar. 
Pdr  otra  parte,  si  el  literal  x  (o  su  complemento)  forma  parte  dd 
producto,  entonces  el  producto  de  los  k-  ]  literales  restantes  se 
corresponde  con  un  subcubo de  dimensión ti  -{k  1 )  =  (n  +  I )  k 

dd  cubo  n  dimensional,  y  ese  trozo,  bien  añadiendo  un  0  o  un  I 
como  valor  de  la  última  variable,  es  el  subcubo  deseado. 

PR  O  BILMAS  COMPLEMENTARIOS 

1.  a)  x  =  O,  y  =  Q,  z-  (};  v  =  1,  y  =  L  z  -  1  b)  .1  =  0,  y  Ü, :  0; 

.v=0,.v  =  ai^  l :  \  =  0,  y  =  í,i  =  0;.r  =  Ly  =  0,:=l;r  =  I. 
y  =  L  z  =  0;  1  =  1 1  y  =  It  z  -  1  c)  Para  ningún  s  alor.  3,  ;U  Sí 
b)  No  c)  No  dí  S.í  5,  2:" 1 .  7,  a)  Si  Fixr  . . xj  -  I .  en¬ 
tonces  (F  +  G  )(x[ - xj  =  F(xl$ , . xn)  +  G{x ! . x)  =  L  por 

la  ley  de  acotación.  Por  tanto,  F  £  F  +  G  b)  Si  (FG)(.\  i . 

xr)  —  L  entonces  F(xv  . ..,  xj  ■  G(vf,  ....  xj  =  1.  Por  tan¬ 
to.  F(xr  ....  xj  =  I.  Luego  FG  £  F.  9,  Puesto  que 
F{xv  xy  xj  =  í  implica  que  F(xv  x2>  ....  xj  -  1 1  entonces  s 
reflexivo.  Supongamos  que  F  s  G  y  que  G  s  F.  Entonces, 
Fiv,,  a,,  vri)  =  I  si,  y  sólo  si,  G(„v ,  _t2,  v  )  =  L  Esto  im 
plica  que  F  -  G.  Por  tanto,  s  es  anti  si  métrica.  Supongamos 
que  FáC  s  H .  Entonces,  si  F(xy _vn,  ....  xj  =  I,  se  tiene  que 

G(xr  xr ....  xj  =  I,  y  por  tanto,  //{.vyl _r2 . r'l  -  1 .  Luego F  *  //, 

esto  es.  s  es  transitivo.  11.  n)  x  =  í .  y  =  0t  2  ^  0  b)  x  =  L 
y  -  0,  z  -  0  e)  jc  =  L  y  =  0,  r  =  0. 


* 

y 

-t  Oy 

v  ®  T 

ÍI.V) 

1 

1 

1 

Ó 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

{) 

1 

0 

0 

0 

1 

D 

1 

R espu estas  a  1 1 >s  pro  bl  e  m  u  s  i  m  pare  s  X 1  y 


15,  Sí,  como  se  puede  comprobar  mediante  una  tabla  de  va¬ 
lores.  17,  a)  6  h)  5  c)  5  d)  6, 


21.  a,  -i-  a  .ir  23*  Supon  que  sí  lo  es  con  pesos  a  y  b.  Enton¬ 
ces  debería  existir  un  numero  real  7  tal  que  xa  +  yb  ^  7  para 
(1, 0)  y  (0,  t ),  pero  xa  +  yb  <  7  para  (0,  0)  y  (  1 >  l)*  Por  tanto, 
a  £  7.  b  a  7,  0  <  7  y  a  +  b  <  T  Puesto  que  a  y  b  son  positivos, 
a  f  b  >  ci  &  7,  una  contradicción. 


CAPITULO  tí 


SI  CCIÓN  II. 1 


i.  a)  frase  ^  sujeto  predicado  con  verbo  intransitivo 
articulo  nombre  adjetivo  predicado  con  verbo  in¬ 
transitivo  r->  artículo  nombre  adjetivo  verbo  intran¬ 
sitivo  —  úil  cabo  de  tres  pasos) , . ,  o  tú  liebre  feliz  corre 
bl  Frase  o  sujeto  predicado  con  verbo  intransitivo  ^  ar¬ 
ticulo  nombre  adjetivo  predicado  con  verbo  intran¬ 
sitivo  o  articulo  nombre  adjetivo  verbo  intransitivo 
adverbio  o  (al  cabo  de  cuatro  pasos) ...  ó  la  tortuga  so¬ 
ñolienta  torre  rápidamente 

cj  Frase  o  sujeto  predicado  con  verbo  transitivo  sujeto 
artículo  nombre  predicado  con  verbo  transitivo  su¬ 
jeto  artículo  nombre  verbo  transitivo  sujeto  rs  ar¬ 
ticulo  nombre  verbo  transitivo  artículo  nombre  r?  „ 
(al  cabo  de  cuatro  pasos) ...  o  ia  tortuga  re  basa  a  la  liebre 
di  Frase  o  sujeto  predicado  con  verbo  transitivo  sujeto 
o  artículo  nombre  adjetivo  predicado  con  verbo 
transitivo  sujeto  o  artículo  nombre  adjetivo  verbo 
transitivo  sujeto  n>  artículo  nombre  adjetivo  verbo 
transitivo  artículo  nombre  adjetivo  (al  cabo  de  seis 
pasos) ...  o  la  liebre  soñolienta  rebasa  a  la  tortuga  feliz 
3.  El  único  modo  de  obtener  un  nombre  al  tínai  de  la  Frase, 
como,  por  ejemplo,  tortuga,  es  tener  un  sujeto  al  final  de  la  Fra¬ 
se,  lo  que  sólo  se  puede  conseguir  utilizando  la  producción 
Frase  ->  sujeto  predicado  con  vorbo  transitivo  sujeto. 
Sin  embargo,  predicado  con  verbo  transitivo  >  verbo  tran¬ 
sitivo  — ■ ►  rebasa  a.  y  esta  frase  no  co  itiene  a  rebasa  a . 

5,  SoQSI  oOOSll  o  00051  1 1  oüjoi  I  L 
7,  a|So 05 r> 005 & 005 1  o 005 1 1  o 005 111o 005 I  I II  o 
ÜO  lili  b)  5  o  05  o  005  o  001A  o  00 1 14  o  001 1 M  r> 
091  til. 

*>.  S  rs  0 545  r ->  ÜQ&ABAB  o  WA&AB  a>  (X )AABB  Oí )  1 ABB  n 
001155^001  1 25  cd  (K)  1 122, 

11,  a)  S “+  005,  5 ^ X  b)  5  KM,  A  -  >  004,  A^X  c) $ -+ 
AM5,  5  -*  BBS.  AB  -*  BA,  HA  -*  4/7  S  X.  A  ->  0,  &  -*  1 
íUS-*  00000000004 ,  A  *  ( ¡A .  4  -*■  X  e )  5  -+  AS,  S  *  ABS,  S 
-  4 ,  AB  BA ,  BA  -+  45.  A  -*  0, 5  -» 1  I)  5  -  ABS,  S  ->  t 
AB  -  BA.  BA  -  45, 4  ^  0,  B  ->  I  *g)  5  ->  455, 5  -  r,  S 
U.  7  * 47;  7  -► 4,  7/  -  577  í/  -* 5, 45  ^  54.  54  ^  45, 4  ^ 
0.  5  —  1.  13.  a)  De  tipo  2,  pero  no  de  upo  3  b>  i\*  tipo  3 


c)  De  tipo  0,  pero  no  de  tipo  1  d)  De  tipo  2,  pero  no  de  tipo  3 
e)  De  tipo  2  f)  De  tipo  0,  pero  no  de  tipo  1  gl  De  tipo  3 
h)  De  tipo  0.  pero  no  de  Upo  I  i)  De  tipo  2.  pero  no  de  tipo  1 
j )  De  tipo  2,  pero  no  de  tipo  3*  15*  Sean  5.  y  5,  los  símbolos 

iniciales  de  G  y  Gv  respectivamente.  Sea  5  un  nuevo  símbolo 
inicial,  a)  Añade  5  y  las  producciones  5  -» Sl  y  S  -*  5,  b)  Aña¬ 
de  5  v  la  producción  S  -4  5.5,,  c)  Añade  5 y  las  producciones 
5  X  y  5  -*  St$. 


17.  a) 


Frase 

x  v 


X 


bl 


sujeto  predicado  con  verbo  intransitivo 


artículo  nombre  adjetivo  verbo  intransitivo 


La  liebre  feliz  corre 

Frase 


C| 


sujeto  predicado  con  vorbo  intransitivo 


\  verbo 


\ 


artículo  nombre  adjetivo  intransitivo  adverbio 


La  tortuga  soñolienta  corre  rápidamente 


Frase 


*  u  j e  I  o  pred kad o  con  v  eri  >o  i  rn  nsí  I  i  vo  vi ijc  I  n 


artículo  nombre  verbo  transitivo  artículo  nombre 


La  tortuga  rebasa  a  la  liebre 

d) 

frase 


s uje  lo  pred  icario  cotí  v  ertn  t 1  r  a  ns  i  £  i  v  o  su  j  e  I  ti 


artículo  mimbre  adjetivo  verbo  transitivo  articido  mimbre  adjetivo 


Ijí 


liebre  soñolienta  rebasan 


la  tortuga  feliz 


820  Matemática  discreta  y  sus  aplicaciones 


1.9,  a)  Si  b)  No  c)  Sí  d)  No. 

2  \  •  entero  con  signo 


signo  entero 


dígito  entero 


1  dígito  entero 


0  dígito 


23*  a)  S  ->  (signo}  { entero ) 

S  — ►  signo)  (entero)  ,  {entero  positivo) 

(signo)  -  + 

<í»gni>>  —  - 
(entero)  —>  (dígito) 
i  entero)  -+  (entera)  (dígito) 

(ffijí/o)  -*  i,  /  “  1 . 2t  3*  4*  5,  b,  7.  8, 9,  0 
(  e  n  tero  positt  va  -►  v  n  tero  >  (díg  i to  no  n  ufo  ) 
(entero  positivo  *  (dígito  no  nulo)  (entero) 
entero  positivo ,  -* (entero)  (dígito  no  nulo)  (entero 
(entero positivo)  (dígita  no  nulo ) 

(dígito  no  nulo >  —  ►  i,  /  =  1.  2,  3.  4,  5,  6*  7*  8,  9 
b  )  (numero  decimal  con  signo  (signo  { entero >  | 

.í  jg /Ní'  (  entero  -  tv  /tero  pojf f f  va  ) 

(íig/w)  ::=  +  (  — 

entero)  ::=  (dígito)  \  (entero)  (dígito) 

< dígito }  ::=  0 1 1 1 2  1 3  1 4 1  5  j  6 1  7  1 8 1 9 
(¿%zío  na  Jiü/a)  1  1 2f  3  j  4  [  5  \  6  |  7  |  8  |  9 
(entero  positivo;  entero)  (dígito  no  rudo)  f 
(dígito  no  nulo)  (enteró)  | 
entero  dígito  no  nulo)  (entero)  |  (dígito  no  nulo 

número  decimal  con  signo 


signo  entero  *  entero  positivo 


entero  dígito  dígito  no  mi  So 


dígito  ¡  4 


3 

25,  a)  (jdentificador)  :=  minúscula)  |  (minúscula 
(minúscula)  a  \  h  |  c  \ ...  |  z 


b)  identifieador)  ::=  minúscula)  minúscula  (minúscula  \ 

(minúscula  (minúscula)  (minúscula)  minúscula)  \ 
m  i  n  úsenla  }  ,  mi  /  ?  usa  t  h  )  <  mi  ni  isa  i  la )  m  in  úsenla 
\ minúscula )  \  (minúscula)  (minúscula  (minúscula ; 

( mintist ida )  mi  ti  i  isa  t  la  >  m  in  úse  nh  i 
(minúscula)  a  \  b  \  c  (  .  |  r 

c)  /  den  tifie  adoi  >  : :  =  mayús  <  u  i  a  \  m  ay  us  tula  ( l  ( tra  )  | 

mayúscula)  (letra)  (letra)  |  (mayúscula)  (letra)  (letra 
(letra  \  (mayúscula)  (letra)  (letra)  ■  letra ;  letra  \ 
(mayúscula)  (letra)  letra)  letra  letra]  letra 
(letra) (minúscula)  \  (mayúscula) 

(minúscula)  ::=  a  \  h  \  t  | . . .  ( ¿ 

(mayúscula)  A  |  B  |  C  \  . . ,  ¡  L 

d)  identificado!  :;=  (minúscula)  dígito! guión) 

alfanuméri co  )  { a ífa n  um éri co  > 

<  alfanuméri  co )  ]  (m  ir lúst  u  la  (di gitolg  uién 
s  alfa  mimé  rico )  alfanuménco)  alfa  numérico  ) 

(alfa  n  un  léñete 
dígito! guión  ::=  (dígito)  \ 
alfanumérico)  (letra;  |  (dígita) 
letra)  :;=  (minúscula)  1  (mayúscula) 

(minúscula)  a  |  b  1  c  | . . ,  |  z 
(mayúscula)  ::=  A  \  B  \  C  |  ...  ( Z 
(dígito)  0 1  I  |2|„.|9 

27.  identifieador)  (letra! guión  \  fdcntifu  ador  , símbolo 

;  IctraJ guión)  ::=  (letra) 
s í mhoto ;  :  fien  ai g ui ún  >  ]  ( d ¡g itt f  > 

fierra)  (minúscula)  t  (mayúscula) 

(minúscula)  a  |  h  \  c  | . . .  |  r 
(mayúscula)  A  |  B  |  C  [  .fiZ 
f  dígito)  ::=  0 1 1  1 2 1  ( 9 

29,  número  ::=  signo?  dígito  no  nulo  dígito  *  decimal! 

|  signo'!  0  deeimaü 
signo  +  |  - 

dígito  no  nulo  1  |  2  ¡  ...  [9 
dígito  : ()  [  dígito  no  nulo 
decimal  ::=  .dígito  * 

31,  ideníificador  letra! guión  símbolo  * 

letra! guión  letra  \ 

símbolo  ::=  letra! guión  \  dígito 
letra  ;:=  minúscula  ]  mayúscula 
minúscula  ;:=  a  \  b  \  c  [  |  z 

mayúscula  r:=  A  \  B\  C  \  ...[Z 
dígito  0  |  1  |2|  ...  |9 

33. 

a)  (expresión) 

término)  (término)  i  ope  radar  Suma ) 

(factor  factor  (factor  >  ( operador 3  /w/>  ( /iÍí  trSuma 
c  uií'fl/í/traí/ar)  <  íV/cií/í/Íí  t/f/ar)  (identifwador 
(  ope radorM id )  (operador  Su ma > 
a  h  c  #  + 

1>)  No  está  generada 

c)  cA/z/cv/V/n;- 
(frn/n/ía) 

(factor)  (factor  ( operador M id) 

<  expresión)  (factor)  (operador Muí 

(término)  (término)  (operadorStwia)  factor)  (operador \  f id) 


Respuestas  a  kts  problemas  impares  X2 l 

(factor}  { factor )  operadorSuma)  ( factor >  (operador Muí) 

(identificador)  (identifteador)  {operadorSuma)  [identificador)  <  ope  radar  Muí 
xy-z* 

ti)  (expresión) 

(término) 

(factor)  (factor}  (oper ador  Mui) 

(factor)  (expresión)  (operadorMuI) 

(factor  y  (término)  (operador Mut) 

factor)  (factor)  (factor  (operadorMuI)  operador  Mui 

(factor)  (factor)  (expresión)  (operadorMui)  (operadorMui) 

• factor)  (factor)  (térmi no  térmi no)  (operadorSuma  <  * tpen idorM u i >  operador M ni 
(factor)  (factor)  (factor)  (factor)  (operadorSuma)  (operador Mal  ■  operadorMuI 

(identificador)  (identificador)  {identificador}  (identificador)  operadorSuma  operador  \Ud  oper  ador  Muí 
w xyz-*l 
e}  (expresión) 

( término > 

(factor)  (factor)  (operador M  uí) 

(factor)  (expresión)  (operadorMuI) 

(factor)  (término)  ( término >  operadorSuma)  (operador M ni 
factor >  (factor)  ( factor }  (operadorSuma)  (operadorMuI 
(identificador}  (identificador)  (identifteador)  (operadorSuma)  ,  operadorMuI 
a  d  e  -  * 

35.  a)  No  esta  generada 

b)  (expresión) 

( té t  m i n o)  (operador S urna }  t érm i n o > 

(factor)  (operadorMuI)  (factor)  (operadorSuma)  (factor)  (operadorMuI)  (factor) 

(identificador)  (operadorMuI)  < identificador >  operadorSuma  identificador  operadorMuI)  identifteador 
a/b  +  c/d 

c)  (expresión) 

término) 

factor)  ope  radar  Si  id  fu  tor  > 

(factor)  ( ope  radar  Si  i  d)  expresi  t  m  y 

factor)  (operador Muí)  ( término >  (operadorSuma)  término 

factor)  ( operadorMuI >  (factor)  .operadorSuma)  (factor) 

(identificador)  (operadorMuI;  ((identificador)  (operadorSuma)  (identifteador)) 
m  *  ( n  +  p) 

d)  No  está  generada 
c)  (expresión) 

( término > 

factor)  (operadorMuI)  factor 
(  ejrpmsí én  > )  {operad JrA# tí/  l  eApr^íd/i  ) 

«fmm'rttf)  operadorSuma)  término))  operadorMui  {  término  operadorSuma  término  ) 

(  factor)  (operadorSuma  ; /¿ii  7t;r  i  operaJonVf /#/  { (Jai  tor  :  t jperadorSuma  (factor  > 

((identificador)  *  operadorSuma  >  \idenificador})  (operador Muí  (-  identificador  operadorSuma)  identificador  > 

(m  +  fí)  *  (/?  -  q) 


SI1CCJÓN  11.2 


3.a)  uoo  b)ooncmo  dmimmn. 
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i 


7. 


9* 


v  =  mi  mero  ID  válido  a  -  "Introduzca  e!  número  de  JDN 

t  =  numero  ID  inválido  h  =  "Introduzca  la  clave" 

p  =  Clave  válida  c  =  Prompt 

q  -  Clave  inválida  x  ~  Cualquier  entrada 


11. 


(5,  10,  25 1.  abrir 


inicio 


25,  abrir 


13. 


LO 


Inicio 


LO 


i 


Respuestas  a  los  problemas  impares  S23 


i 


17. 

/ 

Salida 

Estado 

i 

0  I 

8 

so 

I 

s, 

5, 

1 

s,  S3 

0 

19.  a)  11111 
b>  1000000 
el  lOOOllOOUOO 


caten  ación  de  cadenas  de  li.  Por  tanto.  A'  C  B' .  9.  ai  Si 

b>  Sí  c)  Sí  di  No  e)  Sí  F)  Si.  11.  al  Sí  bt  Sí 
el  No  di  No  e)  No  0  No.  13.  ¡0,  10,  11  |  |0.  I  |*. 
15.  {0"l’’|ma0yna  1|.  17.  {0.  01,  1 1  j.  19.  jX,0|U 
|0"  1"  |  m  a  1  y  na  1).  21.  f  Mr  |n*0¡  U  1 10*10"  \n,m  a  II] 


25.  Basta  añadir  un  estarlo  ,vr  que  no  es  luí  estado  final,  y 
una  transición  de  a  .v,  cuando  la  entrada  es  0.  y  una  transi¬ 
ción  ele  a  cuando  la  entrada  es  1 .  v  una  transición  de  ■.  ay 
cuando  la  entrada  es  (lo  1 . 


I 


I 


SECCION  1 U 

I.  a)  {000,  001,  1 100»  non  b)  1000,0011,  010,01111 
c)  ( 00,  01 1 ,  1 10,  1 1 1 1 )  d)  !  000000,  00000 1 ,  000 1 00, 
000101*010000, 01000],  010 100, 0 10 101  (.  3*  A  =  ¡  l.  101), 
5=  (0, 11, ÓQG);  A  =  {10,  III,  1010,  1000,  101 II,  101000). 
B  ^  (X);  ,4  -  |  X-,  10),  B  =  (10,  111,  1000}  ÚA  =  |X},  tt  = 
1 10,  1 1  L  10 10,  1 000,  101 11,1 01000 ) .  5.  al  El  conjunto  de 
todas  las  cadenas  que  consisten  en  cero  o  más  parejas  de  bits 
consecutivos  de  la  forma  10  b}  El  conjunto  de  todas  las  ca¬ 
denas  de  bits  formadas  por  unos  y  de  longitud  múltiplo  de  3, 
incluyendo  h  palabra  vacia  c)  El  conjunto  de  todas  las  ca¬ 
denas  en  las  que  todo  uno  está  precedido,  inmediatamente, 
por  un  cero  di  El  conjunto  de  todas  las  cadenas  de  bits  que 
comienzan  y  terminan  con  un  I  y  tienen  al  menos  dos  unos  en¬ 
tre  cada  pareja  de  ceros.  7,  Una  cadena  está  en  A*  si,  y  solo 
si,  se  puede  construir  concatenando  un  número  arbitrario  de 
cadenas  de  A.  Puesto  que  cada  cadena  de  A  es  también  una  ca¬ 
dena  de  #,  se  sigue  que  una  cadena  de  A *  es  también  una  eon- 


27.  ai 


bl 
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£>  I 


2*).  Supongamos  que  V/  es  un  autómata  finito  que  reconoce  el 
con  junio  de  las  cadenas  de  bits  que  condenen  igual  número  de 
ceros  que  de  unos.  Supongamos  que  M  tiene  n  estados.  Consi¬ 
deremos  la  cadena  0  V*K  Por  el  principio  del  palomar, 
mientras  M  procesa  la  cadena,  en  la  lectura  de  los  primeros  n  + 
1  ceros  debe  aparecer  d  mismo  estado  en  más  de  una  ocasión: 
sea  s  el  estado  que  aparece  al  menos  dos  veces.  Entonces,  A  ce¬ 
ros  de  la  entrada  llevan  a  M  del  estado  s  de  nuevo  a  sí  mismo, 
para  algún  entero  positivo  k.  Pero  entonces  M  acaba  exacta¬ 
mente  en  el  mismo  estado  después  de  leer  la  cadena  ü'r+,+*  i"*1 
que  después  (Je  leer  O"*1  l**1.  Por  tanto,  puesto  que  M  recono¬ 
ce  la  cadena  0'KÍ  l*+l,  también  reconoce  a  0fl+1+*  1/1+ 1 ,  lo  que  es 
una  contradicción. 


SECCIÓN  1 1.4 

1,  a)  Cualquier  número  de  unos  seguido  por  un  cero  b)  Cual¬ 
quier  número  de  unos  seguido  por  uno  o  más  ceros  c)  111  o 
001  <í)  Una  cadena  compuesta  bien  por  cualquier  número  de 

unos,  o  bien  por  cualquier  número  de  par  de  ceros  o  bien  cual¬ 
quier  secuencia  compuesta  por  unos  y  pares  de  ceros,  e)  3c  o 
cualquier  cadena  que  acabe  en  un  uno  y  tenga  uno  o  más  ceros 
antes  de  cada  l  f)  Una  cadena  de  longitud  al  menos  tres  que 
acabe  en  00.  3.  u}  00*1  b)(ü  U  1)  (0  U  I)  (0  U  1)*(KH)0* 
c»  0*1*  U  1  *0*  d)  II  (1 1 1)*  (00)*.  5.  Lo  demostraremos 
por  inducción.  Si  la  expresión  regular  para  A  es  í),  X  o  v,  el 
resultado  es  trivial.  En  caso  contrario,  supongamos  que  la  ex¬ 
presión  regular  para  A  es  R( \  Entonces,  A  =  Bí  \  ilondc  /í  es  el 
conjunto  generado  por  B  y  C  ’  es  el  conjunto  generado  por  C. 
Por  la  hipótesis  de  inducción,  existen  expresiones  regulares  B 
y  C  que  generan  BR  y  C*,  respectivamente.  Dado  que  A*  - 
i/í Cf  -  C*tl\  se  tiene  que  C  B  es  una  expresión  regular  para  ÁR. 
Si  la  expresión  regular  para  A  es  B  U  (’,  entonces  ía  expresión 
regular  para  AR  es  B'  U  C  \  ya  que  {B  U  Cf  -  {BR)  U  (C*)*  Por 
último,  si  la  expresión  regular  para  ,4  es  B\  entonces  se  pue¬ 
de  comprobar  fácilmente  que  (  B  T  es  una  expresión  regular 
para  AR . 


7,  a) 


b) 


|[1íL’Ít> 


I 


Res* puesi a s  a  1  as  proble ma s  i  m pa res  8 25 


0 


0 


9.  5  0/1,  S  ->  \B,  S  ->  0.  ,4  -  0 B\  A  -*  1/?,  B  ->  i)B ,  /í  -*  \B. 
11*  5  ->  0C,  5  -*  1/1,  5  1,  A  ->  M,  ,4  ->  0C\  A  -+  1 ,  B  ->  QB, 

H->  1  UC^QC.C-*  W'C  -*  I.  13,  El  re- 

soltado  os  cierto*  ya  que  cada  una  de  las  entradas  que  llevan  al 
autómata  a  un  estado  final  se  corresponde  de  manera  única  con 
una  de  las  derivaciones  de  la  gramática,  15*  La  parte  «sólo 
si»  es  obvia,  yaque  / es  Imito.  Para  la  parte  «si»  consideremos 
los  estados  s  .  s  ,  $ s. ,  donde  n  =  /(  O  Dado  que  n  ¿  15  f, 

t  N#*,  *i  h  'V  n  11 

por  el  principio  del  palomar.  algún  estado  aparece  dos  veces. 

Sea  v  la  parte  de  \  que  origina  el  bucle,  esLo  es,  x  —  uyv  y 
transforma  v  en  sr  para  algún  /.  Entonces,  uy*v  e  L{Kf)  para 
c  1 1  a  I  q  tt  i  c  r  v  a  1  or  de  k .  Por  tanto,  L  ( M )  es  i  nfi  ni  to.  17,  S  u  pon  - 
gamos  que  L  =  |  U  M I  ’  |  es  regular.  Sea  S  el  conjunto  de  los  es¬ 
tados  de  un  autómata  finito  que  reconoce  al  conjunto  ante¬ 
rior.  Sea  2  =  0*v  I "  con  3n  >  \  S  \.  Entonces,  por  el  lema  de 
bombeo,  r  =  (P  I "  =  m  u  .  H  v)  L  y  uYw  e  {0Z'T  |  n  £  0) .  Ob¬ 
viamente,  v  no  puede  contener  a  la  vez  ceros  y  unos,  puesto 
que  r'  contendría  10,  Por  tanto,  v  está  formada  enteramente 
por  ceros  o  enteramente  por  unos,  por  lo  que  m  -ve  contiene 
bien  demasiados  ceros  o  bien  demasiados  unos,  por  lo  que  no 
está  en  L.  Esta  contradicción  demuestra  que  L  no  es  regular, 
19,  Supongamos  que  d  conjunto  de  los  palíndromos  sobre  el 
con  junto  ¡0.  3  ]  es  regular.  Sea  S  el  conjunto  de  los  estados  de 
una  máquina  de  estado  finito  que  reconoce  al  conjunto  ante¬ 
rior,  Sea  2  -  {.PHf,  con  n  >|5  |,  Aplicando  el  lema  de  bombeo, 
se  tiene  que  uYweL  para  cualquier  entero  no  negativo  i  con  i{v) 
a  I ,  t{uv)  ^  ¡  5  |  y  :  =  0”  I  d  =  itvw.  Por  tanto*  v  debe  ser  una  ca¬ 
dena  de  ceros  (ya  que  |  n  (>  1 5  de  modo  que  uv2w  no  es  un 
palíndromo.  Luego  el  conjunto  de  los  palíndromos  no  es  regular. 

SECCIÓN  11.5 

L  a)  En  la  porción  de  la  cinta  que  no  está  en  blanco  aparece 
la  cadena  INI  cuando  la  máquina  para,  bi  En  la  porción  de 
Ja  cinta  que  no  está  en  blanco  aparece  la  cadena  01 1  cuando 
la  maquina  para,  el  En  Ja  porción  de  la  cinta  que  no  está  en 
blanco  aparece  la  cadena  0000 1  cuando  la  máquina  para, 
di  Lu  la  porción  de  la  cinta  que  no  esta  en  blanco  aparece  la 
cadena  00  cuando  la  máquina  para.  3.  Si  la  cinta  contiene  al 
menos  un  uno.  la  máquina  cambia  cualquier  uno  que  aparezca, 
incluido  d  primer  uno.  por  cero,  y  para  cuando  alcanza  el  pri¬ 


mer  .símbolo  en  blanco.  Si  la  porción  de  la  cinta  que  no  está  en 
blanco  contiene  sólo  ceros,  la  máquina  pasa  sucesivamente 
por  todos  los  ceros  y  luego  para. 

5.  (v  V  *)*  (V  1  *  V  1  > 

7,  (s(r  0,  v  0,  Rl  Lv  1,  sr  1 ,  {sr  0.  sv  0.  /?), 

(i,,  I *  0.  R)> 

9,  0,  í(>  0,  K),  (sü,  1,  V  (íp  (L  Jp  0,  R)t 

isr  ls  ír  (K  /?},  (ír  B<  B .  R). 

11.  tv  V  ^  K}'  <*v  L  AV  1 1  ($r  11  #  i 

<  vr  L  s0t  ltff),(50,fi*  SpB.Rl 

1 3.  Si  la  cadena  de  entrada  está  en  blanco  o  comienza  con  un 
uno,  la  máquina  para  en  el  estado  ¿  que  no  es  final  Fn  caso 
contrario,  el  cero  inicial  se  cambia  por  una  M  y  la  maquina  re¬ 
corre  todos  los  ceros  y  unos  hasta  que  bien  llega  al  final  de  la 
cadena  o  bien  llega  a  una  M,  En  esc  instante,  retrocede  una  po¬ 
sición  y  pasa  al  estado  $r  Puesto  que  las  cadenas  que  reconoce 
deben  tener  un  uno  a  la  derecha  por  cada  cero  que  haya  a  la  iz¬ 
quierda.  debe  haber  un  uno  en  esa  posición  para  que  sea  una 
cadena  aceptada.  Por  tamo,  sólo  hay  transiciones  desde  d  es¬ 
tado  s2  cuando  esta  celda  tiene  un  uno.  Si  es  ase  la  máquina  lo 
reemplaza  por  una  M  y  vuelve  hacia  la  izquierda:  en  otro  caso, 
la  máquina  para  en  un  estado  no  final  sv  En  d  camino  de 
vuelta,  la  máquina  permanece  en  el  estado  \l  siempre  que  lea 
un  uno  y  pasa  al  estado  s4  mientras  lea  ceros.  E  ven  tu  al  mente, 
puede  encontrar  un  uno  cuando  está  cu  el  estado  s  .  En  ese 
caso,  la  máquina  para  sin  reconocer  la  cadena  si  no  encuentra 
la  M  simada  más  a  la  derecha  de  entre  todas  aquellas  que  se 
han  ido  sustituyendo  por  los  ceros  situados  al  inicio  de  la  ca¬ 
dena.  Si  cuando  eso  ocurre  eslá  en  el  estado  a  entonces  es  que 
m>  hay  más  ceros  en  la  cadena;  por  tanto,  seria  deseable  que 
tampoco  hubiese  más  unos;  esto  m:  lleva  a  cabo  mediante  las 
transiciones  i sv  M,  Af,  R)  y  ísy  M,  M,  R).  y  v  es  un  es¬ 
tado  final  Fn  otro  caso,  la  máquina  para  en  un  estado  no  final 
.vv  Si  cuando  se  llega  a  M  la  maquina  está  en  í4,  las  operacio¬ 
nes  comienzan  de  nuevo,  con  la  diferencia  de  que  d  cero  si¬ 
tuado  en  el  extremo  izquierdo  y  el  uno  situado  en  d  extremo 
derecho  han  sido  reemplazados  pur  Ms.  Por  tanto,  la  maquina 
se  mueve  hacia  la  izquierda,  momento  en  que  pasa  al  estado  s{í 
para  repetir  el  proceso. 

15,  (V /í,  .vy,  B.  L\  (V  0,  0,  Ll  (sr  B T  ^  R% 

(>v„  ,lf,  _s\.  Vi.  Ru  (sr  0, sy  \1.  Rh  (xr  O.  sv  (IR), 
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(y  M,  y  M,  R),  (¿V  1  <  y  M.  B),  (y  I ,  Í4,  1 ,  B), 
ty  Ai,  y  W,  *).  (y  2,  .vJ(  Ai,  R),  (¿y  2,  y  2,  B), 

(y  ti,  y  B,  £.),  (í4,  Ai,  .y  Ai,  /. }.  (y 2,  a, .  2,  / - ). 

(y 0.  y  0,  ¿),  (y 1 ,  íT,  1,  £),  (y 2,  y 2.  ¿), 

(,V-,  Ai,  y  A/,  /.),  (y  E.  s:,  F.,  R).  (y  Ai,  y  Ai,  ¿), 

(y  E,  y  £',  £),  siendo  Ai  y  £  marcadores,  con  F.  la  marca  para 
el  extremo  izquierdo  de  la  entrada, 

1 7.  (y  1 ,  y  B,  B),  (y  I ,  ay  5,  B),  (y  1 ,  i,,  B,  R), 

{Sy  I  ,  Sy  l,R\  {Sy  B.  Sy  I  .  R) ,  (%  A,  I,  B).  («,,  B.  Sy  1,  fl  >. 

19.  (y  1.  ay  B,  R),  (y  I ,  y  B.  B),  (y  B,  .y,  ü,  A), 

(y  I .  sy  B.  R ),  (y  B.  B.  R),  {Sy  1 .  a;..  B,  R).  (sr  B.  y  B,  B), 
(sr  1.  Aj,  B. B),  (y  B.  y  ti,  R),  (y  B.  y,  I ,  A’),  (y  I ,  y  B.  B). 
{a„  B,  y  1 .  B),  (,v,,  6,  Sy  1 .  B),  (y  B,  Ay  l .  B),  (i,,  6,  y,  1 ,  B). 
2 1 .  (Ay  0,  Ay  0,  B),  (Ay  *,  y,  B,  B),  (Ay  *,  y  *,  £), 

(Ay  o,  Sy  0,  (y  1 ,  Sy  1 ,  L),  {Sy  B,  y  B,  B),  (y  1,  ty  B,  B), 
(Ay  0,  y  B,  B).  (y  B,  jy  B.  L),  (y  B.  y  B,  £),  (y  L).  y  1,1), 
{sv  0,  Sy  1,  L),  (y  1,  y  0,  R).  (a,,  l,y  1,B),  (s,,  *,  s2,  *.  B). 
(y  0,  y  0,  R),  (s2.  I .  Sy  0,  L),  (sv  B.  st.  B.  L),  (y  0,  y  1 .  L), 
(Sy  *,  Sy  B.  L),  (y  0.  y  B.  L).  (y  I ,  y  B.  £.). 

23.  (y  B,  y  1,  /.),  (y  I .  Ay  I ,  tí),  (y  B.  y  I .  B). 


13. 


15. 


PROBLEMAS  COMPLEMEN  TARIOS 

1.  a  l  S  -*  0(Wí  1 1,  $  ->  X.  b)  S  -f  MBS,  AB  -*  BA,  BA 
AB,  A  0.  B  ->  l,S-X  c)  S  -*  £T,  T  -*  OTA,  T  -*  ITB,  T  -* 
X.  QA  -*  A0,  I A  -  A I .  OB  ♦  BO,  IB  -» Bl,  £A  -*  £0,  EB  -  £1 , 
£ -X. 


5 


,í  0 


0 


7.  No,  basta  tomar  A  =  (0,  10)  y  B  =  1 0,  00 1.  V,  No,  basta 
lomar  A  =  1 00,  000,  00000)  v  B  =  {00, 000).  11.  a)  1  bl  I 

el  2  d)  3  e>  2  ft  4. 


17.  a)  I) )  rt* ' 1  m" . 

19. 


Respuestas  a  los  problemas  impares  S27 


i 


i 


i 


21.  a) 


I.) 


c) 


Inicio 


23*  Construye  el  autómata  imito  determinista  para  A  cuyo 
conjunto  ele  estados  es  S  y  su  conjunto  de  estados  finales  es  F. 
Para  .4  usamos  el  mismo  autómata*  pero  cuya  conjunto  de 
estados  finales  es  S  -  F. 


c) 


27*  Supongamos  que  L  =  1 1*¡  p  es  primo  ]  es  regular*  y  sea  S 
el  conjunto  de  los  estados  de  ja  máquina  que  reconoce  a  /  Sea 
z=  ]p  donde  p  es  un  número  primo  con  p  >  1 5 1  (tal  pruno  exis¬ 
te,  puesto  que  hay  infinitos  primos).  Por  el  lema  de  bombeo  es 
posible  escribir  r  =  uvw  con  iinv)  s  \S\f  l(v)  £  I  y  de  modo  que 
para  todo  entero  no  negativo  ñ  uvweL,  Puesto  que  :  es  una  ca¬ 
dena  de  todo  unos*  u  -  Ia,  v  =  l*  y  w  -  V\  siendo  a  +■  h  +  c  ~  /?, 
ü  +  hxnyh*  1*  Eso  significa  que  ux'w  -  I a  J  6/1 r  = 

Tomando  i  -p  +  i  se  tiene  que  mJH  ~  i r’K*" ,  Puesto  que p(  í  +  h) 
no  es  primo*  u\J\veU  to  que  es  una  contradicción* 


APÉNDICES 

APÉNDICE  1 

1.a)  2'  b)26  c)  2\  3.a)2y  b)  2y/3  clv/1 


í 

i 

i 
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APÉNDICE  2 

E  Después  de  haberse  ejecutado  el  primer  bloque,  a  la  varia¬ 
ble  a  le  ha  asignado  el  valor  original  de  fr,  en  tamo  que  a  h 
se  le  ha  asignado  el  valor  original  de  c.  Tras  haberse  ejecutado 
d  segundo  bloque,  el  valor  original  de  c  ha  sido  asignado  a  las 
variables  a  y  b .  3,  Ei  siguiente  bucle  while  hace  lo  mismo. 

i  :=  valor  inicial 
while  i  s  valor  final 
begtn 
instrucción 
í  ;=  i  +  I 
enrl 
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llasse,  Hdrnui.486 
algoritmo.  206 

diagramas,  485-487.  488,  489,  496 
Heawood,  Pe  rey,  574 
Hechos,  Di 

í  lennnno  de  un  vértice,  59 1 . 646 
Hexadec  ¡mal,  expresión,  156,  192 
Hexagonal,  identidad,  309 
Hidrocarburos 

modelados  por  árboles,  593-594 
Hijo  de  un  vértice.  591, 593,  646 
izquierdo.  592 

saturados,  árboles  como  modelos  de,  593-594 
Hipcrcubo,  517 
Hipótesis,  5 
falacia  de  negar,  56 
inductiva,  223 

í  loare,  C  Anthony  R.,  263.  266 
terna,  265 

Hofstader.  Dougías.  275 
Hoja,  5 ]  I,  58 L  592,  646 
iHollywoixf  grato,  507 
caminos  en,  532 

iHomeomorfos,  gratos,  569,  57ü.  57  L  582 
Homer,  método,  139 
Holbot,  637 
HTML,  751 

!  íu liman,  David  A.T  606 
código,  606-607,  647 
variaciones  de.  607 


Idem  potentes,  leyes  para 
álgebras  de  Boolc.  óí>6.  660 
conjuntos,  82 
proposiciones,  22 
retículos,  500 
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Identidadfes) 
combinatorias,  303-309 
demostración  con  funciones  generatrices,  415 
función,  94 
hexagonal,  309 
Pasca],  306-307,  324 
Vandermonde,  307, 308 
Idenüficador,  696 
If  then,  instrucción,  6,  27,  741 
Igualdad  de  conjuntos,  73,  104 
Imagen,  90, 104 
conjunto,  91 
de  una  función,  90,  KM 
inversa,  de  un  conjunto,  1 0 1 
Impar,  entero,  58 
Implicaciones,  5-8,  103 
contrarrecíproco  de,  7 
equivalencias  lógicas  para,  22 
inversa  de,  7 
recíproco  de,  7 
Implicante,  672 
primo,  672,  684 
esencial,  673,  6H4 

Inclusión-exclusión,  principio,  R I,  285-286,  420-425,  433 
aplicaciones  de,  426-433 
forma  alternativa  de,  426-427 
Incremento,  150 
Independencia,  número  de,  586 
Independientes 

sucesos,  335,  336,  340-341 . 367 
variables  aleatorias,  359-361, 367 
Indicatriz*  variable  aleatoria,  365 
Indice  dd  suma  torio,  214 

Indistinguibles,  permutaciones  con  objetos,  315-316 
Infimo»  496 

de  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  488 
I  nducción 

paso  de,  234,270,596,611 
principio  de,  22,  222-239 
bien  ordenada,  483, 496 
demostraciones  por,  224-232 
estructural,  239,  247-250,  271 
fuerte,  232-234,  256,  270 
generalizada,  250-251 
segundo  de,  232-234 
validez  de,  235 
Inductiva 

de  t  í  n i  c  ión ,  1 99 ,239- 25 5 
de  cadenas,  244 

de  conjuntos,  243-247,  270-27  f 
de  estructuras.  243-247 

de  funciones,  90, 239-243,  270 
del  factorial,  258 

hipótesis,  223 

Inferencia,  reglas  de,  52,  52-54,  55,  103 
para  corrección  de  programas.  266 
para  sentencias,  56-58 
Infija 

forma,  623 

notación,  622-625,  647 


Infinitud  de  los  números  primos,  143 

Influencia,  grafo,  507 

Inicia! 

estado,  701,708 
símbolo,  691 

Instalación  eléctrica  controlada  por  tres  interruptores,  cir¬ 
cuito  para,  665-657 
instantáneos,  códigos,  605-608*  646 
Inferior,  cota 

de  un  conjunto  parcialmente  ordenado»  488,  496 
de  un  retículo,  500 
INI,  función,  101 
Inteligencia  artificia!.  273,  745 
conjuntos  borrosos  (o  difusos)  en,  89 
lógica  borrosa  (o  difusa)  en,  17 
Intensión  de  una  base  de  datos,  45 1 
Interés  compuesto,  375 
Internet 
buscadores,  79 
búsquedas,  10- 1 1 
datagrama.  290 

direcciones  de,  recuento,  284-285 
Movie  Dat  abase,  507 
Intersección 

de  conjúnteos).  80,  84-85,  104 
borrosos,  509 
grafo.  509 

de  matrices  booleanas,  186,  1 92 
de  mult ¡conjuntos,  89 
en  retículos,  500 
intratable,  problema,  136 
Invariante(s) 

bajo  isomorfísmo  de  grafos,  525,  582 
huele,  268-269,  271  " 

Inversa,  495 
de  una  cadena,  253 
de  una  función*  94-95,  104 
de  una  implicación,  7,  103 
de  una  matriz.  190 
módulo  jh,  170,  192 
notación  polaca,  624,  647 
relación,  447 
Inversor,  664,  6R4 
Invertí  ble 

función,  95  j 

matriz,  190 
Inyección,  92 

Invectivas,  funciones,  92, 93,  104  ■ 

aplicación,  92,93,  104 
recuento,  28 1 
1P  muhidi  fusión,  630 
Irracionales,  números,  153 

Irracionalidad  de  v'2 , 235 
Irref  exiva,  relación,  447 
Irresoluble»  problema,  137 
ISBN.  154 
Isobülano,  594 

Isomorfísmo  de  grafos,  52 1 , 524-527 
Isomorfos,  grafos,  521, 524-527 
caminos  y,  536 


índica  analítico  847 


Iteración,  254*  255*  271 
Iterada,  función*  255 
Iterado,  logaritmo,  25 5 
Iterativo 

algoritmo  para  números  de  Fibonacct  259 
procedimiento,  258 
para  el  factorial,  258 
Iwaniec*  Henryk,  206 


Java,  91 

Jerarquía  de  un  gallinero,  586 
Josefo*  Flavio,  183 
problema  de,  383 
Juego(s) 
de  azar,  329 
de  la  cebra,  19 
de  los  chicos  con  barro,  1 2 
del  cumpleaños*  problema,  344-345 
icosiano,  546 
de  lógica*  11-12 
del  mandarín,  378 
rompecabezas*  274 
de  las  torres  de  Hanoi,  376-378 
de  las  tres  puertas,  334 
«vuelta  al  mundo.  La»*  546 


K  atollan  i,  problema  de*  206 
Kaliningrado,  Rusia.  540 
Kamaugh,  Mauricc,  671 
diagramas  de.  671-677, 684 
Kempc.  Alfred  Bray,  574 
Klecne,  Slephcn  Cote*  708,  713 
cierre  o  clausura  de*  707*  730 
K-diagrama,  671-677,684 
Kneiphof,  isla  de,  540 

Knuth*  Donald  E.,  114.  122T  124,  128,  745,  746,  747 
Konigsberg,  problema  de  los  puentes  de,  540,  541,  545*  545 
kruskal,  Joseph  Bcmaid*  642*  643 
algoritmo  de,  642  644*  647 
Kuratowski*  Kazimierz*  569 
teorema  de,  569-571, 582 


Lagañas,  Jeffrey,  2% 

Lame,  Gabriel,  242 
teorema  de*  242 
Landau,  Edmund,  122*  123 
símbolo*  122 
Landcr,  L.  L*  205 
Langostas*  394 

Laplace.  Fierre  Simón,  329,  330 
definición  de  probabilidad,  330 
Larga  distancia,  red  telefónica  de*  508 
Lema,  52*  103 
de  bombeo,  722 
Lenguajc(s)*  689  700,  729 
de  consultas  a  bases  de  datos,  453-454 
formal,  690 


generado  por  una  gramática,  692 
libre  de  contexto*  693 
natural,  traducir 

a  expresiones  lógicas,  9, 32-34, 42-13 
expresiones  lógicas  a*  38, 40-41 
de  programación,  55*  91 
reconocedor  de,  5 1 
reconocido,  708-71 1 

por  un  autómata  de  estado  finito*  708-71  1 , 713-722*  730 
regular*  693 
Ley(es) 

de  absorción  para 

álgebra  de  Boole,  656,  657 
conjuntos*  82 
proposiciones,  22 
retículos,  500 
asociativas  para 

álgebra  de  Boole,  656,  658 
conjuntos*  82 
proposiciones*  21,  22 
retículos,  500 

de  eomplementaeión  para  conjuntos*  82 
conmutativas  para 
álgebra  de  Boole*  656.  658 
conjuntos*  82 
proposiciones,  22 
retículos,  500 
De  Morgan,  de 

para  álgebras  de  Boole,  656,  660,  662 
para  conjuntos,  1 2 

demostración  por  el  principio  de  inducción,  229-230 
para  proposiciones,  20,  22 
distributivas  para 

álgebra  de  Boole,  656,  658 
conjuntos*  82*  84 
proposiciones ,  21,22 

de  doble  complemento,  en  álgebras  de  Boole,  656*  66(1 
de  dominación  para 


álgebras  de  Boole,  656 
conjuntos*  82 
proposiciones,  22 
de  los  grandes  números,  342 
idem  potente  para 
álgebras  de  Boole,  656,  660 
conjuntos*  82 
propos  clones,  22 
retícuf  500 
identidad 

para  álgebras  de  Boole  para,  656-657*  658 
conjuntos,  82 
proposiciones,  22 
negación*  para  proposiciones,  22 
del  pensamiento.  Las  (Boole),  2*  4*  653 
Lexicográfico*  orden.  251,  320-323*  483  485 
Líber  abad  (Fibonacci),  241, 375 
Ubre  de  cuadrados,  entero*  432 
Uceo*  2 
Límite 

definición  de,  43 
inferior  de  una  suma*  2 1 4 
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supenor*  5 1 

de  una  suma*  214 
Lineal  (es) 

algoritmo  de  búsqueda,  1 12.  191 T  192 
complejidad  de.  133-125,  136 
promedio,  357 
recursivo*  257 
complejidad.  136 
congruencias.  169-171,  192 
disposición.  5 1 7 

homogéneas,  relaciones  de  recurrencia*  385,  385-390,  433 
método  de  congruencia,  150 

no  homogéneas,  relaciones  de  recurrencia,  390-393,  433 
ordenación,  482*  4% 
s  i  stem  a  de  eeu  a e  i  ones ,  1 90 
Lineal  idad  dd  valor  esperado,  355-356,  367 
1  j  ocalmente 
acotado,  autómata.  72 1 
ordenado*  conjunto*  482,  496 
Líneas  aéreas,  gntfo  ponderado  de,  554-555 
Usta(s) 

mezcla  de  dos,  262 
de  adyacencia*  521 
Literal,  661,684 
1  Jttlewood,  John  L.,  275 
I  .ocal*  redes  de  área,  516 
Logarítmicas) 
complejidad,  136 
funciones*  735-737 

Logarítmico- ex  jumen  cíales,  funciones*  276 
Logaritmo,  iterado*  255 
Lógica(s),  1-51*  103 
borrosa*  1 7*  745 
difusa,  17 

equivalencias,  20-23,  103 
expresiones,  traducir 

frases  dd  lenguaje  natural  a*  9*  32-34*  42-43 
a  lenguaje  natural,  38.  40-41 
juegos  de,  1112 
de  predicados,  27 
reglas  de  inferencia  para*  56-57 
problema  de,  70-7 1 
p  rog  ram  ac i  ón  *  3  5*36 

proposición  a  L  2 

reglas  de  inferencia  para*  52-54 
puertas*  664-669 
AND*  664,  684 
combinación  de*  664-667 
ÑAND,  669 
NCR,  669 
OR,  664*  684 
umbral,  686 
simbólica  de 
Carro!  1,  34*  40 
Vean,  74 
Lógicos 
conectivos,  3 
operadores,  1 03 
funcional  mente  completos*  25 
precedencia  de,  8-9 


Longitud 

de  una  cadena*  21  í 
de  bits,  13,  378-379 
de  un  camino*  en  gratos 
dirigidos,  464 
ponderados,  554 
definición  recursiva  de,  244 
máxima*  subsucesión  monótona  de.  294-295 
Lotería,  330-331 

Lovelace.  Condesa  de  {Ada  Augusta),  22*  23 
Lucas*  Edouard,  376 
números  de,  272*  394 
Lucas-Lehmer*  test  de,  1 44 
Lukasiewicz*  Jan*  623*  624 
Lycos,  637 


m  -ario,  árbol,  592*  646 
completo,  592,  596 
exhaustivo*  600 
altura  de,  597-598 
m tupía,  452 
MAD.  revista,  I  24 
Maero*  42 

Maestro*  teorema*  400 
Magia,  trucos  de*  12 
M ahorna,  cimitarras  de.  544 
Malla 

de  árboles*  65 1 
red  de.  517 

Mandarín*  acertijo  del*  378 

Mapas 

co  1  orac  i  ón  de ,573-574 
Máquina(s) 
analítica,  23 

de  estado  finito,  689*  700-713,  730 
con  salidas,  701-704 
sin  salida,  706-713 
expendedoras,  700-701 
de  Tu  ring*  689*  720,  721*  722-728 
cálculo  de  funciones  con,  723-727 
definición  de,  723-725 
conjuntos  reconocidos  por*  725-726 
tipos  de*  727 

Marcado,  lenguajes  de,  700  « 

M arico v,  desigualdad  de*  365 
Análisis  matemático  de  la  lógica,  FA  (Boole),  4 
inducción*  22*  222-239 
demostraciones  por*  224-232 
estructural*  239.  247-250*  27 1 
fuerte*  232-234*  270 
generalizada,  250-251 
principio  de.  270 
validez  de*  234-235 
Matemáticas,  dedicar  la  vida  a  las*  275 
Matemático w  Apología  de  un  (Hardy)*  275 
Mamz(ces),  109*  1-8 1-1.91 
de  adyacencia,  521-523,  582 
recuento  de  caminos  entre  vértices  usando  la.  536 
537 
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algoritmo  de  Warshall  y,  469-471 
booíeana.  186-189,  192 
de  ceros  y  unos,  I  86- 1 89,  i  92 
del  cierre  transitivo,  467-469 
columna  de  ima,  181 
cuadrada,  185 
definición  de,  192 
diagonal,  190 
fila  de,  181 
identidad,  185,  192 
incidencia,  523,  524,  582 
intersección  de,  186,  192 
inversa  de,  190 
i  n  vertible,  190 
m  ii  1  ti  p  1  i  cae  í  ón  de ,  1 83 
algoritmos  de,  1 84 
rápida,  398-399 
poco  densa,  522 
potencias  de,  1 85 
producto  de.  183 

encadenado  de,  1 84  i  85 
booleano  de,  1 86- 189,  1 92 
representación  de  relaciones  por  medio  de,  456-459 
simétrica,  186,  187,  192 
sumado,  182  183 
transpuesta  de.  i  86,  1 92 
t  ri  angu  1  ar  s  upe  ri  or.  1 9  5 
unión  de,  186,  192 
Mauro!  ico,  Francesco.  224 
Máxima  satisfacibilidad,  problema  de.  370 
Máximo 

árbol  generador.  645 

común  divisor  (medí.  146-147,  167- 17L  191 
de  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  487,  496 
elemento 

complejidad  en  tiempo  de  hallar,  133 
de  una  secuencia  finita.  1 10-1  I  I 
de  una  sucesión,  397 
Max  i  término,  663 
« Mayor  o  igual  que»,  relación,  482 
Mayoría,  circuito  para  votaciones  ganadas  por,  665,  666 
McCarthy.  John,  273 
McCarfhy  9L  función.  273 
McCluskey,  Edward  L,  678 
Mealy,  G.  H.,  704 
Mcaly,  maquinas,  704,  730 
Media,  119 
aritmética,  200,  238 
armónica.  208 
cuadrática,  208 

desviación  con  respecto  a,  364 
geométrica,  200,  238 
Mediana,  1 19 
Me  i  gil,  Cktan.  545 
Ménages,  proble  me  des,  437 
«  Me  no  r  o  i  gual .» ,  re  I  ac  i  ó  n ,  4 8 2 ,  4 84 
Mersenne,  Marín,  144 
primos  de,  144, 191,  203 
M  e  tac  a  rae  teres,  699 
Metafont,  124 


Método(s) 

de  congruencias  lineales,  150 
Critkal  Pmh  Method  (CPM)>  501 
de  demostración,  52-71, 103 
de  teoremas,  58-63 
de  descenso  infinito,  235 
de  Homer,  139 
probabilístico,  348-349,  567 
de  Quine- McCluskey,  670, 678-682 
Mezcla 

de  dos  listas,  262 

ordenación  por,  1 14,  260-263,  27  i ,  397-398 
co  mp  lej  i  d  ad  de  ,401 
recursiva,  26] 

Miembros,  72,  104 

Miller,  test  de  (para  la  base  h ) .  1 80,  347 
Minimax,  estrategia  de,  610.  646 
Minimizacióu 

de  circuitos  combinacionales.  670-684 
de  funciones  bool canas,  670-684 
de  una  sucesión,  397 
Mínimo,  645 

árbol  generador,  64 1  -646,  647 
bosque  generador  de  peso,  645 
común  múltiplo  (mem),  !  47 -148,  192 
conjunto  dominante,  585 

de  un  conjunto  parcialmente  ordenado.  487.  490-49 1 , 496 
Minitérmino,  661, 684 
Mismo  orden.  122 

mnd ,  función,  1 45- 1 46,  1 48  - 1 49,  1 6 1-1 62 

Moda,  1 19 

Modelos 

con  árboles,  593-595 
de  computación,  689-733 
con  relaciones  de  recurrencia,  374-380 
Modo  de  transferencia  asincrono  (ATM),  98-99 
Modular  (es) 

aritmética,  148-149 
ex  pone  nci  ación,  161-162 
recursiva,  256 

propiedades  (en  álgebra  de  Boole  1.  660 
retículo.  501 
Módulo,  150 
Modos 

poneos,  52, 53  j 

tollens,  53 

Moleculares,  modelos  (coi  árboles),  593-594 
Monedas,  116-118  í 

cambio  usando  el  mínimo  número  de.  116-1  18 
Monjes,  377 
Monociclo,  654 
Monótona, 

creciente,  propiedad  de  un  grafo.  587 
decreciente,  propiedad  de  un  grafo.  587 
Monte  Cario,  algoritmos  de.  346-348 
Montículos,  65 1 

Montmoit,  Fierre  Raymond  de,  430,  437 
Muere,  E.  F.,  704,  746  4 

máquina  de.  704,  706,  747 
Motorizado,  muelle  saltador,  654 
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Muelle  saltador  motorizado,  654 
Muestra! ,  espacio,  330 
Mués!  reo 

con  reemplazamiento,  332 
sin  reemplazamiento,  332 
Mullican] untos,  89 
Multidifusión,  630 
Multigrafo(s),  504,  581 
dirigidos,  505 
euleriano 
camino,  544 
circuito,  544 
Muhinomial 
coeficiente,  3 1 9 
teorema,  319 
MúJüple(s) 
aristas,  504,505,581 
circuito  de  salida,  667 
Multiplexor,  669 
Multiplicación 
de  enteros 
algoritmos  de,  1 60 
rápida,  398 
de  funciones.  91 
de  matrices,  183-184 
algoritmos  de,  184-185 
encadenada,  I 84- 1 85 
rápida 

de  enteros,  398 
de  matrices,  398-399 
Multiplicador,  150,  687 

Multiplicidad  de  pertenencia  a  mu  It  icón  juntos.  89 
Múltiplo 
de  enteros,  141 

mínimo  común,  147-148,  192 
Mutuamente 

independientes,  sucesos,  369 
re  1  a  ti  v  os .  pri  rnos,  1 95 

n  -ari  a ,  re  i  ac  i  ón .  44 9 - 4 5 6,  496 
dominio  de,  450 
operaciones  con,  45  l  -453 
n  -cubos,  5 14.  581 
«logu,  complejidad,  136 
n  reinas,  problema  de  las,  635-636 
«-regular,  grafo,  520 
n-tuplas,  450-453 
ordenadas,  76 

Naif,  teoría  de  conjuntos,  72 
Namagiri,  276 
NAND,  25,  662,  684 
puerta,  669 
Natural  (es) 
lenguaje,  690 
números,  72 
Natir,  Peten  696 
NAUTY,  527 
Necesaria,  5 

y  suficiente,  condiciones  para  la  existencia  de,  8 


caminos  eulerianos,  544-545 
circuitos  e  ule  ríanos,  542-544 
Negación 
de  c uan  tifl  cae  ion 
existencia!,  31 
universal,  31 
de  cuántificadores,  3 1 

anidados,  negación  deT  43-44 
leyes  de,  para  proposiciones,  22 
operador  de,  3 
de  proposiciones,  3,  103 
New  Jersey  Crags,  2 1 3 
Newton-Pepys,  problema  de,  372 
Nichos,  grafos  de  sol  a  pándenlo  de,  506 
Nim,  609,  61 1 

Nivel  de  un  vértice,  597,  646 

Nc  constructiva,  demostración  de  existencia,  63-64,  104 
No  definida,  función,  102 

No  determinista,  autómata  de  estado  finito,  709-7 1  I  714 
718,718,  730 
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con  líneas 
múltiples,  504 
unidireccionales,  506 
unidireccionales,  505 

de  interconexión  para  el  cálculo  en  paralelo,  516-517 
lógicas,  664-667 
profundidad  de,  669 
ejemplos  de,  665-667 
mimmización  de,  670-684 
número  de  (n¿tid)r  284 
Reducción  al  absurdo 

demostración  por,  61.  104 
Reemplazamiento 

muestren  con,  332 
muestren  sin,  332 

Refinamiento  de  una  partición.  480 
Reflexiva,  relación,  442,  495 
representación 
u  sa  ndo  d  i  gr  af os ,  46Í ) 
usando  matrices,  456 

Reflexivo,  cierre  fde  una  relación),  463.  496 
Regiones  de  representaciones  planas  de  grafos,  566,  582 
Registro  de  base  de  datos.  450 
Regla(s) 

de  composición,  266 
de  excl  us  ión  e  n  defi  n  i  c  i ón  rec urv  i  sa,  24 3 
de  inferencia,  52, 52-54, 55,  103 
para  proposiciones*  52-54 
para  sentencias  cuanl  i  tiendas,  56-58 
Racha,  365 

para  verificación  de  programas,  266 
del  producto,  280 
de  la  suma,  282 
Regularte) 

conjuntos,  713,  714,  715,  718-719,  730 
expresiones,  7 14,  730 
grato,  520,  581 

gramáticas,  693. 714,  7 1 8-719,  730 
lenguaje,  693 

R  einas  en  e  1 aj  e d  rez,  585,6 35 -63 ó 
Relación(es),  439-501 
aníisimétrica,  442-443,  447,  496 
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representación 

usando  gratos  dirigidos *  461 
usando  matrices,  458 
asimétricas,  447 
binarias.  439, 495 
caminos  en,  464-465 
circulares,  498 
cierres  de*  463-473, 496 
reflexivo*  463, 496 
simétrico,  464*  496 
transitivo*  463,  465-469*  496 
cálculo  de*  469^47 1 
combinación  de*  444-446 
complementaria*  447 
compuesta*  446.  495 
c one x i ón *  4 66-467 ,496 
en  un  conjunto*  77*  440-44 1 . 495 
de  cubrimiento,  493 
definición  de,  439.  440 
diagonal,  463 
diferencia  de,  445 

divide  y  vencerás,  recurrencia  de,  397 
divisibilidad,  482 
dominios  de*  449 
equivalencia.  473-481*  496 
funciones  como*  440 
inclusión*  482 
intersección  de*  445 
inversa*  447*  495 
irreflexivas,  447 
«mayor  o  igual  que»,  482 
«menor  o  igual  que»,  483,  485 
/i-arias,  449-456,  496 
dominio  de,  450 
operaciones  con,  451-453 
de  paternidad*  446 
potencias  de,  446,  495 
propiedades  de*  442-444 
recuento*  442 
de  recurrencia*  373 

homogénea  asociada.  390 
reflexivas,  442*  495 
representación  usando 
digrafos.  459-46 1 
matrices*  456-159 
simétricas,  .442-443*  495 
transitivas*  444*  446,  496 
unión  de*  445 

Relacional*  modelo  de  bases  de  datos,  450-45 1  *  496*  746 
Relativos,  primos,  147*  191 
dos  a  dos*  1 47 
mutuamente*  194 
Re?tcpntres,  430, 437 
Repetición 

combinaciones  con*  3 1 2-3 1 5 
muestreo  con,  332 
permutaciones  con,  311-312 
Representación 
binaria*  156 

de  conjuntos  en  ordenador,  85-87 


decimal  expresada  en  binario*  i 66 
de  funciones  booleanas,  660-663 
hexadeetmaf  156 
octaf  156 
de  relaciones 

usando  grajos  dirigidos,  459-461 
usando  matrices,  456-459 
uriana*  726 
usando  digraíos,  461 

Representante  de  clase  de  equivalencia*  475 
Residuo  cuadril  tico*  180 

Resolución*  empleando  funciones  generatrices*  53*  55 
de  problemas  de  recuento*  409-4 1 3 
de  relaciones  de  recurrencia*  41 3-41 5 
R  es  t  adores 
completos,  669 
*semi-*  669 
Resto.  145*  148.  192 
Resultados,  52 
Retículos*  489-490.  496 
absorción,  leyes  de,  500 
acotado,  500 
asociativas*  leyes*  500 
complementado*  500, 658 
conmutativas*  leyes.  500 
distributivo,  500*  658 
dualidad  en,  501 
¡dempoi entes,  leves.  500 
intersección  en*  500 
modular.  50 1 
anión  en,  500 
Rivest,  Ronakt*  176,  177 
Rompecabezas*  274 
Ronda  de  caballo.  553 
cíclica*  553 

Ropero,  problema*  355-356,  430 
Roy*  Bemard,  469 

Roy-Warshall*  algoritmo  de,  469-471 
RSA 

cifrado*  1 76- 1 77 
criptosistema*  175-178 
descifrado,  177- 178 
Ruedas,  513,  581 
Russell.  Bertrand,  72, 73 
paradoja  de*  79 


Sacudida*  ordenación  por,  115,  194 
Salidas 

alfabeto  de*  701 
máquinas  de  estado  finito 
con,  701-704 
sin,  706-713 
Saltos*  517 

San  PekTsburgo*  paradoja  de*  369 
Sánscrito*  696 

Satisíacibilidad,  problema  de  máxima,  370 
S  at  i  sí ac  tibies*  I  órm  u  I  as  *  2  6 
Secuenci ación  de  ADN,  545 
Secuenciítl(es) 
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algoritmos,  516 
búsqueda,  U2 

Segundo  principio  de  inducción.  232-234,  256.  270 
Seis  grados  tic  separen  ión  (Guare)*  532 
Selección 

operador  de*  45 1 , 496 
ordenación  por*  114*  119 
Semántica.  689 
Semilla.  150 
Semirreslador,  669 
Semí  sumador,  667*  684 
Sentencia(s) 

asignación,  739-740 
begin,  740 
bloques  de*  740 
condicionales,  5 

para  verificación  de  programas*  266-267 
end, 740 
«si  y  sólo  si»,  8 
ií  llíen*  6*27*741 
procedure*  739 
reglas  de  inferencia  para.  56-58 
para  verificación  de  programas,  266-267 
Series 

armónica*  228 
geométrica*  215 
infinitas*  2 1 7 
de  potencias*  407-409 
formales,  407 
Serpientes*  venenosas,  606 
Sexo*  340 

Shumir,  Adí,  176*  177 
Shamos,  Michael*  401 
Shann  on  *  C I  a  udc  t :  I  wood ,  65 3 .  65 4 
Sheffer*  Henry  Mauriee*  24.  25 
barra  de*  24, 25 
«Si  y  sólo  si?»*  sentencia,  8 
Silogismo 
disyuntivo,  53 
hipotético,  53 
Símbolo(s),  691 
inicial*  691 
de  Landau*  122 
no  terminal*  69 1 
terminal.  69 1 
Simétrica 

diferencia*  (de  conjuntos)*  88*  104 
matriz,  186*  187*  192 
relación*  442-443*  495 
representación  de*  usando 
digrafos*  461 
matrices*  458 

Simétrico*  cierre  (de  una  relación)*  464,  496 
Simple  00 
circuito*  531 

grafos,  503*513-515,581 
aleatorios*  587 
con  árboles  generadores,  629 
aristas  de*  503,  521 
a u t ocom p I eme ntari os,  529 


caminos  en*  531 
coloraciones  de*  574 
corte*  número  de.  572 
grosor  de*  572 
isomorfo-s*  524-527,  582 
orientación  de*  586 
planos  y  conexos*  566-569 
vértices  de.  5íH*  52 1 

Simplificación*  regla  de  inferencia  de,  53 
Sintaxis,  689 
Siracusa*  problema.  206 
Sistemáis) 

de  archivos  de  ordenador*  594,  595 
e  s  pe  e  i  ñ  c  ae  ion  e  s  de  *  10 
consistentes*  10 
S^-árbol*  648 
S Inane*  Netl*  213 
Smullyan.  Kaymond*  11.12 
Sobreyectivas*  funciones*  92-93,  104 
número  de,  428-429,  433 
Software,  proyecto  de  (ordenar  las  tareas  de)*  495 
Software,  sistemas  de*  10 
Sollin*  algoritmo  de*  645-646 
«Sólo  si»*  afirmación,  8 
Solución  de  una  relación  de  recurrencia,  374 
Sptders,  web,  637 
SQL,  453-454 
Subárbol*  592*  593*  646 
izquierdo,  593 
Subconjuntos*  74*  1 04 
de  Bruifn,  588 
de  conjunto  finito 
recuento  de*  282 
número  de,  228 
estrictamente  crecientes*  294 
propios,  74*  104 
sumas  de*  636 

Subdivisión  elemental*  570,  582 
Subgrafo,  518, 581 
inducido*  584 
Subsucesión,  294 

Subyacente*  grafo  no  dirigido*  5 13, 581 
Sucesión(es)*  210-213*  270 
de  Bruijn*  588 
suma 

booleana*  653-654, 655, 660-662.  684 
de  enteros*  158-160 
de  funciones*  9 1 
de  matrices*  1 82 
de  mu  1 1  ic on  j  u  utos  *  89 
de  progresiones  geométricas.  226-227 
de  subcon  juntos,  636 
definición  de*  210 
de  enteros*  211-213 
estrictamente  decrecientes*  294 
fundones  generatrices  para*  406 
de  Golomb*  autogeneradora*  275 
hallar  el  máximo  y  el  mínimo  de*  397 
enteras,  21 1-213 
Sucesivas,  divisiones,  146 
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Suceso(s),  330 

combinaciones  de,  3 32*33 3 ,  339 
independientes 
dos  a  dos,  369 
Sucesor,  de  conjunto,  89 
Suficiente,  6 
necesaria  y,  8 
Sujeto,  690 
Suma(s) 

booleana,  653-654, 655, 660-662. 684 
de  funciones,  91 
de  matrices,  182 
de  multíconj  untos,  89 

de  los  n  primeros  enteros  positivos,  69,  72,  1 78.  304 
de  productos,  desarrollos  en,  660-662,  684 
simplificación  de,  670-6K4 
de  progresiones  geométricas,  226-227 
regla  de.  (para  recuento),  282.  324 
de  subconjunios.  636 
Sumador!  es),  667-668 
completo,  668, 683, 684 
semísumador,  667, 684 
Stimatorio,  2  i  3-2 17 
doble,  2 1 6 
fórmulas,  215-217 
índice  del,  2 1 4 
límite 

inferior  del,  214 
superior  del,  214 
notación.  2 1 3 
Sumidero,  73  I 
Sun-Tsu,  171 
Superior 
cota,  5 1 

de  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  488.  496 
de  un  retículo,  500 
matriz  triangular,  195 
Supremo,  496 

de  un  conjunto  parcialmente  ordenado,  488 

Tablas,  450 
de  estado,  702 
de  pertenencia,  83 
verdad,  3-5,  103 

de  sentencias  bicond  ¡clónales»  8 
de  la  conjunción  de  dos  proposiciones,  4 
de  la  disyunción  de  dos  proposiciones,  4 
de  la  implicación,  5 
de  la  negación  de  una  proposición,  3 
dd  o  exclusivo  de  dos  proposiciones,  5 
para  equivalencias  lógicas,  20 
Tablero  de  ajedrez 

casillas  controladas  por  k  reina  en  el.  585 
problema  de  las  n  reinas  en  el,  635-636 
recubrimiento  del.  por  inducción,  230-231 
ronda  de  caballo  en  el,  553 
Tableta  de  chocolate*  237 
Tarcas,  asignación  de,  432 
Tautología,  19,  23, 52-54,  56,  103 


camisetas,  287 
Telefónica 
red.  508,  534 

sistema  de  numeración,  281 
Teléfono 

grato  de  llamadas  de,  534 
telé  fono.  11  am ad as  de ,  508 
número  de,  508 
Telescópica,  suma,  22 1 
Teorema!  s),  52,  103 
de  Jos  apretones  de  manos,  5 1 1 
deí  binomio,  303-306,  324 
extendido  (generalizado),  409 
chino  del  resto,  171-172,  192 
de  los  cuatro  colores,  574-575,  582 
demostración  automatizada  de,  ÍÜ8 
de  Dirac,  548 
de  F:ermai 

pequeño,  174,  192 
último,  205, 242 

fundamental  de  la  aritmética,  142,  192.  233 
de  Kkaie,  714-718, 730 
de  KuratowskL,  569-57 1 , 582 
de  Lame,  242 
maestro,  400 

métodos  de  demostración,  58-64 
mulhnomial,  319 
de  los  números  primos.  145 
de  Ore,  548,  554 
de  Wilson.  1 79 
Teoría  de  Ramsey,  294 
Término,  inicial,  210 
Terminal  (es),  691 
vértice,  460,  5  \  2 
Término!  s) 

consecutivos,  hallar  la  suma  mayor  de,  404-405 
inicial,  210 
Temaría,  cadena,  382 
Ternario 

algoritmo  de  búsqueda.  1 19 
de sanol  I  o  eq  u  i  librad  o,  1 6  5 
Tesis,  de  Church-Turing,  728 
Test 

de Lucas-  Lehmer,  144 
de  Miller,  347 

de  primal  idud  probabüístico,  347-348 
Testigos,  121, 191 
TeX,  124 
Tiempo 

complejidad  en,  !de  algoritmos),  132.  133-136,  191 
de  computación  utilizado  por  algoritmos,  138 
Típica,  desviación,  361 
Tipo 

0  gramática  de,  693,  729 

1  gramática  de,  693.  730 

2  gramática  fie,  693.  730 

3  gramática  de,  693,  713,  718-719.  730 
Todos  contra  todos,  torneos  de,  234. 35 1 , 507 
Topología 

en  anillo  para  red  de  área  local*  516 
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híbrida  para  red  de  área  local,  516 
Topológica 

ordenación,  490-492, 496 
para  redes  de  área  local 
en  anillo,  516 
en  estrella,  516 
híbrida,  5 1 6 
Torneo,  586 

ordenación  por,  1 14,  612 
de  todos  contra  todos,  351, 507 
Turo,  573 
Torre(s ) 

polinomios,  457 
de  Hanoi,  376-378 
Total 

función,  102 
orden,  482,  496 
compatible,  490, 4% 

Totalmente  ordenado,  conjunto,  482.  496 
Traducción 

de  especificaciones  de  sistema  a  fórmulas  lógicas,  9 
de  expresiones  lógicas  al  lenguaje  natural,  39, 40-41 
de  frases  del  lenguaje  natural  a  expresiones  lógicas,  nor¬ 
malización  ),  9,  32-34,  42-43 
Transferencia,  modo  de,  asincrona,  98-99 
transitorio,  estado,  731 
Transformación  afín,  152 
Transición,  función  de,  701 
Transitiva,  relación,  444,  446,  496 
Transitivo,  cierre,  (de  una  relación),  463,  465-469,  496 
cálculo  de,  469-471 

Transposiciones,  en  una  permutación,  número  esperado  de, 
356 

Transpuestas,  matrices,  186,  192 
T  ras  tac  ion .  c  i  frad  o  por,  1 5  2 
T  rata  ble,  problem  a ,  136 
Tres 

en  raya,  609-610 
puertas,  juego  de  las,  334 
Triangular,  desigualdad,  69 
Triángulo  de  Pascal,  307,  324 
Trivial,  demostración,  59,  103 
Tukey,  John  Wikler.  13 
Turing,  Alan,  137,  207,721.  722 
Turing,  Alan  Mathison.  720 
Turing.  máquinas  de.  689.  720,  721,  722-728 
cálculo  de  funciones  con,  726-727 
conjuntos  reconocidos  por  una,  725-726 
definición  de,  723-725 
tipos  de,  727 

Ulam.  Stanislaw,  405 
numeras  de,  272 
problema  de,  206, 405 
Umbral 

función,  686 
puerta,  686 
valor,  686 

linarias,  representaciones,  726 


Unicidad 

cuan  ti  He  ador  de,  42 
demostraciones  de,  64.  1 04 
Unidad 

de  desplazamiento,  máquina  con  una,  703 
egipcia,  fracción,  273 
Unid  i  fusión,  630 
Uniforme,  distribución,  338,  367 
Unión 

de  conjuntos,  79. 84-85,  104 
difusos,  89 

de  dos  conjuntos  finitos,  número  de  elementos  en  la,  420- 

422,  433 

de  grafos,  518, 582 
de  matrices  booleanas,  186,  192 
de  multiconjuntos,  89 
en  relaciones  n-arias,  452-453,  496 
en  retículos,  500 

de  tres  conjuntos  finitos,  número  de  elementos  en  la,  422- 

423,  433 

Unitario,  conjunto,  74 
Universal 
conjunto»  73,  104 
cuantificación,  28,  1 03 
negación  de,  31 
c  u  an  t  i  fie  ador,  27  -2  9 
generalización,  57 
partí cu  lari  ¿ación,  56-57 
sistema  de  etiquetado,  616 
Universo  de  discurso  (dominio),  27,  103 
lino,  propiedad  del  inverso  para  d,  en  un  álgebra  de  Boole, 
656 


Vacía,  cadena,  211, 270,  691 
Vacua,  demostración,  59,  103 

Vaileé-Poussin,  Charles-Jean-Gustave-Nicholas  de  la,  145 
Válidos,  argumentos,  54-55 
V  alor(es) 

de  un  árbol,  610 
esperado,  336,  352-354. 367 

en  el  problema  del  guardarropa  tropero),  355-356 
de  inversiones  en  una  permutación,  356 
lineal  idad  de,  355-356,  367 
del  numero  de  transposiciones,  356 
de  transposiciones  en  una  permutación,  356 
final*  742 
inicial,  742 
umbral,  686 
de  verdad,  103 

de  tina  implicación,  6 
de  una  proposición,  2 

de  un  vértice  en  un  árbol  de  juego,  610-61 1,  646 
Vandennondc,  Alexandre-Théophilc,  308 
identidad  de,  307 
Variable(s) 

aleatoria,  336,  343-344 
covarianza  de,  366 
definición  de,  367 
desviación  típica  de.  361 
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distribución  de,  343, 367 
geométrica,  359 
independientes,  359-361 T  367 
indieatriz,  365 

valor  esperado  de,  336,  352-354,  367 
varianza  de,  352,  361-363,  367 
booieana,  13,  103,654,661,684 
libre,  30,  103 
ligadas,  30 

Variación  de  r  elementos,  297,  324 
V arianza,  352,  361-363,367 
Vecinos  en  gratos,  5 1  i 
Veitch,  B,  W,,  671 
Venenosas,  serpientes,  606 
Venn,  John,  73,  74 
diagramas  de,  73,  74,  75,  80,  82,  104 
Verbo,  690 
Verificación 

de  algoritmos  recursivos,  256 
de  invariantes  del  bucle,  268-269 
parcial,  265 

de  programas,  264-270,  271 
de  reglas  de  inferencia,  266 
de  sentencias  condicionales,  266-267 
Vértice(s),  459 
adyacente,  511,  512, 581 
aislado,  511,581 
antecesor  de  un,  591, 646 
base  de,  539 
colgante,  511,  58! 
conexión  de,  51 1 
de  corte,  534 

descendiente  de  un,  592,  646 
distancia  entre,  586 
excentricidad  de  un,  600 
final  (terminal),  459,512 
grado  de 

entrada  de,  512,  58 1 
en  gratos  no  dirigidos,  5 1 1, 581 
salida  de,  512,  581 
de  grato 

dirigido,  505,  512,  522 
no  dirigido»  506,  511,512 
grado  de,  511, 581 
simple,  5Q4f  521 
hermano  de  un,  59 646 
hijo  de  un,  591 ,  593,  646 


independientes,  conjunto  de,  586 
inicial,  459,  512 
interior,  469 
interno,  592,  646 
de  multigrafo.  504 
dirigido,  505 
nivel  de  un,  597.  646 

número  de,  de  árboles  binarios  completos,  250 

ordenación  por  nivel  de.  648-649 

padre  de  un,  591,  646 

de  un  pseudografo,  504 

recuento  de  caminos  entre,  536-537 

termina!.  459,  512 

valor  de  un,  en  árboles  de  juego,  610-61  1 , 646 
Very  iarge  sea  le  íntegra?  ion  (VLSI),  588 
Viajante,  problema  del,  548,  5 55,  560-562,  582 
«Viajero,  dodecaedro  del»,  546 
Vocabulario.  691, 729 

Voraces,  algoritmos,  1 16-1 18,  158,  231-232,  607,  641, 647 
Vuelta 

atrás,  o  retroceso,  búsqueda  de,  630-633,  647,  747 
aplicaciones  con,  634-636 
en  grafos  dirigidos,  636-637 
solución  del  problema  de  tas  n  reinas,  635-636 
al  mundo.  La,  juego  de,  546 


Warshallt  Stephcn,  469 
algoritmo  de,  469-47 1 , 496 
Web 

aranas,  637 
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